ALGEBRA LINEAL

1.-MATRICES Y DETERMINANTES

1.1.- Generalidades

Se llama matriz de orden mxn a un conjunto de mxn nimeros (o letras que representan
numeros) dispuestos en m filas y n columnas y encerrado entre paréntesis o corchetes.

4 5 .
es una matriz de orden 2x3
31 2
& ap - &
a a .oa ., .
Az 2" les la expresion general de una matriz de orden mxn
a a a

El conjunto de todas las matrices de orden mxn suele denotarse por Emxn.

La matriz suele denotarse con una letra mayuscula, por ejemplo A. A cada nimero que
va dentro de la matriz se le llama elemento; el elemento que esta en la fila i y la
columna j se denota con la misma letra que la matriz, pero en minuscula, y dos
subindices que indican la posicion del elemento: a;; (el primer subindice corresponde a
la filay el segundo a la columna en la que esta el elemento)

En la matriz anterior el elemento aj, es 2, el elemento a,; es 2.

Una matriz suele definirse también a través de sus elementos, de la siguiente manera:
A=(ajj)mn. Lo anterior indicaria que tenemos una matriz de orden mxn, llamada A y a
cuyos elementos llamamos &j;.

Los elementos (nimeros) de una matriz pueden ser reales o complejos; en el primer
caso se dice que la matriz es real y en el segundo que es compleja.

2 35 2-i 0 2+i
4 2 1| esunamatriz real 4 2 4-i| esunamatrizcompleja
3 4 8 3 1+i 8

Se dice que dos matrices A y B son equidimensionales si y sélo si tienen el mismo
namero de filas y de columnas.

2 3 2 0 0 1 - .
y son equidimensionales
0 -3 2 0 -2 -5
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Se dice que dos matrices A y B son iguales si y sélo si siendo equidimensionales,
ademas los elementos que ocupan la misma posicion son iguales. Es decir:

aij=bj Vi=1,2.maVj=1 2 ..,n (mynndmero de filas y columnas
respectivamente)

Una matriz que tiene todos sus elementos nulos se denomina matriz nula, y se
representa por (0)mxn, Siendo mxn el orden de la matriz.

0 0O )
es la matriz nula de 2x3
0 0O

Se llama matriz linea la matriz que consta de una sola linea. Si estd formada por una
sola fila se llama matriz fila (su orden es 1xn) y si esta formada por una sola columna se
Ilama matriz columna (su orden es mx1).

e 2 .
(-1 2 0) esuna matriz fila [ J es una matriz columna

Dada una matriz A = (aj)mxn S€ llama matriz opuesta de A a la que se obtiene
cambiando el signo de todos los elementos de A; se representa por —A. Asi: -A=(-aij)mxn-

. -1 3 -2 1 -3 2
Si A= -A= es la opuesta de A
2 1 5 -2 -1 -5

1.1.1.- Matrices cuadradas

Se dice que una matriz es cuadrada si y solo si tiene el mismo nidmero de filas que de
columnas. Asi una matriz cuadrada de orden n tiene n filas y n columnas.

2 -1 )

4 s J es una matriz cuadrada de orden 2

Ay 8 g Gy,

Ay 8y Gy v Ay

ay 83 a5 -+ a, | €S una matriz cuadrada de orden n
ay @, a; : a,

Existen algunas definiciones importantes aplicables s6lo a matrices cuadradas; algunas
de ellas se exponen a continuacion.

Se llama diagonal principal de una matriz cuadrada a la formada por los elementos a;;
(es decir: aj1, @z, ..., @m).
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2 -1
4 -2 | los elementos encuadrados forman la diagonal principal.
0 2

Se llama traza de una matriz cuadrada a la suma de los elementos de su diagonal

n
principal, es decir, Traza(A)= Y a; = ay + 8y + ... + a,,.
i=1

En el ejemplo anterior la traza de la matriz seria: 1+3+2=6

Una matriz cuadrada se dice triangular superior si todos los términos situados por
debajo de la diagonal principal son ceros (es decir, a;=0 Vi>j). Analogamente, se dice
triangular inferior si todos los términos situados por encima de la diagonal principal
son ceros (es decir, a;=0 Vi<j).

2 4 -1

0 3 4 |esunamatriz triangular superior de orden 3

00 2

8 8 83 &

0 a, ay an

0 0 agy a,, |es la forma general de una matriz triangular superior
0 0 O a,,

a, 0 0 0

a, a, 0 0

ay a3 ay -+ 0 |eslafoma genenal de una matriz triangular inferior
Ay Ay Ay ¢ ay

Se llama matriz diagonal a toda matriz cuadrada cuyos términos situados fuera de la
diagonal principal son todos nulos (es decir, a;=0 Vi#j). Un caso particular de matriz
diagonal es la matriz escalar en la que todos los elementos de la diagonal principal son
iguales.

a; 0 0 0
2 00 0 a, O 0
0 -1 0 0 0 ay - O son matrices diagonales
0 0 5 : : : :

0 0 O a



Algebra Lineal

0 0 -0

4.0 0 a0 -0
0 40 0 a -« 0 son matrices escalares

0 0 4 Do :

0 0O a

Se denomina matriz unidad o matriz identidad a una matriz escalar en la que los
elementos de la diagonal son todos 1. La matriz unidad de orden n suele denotarse por

In.

100 -0
1 00 010 0
0 1 0| matrizunidaddeorden3 |0 0 1 0 | matriz unidad de orden n
0 01 P :

000 : 1

1.2.- Operaciones con matrices

1.2.1.- Suma de matrices

Dadas dos matrices A = (ajj) y B = (bj;) del mismo orden mxn, se llama matriz suma de
Ay By se denota por A+B, a la siguiente matriz:

A+B= (ajj+ bij)

es decir, es una matriz cuyos elementos se obtienen sumando uno a uno los elementos
gue ocupan la misma posicion en Ay B. La matriz suma es, por lo tanto, una matriz del
mismo orden que Ay B.

SiA:1—24yB:032 :>A+B:116
2 5 2 -1 4 2 19 4

A, A, - A, by by .. by,

. ay 8, .. a b, b b
Engeneral,si A=| * % fn y B=| 2 2 o
ay Ay - A b, b b,

ay +by  a,+b, .o, Dby,
a,, +b a,, +b . @&, +b
= A+B= 21‘ 21 22‘ 22 2n‘ 2n
ay,+b, a,+b, .. a,+h

mn mn

La suma de matrices de orden mxn verifica las siguientes propiedades:

Asociativa: (A+B)+C=A+ (B + C), VA, B, C
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Elemento neutro: A + (0) mxn = (0) mxn + A = A, VA
Elemento opuesto: A + (-A) = (-A) + A=(0), VA
Conmutativa: A+B = B+A, VA,B

Nota: obsérvese que las propiedades de la suma de matrices son las mismas que las de
las suma de numeros reales.

1.2.2.- Producto de matrices por un escalar

Sea A = (ajj) una matriz de orden mxny ¢ un numero (con frecuencia Illamado escalar).
Se define el producto del escalar & por la matriz Ay se denota por @A a una matriz
cuyos elementos se obtienen multiplicando cada elemento de A por «. La matriz A es
por lo tanto una matriz de la misma dimension que A.

Si A:(l 2 4] y =2 = aA:(Z - 8}

2 5 2 4 10 4
8y 8 . G a-a, a-a, .. oa-q,
En general, si A=| 2 7% n | A= 21 2 2n
A @mp Ay a-ad,, -, .. A-3d,,

El producto de matrices de orden mxn por un numero verifica las siguientes
propiedades:

w(A+B)=o-A+a-B VanrVAB
(a+B)-A=a-A+B-A Va,BAVA
(aB)-A=a-(B-A) Va,BAVA
LA=A VA

1.2.3.- Producto de matrices entre si

Dadas dos matrices A€Emy, Y BeEpxn (es decir, el nimero de filas de B coincide con el
numero de columnas de A), se llama matriz producto de A y B a otra matriz, que se
denota como A-B, cuyos elementos se obtienen de la siguiente manera:

p
(ab)u zZalkbkj i:1,2 ..... mAa j:1,2,...,n
k=1

Es decir, si llamamos C a la matriz producto de A-B, entonces:
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mxp pi pxn mxn

Cy =aubyj +a,0,; +...+ by =D a,hy,
Se observa que la matriz C=A-B es de dimension mxn.

2
(21-1]

11

2 3. 0),, )

3x1

(5 Cy=2-(-2)+1-1+(-1)-2=-5
1), | eu=2:(-2)+31+0-2= -1

El producto de matrices no es conmutativo.

Teniendo en cuenta la definicién del producto de matrices se observa que, como se ha
dicho anteriormente, es necesario que el nimero de filas de B coincida con el nimero de
columnas de A. Por ello, si las matrices son rectangulares es posible que exista A-B y no
exista B-A , pero aun existiendo B-A no tiene porqué coincidir con A-B.

Si B-A = A-B se dice que las matrices A y B son permutables o conmutables.

0 3

36
sa-{; oMo 3)-(2 2)

. 1 -2 2 -1 . .,
SI A =( ] y B =[1 0 j = A-B= B-A como se comprueba a continuacion:

Segun lo anterior cuando se multipliquen matrices ha de tenerse cuidado con el orden de
los términos. Para distinguir el orden en el producto A-B se dice que A premultiplica a
B o multiplica a B por la izquierda; de la misma manera, B postmultiplica a A o
multiplica a A por la derecha.

Si se quiere multiplicar ambos miembros de una ecuacion matricial X = Y por una
matriz P, es importante que o bien premultipliguemos ambos miembros por P, o bien
postmultipliquemos ambos miembros por P.

El producto de matrices verifica las siguientes propiedades:

Distributiva del producto respecto de la suma por la izquierda
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A'(B+C) = A'B + A'C VAG men VAN VB,CEEnxp

Distributiva del producto respecto de la suma por la derecha

(A+B)-C=A-C+B-C VABEEmn A VCeEng
Asociativa

(A-B)-C = A-(B-C) VAEEmn, BeEnxp, CeEpxq
o-(A-B) = (a-A)-B = A-(a-B) VA€Emn, BeEEn, Ya (nimero)

En el producto matricial puede ocurrir que A-B sea nulo siendo A=(0) y B#(0) (a
diferencia del producto con escalares donde a-b=0 si y solo si alguno de los factores es
cero).

De la misma manera, siendo A=(0) la igualdad matricial A-B=A-C no implica B=C
(mientras que con escalares, si a-b=a-c y a=0 = b=c).

10 10 00O
0 00O 00O
Sean A=|0 0|yB= =A-B=|0 0] - =0 0 O
110 110
10 10 00O
10
0 01 0 01
Sean A=|0 0| ,B= y C= =
10 100 010

A-B=A-C, siendo A=(0)yB=C

Es facil comprobar que VA€Emxn, In-A=A 'y A-1,=A (es decir, las matrices I, y I,
juegan el mismo papel que el numero 1 en la multiplicacion de nimeros).

1.2.4.- Potencias de matrices cuadradas

Las potencias de matrices cuadradas son un caso particular del producto de matrices. Se
llama potencia p-ésima (peZ*) de una matriz cuadrada A a la matriz que se obtiene
multiplicando A p veces por si misma.

AP =(A-A-A-...-A)
%/—/

p veces

Por lo tanto:
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Al=A
AZ=A-A
A=A-A-A

Se observa facilmente que esta operacion no puede realizarse con matrices
rectangulares.

Propiedades.

APAT = APT vp,qezZ’
(AP)I = AP vp,qezZ’
Nota: A’ = | VA cuadrada, por convenio

A pesar de que, como hemos dicho, el producto de matrices en general no es
conmutativo, es interesante darse cuenta de que cuando multiplicamos dos matrices,
donde cada una de ellas es una potencia entera positiva de otra, el orden en que las
multipliqguemos es indiferente (es decir, las matrices conmutan).

1 2 97 -142 97 -142
A= ; APA’= A3 A=
-3 2 213 26 213 26
Es sencillo demostrar que la afirmacion anterior se cumple en general, como se observa
a continuacion:
APAY = APHI= ATP=AIAP vpgeZ”

Puede también comprobarse facilmente que si A es una matriz

a, 0 0 - 0
0 a, 0 - 0
diagonal:A={ 0 0 a; - O
0 0 O a,,
a,"” 0 0 0
0 ay,” O 0
se cumple que: AP =| ¢ 0 ag’ -+ 0 | VpeZ’
0 0 0 a,,"

Podria pensarse que las potencias de matrices cuadradas funcionan a todos los efectos
como las potencias de niumeros. Pero esto no es cierto:
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Dadas A y B, matrices cuadradas del mismo orden,

(A+B)® = (A+B)(A+B) = A’ + BA + AB + B® = A> + 2AB + B?
pues en general AB = BA.
Del mismo modo:

(A+B)(A-B) = A’ + BA - AB - B%# A?- B?

1.3.- Matriz traspuesta de una dada

Se llama matriz traspuesta de una matriz A a la que se obtiene intercambiando sus filas
por sus columnas. Se representa por A'o A’. Por lo tanto, si AeEmy, = A'eEnm (Si A es
de orden mxn su traspuesta es de orden nxm)

0 3
03 -2 t
Ay = 3 2 2]’ Agp=|3 2
2 2
Propiedades.
(AY'=A VA€Emn
0 3 -2 03 vt (0 3 -2
Ejemplo: A= =A'=|3 2| = (A) =
3 2 2 3 2 2
2 2
A+B)'= A4B' VABe Emn. En general: (A, + A, +..+A ) = Al + AL+ + Al
g 1 2 n 1 2 n
. 0 3 -2 1 4 1
Ejemplo: sean A = y B=
3 2 2 2 -1 0
0 3 1 -2 11
A'=l3 2| B'=|4 -1 = A'4+B'=[-1 1
2 2 1 0 -1 02
11
1 -1 ‘ o
A+B= = (A+B) =|-1 1|=A"'+B
11 2
102
(A-B)'=B"A' VA€Eny, VBeEgn Engeneral: (A, -A,-..-A_ ) =AL. Al Al
1 2
: _ 8 4
Ejemplo:sean A=| -3 4|y 52(7 Sj
2 1 )
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(1 =32y , (-8 -7 O (22 -4 -23
A = , B'= = B''A'=
2 4 1 4 5 14 8 13

22 14
o (22 -4 =23
A-B=| 4 8| = (A-B)= =B'-A
14 8 13
23 13

Una matriz cuadrada se dice que es simétrica si coincide con su traspuesta, lo cual solo
se puede cumplir si los elementos dispuestos simétricamente a ambos lados de la
diagonal son iguales; es decir:

Aessimétrica < A=A' o aj=a; Vij=1,2,..,n

1 0 -2
6 4 es simétrica
-2 4 3

Una matriz cuadrada A se dice que es antisimétrica si coincide con la opuesta de su
traspuesta, lo cual s6lo puede ocurrir si los elementos dispuestos simétricamente a
ambos lados de la diagonal son opuestos y los elementos de la diagonal principal son
nulos; es decir

Aesantisimétrica < A=-A' o a=a; Vij=1,2,.,n

0 1 3
-1 0 -5| esantisimétrica
-3 5 0

1.4.- Determinantes de matrices cuadradas

1.4.1.- Definicién de determinante

Asociado a cada matriz cuadrada A existe un namero que es el valor del determinante y
se denota por |A|. La expresion matematica de la definicién de determinante, cuya
observacion se deja como opcional para el alumno, puede parecer y es complicada, pero
su significado es muy sencillo. Es interesante que el alumno observe esta demostracion
para darse cuenta del coste que supondria emplearla en matrices de orden elevado y
comprender asi porqué se buscan modos alternativos de obtener el valor de un
determinante y la necesidad de conocer las propiedades de los determinantes para
emplear estos métodos.

Precisamente de la aplicacion directa de la definicion de determinante se obtienen las
férmulas para el célculo de determinantes de orden 2 y 3, que es seguro que el alumno
conoce Y aplica habitualmente, si bien estos determinantes pueden obtenerse también
por los métodos que se van a explicar posteriormente, validos para matrices de cualquier
orden. Recordamos dichas formulas:

10
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) &1 &y
Orden 2: |A|= . -8y, — 8y, -8y
21 Gy
a; 3y

Orden3:|A| =8y Ay Qg =8y 8y g3ty 8y cdy T3y Ay
3 qp A

— 8y 8y3 783 =8y 8yy 833 ~Ay3 78y Ay

Es maés sencillo recordar esta Ultima expresion haciendo uso de la regla de Sarrus, que
“dibuja” esta formula mediante un esquema que agrupa los términos que van en cada
sumando. En el dibujo de la regla de Sarrus que se muestra a continuacién los circulos
representan los elementos de la matriz; se han unido con lineas de un mismo color los
elementos que van multiplicados en un mismo sumando (a la izquierda los positivos y a
la derecha los negativos).

7
/
’

OO OO
Términos positivos Términos negativos

1.4.2.- Otras definiciones relacionadas con los determinantes

Para los métodos de célculo de determinantes que se van a presentar posteriormente es
necesario definir algunos conceptos previos.

Si en un determinante D de orden n se suprimen g filas y g columnas, las restantes filas
y columnas definen un nuevo determinante de orden (n-q) que se Ilama menor del
determinante D.

a, ap a3z ady s
Ay Ay Ay Ay Ay
Sien |a;, a3, a5 a5 ag se suprimen las filas 3y 5y las columnas 2 y 4
a q a3 dy 9y

&) Ap 53 Ay As

8 8y B
se obtiene el siguiente menor de orden 3: |a,;, a,; a,

Ay Q43 Qs

A cada elemento a;; de un determinante D se le puede asociar otro determinante que se
obtiene suprimiendo en D la fila i y la columna j en las que se encuentra el elemento;

11
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este nueve determinante se denomina menor asociado a a;j y que se denota por Dj;. Si D

es de orden n, Dj; es por lo tanto de orden n-1.

Ay @y dy
Si en el determinante anterior buscamos D1: 8y A, Ay
8y g g
8; g5 As3
8y 83 8y Ay
8y @8y ay Aa :
D,=| > ® " “%®lesel menor asociado al elemento a;.
a41 a‘43 a44 a45
851 853 85 Ag5

1 (@) - Ay age -

Cuando un menor de un determinante estd formado por las q primeras filas y las q
primeras columnas se denomina menor principal de orden g.

Asi por ejemplo, en un determinante de orden 5 para obtener sus menores
principales de orden 1, 2, 3, 4 y 5 (el propio determinante) vamos seleccionando
los elementos (o filas y columnas) como se indica a continuacion:

a5
s
ag;| resultando asi:
s
A5
Q; dp 3 9y
a, a a; Qp g 4 a4 a. a
lay| M B Jay @, an| |02 "#| yel propio determinante.
A Ay 3 Ap Az Ay
A3 Az Az 4. a. a. a
s Qg Q3 9y

Se llama adjunto de un elemento a;; al determinante A;;=(-1)"*.Dj;, es decir, al valor del
menor correspondiente a ajj con signo + o - segun el lugar que ocupa aj;.

Asi, para el determinante de orden 5 de los ejemplos anteriores:

ay;

_f 142 _ |8
A=(-1)""Dp=-

a4 Ay

a5y

12
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1.4.3.- Propiedades de los determinantes

Para calcular los determinantes por los métodos que se van a exponer a continuacion
convendra realizar una serie de transformaciones que no alteren su valor, pero que lo
conviertan en otro mas sencillo de calcular (por ejemplo, por tener muchos elementos
nulos o ser triangular).

Para realizar dichas transformaciones deben tenerse en cuenta siempre las propiedades
de los determinantes (no vamos a demostrar ninguna de estas propiedades, a pesar de
que alguna de las demostraciones es muy sencilla):

1- El determinante de una matriz es igual al de su traspuesta: |A|=|A[
2- Si una fila (o columna) tiene todos sus elementos nulos, el determinante es cero.
3- Un determinante que tiene dos filas (o dos columnas) iguales es cero.

4- Si en un determinante los elementos de una fila o columna son multiplos de los de
otra, el valor del determinante es cero.

5- Un determinante en el cual una fila (o columna) es combinacion lineal de otra es
nulo.

6- Si a una fila (o columna) se le suma otra multiplicada por un escalar, el determinante
no varia.

7- Si se cambian entre si dos filas, el valor del determinante cambia de signo
(analogamente con las columnas).

8- Multiplicando a todos los elementos de una fila (o columna) por «, el determinante
queda multiplicado por .

9- Sea el determinante

a11+bll a12+b12 a:I.n—i_bln a:I.l a:I.2 aln bll blz bln

d,, a,, a,, _3.21 dy,y .. 3.2”+3.21 dy,y . Ay,

nl n2 nn nl n2 nn nl n2 nn

En general: Si todos los elementos de una fila (0 columna) de un determinante son
sumas de p numeros, se puede descomponer dicho determinante en suma de p
determinantes que tienen comunes todas las filas (o columnas) excepto la
considerada, la cual viene sustituida por el primer sumando en el primer
determinante, por el segundo sumando en el segundo determinante,..., por el p-ésimo
sumando en el p-ésimo determinante.

13
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10- |A-B\=|A-|B. VABeEmn

11- |A°|=|AP VYAEEmn.

Nota: en general ||A+B|=|A|+|B|

1.4.4.- Algunos métodos de calculo de determinantes
Desarrollo de un determinante por los elementos de una linea (o regla de Laplace)

El valor de un determinante D se puede calcular como la suma de los productos de los
elementos de una linea (fila o columna) por los adjuntos de los mismos (como veremos
enseguida sera conveniente elegir la linea que tenga mayor nimero de elementos nulos,
para reducir el nUmero de operaciones a realizar).

dyy A e Ay,
Asi si D= Ay Ay .. Ay, L . L
si,si D= , desarrollando el determ. por la i-ésima fila se obtiene:
a, 4a,, ... a,

D = aiiAir + ai2Ai2 ...+ 2inAin
y haciéndolo por la j-ésima columna se obtiene:

D= alelj + anggj +..+ an,-An,-

35 2 4
. 1 0 2 3
Ejemplo: calcular D=
0 4 0 1|« 2 elementos nulos
6 1 2 3

Desarrollando D por los elementos de la tercera fila:

5 2 4 3 2 4 3 5 4 3 5 2
D=0-0 2 3-4-1 2 3+0:1 0 3-1/1 0 2/=-6
1 2 3 6 2 3 6 1 3 6 1 2

En el ejemplo anterior, el calculo del determinante de orden 4 se ha transformado en el
calculo de 4 determinantes de orden 3 (que podemos obtener haciendo uso de la regla de
Sarrus, por ejemplo), dos de los cuales no calcularemos por ir multiplicados por cero.
En general con este método el calculo de un determinante de orden n se transforma en el
calculo de n determinantes de orden n-1 (o alguno menos si en la fila por la que
desarrollamos hay ceros). Por ello este método en si mismo, sin combinarlo con el uso
de las propiedades de los determinantes no es de gran utilidad para el célculo de
determinantes de orden elevado.

14
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Calculo empleando las propiedades de los determinantes

Todas las propiedades de los determinantes son muy Utiles para el calculo de los
mismos. Siempre serd conveniente observar si tenemos un determinante con todos sus
elementos nulos, o con dos lineas paralelas (filas o columnas) iguales entre si o
proporcionales, o si una fila es combinacién lineal de otras (esto Ultimo no es tan facil
de ver por simple observacion); en estos casos, por las propiedades 2, 3, 4 y 5 sabriamos
que el valor del determinante es cero, sin necesidad de calcularlo. De no ser asi, se suele
intentar transformar el determinante en otro méas sencillo (generalmente triangular)
haciendo uso con frecuencia de la propiedades 7, 8 y sobre todo la 6.

Hay que tener mucho cuidado en el empleo de las propiedades 7 y 8, ya que alteran el
valor del determinante original, por lo que hay que multiplicar posteriormente el valor

. , 1 .
obtenido por el niUmero adecuado (-1 0 —, respectivamente) para mantener el valor del
o

determinante inicial.

1.5.- Rango de una matriz de orden mxn

1.5.1.- Definicion

Se llama rango de una matriz A de orden mxn al orden del mayor menor no nulo que
puede extraerse de ella. También, teniendo en cuenta las propiedades de los
determinantes, se define como el mayor nimero de filas o columnas que son
linealmente independientes en A.

1.5.2.- Calculo

El primer procedimiento que nos puede venir a la mente para calcular el rango de una
matriz es, precisamente emplear su definicion. Asi, dada una matriz de orden mxn
comenzaremos extrayendo uno a uno sus menores de mayor orden (supongamos que
éste es n). En cuanto algin menor sea no nulo pararemos el proceso y diremos que el
rango de la matriz sera n. Si extraidos todos los menores de orden n no hemos
encontrado ninguno no nulo, sabremos que el rango es menor que n, pero no sabemos
cuanto menor. En este ultimo caso tendriamos que continuar el proceso, extrayendo uno
a uno los menores de orden n-1 hasta que encontremos uno no nulo, momento en el que
podriamos decir que el rango de A es n-1. Si extraidos todos los menores de orden n-1
no hemos encontrado ninguno no nulo, sabremos que el rango es menor que n-1, pero
no sabemos cuanto menor. Asi, tendriamos que pasar a plantear los menores de orden
n-2 ... Se continlia con el proceso hasta obtener algin menor no nulo de algun orden; el
rango de la matriz seria este orden.

Puede verse que este proceso es muy laborioso, por lo que si hay algin procedimiento
alternativo es conveniente emplearlo. Uno de estos procedimientos se vera en el
apartado 2.4, al explicar como se discute la existencia de solucion de sistemas de
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ecuaciones lineales cuando aplicamos el método de Gauss. Este proceso es mucho mas
eficiente y es comunmente empleado en la practica.

1.6.- Matrices regulares: inversa de una matriz cuadrada

1.6.1.- Definicion

Una matriz cuadrada A se dice regular si existe otra matriz cuadrada, a la que
llamaremos inversa de A y denotaremos por A, tal que A-A* =A™ A=I. En caso de no
existir esta matriz A se dice que A es singular.

-1

. 1 2 10
La inversa de A:( j es A'= , yaque A-A? =( J
-1 0 0 1

N, O

1
2

Podemos decir entonces que A es regular, ya que tiene inversa.
Cuando una matriz cuadrada tiene inversa ésta es Unica.

Cuando la inversa de una matriz A coincide con su traspuesta, se dice que A es
ortogonal. Es decir:

Aesortogonal < A'=A' & ALA=AA=]

1.6.2.- Caracterizacién de las matrices regulares (como saber si una matriz es
regular)

Un primer método para saber si una matriz es regular seria utilizar directamente la
definicién: dada una matriz A planteamos la ecuacion matricial A.A™=I. Si este sistema
tiene solucion la matriz A™ obtenida ser4 la inversa de A y A sera regular; si el sistema
es incompatible significa que no se puede encontrar A y por lo tanto A es singular.
Veremos un ejemplo de esto en el siguiente apartado (calculo de la inversa).

Pero ademéas puede demostrarse que una matriz cuadrada es regular si y sélo si su
determinante es no nulo. De la misma manera una matriz cuadrada es singular si y sélo
si su determinante es nulo.

Recordando la definicidn de rango de una matriz lo anterior es equivalente a decir que
una matriz cuadrada de orden n es regular si y solo si el rango de A es n 'y es singular si
el rango de A es menor que n.

1.6.3.- Algunos métodos para calcular la inversa de una matriz
Utilizando directamente la definicidn de inversa

Como se ha indicado en el apartado anterior, el método mas directo para calcular la
inversa de una matriz A seria aplicar directamente su definicion. Esta definicion
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representa un sistema de ecuaciones a partir del cual podremos obtener la inversa de A,
en caso de existir ésta.

. . 1 2
Por ejemplo, para calcular la inversa de A= - planteamos que buscamos una

matriz A™ que, en caso de existir, ha de ser también cuadrada de orden 2, por lo
que sera de la forma:

Al Xy
z t

y hade cumplir A-A"=1 = (1 ZJ(X yj:[l 0]
2 1)\z t 01

Esta expresion representa la igualdad de dos matrices y puesto que para que dos
matrices sean iguales han de serlo elemento a elemento (segun la definicion de
igualdad de matrices), de aqui se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

X+2z=1
y+2t=0
2x+z=0
2y +t=1

la discusion de la existencia de solucion de este sistema y su resolucion se
abordaran por cualquier método conocido (por ejemplo los que se explicaran en
el apartado siguiente). En este ejemplo el sistema tiene solucion y es la

siguiente:
12
1 2 2 1 - 3 3
X=—=, y=2 7=% t=_= orloque Al=
3 y 3 3 3 P q Z =
3

En caso de que la matriz cuya inversa buscamos no sea regular llegaremos a un sistema
incompatible (es decir, sin solucion). Por ejemplo:

2 8
siA:( ]:> A‘lz(x y]
1 4 z t
2X+8z=1

a 2 8)(x vy 10 2y+8t=0 . .
A-A =l = . = = este sistema no tiene
1 4 t 01 X+4z=0

y+4t=1
solucion (segun aprenderemos a discutir en el siguiente apartado), lo que
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significa’que no existen valores de x,y,z,t que cumplan todas las ecuaciones
simultaneamente y por lo tanto no existe una matriz A/ A.A™=I (es decir, A no
tiene inversa).

Célculo de A™* empleando la férmula: Al=_—

Se puede demostrar que si A es regular su inversa se puede calcular segln la expresion
anterior, donde A® denota a la matriz adjunta de A y es aquella matriz que resulta de
sustituir cada elemento de A" por su adjunto.

2 20
Para calcular lainversade A=|0 3 1| necesitamos su determinante:
1 0 1

|A|=2-3:1+1.2:1=8=0 = JA™

y su adjunta:

‘30‘ ‘2j 2 3
1 1 0 0 1
2 01 0 2 2 0 3 2 2
A'=l2 3 0 :Aa:—‘j‘j— =1 2 =2
1 0 0 1
011 -3 2 6
01 21 120
30 [20 |2 3
entonces
38 14 14
A'=|38 14 -14]|.
38 14 3/4

1.6.4.- Algunas propiedades

1

™

VA regular e Enxn(

(A ) B)-l =B1.A1 YA,B regularESe Enxn(/—\)

2.-SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: DISCUSION DE LA
EXISTENCIA DE SOLUCION Y RESOLUCION

2.1.- Algunas definiciones.

Recordamos que se llama ecuacion lineal o ecuacion de primer grado a una expresion
algebraica de la forma:
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& X tay X +ag-Xg+...+a, X, =Db

donde aj, ay,..., a, son numeros conocidos que se llaman coeficientes y b s un niumero
también conocido que se llama término independiente. Por Gltimo, X, X,....Xn SON
variables cuyo valor pretendemos determinar y que se suelen llamar incognitas.

2:% +3:X,—4-% =5 es una ecuacion lineal con 3 incognitas

Cuando el término independiente de la ecuacién es 0 se dice que la ecuacion es
homogénea.

X +2:% =0 es una ecuacion homogénea con dos incognitas

Se llama solucion de la ecuacion a, -x, +a,-X, +a,-X; +...+a, X, =b a un conjunto de
ndmeros ry, ra,..., Iy tales que sustituidos en la ecuacion, la verifican; es decir:

a-h+a, L+ag-L+...+a,-r,=>b

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen la misma solucion.

2x=4 . . ..
A8 son ecuaciones equivalentes. La solucidn de ambas es x=2
X =

Se llama sistema lineal de m ecuaciones con n incédgnitas a todo conjunto de ecuaciones
de la forma:

QX +a, Xy +ag Xg ...+, X, =b
Ay X+ 8y Xy + 8y Xg +..ot By, - X, =D,
Qg X +8g, - Xy + 853 Xg +...+ 85, X, =y @

Ay X+ Ay Xy + 83 Xy +...+ 8y, - X, =Dy,

4-X =Xy +4-%Xg=-2 . . o
es un sistema de 2 ecuaciones y 3 incognitas

2:X +3- %X —2-%X =7

Se dice que un sistema de ecuaciones es homogéneo cuando todas sus ecuaciones son
homogeéneas. En caso contrario se llama heterogéneo.

Se llama solucion de un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas a un conjunto de n
nUmeros ry, r,..., Iy que verifican todas las ecuaciones del sistema. Es decir:

aq-h+a, L+aghLh+...+a, =0
Ay M +ay N +ay f+..+38,,-F
Qg h+ag hL+ag lh+...+a8, I, =h

dy-h+ta, hLh+a,-hL+...+a
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Se dice gue un sistema de ecuaciones es compatible cuando posee una o varias
soluciones. Si posee una Unica solucion se llama compatible determinado y si posee
infinitas se llama compatible indeterminado.

Se dice que un sistema de ecuaciones es incompatible cuando no tiene ninguna
solucion.

Un sistema de ecuaciones lineales homogéneo siempre es compatible, ya que al menos
tiene siempre la solucion trivial (es decir, aquella en la que todas las incdgnitas valen
cero).

Se dice que dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas
soluciones.

Nota: es muy conveniente observar que dependiendo de la “forma de un sistema” y no
solo de su tamafio, un sistema puede ser mas sencillo de resolver que otro. Asi por
ejemplo, entre los dos sistemas siguientes:

X, — X, + 2% =1 X, — X, + 2% =1
X, +X; =0 y =X +2X, —X; =-1
2%y =-2 X, —2X, = X3 =3

a simple vista parece méas sencillo resolver el de la izquierda que el de la derecha, a
pesar de que ambos tienen el mismo numero de ecuaciones e incégnitas. Esto es debido
a la forma en “escalera” o escalonada del primer sistema. En general los sistemas de
ecuaciones de la forma:

a11)(14_312)(2 +"'+a1n n :bl

son muy sencillos de resolver mediante el procedimiento de sustitucidn regresiva, que
simplemente consiste en resolver empezando por la Gltima ecuacion; en ella se despeja
el valor de x, que se sustituird en la antetltima ecuacion, en la que ya por lo tanto sélo
quedara una incognita x,.1. A continuacion los valores de xn.1 y Xn Se sustituyen en la
anterior ecuacion, quedando en ésta so6lo la incognita X, y asi sucesivamente ... hasta
llegar a la primera ecuacion, donde sélo quedara como incégnita x;, que se despejara.

2.2.- Expresion matricial de un sistema de ecuaciones lineales

Es muy sencillo darse cuenta de que un sistema de ecuaciones lineales como (1) se
puede escribir en forma matricial de la manera que se indica a continuacion (s6lo hay
que recordar como se realiza el producto de matrices y qué significa que dos matrices
son iguales):
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Esto se conoce como expresion matricial del sistema (1). En forma compacta se
escribiria:

8, ap .. 8y

a a oo a . . .. .
dondeA=| * % 2" | se denomina matriz de los coeficientes del sistema

ml

X

X T . S
x=| 2 | es la matriz incognita (o matriz de incognitas)

y b= es la matriz de los términos independientes.

Para resolver y discutir un sistema por los métodos que veremos posteriormente es Util
también definir la siguiente matriz:

a; A, .. Ay b

a, &, .. 8y | b . . . .
(Alb)=| # % 2n 1 721 que se denomina matriz ampliada del sistema.

a, a a. b

ml m2 mn i

Nota: como puede verse facilmente, la matriz ampliada de un sistema escalonado tendra
también forma en escalera. Se observa que en este tipo de matrices:

- el primer elemento no nulo (por la izquierda) de cada fila esta a la derecha del primer
elemento no nulo de filas anteriores (forma escalonada)

- las filas nulas, si existen, estan en la parte inferior de la matriz.

Las siguientes matrices estan en forma escalonada:
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1** 1*** 1
Ol*** 001***
01 *, |01 * *|, ,
0oo001* |00O01=**
0 01 0 00O
0 0O 0 0

donde * representa un nimero cualquiera.

Si trabajamos matricialmente diremos que r= es solucion del sistema (2) (o

equivalentemente del (1)) si:

a; 8y .. &, ] b,

ay a, .. a . b, .
a T N R P o, en forma compacta, si A-r=b

am1 am2 mn rn b

2.3.- Resolucién de un sistema de ecuaciones lineales

Existen varios métodos para la resolucién de sistemas de ecuaciones lineales:
eliminacién, sustituciéon, Cramer, Gauss, etc. Vamos a centrarnos en este apartado en
los dos dltimos si bien dedicaremos mayor atencion al método de Gauss, que es el mas
util en la préctica; cualquiera de los deméas métodos es muy costoso y/o complicado de
utilizar para mas de tres ecuaciones.

2.3.1.- Método de Cramer

El método de Cramer es Unicamente valido para resolver sistemas de ecuaciones
lineales cuadrados (mismo numero de ecuaciones que de incognitas) y con matriz de los
coeficientes regular (lo que implica, como veremos posteriormente, que tiene solucién
Unica). Vemos pues que es de uso limitado y ademas bastante costoso de emplear en la
practica, ya que involucra el calculo de un numero elevado de determinantes (mas
elevado cuanto mayor sea el sistema) y por lo tanto cuantiosas multiplicaciones (por
ejemplo, cuando el nimero de incognitas es 5 es necesario hacer 1440 operaciones para
resolver el problema).

Dado un sistema de ecuaciones lineales de n ecuaciones con n incognitas, es decir, de la
forma:
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QX A X A Xt 8, X, =
By Xy + 8y Xy + By Xg ...+ By - X
asl'Xl+a32'X2+ag3'X3 +...+agn'Xn =

Ay X 85, Xy + 8y Xg ...+ 8, X, =D,

cuyas matrices de los coeficientes y de términos independientes son:

a; ap a, b,

a, a a b
A _ 21 22 2n b — 2

ay Ay . Ay b,

puede demostrarse que el valor de cada incognita x; puede calcularse como el cociente
de dos determinantes: en el denominador el determinante de la matriz de los
coeficientes y en el numerador el determinante que resulta de sustituir en el
determinante de la matriz de los coeficientes la columna i-ésima por la columna de
términos independientes. Es decir:

coli
\2
a; & by &
Ay ay .. b, ..o A,
X = a; &, .. b, an,
A
X =X, + 2% =1 1 -1 2 1
Ejemplo: —x +2x,-x,=-1} = A=|-1 2 -1 b=|-1
X, —2X, = X3 =3 1 -2 -1 3
1-1 2 1(1|2 1-11
=112 -1 =1{-1|-1 -12|-1
|| 3-1 -1 1(3|-1 1-23
A A A
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2.3.2.- Métodode Gauss

Metodo de Gauss aplicado directamente sobre las ecuaciones del sistema

Puede demostrarse que cuando sobre un sistema de ecuaciones se realiza una
trasformacién de uno de los tres tipos que se van a indicar a continuacion el sistema
resultante es equivalente al inicial (es decir, tiene las mismas soluciones).

Tranformaciones:

1- se intercambian entre si de lugar dos ecuaciones (E; ~ E;)

2- se cambia una ecuacion por ella misma multiplicada por un numero no
nulo(E; ~«a-E; siendo a #0)

3- se cambia una ecuacion por ella mas una combinacion lineal de
O'[raS(Ei~Ei+a-Ej+lB.Ep+...+7Eq)

El método de Gauss consiste en realizar transformaciones de los 3 tipos anteriores sobre
el sistema que se quiere resolver hasta llegar a un sistema equivalente que esté en forma
escalonada sobre la que sera muy sencillo tanto discutir la existencia de solucion del
sistema como su resolucion por sustitucion regresiva en caso de existir solucion.

Ejemplo. Queremos resolver el siguiente sistema:

X, — X, + 2% =1
=X +2X, =X =-1
X, —2X, — X3 =3

Si sobre él se realiza la transformacion consistente en sumar a la segunda ecuacion la
primera (E, ~ E, + E;), se obtiene el sistema equivalente:

X — X, +2X%; =1
Xy + X3 =—1
X, —2X, —X3 =3

Si ahora a la tercera ecuacion se le resta la primera (E; ~ E; —E,) Se obtiene el sistema
equivalente:

X, — X, + 2% =1
X, +%X;=0
=X, —=3X; =2

Si ahora a la tercera fila se le suma la segunda (E; ~E,;+E,) se obtiene un nuevo
sistema:
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(3)

Este sistema es triangular y se puede resolver de forma simple. En la Gltima ecuacion
podemos despejar x3=-1. Sustituyendo este valor en la segunda ecuacion se obtiene
Xp,=1. Finalmente sustituyendo los valores de x, y X3 en la primera ecuacion se obtiene
que X1 = 4,

Nota: podriamos haber hecho una transformacion mas sobre la Gltima ecuacién, para
conseguir que el coeficiente de x3 sea 1y asi tener ya despejado el valor de x3. Aunque
esto suele hacerse, la verdadera ventaja ya la tenemos en el sistema (3), debido a su
forma en escalera.

X, — X, +2X%; =1
X, +X;=0 ¢ (4)
X; =-1

Metodo de Gauss aplicado sobre la matriz ampliada del sistema de ecuaciones

En el ejemplo anterior puede observarse claramente que las operaciones que se realizan
para obtener sistemas equivalentes son operaciones sobre los coeficientes del sistema y
los términos independientes. Podemos por lo tanto trabajar sin arrastrar a lo largo de
todo el proceso el nombre de las incognitas, que no se ve afectado en las sucesivas
operaciones. Asi, se suele operar, no sobre el sistema directamente, sino sobre la matriz
de coeficientes y la de términos independientes; en realidad se trabaja sobre la matriz
ampliada, que almacena dentro coeficientes y términos independientes.

Las transformaciones de los tipos 1 a 3 indicadas anteriormente, cuando se realizan
sobre las filas de una matriz reciben el nombre de transformaciones elementales. Asi
pues el método de Gauss consiste en, dada la matriz ampliada de un sistema realizar
sobre ella transformaciones elementales hasta llegar a su forma escalonada, sobre la que
se podra discutir facilmente la existencia de solucién del sistema y en caso de existir
ésta, hallarla.

Asi, en el ejemplo anterior se tendria:

1 -1 2)(x) (1

-1 2 -1}]x [=-1 forma matricial del sistema
1 -2 -1){x) |3
—_— — —

A X b
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1, =102 {1
-1:2 -1/ matriz ampliada
1 -2 -1

(Alb)

Sumando a la segunda fila la primera (F, ~F, - F):

1 -1 21
01 10
1 -2 -1:3

Restando a la tercera fila la primera (F, ~F, - F):

1 -1 2:1
0 1 1:0
0 -1 -3:2

Sumando a la tercera fila la segunda (F, ~ R, + F,) :

-1
01
0 0|-22

- - . 1 . 1
Podemos hacer una ultima operacion, multiplicando por - la tercera fila (F; ~ - F):

Las dos ultimas matrices son las matrices ampliadas de los sistemas (3) y (4),
respectivamente, que escribiriamos ahora:

X, =X, +2X; =1
X, +X;=0
X;=-1
y procederiamos a resolver por sustitucion regresiva.
Veamos otro ejemplo. Sea el sistema:

X, +10x; =5
3% + X, —4%x;=-1
4%, + X, +6X; =1
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Trabajando a partir de la matriz ampliada del sistema obtenemos:

1 010{5) rraw (1 0 105 1 0 10 |5
31 4 -1|—FR4 0 1 34 -16|—BFP 50 |1 -34 -16
41 6|1 0 1 -34|-19 00 0 |-3

que nos permite escribir un sistema de ecuaciones equivalente al original pero mas
sencillo de discutir y, en su caso, resolver :

X, +10x; = 5
X, —34X;=-16
0x;= -3

Se aprecia de forma inmediata que la tercera ecuacion convierte al sistema en
incompatible al no ser posible encontrar ningln valor de x;, X, ¥ X3 tales que se verifique
que0Ox;+0x,+0Xx3="-3

2.4.- Discusion de la existencia de solucidon: Teorema de Rouché-Frobenius

Teorema de Rouché-Frobenius:

Dado un sistema de ecuaciones lineales de m ecuaciones con n incdgnitas: A-x=hb

- si rango(A)= rango(A|b) entonces el sistema es incompatible
- si rango(A)= rango(Al|b)=n entonces el sistema es compatible determinado
- si rango(A)= rango(Alb)<n entonces el sistema es compatible indeterminado

Para aplicar este teorema es necesario calcular el rango de dos matrices. Esto puede
hacerse como se ha explicado en el apartado 1.5.2, es decir, tomamos las matrices y
vamos extrayendo los menores, empezando por el orden mayor, hasta encontrar uno no
nulo. Pero como ya se indico también alli este proceso es muy laborioso por lo que no
suele utilizarse y, sobre todo, no tiene ningln sentido utilizarlo cuando vamos a resolver
el sistema por el método de Gauss. En su lugar es conveniente hacer uso de lo siguiente:
puede demostrarse que las transformaciones elementales realizadas sobre una matriz (es
decir, las que hacemos para resolver por el método de Gauss) no alteran la dimensién
(esto se ve claramente) ni el rango de la matriz original (esto no es tan evidente). Esto
significa que las sucesivas matrices que vamos obteniendo en el proceso de Gauss
tienen el mismo rango que la original; en concreto, la forma escalonada que obtenemos
al final del proceso tiene el mismo rango que la matriz original, pero tiene la ventaja de
que en ella el rango se ve “a 0jo” (o si se pretende calcular buscando menores el proceso
es muy sencillo).

Cuando una matriz estd en forma escalonada el rango coincide con el ndmero de
escalones (o filas en las que hay algin elemento no nulo). Asi si en la matriz escalonada
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de un sistema de m ecuaciones con n incdgnitas llamamos p al numero de escalones de
la parte correspondiente a la matriz de los coeficientes (para verlos no tenemos mas que
“tapar” la parte correspondiente a b, término independiente) y llamamos g al nimero de
escalones de la matriz ampliada, podemos reenunciar el teorema de Rouché de la
siguiente manera:

-sip=#q

el sistema es incompatible

-sip=qg=n el sistema es compatible determinado

-si p=qg<n el sistema es compatible indeterminado

3.-EJERCICIOS PROPUESTOS

PROBLEMAS BASICOS DE MATRICES

1- Indica de qué tipo son las siguientes matrices

2 2 3 -1 2 4
a)(1 0 3 b)| o - d|1 -9 o
won o o237 o
5 9 3
-2 0 0 -2 0 0 -2 4 3 1 00
) 0 -9 0 fiflo -2 o0 9|0 -9 0 hy1 4 0
0 0 3 0 0 -2 0 0 3 5 9 3
2- Escribe:  a) la matriz unidad de orden 3 b) la matriz nula de 2x3
. -2 3-2i 7 2 -1 .. . -
3- Si A= |y B= . , di si son ciertas las siguientes
5 -4 5-3i 2+1 3

afirmaciones:

a) A'y B son equidimensionales b) A'y B son matrices reales

4- Indica cuanto tienen que valer x e y para que A 'y B sean iguales, siendo:

X -2 -3
3 0 2
X -2 -3
3 0 2
-2 3 7
5 -4 5

2 -2 -3
. B=
—

[2 -2 —3)
B=
X y 2

2 -1 . .
y B =(2 3 ] , para cada una de ellas calcula (si es posible) su

opuesta, su traspuesta y la traza de la matriz.
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6- Escribe una matriz simétrica y una antisimétrica de orden 3

7- Dadas las matrices:

2 X -y 2 2 2 3 . .
A= ,B= ,C= , calcular si es posible:
3 4 3 1 4 1 2

a)A+B b)A+C c)AB d)B-A e)AC f)C-A g)2A h)-2C i)A? j)C°

8- Comprueba que A+B=B+A (propiedad conmutativa de la suma de matrices):

: -1 4 2 1 -2
a)mendoAyB:A:( 0 J B:( J
2 3 3 1 0 0

b) siendo A y B dos matrices cualesquiera (es decir, genéricas de orden mxn):

a; 8y .. &, by, by, .. by
P P O [ Ve
a a a b b b

ml m2 mn ml m2 mn

9- Comprueba que la Traza(A+B)=Traza(B+A)

a)siendoAyB:A:(1 ZJ, B:(_l 1}
3 4 -2 2

b) siendo A y B dos matrices cuadradas cualesquiera (es decir, genéricas de orden n)

10- ¢Para qué valores de k A y B son permutables?

a) Siendo A:(?’ _2] y B:{4 _Zj.
3 1 -3 k

b) Siendo Az[3 _Zj y Bz( 4 _Zj.
1 1 -3 k

1 2 3 -8 5 2 .
11- Sean A= , B= y C= . Comprobar que A:B=A-C siendo
3 6 2 3 1 -2

B=C.

3 -2 . .
12- Sea A= [1 1 j Encontrar el conjunto de las matrices B,,, tales que A-B =(0).

13- Comprobar si son permutables las matrices Ay B:
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-2 0 0 2 0 0
a)siendo AyB: A=/ 0 3 0|, B=|0 -1 0
0 0 2 0 0 2

b) siendo A y B dos matrices diagonales cualesquiera de orden n.

14- Dada A, calcular A%, A3, A*:

-2 0 0
a)siendoA: A=/ 0 3 0
0 0 2

b) siendo A una matriz diagonal cualquiera de orden n. ;Como crees que quedaria en
este caso A"?

15-DadasA=[1 2JyB=(_8 4}:
3 4 75

a) calcular A-B, (A-B)', A"B'y B"A'

b) con los resultados anteriores comprobar que se cumplen las propiedades de las
matrices traspuestas.

-2 3 0
16-Dada A=| -1 4 3]|:
2 -2 2

a) Comprueba que A+A' es simétrica.
b) Comprueba que A-A' es antisimétrica.

c) Comprueba las dos propiedades anteriores para una matriz cuadrada cualquiera (es
decir, genérica) de orden n.

DETERMINANTES

1 37 9
4 6 9 -3 .

17- Sea A= 364 0l Obtener de ella (sin calcular sus valores): a) un menor de
2 6 3 1

orden 4, b) dos menores de orden 3, ¢) 2 menores de orden 2, d) 2 menores de
orden 1, e) los menores principales de todos los 6rdenes posibles, f) el menor
asociado al elemento aj; y el adjunto del elemento a;;, g) el menor asociado al
elemento ay3 y el adjunto del elemento a3, h) el menor asociado al elemento ass y
el adjunto del elemento a4
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18- Calcular el valor de los siguientes determinantes:

L o 123
a) |A|:‘3 4‘ b) [B|=[4 5 6
7 89

19- Calcular el valor de los siguientes determinantes:

1

3 4 2
2 8 6 4 132
a) |A|= b) [B|=[0 0 0
2 4 5 3
2 21
1 3 4 2
3 5 2 4
. . 1 0 2 3
20- Calcular el valor del siguiente determinante: |A|=0 40 1
6 1 2 3

a) desarrollando por los elementos de la 12 fila
b) desarrollando por los elementos de la 22 fila
c) desarrollando por los elementos de la 32 fila
d) desarrollando por los elementos de la 42 columna
e) desarrollando por los elementos de la 12 columna

21- Calcular los siguientes determinantes (tranformandolos previamente en otros mas
sencillos: triangulares)

1 -1 =3 0 1 3 0 2
1 5 -6 0 1 4 2 57 4
a)|A|=—1 -4 4 b)|B|=_1 , g & c)|C|=3 —
2 9 3 -1 -2 3 1 -1 2 -3

e)|Dj=|-2 6 2 3 9

22- Para la matriz A del apartado anterior calcular: a) |A%, b) |2A|, ¢) |AY, d) el
determinante de una matriz obtenida cambiando la segunda fila de A por: (2 8 -8).

23- Para las matrices B y C del ejercicio 21, calcular |B-C|
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CALCULO DEL RANGO E INVERSAS

24- Calcular el rango de las siguientes matrices e indicar si son regulares o singulares.

Lo Lo 1 -7 5 0 25
a) A= b) B= c)Cc=|1 -4 -1| d)D=|-2 0 7
3 4 2 4
2 8 3 1 3 4
1 3 0 -1 1 3 -5
> 03 Lae 0 1 -2 -1 0 2 -3
e)E=|7 0 2| f)F=[2 7 3| g)G= h) H=
2 6 3 2 0 -4 7
9 0 1 175
3 5 8 -3 1 5 -8

26- Calcular la inversa de las siguientes matrices:

1 20
3 -8 a b 1
a) A= b)B= A.B D=|-1 3
) [_1 3j ) [Cdj 0 (AB)" d)
0 1
1 3 0 -1
o 1 -2 -1
e) E=
-2 6 3 2
3 5 8 -3
SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES
27- Dados los siguientes sistemas de ecuaciones:
y—4z+t=0
X—5y-4z=0 6v=5 X+y+z+t=2
X — =
)< —X+6y+6z=-3 D) y C)<X+2y+z+2t=3
—X+6y+z+5t=3
—2X+6y+3z=7 X+2y+2+3t=2

-y+5z2+4t=0

i) decir si tienen forma escalonada, ii) escribirlos en forma matricial e identificar las
matrices de los coeficientes, de los términos independientes, de incognitas y la
matriz ampliada del sistema, iii) clasificarlos y resolverlos(todo ello por el método
de Gauss)

28- Calcular el valor de a para que los siguientes sistemas sean equivalentes:
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X+y+z2=2 x=1
2X=2 2x+3y+z=5
X+2y=3 3x+2y=a

29- Discutir el carécter de los siguientes sistemas en funcién del parametro «, y
resolverlos cuando sea posible, todo ello mediante el método de Gauss:

X+2y +z =2 X +y -z =1 2x-2y=-1
a) < 2x -y +3z =2 D) < 2x +3y+a-z=3 ¢){-2x+12y-10z2=3
4X 2y+a-72=6 X +2y +3z2 =2 10y-10z=«
X + 7= X—y+2z=-5
yrz=a X+3z-t=2 y
2Xx =2 X+2y+z=1
d) e) sy+5z=7 f) ,
X+2y+22=5 -2X-10y+a-z=-3-a° -14

2X—-y+1-2t=a
X+2y=3 y 6X+9y+(a+7)-2=-3x

30- Considérese un sistema cuya matriz ampliada es de la siguiente forma:

1 2 110
2 5350
11 a|0

a) ¢Es posible que el sistema sea incompatible? Explicar por qué.
b) ¢Para qué valores de o este sistema tendra infinitas soluciones?

31- Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales indicar para que valores de a tiene
solucion y en esos casos resolverlo mediante el método de Gauss.

-1 0 1 1)(x) (0
2 2 -1 1]|x 0
8 -6 5+a -a| X, "o
3 2 -2 0)(x 0

=<

4.-SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS PROPUESTOS

PROBLEMAS BASICOS DE MATRICES

1-a) fila b)columna c)rectangular d)cuadrada e) diagonal f) escalar
g) triangular superior h) triangular inferior

000
b)(oooj

1
2-a) |0
0

o - O
= O O
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3-a).falso b) falso

4-3) x=2; y=0 b) es imposible que sean iguales
2 -3 -7 2
5- a) -Az( 5 4 5], A'=| 3 —4|. El concepto de traza sélo se define para
7 5

matrices cuadradas.

b) -B:(_Z 1} Bt:(zl 3 Traza (B)=5

-2 -3 -
2 -1 0 0 1 0

6- Porejemplo: | -1 3 4 |essimétrica. | -1 0 -4 esantisimétrica
0 4 -2 0 4 0

-2y +3X 4+x] d) (G—Zy 8—ny

2— 2 .
7-a) yox b) No es posible c)
-3y+12 10 9 4+ 3%

6 5

4+4x 4 2 . 4 2 -4 -4 -
e)[ TAx AT x b X] f) No es posible g)( X] h)[ 6]
22 10 17 6 8 -8 -2 4

4+ 3x 6X
[ j) N ibl
|)( 18 16+3xj j) No es posible
10- a) k=6

b) no hay valores de k que hagan que estas matrices conmuten.

t+2z 2z
12- Bz( tj Vz,t
z

13- a) Si lo son.

b) Si lo son. Obtenemos la conclusion de que las matrices diagonales (de cualquier
orden) conmutan.

400 8 0 0 16 0 0
14-3) A>=|0 9 0| A’=| 0 27 0|, A*=|0 81 O
00 4 0 0 8 0 0 16
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a; O
0 a,
b) A=| 0 0
0 0
a,’ 0
0 a,
A= 0 o0
0 0
a,” O
0 a,
A=l 0 0
0 0
22 14
15-a) AB =[ A

8}, (A.B)tz[

—22
14

_4 At Bt:
8 ) ' 0

b) Se observa que, efectivamente, (A-B)'=B"A'

18- a) -2

b) 0

19- a) 0 (por tener dos filas iguales)

20- |A|=-6

21-a) 3

b) 3

c)0

d) 24

22- Aplicando propiedades de los determinantes:

a) |A%=3°

b) |2A[=2.2.2.3=24

-20

a1
c Alz_
) W=

23- Por las propiedades de los determinantes: |B-C|=3.0=0

—22

)

BtA‘—_ZZ 4
o l1a 8

b) O (por tener una fila de ceros)

d) -2.3=-6

24- a) 2 (regular) Db) 1 (singular) c) 3 (regular) d) 2 (singular) e) 2 (singular)

f) 2 (singular) @) 4 (regular)
matrices cuadradas)

h) 3 (la definicion de regular o singular se aplica a
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25-a) Aesregular va=0 b) Aesregularva

26' a) A—l — (3 8} b) B-l _ 1 [ d —bJ
1 3 ad-bc \-c a

3d-b 8d-3b

c) (A-B)*=B1A=
-3c+a -8c+3a

2, L 1

2 2

% 4 02 1
e) Efl: 12 3 4

2 1

- 0 = 0

3 3

E -1 0 _E

4 4

SISTEMAS DE ECUACIONES

27- Ninguno de los sistemas esté4 en forma escalonada.

1 5
a) SCD: x=-5, y=—, 1z=-—
) ¥=3 3
b) SI

c) SCl:x=1-z, y=2, t=-1 Vz

28- a= 5. La solucidn del sistema es: x=1, y=1, z=0.

29-a) si a=2 = Sl

'3a—11 y=
a-6"

si a2 = SCD: x= a-1

gl N

a_
b) sia=2 = SCI: x=5z, y=1-4z Vz

si a#2 = SCD: x=0, y=1, z=0

j d) D=

aglN
O"

0 -1 3
i1 3
2 2 2
2115
2 2
2
1=——
a—6

C) si oc=2:>SCI:x=%(—3+10z), y=%(1+52) vz

si a#2 = Sl

d)sia=2 = SCD: x=1, y=0, z=1
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si oa#2 = Sl

e)sia=3 =SCl: x=2-3z+t, y=7-5z Vt,z

si a#3 = Sl

f)sioc:O:>SCI:x=21;5Z, y=E vz

sia=1=SCD: x=12, y=1 z=-3

sioa#0y a#l = SI

30- a) No es posible que no tenga solucién ya que al ser un sistema homogéneo siempre
existira al menos la solucion trivial (todas las incognitas con valor igual a cero).

b) para a=2.

31- El sistema tiene solucidn siempre, por ser homogéneo. Ademas, Va rango(A)=3<4
(n° incognitas)=> el sistema tendré infinitas soluciones:

—2a+1 —4a+1 a-1
= Xy X = Ky Xg=——%, VX,
a a a
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