LA FORMA TRIGONOMETRICA
DE LOS NUMEROS
COMPLEJOS Y EL TEOREMA
DE MOIVRE

Capitulo 7—Sec. 7.5y 7.6



El Plano Complejo

- Se puede utilizar un plano de coordenadas para
representar nimeros complejos.

- Si cada numero complejo es asignado a un punto del
plano de coordenadas entonces este plano se conoce
como un plano complejo.

- El eje-x es el eje real
- El eje-y es el eje imaginario.

- De esta forma, cada numero complejo a + bi determina

un unico par ordenado (a, b).

- Un punto en el plano de coordenadas, P(a, b),
corresponde a a + bi



El Plano Complejo - ejemplos

A Eje imaginario

2+ 3
Noten que para

5 :
—2 4+ V2i + obtener el punto
- o Pl correspondiente al

conjugado, a — bi,

—t—4— —t—t+—+— Eje real ™| de cualquier |
—3 i+ nimero complejo,
se refleja a + bi
T sobre el gje real:
L] -1 [ ]
—2 — 3 2 — 3




Valor absoluto de un nimero complejo

- Una forma natural de definir el valor absoluto de un
numero complejo es:

- la distancia entre el origen de un plano complejo y el
punto (a, b) que corresponde al numero complejo a + bi

Siz =a + bi es un numero complejo,
entonces su valor absoluto, denotado
la + bil,
es

\/a2 + b?




Valor absoluto de un nimero complejo

- Ejemplo: Determinar |2 + 3i| =
= /22 + 32

=+4+9 A Eje imaginario
=13 +

2+ 3i

- Ejemplo: Determinar |5 —i| =

=V (D452 —————————+—
:m &‘\ Eje real

- V26 i




Forma trigonometrica
Si consideramos un numero complejo distinto de cero,
z=a-+bi,
Y SuU representacion geometrica,
P(a, b),
observamos quea=rcos® y b=rsin6
Por lo que,
AV
z=a + bi
=(rcos @) + (rsin@)i z=a-+bi

_|_

= r(cos 6 + i sin 6). Pla,b) 1 = ||
:
|

=Y



Forma trigonomeétrica

z = r(cos 6 + isin 6) = rcis 6.

- Esta expresion se conoce como la forma trigonometrica
o la forma polar del nimero complejo a + bi.

- El valor absoluto de z,
r=|z| = va? + bZ,
se conoce también como el moédulo de z.

- El angulo 6, asociado a z, se conoce como el argumento
de z




Ejemplo: Expresar —4 + 4/ ensuforma
trigonométrica con 0 < 6 < 2

Primero calculamos el Luego, calculamos el
modulo del niimero argumento del nimero
—4 + 4i| = — coc—1 (=2
. TR
(a) = \/( 4)=+4 cos-1 (__1)
AY T V3 ﬁﬁ
e 4\/_ = cos™1 (_T)
» I _3m
(—4.4) _ =3

La forma trigonometrica de
. -4+ 4i = 4V2 (cos = + i sin )
X
1 =42 cis%”




Ejemplo: Expresar 2 + 7i en su forma
trigonométrica con 0 < 6 < 2

Primero calculamos el || Luego, calculamos el

modulo del numero argumento del nimero.
12 + 7i| = Como 0 no es un dngulo
= J(2)2+72 conocido, lo dejamos
- /53 expresado
— tan-1(Z
0 = tan (2)

La forma trigonometrica de
7 :_
arctan 5 2+ 171 =

V53 (cos (tan™! (%) ) +isin(tan™! G) )
T % =V53cis (tan"1(2))

2




L
Multiplicacion de niumeros complejos

Sean z, y z,, dos numeros complejos tal que
Z,=1ry(cos By +1sinB@y) Yy
Z, =1,(C0S B,+ | SIN6,),
entonces el producto de z, con z, tiene

- un modulo igual al producto del médulo de
cada numero

- un argumento igual a la suma de los
argumentos.

(1) Z12p = rlrz[COS (91 + 92) + 1 sin (91 + 92)]



A A R
Multiplicacion de numeros complejos
Ejemplo: Si z, =2v3 —2i yz,=—1++/3i,use
formas trigonométricas para determinar z,z.,.

Solucion: La representacion geomeétrica de los numeros
se muestra en la figura. Revise el calculo del modulo, r, y
del argumento, 0, en cada caso.

A A

.
¥

2V3, =2) +

-y
| l




Solucion (cont)

- Usandor, =4y 0, =-1/6, entonces z,, en la forma
trigonometrica es:

z; = 2\3 — 2i = 4] cos (—%) + i sin (—%) .

-Usandor, =2y 0, =2m/3, entonces z,, en la forma
trigonomeétrica es:

2 2
z, = — 1 4 \/§i=2(cos?w—l—isin?w).




L
Solucidén (cont.)

(1) Z1Zy = rlrg[COS (91 + 92) + 1 sin (91 + 92)]

T T
= 8lcos— + isin—

= 8(0 + i) = 8i



L
Division de numeros complejos

Sean z, y z,, dos numeros complejos tal que
Z,=1ry(cos By +1sinB@y) Yy
Z, =1,(C0S B,+ | SIN6,),
entonces el cociente de z, con z, tiene

- un modulo igual al cociente del médulo de
cada numero

- un argumento igual a la diferencia de los
argumentos.

2) 2 = ZLcos (6, — 6,) + isin (6, — 6)]. 2, # O
)

&
I



L
Division de numeros complejos

Ejemplo: Si z, =2v3 —2i yz,=—-1++/3i,use
formas trigonométricas para determinar 2,

Zy

Solucion: Habiamos determinado la forma trigonometrica
de los numeros en el ejemplo anterior.

2, =2\3 — 2 = 4[008 (—%) + isin (—%)]

2 2
= —1+ V3= 2(008%4‘ isin?w).



Solucion (cont.)

- Aplicando la parte (2) del teorema para divison de
ndmeros complejos en forma trigonometrica tenemos:

(2) a — ﬂI:COS (91 — 92) + 7 sin (91 — 92)], Zy # 0
N

Zi 4 T 2T b T 2T
—=—|cos|—— — — isin|{ —— — —
z, 2 6 3 6 3
S o S
= 2lcos|—— ) tisin|——
Note que se puede obtener la notacion a + bi

BRI



El Teorema de De Moivre

El teorema de De Moivre describe un formula para
determinar potencias de un numero complejo.

Un namero complejo, en la forma trigonométrica elevado a
un entero positivo, n, se puede expresar

|[r(cos 6 + isin 0)]" = r*(cos n@ + isin no)



Ejemplo
Use el teorema de De Moivre para determinar y expresar en

la forma a + bi
(cosz + i sin z)
6 6

3

Solucidn
Segun el teorema de De Moivre,

[r(cos 6 + isin 6)]" = r"(cos n6 + isin n6).

En el caso que tenemos, r=1, 0 = % y n=3.
Aplicando el teorema,

(COS% + i sin %)3: 13 (cos 3 (%) +i sin 3 (g))

A , _
=(cos E+lsm E) = (0+i) L



L
Ejemplo

Use el teorema de De Moivre’s para cambiar (1 + i)°
a la forma a + bi, donde a y b son nimeros reales
Solucion

Primero debemos determinar la forma trigonométrica
para 1 + 1.

R(Aegise el calculo del modulo, r, y del argumento, 6.

r=+12+4+12 =42
(1, 1)
0 = tan~ 1 1 _z
B 1) 4

ar aT
1 +i=V2(cos— + isin—].
l (0084 1811’14)

V2




Solucidén (cont.)

Ahora aplicando el teorema de De Molvre:

[r(cos O + isin O)]" = r*(cos n6 + i sin no).

(1 +I [\/—(COS +lst)]

4ﬁ@mﬁﬂmﬁwl

| (s () wisn(3) )

6

3mr = 3m



Teorema de raices enésimas

- Podemos utilizar el teorema de De Moivre para
desarrollar una formula para determinar raices positivas
de un nimero complejo :

- Si z=r (cos 0 +isin 0) es un numero complejo diferente
de cero y si n es un entero positivo, entonces z tiene
exactamente n raices diferentes que se pueden expresar
en radianes

6 + 27k 0 + 27k
wk=%[cos( 7T)—I—isin( 77)]
n n

0 en grados
0 + 360°k 0 + 360°k
wk=%[cos( ) —|—isin( )]
n n

dondek=0,1,2,...,n-1




L
Ejemplo

Aproxime, a dos lugares decimales, las dos raices

cuadradas de —5+ 121
- Solucion Determinemos la forma trigonomeétrica del numero

r=4/(-5) +12° =13

12
o= tan ! (E)_ tanl(——) ~ —67.38°
- 5

El nUmero complejo -5 + 12i esta en el segundo
cuadrante, de modo que 6 = 180" — 67.38 =112.62"

Entonces, -5+ 12i = 13(cos 112.62 + i sin112.62)



Solucion cont.
Entonces, -5 + 12i = 13(cos112.62 + i sin112.62) vy

0 + 2wk 0 + 2k
wk=\'7?[cos( 7T)—I—isin( 77)]
n n

(~5+12j)12 = 13% (COS (112.62;—360°k) +isin (112.62;360%)) nara

k =0: \/1_3(COS (1122'62) + i sin (1122'62)) = v13(cos 56.31° + i sin 56.31°)
~ 2+ 3l
k=1:/13 (cos (4722'62) + i sin (4722'62))= V13(cos 232.61° + i sin 232.6 °)
~ -2 — 3I




L
Ejemplo

. Determinar de forma exacta v —8 — 8v/3i

- Solucion
- Determinamos la forma trigonometrica de =ei=te

r= \/(—8)2 + (—8\/5)2 = V256 =16
Or = tan~ 1ﬁ—ta 1 V3 =60°

Como 06 esta en tercer cuadrante, 6 = 240°

—8 — 8V/3i = 16(cos 240° + i sin 240°).
(—8, —8V3)



Solucion (cont)

- Usando el teorema sobre raices enésimas,

6 + 360°k 6 + 360°k
wk=W[cos( )+isin( )],
n n

4 7
conn=4,y V16 =2 , laférmula general que nos da las
raices es

[ (2400 + 360%) o (2400 + 360%)]
w, = 2| cos 1 + 1 sin 1

parak=0,1, 2, 3.




Solucidén (cont.)

La ecuacion anterior se puede simplificar:

_, ' 240° N 360° i 240° N 360°
Wy = 2|cos|—, 7 Lsin| — 7

we = 2|cos (60° + 90°k) + isin (60° + 90°k)].

Sustituyendo 0, 1, 2, and 3 para k nos da :

wo = 2(cos 60° + isin 60°) = 1 + V3i

wy; = 2(cos 150° + isin 150°) = —\/3 +
w, = 2(cos 240° + isin 240°) = —1 — \/3i
wy = 2(cos 330° + isin 330°) = V3 — |



Solucion (cont.)

- Todas las raices se encuentran en un circulo de radio
V16 = 2,Ccomo se muestra:




L
Ejemplo

- Determinar las soluciones exactas de x3 + 8i =0

- Solucidén Despejando la ecuacion para x tenemos
x = V-8i

Debemos hallar las raices cubicas de -8i.

Escribir -8i en forma trigonométrica.

r=4(0)2+(-8)? =64 =8

—8
Or = tan™" o tan”

, . T 31
1 no estd definida en ~ V-

Como la parte imaginaria del numero es negativa, 6 = 270°

g — g 3m 3w
[ = (:os2 lsm2



Solucion (cont)

- Usando el teorema sobre raices enésimas,

6 + 360°k 6 + 360°k
wk=W[cos( )+isin( )],
n n

conn=3,y 3r = 2 la formula general que nos da las raices

esS
( (37”+2T[> . (37”4-27'[) )
w, = 2\ cos 3 — I sin 3
T 27 T 27
Wk=2<COS(E+?k)+iSin(E+?k>)

parak=0, 1, 2




Solucion (cont)

=2 7T+2ﬂk + isi 7T+2nk
Wi = 2| cos| 5+ isin{ >+

- Sustituyendo 0, 1, 2, and 3 para k nos da :
+wo = 2(cos (F+5(0) + isin (5 + 5 (©)) = 2 cos (3) + i5in (3)) = 2

4 2?”(1)) +isin (§ + %(1)))

- Usando



