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APUNTES ALGEBRA

_—  —— NUMEROS COMPLEJOS

Surge de la necesidad de que el alumno de ingenieria pueda utilizarlo
como una herramienta de apoyo para el estudio de la materia de Algebra en
el TEMA I, denominado “NUMEROS COMPLEJOS” del programa actual, asi

como de materias afines.

Cumple con el objetivo de dicho tema en lo referente a la adquisicion
de destreza en el manejo formal de los numeros complejos en sus diferentes
representaciones, para aplicarlos en la resolucion de ecuaciones con una

incognita que involucren a dichos numeros.

Y por ultimo, quiero dar las gracias al M. en |. Alberto Reyes Solis por

sus observaciones tan atinadas para la realizacion de este texto.

ATENTAMENTE

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzélez

,2008.
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1. INTRODUCCION

En ocasiones los resultados de muchas ecuaciones cuadréaticas no pertenecen al
conjunto de los numeros reales (R). Por ejemplo, para resolver la siguiente ecuacion:

X? + X + 1= 0que pertenece a la forma general ax’ + bx + ¢ =0. Donde: a =1,
b=1yc=1son los coeficientes, siendo ¢ el término independiente.

También esta expresion matematica es un trinomio cuadratico primo, por lo que
no se puede factorizar. Para ello se emplea la férmula cuadratica para poder resolverla.

—b+-/b*-4ac

X, = 5 que al sustituir los valores resulta lo siguiente:
' a

« = -1+ /@)° -4M)@) _ -1+1-4 _ -1+-/-3

L2 2(1) 2 2

Por lo que:
_ —1+4-3 _ —-1--3

WE S Y RT

Donde X, y X, deberian ser la solucion de dicha ecuacion cuadratica, solo que el
valor de /-3 no existe en el conjunto de los nimeros reales. Durante muchos afios se
consider6 que los numeros como: ~/-2, /-3, /=4 y /-9 no tenian sentido, ya que

no existia un nimero real cuyo cuadrado sea igual a — 3, por lo que ~/—3 no podia ser
considerado como un numero real.

1.1. ORIGENES
Los grandes matematicos de la antigledad descubrieron que el sistema de

nameros reales estaba de cierta manera incompleto, esto a consecuencia de que al
tratar de obtener la solucion de ciertas ecuaciones cuadréticas tal como:

X>=2x+2=0

El resultado de X, y X,, no se encontraba dentro de los nimeros reales (R), ya
que: X,= 1+ /-1y x2= 1- /-1 no existian.
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Para ello en el siglo XVII, René Descartes (1596-1650), llam6é nameros
imaginarios a todo aquel numero real negativo que se encontrara en el interior de un
radical.

Después de esta declaracion, los numeros imaginarios fueron atacados y
declarados por muchos matematicos como “imposibles” o “inexistentes”, a
consecuencia de que no podian ser relacionados con experiencias de la vida normal.

Por ejemplo, la ecuacion cuadratica también conocida como ecuacién de
segundo grado o polinomio de grado dos X* +1=0 no se iba a quedar sin solucién.

Es por ello que las matematicas requerian de los numeros imaginarios para
obtener la solucion. Finalmente estos se impusieron, a consecuencia de que el namero
imaginario presenta una idea abstracta y precisa.

Actualmente, los nimeros imaginarios son de gran importancia por tener grandes
usos, tal como la descripcion de la corriente alterna en la electricidad.

¢, Qué numero al ser multiplicado por si mismo es igual a — 1?, para ello Euler
concibié que con la ayuda de la unidad imaginaria representada por medio del simbolo

‘I, se estableciera una igualdad, por lo que: i = /-1, que al sustituirlo en: X,=1+ +/-1
y X,= 1-+/-1, resultaba lo siguiente:

=1 +i y X, =1-1i que es la solucion de la ecuacion cuadratica

Xl 2

x> —=2x+2=0.

Cuyos resultados pertenecen al conjunto de los numeros complejos, por ser los
nameros imaginarios un subconjunto de dicho sistema numérico.

2. LOS NUMEROS COMPLEJOS (2)

Los numeros complejos se representan basicamente en tres formas, que son:
bindmica, polar o trigonométrica, y la exponencial o de Euler. Siendo la razon principal
de que algunas soluciones de problemas se pueden facilitar mas de una forma que de
otra.

2.1. FORMA BINOMICA

Un numero complejo es toda aquella expresion algebraica o matematica de la
forma:

Z =a+ bi siendo ésta la llamada forma binédmica de los nUmeros complejos.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Donde: a y b son dos numero reales, e i es la unidad imaginaria, recordando que
i=+-1.Porloque X =1++-1=1+1i yX, =1-+-1=1-1i; estableciendo que

a=1lyb=1

Siendo a+bi la suma de un nimero real con un niamero imaginario, y a— bi la
resta de un nimero real con un nimero imaginario

Ahora bien, cuando a =0, el nimero complejo queda como:

Z =0 + bi o simplemente Z = bi, llamandose a bi numero imaginario puro.

Si b =0 entonces el numero complejo resulta Z = a + 0i o simplemente Z = a,

siendo a un ndmero real.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de nimeros complejos en forma
bindmica, asociados a los niumeros reales y a la unidad imaginaria.

Z= 3+5i;
Z=-1-2i

=—2+ I
Z= 5-21;
Z= - 3i;
Z=1 ;

donde a=3 yb=5
donde a=-1y b=-2
donde a=-2y b= 1
donde a=5 y b=-2
donde a=0 y b=-3
donde a=1 y b=0

2.1.1. EL CONJUGADO DEL NUMERO COMPLEJO

Dado el nimero complejo Z = a + bi, al nimero complejo Z = a - bi, se le llama el

conjugado de Z. Por ejemplo, sea Z =3 + 4i, su conjugado es: Z =3 -4i.

Si Z=-2-1,
Si Z=-1,

Si z= 2,
Si Z=-2+1,

su conjugado es: Z =-2 +1.
su conjugado es: Z = -1,
su conjugadoes: Z = -2i,

su conjugado es: Z =-2 —i.

2.2.2. POTENCIAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA “i”

1 1
Si i=-/-1, pero -/-1= (-1)2, entonces: i = /-1 = (-1)2, donde i=i* porlo
1

que:it=i= (-1)?2
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Ahora bien, elevando al cuadrado ambos miembros de la expresién anterior,

1
. )2 . . .
iM@ = (1) se obtiene lo siguiente: i =-1

Si se desean obtener las potencias enteras sucesivas de “i”, donde i'=i, esto

se realiza de la siguiente manera:

iZ = -1,

-3 - -2 - - - - -
=370 = (D3 =-i
i = @(@%)30) = (i) =-i*=-(-1)=1
i° = (M) = @G =i
En adelante se repiten de cuatro en cuatro en forma periddica o sucesiva.
i® =-1

i7 o= i

i® 1

i = i

i =-1

it = —j

i* =1

i® o=

i =1

i = —i

16 — 1

17 - |

i =1

19 — —i

i? =1

A continuacion, se representa en el plano de los numeros complejo los
valores de las primeras cuatro potencias de la unidad imaginaria “i”, cuya figura
geomeétrica es un circulo con radio igual a la unidad (1). Donde en la horizontal esta el
eje de los numeros reales (R), y en la vertical el eje de los nimeros imaginarios (i).
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EJE
IMAGINARIO
i

EJE
REAL

Recordando que:

+ 6

1
|
|
|
|
|
|
[

i2
i3
i4
i°= i°=i =it = ji%= ... .=

Cuando se quiera simplificar la unidad imaginaria elevada a una potencia entera
positiva cualesquiera, i", siendo “n” un namero real que produce un residuo r al dividirlo
entre 4. Para ello se debera de utilizar la siguiente formula: i" = i".

Por ejemplo, simplificar i*®.

Solucion:

Se divide 55 entre 4, siendo su residuo igual a 3:

Porlo que i®=i¥=—i
NOTA:

Cuando “n” es divisible entre 4, el residuo r es igual a 0 y por lo tanto i°=1

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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2.2. OPERACIONES ARITMETICAS

En esta parte se indican las cuatro operaciones basicas que se pueden realizar
con dichos nimeros en forma bindmica, cuyos resultados correspondientes siempre
seran en forma bindmica.

2.2.1. SUMA 0 ADICION

Sean los siguientes numeros complejos: Z; = a+bi y Z»= c + di, estos
nameros se pueden sumar como si fueran binomios, agrupando términos semejantes
resulta lo siguiente:

Z1+Z>= (a+hi)+(c+di)= (a+c)+ (b+d)i

Ejemplo:

Sean: Z; = 8+4i y Z> = 12 + 8i, efectuar su suma.

Solucion

Z1+Z,=(8+4i)+(12+8i)=8+4i+12 +8i =8 +12 + 4i +8i = 20 + 12i

Otro simil, puede sercuando Z1= -3+2i y Z, = 3-8iy se desea realizar su
adicion.

Solucion:

Z1+2Z; =(-3+2i)+(3-8i)=-3+2i+3-8i=-3+3+2i-8i=0-06i=-6i
2.2.2. RESTA 0 SUSTRACCION

De igual manera que para la suma, la resta de los nimeros complejos en forma
bindmica se realiza considerandolos como binomios. Si, Z1 =a+bi y Z>= c +di,

realizar Z1 - Z2:

Z1-Z; =(a+bi)- (c+di)=a+bi—c—di=a-c+bi-di=
= (a—c) + (bi — di) = (a—c) + (b - d)i

Ejemplo:
SeaZi=2+3iy Z; =5 +2i, efectuar Zi1-2>.
Solucion:

Z1-Zy= (2+3)—(5+2()=2+3i-5-2i=2-5+3i-2i= —3+i

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Ejemplo:
Si:Z1=3+3iy Z, =5 +3i, efectuar Z; - 2Z>.

Solucioén:
Z1-Z>= (3+3i))-(5 +3i))=3+3i-5 -3i=3-5+3i-3i=-2-0=-2

2.2.3. MULTIPLICACION o PRODUCTO
La multiplicacion de nameros complejos en forma binGmica se puede realizar
también como si fueran binomios. Para ello, siZi =a+bi y Z>=c + di, efectuar Z; Z»,
donde:
Z1Z, =(a+ bi) (c +di) = ac + adi + bci + bdii =
=ac + adi + bci + bdi ?, pero i?=-1, resulta que
= ac + adi + bci + bd(-1) = ac + adi + bci + (- bd) =
=ac+adi+bci—-bd = ac—bd +adi + bci =
= (ac—hbd) + (ad + bc)i
Ejemplo:
Efectuar el productode Z1 y Z,, si: Z1= -2+3i y Z>= 4+

Solucién:

Z1Z2 = (-2 +3i) (4 +1) =(-2)(4) + (-2)(i) + (31)(4) + Bi)(1i) =
=-8-2i+12i+3i°= -8-2i+12i +3(-1) =
=-8-3-2i+12i = -11+10i

Ejemplo:

Z1=1+iy Zy=1- i, realizar Z1 Z>.

Solucioén:

Z1 Za=(1+)(1-1)=O)Q) + O+ ®HQ) + O)(-1) =
1-i+i+(-i?)=-1-i+i+(-(-1)=
-1-i+i+1=-1+1-i+i=0+0i=0

2.2.3.4. DIVISION 0 COCIENTE

Para poder dividir numeros complejos en forma bindmica, por ejemplo:

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Z, _ a+hi
Z, c+di

necesario racionalizar el denominador multiplicando el numerador y el denominador de

siendo a + bi el numerador y c + di el denominador. Para ello es

la fraccion por el complejo conjugado del denominador, que es Z» =c¢ — di

Por lo que:

Z, _a+bi_c—di_ac—adi+bci-bdi® _
Z, c+di c—di c?—cdi+cdi—d%®
_ac+bd—adi+bci _ (ac+hbd)+ (bc—ad)i
B ¢’ +d? B ¢’ +d?

A continuacién se desea obtener el cociente o division —* de los siguientes
2
nameros complejos en forma bindmica, donde: Z1 =1+8i y Z> =2+

Solucién:

Z ' Z Z

2 148 o recordando que 2= 4 22

22 2+1 2 2 Z—
2

Donde Z, = 2 —i; entonces:

Z, 7, Z, 1+8i 2—-i _

_ 12) +1(-i) + (8)(2) + (Bi)(-i) _ 2-i+16i—8i> _

2(2) + 2(=1) +i(2) +i(-i) 4-2i+2i—i

2+8—1i+16i 10 +15i 10 15i .
= = +?:2+3I

4+1 5 5

2.2.5. POTENCIA ENTERA “n” POSITIVA

Sea Z = a+ hi, y se desea elevar a la potencia “3” este nimero complejo en
forma bindmica.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Solucién:

El nUmero complejo original en forma bindbmica Z = a + bi para que pueda ser
elevado a la tercera potencia, es necesario primero elevar ambos extremos al cubo.

73 = (a + bi)®.

O también se considera como un binomio elevado a la potencia entera 3, por lo

que:
78 = (a+bi)® = (a+bi) (a+bi) (a +bi) =
= a° + 3a’bi + 3ab%? + b
Pero i’= -1 e i®= —i, entonces

Z3 = a°+ 3a’bi - 3ab? — b%i = (a® - 3ab?) + (3a%b —bd)i
Siendo este resultado en forma bindmica.

Ejemplo:

Si Z =-2+ 2i, obtener su segunda, tercera y cuarta potencia entera positiva.

Solucién:

Z =-2+2i estaelevado a la primera potencia

a).- Su segunda potencia es:

72 = (<2 +2i)2 = (=2 + 2i)(=2 + 2i) = 4—8i + 42 =
= 4-4-8i= -8i

b).- La tercera potencia es:

78 = (=2 +2i)* = (=2 + 2i)( =2 + 2i)( =2 + 2i) = 16 + 16i

c).- Y su cuarta potencia es:

74 = (=2 + 2i)* = (=2 + 2i)( =2 + 2i)( -2 + 2i)( -2 + 2i) = 64

2.2.5. EJERCICIOS

1. Sean los siguientes numeros complejos en forma bindmica, establecer el
complejo conjugado correspondiente: 5 + 7i, - 5- 7i, 4i, 3.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Solucién:

Z= 5+7i; Z=5-Ti

Z=-5-7i ; Z=-5+Ti
Z= 4i  Z = -4
Z=3 . Z =3

. Encontrar el producto de 3 + i por su complejo conjugado.

Solucion:

Sea Z= 3+i suconjugado complejo es Z =3-i. Por lo tanto:
ZZ=0B+i)3-i)=9-3i+3i-i?=9-1?=9-(-1)=10

. Simplificar 2.

Solucién:

Al dividir 29 entre 4 se obtiene el cociente 7 y el residuo 1. Por consiguiente:

=it =i

. Simplificar la siguiente expresion:

—100
49
Solucion:
X/—lOO _‘Jloo(—l) _4/100 _10.
= = -1 ="
49 49 49 7

) . Z
. SeaZi1=-51 y Zy= 4-8i, efectuar: Z1+2Z,,212> Z1-2Z2 y Zil

2
Solucién:
Z=2721+7Z, =(-bi)+(4-8i)=-b5i+4-8i=4-5i-8i=4-13i

7 =717, =(= 5i)(4— 8i) = (= 5i)(4) + (= 5i)( = 8i) = 20i+40i2 = — 40 + 20i

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Z=71-Z,=(- 5i)— (4-8i)=—5i— 4+8i=— 4— 5+ 8i= =—4+3i
so Zi _ 2, Z, _ -5 4+8i _ -20-40i" _ -20+40 _20 _ 1
Z, Z, 5 4-8 4+8  16-64i>  16+64 80 4

Efectuar la siguiente expresion: Z = i(3 — 2i)>.

Solucion:

Z = i(3-2i)2=i(9-12i +4i?) = i(5 - 12i) = 5i — 12i? = 12 + 5i

Resolver el producto de: (5— -/-9)(-1 + -/—4)

Solucion:

Sea:

(5-/=9)=1+/—4)=(B-/9i) - 1+ /4i)= (5-3i)(-1+2i)=1+13i
Resolver la ecuacion 5Z2+2Z+1=0

Solucion:

Sea a=5b=2yc=1

Cuya solucién es por medio de la siguiente formula:

b+b?—dac _ —2%.[2 ~4()1) _ -2+/-16 _

Zi2=— =
2a 2(5) 10
=244 1420 _1+ZJ
10 5 5 5
. . ] 1 2i . .
Siendo la primera raiz: Z:1 = —g+E que es un numero complejo en forma
binémica, y la segunda raiz: Z, = —é—é‘ gue es el conjugado complejo de la

. . 1 . 2i . o
primera raiz. Donde a= “c es la parte realy bi = = es la parte imaginaria.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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2.3. FORMA POLAR o TRIGONOMETRICA

Existe una gran ventaja para el uso de los numeros complejos en forma polar,
por su sencillez con que pueden efectuarse algunas operaciones, tal como la
multiplicacion y la division de modulos y sumar o restar argumentos.

Cualquier numero complejo dado en forma binbmica Z = a + bi puede quedar
representado en el plano cartesiano por medio de un punto P de coordenadas (a, b),
recordando que P = (x, y); siendo a la primera componente localizada en el eje de las
abscisas (X) y b la segunda componente localiza en el eje de las ordenas (Y) como se
indica a continuacion.

CUADRANTE Il CUADRANTE |
° P:(-a, b) o P=(a, b)
X 0 X
° P=(a,-b)
> P=(-a,-b)
CUADRANTE Il CUADRANTE IV

Con esto, se dice que el punto P representa al niumero complejo (a, b) o a + bi.
Asi, se puede decir que cada punto del plano representa a un nimero complejo en
forma bindmica, y que cada niumero complejo en forma bindémica representa un punto
en el plano cartesiano o plano normal.

. . Y
Ademas, el punto P es susceptible de CUADRANTE |
representarse también en coordenadas polares, lo
cual resulta sumamente Util en ciertos tipos de P=(a,b)

problemas de ingenieria. Para ello es necesario
establecer un segmento de recta que una desde el
origen del sistema cartesiano al punto P de
coordenadas (a, b), como se indica a continuacion.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Seguidamente se proyectan las dos componentes en forma perpendicular a los
ejes cartesianos de la siguiente manera:

Y
A CUADRANTE |

T P=(a,b)
o S
It
< 0 - X
-

Observandose que aparecen nuevos parametros: r y 6. Donde r es la magnitud

del segmento de recta 5 y 6 es el angulo agudo dado en grados que es obtenido por
las componentes ay b.

Por lo que el punto P que representa al nimero complejo en forma binémica
Z1 = a+ bi, también se puede representar en otro plano conocido como “Diagrama de
Argand” o “Plano Complejo”, como se muestra en la siguiente figura .

EJE
IMAGINARID
Ai
o P= (r,0)
b <
ges
EJE
0 & | REAL
-

En éste plano (plano de Argand) se observa que al eje de las abscisas se le
denomina eje real, al eje de las ordenadas es el eje imaginario y el punto P llamado
polar cuyas coordenadas son (r, 6).

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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2.3.1. FORMA GENERAL

Haciendo uso de las coordenadas (a, b) es posible obtener la forma polar de un
namero complejo de forma binémica. De acuerdo a las primeras dos funciones
trigonométricas:

Sen f = b y Cost9zg
r r

Donde: a es el cateto adyacente, b el cateto opuesto y r la hipotenusa, como
se indica en la siguiente figura.

155

a

Que al despejar ay b resultan las siguientes expresiones:

a=rCosé y b=rSend Ilas que al ser sustituidos en Z= a+ bi resultalo
siguiente:

Z=rCosf +rSenfi=r(Cosd+Sendi) que es lallamada forma trigonométrica
de un namero complejo, donde r se le conoce como modulo y a § como el argumento
principal, dado en grados, tal que: 0° <6 <360°

Es conveniente expresar al nimero complejo en forma polar mediante una
expresion compacta o sintetizada, la cual remplaza al término (Cos 6 + Sen # i) por
Cis 6. Con lo que:

Z=r(Cos @+ Sen #1i)=r Cis 8 que es la forma mas usual de representar a un
namero complejo en forma polar.

Ejemplo:
Sea el siguiente numero complejo en forma trigopnométrica:

Z =5 Cos45° +5 Sen 45°%, pasarlo a la forma polar.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Solucion:
Si  Z =5 Cos 45° +5 Sen 45°% =5 (Cos 45° + Sen 45%)
Pero Cos 45° + Sen 45% = Cis 45°
Entonces Z =5 Cos 45° +5 Sen 45°% =5 (Cos 45° + Sen 45%) = 5 Cis 45°
Por lo que: Z =5 Cos 45° +5 Sen 45°% =5 Cis 45°
Siendo Z =5 Cis 45° el resultado buscado.
2.3.2. FORMA BINOMICA a FORMA POLAR

Para efectuar el proceso de convertir un nimero complejo en forma bindmica a
un numero complejo en forma polar, es necesario emplear la tercera  funcién

trigonométrica de un angulo agudo, que es: Tan 0= b
a

Donde Q:Tan‘l(g) y por el Teorema de Pitagoras r=-/(a)’ +(b)’
a

Ejemplo:

Sea el siguiente nimero complejo en forma bindmica Z = 2 + 4i, obtener su forma
polar.

Solucion:

La representacion de Z = 2 + 4i en el plano complejo se muestra a continuacion

EJE

IMAGINARIO
I | ‘P=(2,4)
T 111
3
T
T
\ \ \
R REAL
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La forma general de un numero complejo en forma polar es: Z = r Cis 8. Donde

los parametros son el médulo ry el argumento ¢ dado en grados. Para ello se emplean
las formulas siguientes:

Recordando que Z =2 +4i,donde a=2 y b =4, sustituyendo los valoresde ay b
en las ecuaciones (1) y (2)

Tan #= — =2 que al despejar 6, resulta que

N

0:Tan1(;1) =Tan(2)=63.43° y r=./(2)° + (4)* = ./4+16= /20 ~ 4.47

Por lo tanto Z = 2 + 4i en forma binémica es equivalente a Z = /20 Cis 63.43°
en forma polar.

El cual queda representado graficamente en el plano de Argand como se indica a
continuacion.

EJE
IMAGINARIO
i
. P=(\20, 63.43°)
\
31— é\o/ |
2 | }
- \
0=63.43°
R ot } | R
1 2 3 EJE REAL
i

Donde el punto (2, 4) en forma binémica es equivalente a P :(@, 63.43°) en
coordenadas polares.

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Ejemplo:
Dado el numero complejo en forma bindémica Z = — 3, obtener su forma polar,
representandolo en el plano de Argand.
Solucion:
Y
Si Z = - 3 (forma binémica), entonces a=-3 y CUADRANTEH
b = 0, cuya localizaciéon en el plano cartesiano es por
medio del punto (- 3, 0), como se indica a continuacion:
En el plano de Argand se representa la figura,
donde: PO
X \ ¢ \ \ 0 X
4 -3 2 1

=13 +(©%=9+0= Jo= 3 v

y 6=Tan1(03): 180°

Siendo r y 0 los parametros del punto P = (r, #) de la forma polar, por lo que:

P =(3,180°, y Z=3Cis 180° en forma polar.

EJE
IMAGINARIO

= 180°

EJE REAL

Ejemplo:

Dado el siguiente niumero complejo en forma binémica
forma polar y representarlo en el plano de Argand.

Z = -2 - 2i, obtener su

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Solucioén:

Si Z= 2-2i en forma bindmica, donde: a=2 y b =- 2, lo que representa al
punto P = (2, -2), cuya localizacion esta en el cuarto cuadrante del plano cartesiano.

CUADRANTE Il CUADRANTE |
1 2 3
X' 0 X

—1

P=(2,-2

" (2-2)
-3

CUADRANTE Il CUADRANTE IV

Ahora r y 8 son los nuevos parametros para la forma polar o trigonométrica en el
plano de Argand, donde:

(=22 +(2)°%= Jara== o= [sp)==Ja2==2./2

y 0= Tanl(_zz) = 315° cuya forma general en forma polar es: Z=2-/2 Cis315° de

coordenadas polares P =(2/2, 315

EJE
IMAGINARIO

& =315°

/,,/ :Z\J[?
P=(2\[2,315°)

2=24[2 Cis315°

// EJE
REAL

-1

-2

-3
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Ejemplo:

Sea el siguiente numero complejo en forma bindémica Z = -1 -, obtener su forma
polar.

Solucioén:

Si Z=-1-i,donde a=-1 yb=-1, el punto cartesiano sera: P = (-1, — 1), el cual
se localiza en el tercer cuadrante, como se indica en la figura siguiente, asi como en el
sistema complejo.

EJE
IMAGINARIO

EJE REAL
-2

P=(-1,-1)

CUADRANTE Il Y

Que para pasarlo a la forma polar es necesario obtener los siguientes valores:
r=-/(-D%+(-)%= J1+1=-/2 vy 6=Tan1(_i) = 225°

Cuya forma polar es la siguiente: Z =+/2 Cis 225°. El cual se representa a
continuacion en el plano de Argand o plano complejo.

EJE
IMAGINARIO
i

= 225°

< 0 EJE REAL
=v2,

7=V Cig 225°
-1

P=(-1,-1)
P=(Z,2250)

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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2.3.3 OPERACIONES ALGEBRAICAS

A continuacion se presentan las diferentes operaciones que se pueden realizar
con los niameros complejos en forma polar.

2.3.3.1. MULTIPLICACION o PRODUCTO

Sean dos numeros complejos en forma polar o trigonométrica cualesquiera
Z1=r1CisO1 y Z> = r,Cis 0. Efectuar Z1 Z»:

Z1 Z2 = (r1 Cis 61) (r2 Cis 62) = (r1(Cos 01+ Sen 61 1)) (r2(Cos 62+ Sen 62 i)) =
= r1 12 (Cos 01 Cos 62 + Cos 61 Sen 62i + Sen 01 Cos 62i + Sen 01 Sen 6 i?)

Factorizando i?=-1, se tiene

Z1Z7 =r1r2((Cos 61 Cos 02 — Sen #1 Sen 62) + (Sen 61 Cos 92 + Cos H1 Sen 62) i)
por trigopnometria:

Cos 01 Cos 02 — Sen 01 Sen 62 = Cos (01 + 02)

Sen @1 Cos 0> + Cos 61 Sen 6, = Sen (61 + 62) por lo que:

Z1Z>=r1r2 (Cos (A1 + 02) + Sen (01 + 02) 1) lo cual se puede simplificar utilizando el
concepto de Z =r (Cos 8 + Sen 6 i) = r Cis 6. Entonces:

Z1Z> = rir Cis(61 + 62) que es la formula para multiplicar dos numeros complejos
en forma polar.

Ahora bien, si se tienen “n” niameros complejos en forma polar, la formula para
poder multiplicar a todos ellos es la siguiente:

Z1Z20*% Zn=r1r20¢2Cis(O1 + 62+ 0y)
Ejemplo:

Sean Z; =5 Cis 35°% Z, = Cis 195° Z3 = 2 Cis 320° y Z4 = 3 Cis 245°, efectuar el
producto de: Z1Z, Z 3 Zs.

Solucion:
Si Z= 712,73 Z4 al sustituir los valores resulta que:

Z = (5 Cis 35°)(Cis 195°)(2 Cis 320°)(3 Cis 245°)

e = |ng. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Que al aplicar la formula correspondiente, queda de la siguiente manera:
Z= (5)(1)(2)(3) Cis (35° + 195° + 320° + 245°) = 30 Cis 620° = 30 Cis 260°

Siendo este el resultado

Nota: 620° es igual a una vuelta o una revolucién mas 260°.
2.3.3.2. DIVISION o COCIENTE

Una ventaja del manejo de los numeros complejos en su forma polar, es la
sencillez con que se pueden efectuar algunas operaciones aritméticas como es la
multiplicacion y la division, todo esto se reduce a multiplicar médulos y sumar
argumentos como se acaba de ver en el inciso anterior; y, a dividir modulos y restar
argumentos en la obtencién de cocientes.

: i Z :
Para ello, sean Z1 = r1 Cis 81 y Z> = r2 Cis 02, efectuar Z—l Donde r1Cis 61 es
2
el numerador y r, Cis 62 es el denominador.

. Z, _ 1, Cisg, ., :
Si N = T Cisg. esta operacion no se puede descomponer a consecuencia del
r, Cis
2 2 2

denominador que esta en forma polar.

Para ello es necesario recurrir al inverso multiplicativo del denominador Z2.

gl = 17 = ];CIS (- 62)
r,Cisg, r,
Por lo que
Zy :zli =71 Z;' =r1Cis 6 17 =
Z, Z, r, Cisé,

= r1Cis 01 1—Cis (=62 = L Cis (61— 62)

r2 2

Esto indica que: =% = M =h Cis (01 — 62) es la férmula para dividir dos
Z, r, Cisé, r,

nameros complejos en forma polar.

Ejemplo:

. . Z
Sean Z1 = 5 Cis 125° y Z, = 10 Cis 325°. Efectuar Z—l

2

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Solucioén:

_ 5Cisl25 _ ECiS (125° — 3250) = é Cis (-200°) = 515 Cis 160°

Z e é - - -
Z, 10Cis325° 10

2.3.3.3. EL INVERSO MULTIPLICATIVO

El elemento idéntico para la multiplicacion de numeros complejos en forma
binémica es Z, = 1 +0i, expresado en forma polar es Z, = 1 Cis 0°, ya que:

r= J02+(0)>% = J1+0 = 1 :lyOZTan‘l((lJ):OO, por lo que Z, =1 Cis 0°.

El cual es representado graficamente en el siguiente plano de Argand.

EJE
IMAGINARIO
i
2
1
l e:loo ]-P:(l,%o)
r=
0 721 cie0O EJE
Cis0 REAL
-1
-i

Ahora bien, si se tiene el nimero complejo en forma polar Z = r Cis 6, su inverso
multiplicativo es un nimero complejo de la forma: Z™ = p Cis @, tal que:

ZZ' = 1Cis0° que al ser sustituidos los valores conocidos, resulta:
(rCisd)(p Cis@)=1Cis0°
Efectuando la multiplicacién del extremo izquierdo, se tiene lo siguiente:

rp Cis (0 + @) =1 Cis 0° que por igualdad de numeros complejos en forma polar,
resulta lo siguiente:

rp=1vy 60+@= 0°+Kk(360°

Despejando p y @, y considerando so6lo el argumento principal, se tiene:

e = |ng. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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Entonces el inverso multiplicativo de Z= rCis 9 es: Z' = 1 Cis (-0
r

Por otra parte, como Z Z™* = 1 Cis 0° al despejar Z se observa lo siguiente:

1. 1Cis0°

. SilCis0°=1yZ= rCis0, entonces:

1_ 1 _
Z rCisé@ r

| =

z% =

Cis (- 0)

Siendo otra manera para obtener el inverso multiplicativo de Z = r Cis 6.

2.3.3.4. POTENCIA ENESIMA DE Z

Sea el siguiente numero complejo en forma polar Z = r Cis 6, si se elevan ambos
extremos a la potencia entera positiva “n”, como se indica a continuacion.

Z"= (rCis )" =(r Cis §)(r Cis )(r Cis §) e » ¢« (r Cis 0)

Donde: (r Cis O)(r Cis 9)(r Cis @) e+ (r Cis ) esigual a “n” factores.
Aplicando la formula para la multiplicacion, resulta que:

"= (rCisO)"=rrreeeerCis(@+0+0+oeee+()

Siendo: rrreseer, nfactores,y (0+60+60+eeee+(), nsumandos.
Por tanto

Z" = (rCis®)"= r"Cis (n 6) es laformula de De Moivre.

Ejemplo:

Sea Z = -/5 Cis 90°, obtener su cuarta potencia.

Solucién:

Sin=4y Z=-/5 Cis 90°, y aplicando la férmula de De Moivre:
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Z" = (rCis®)"= r"Cis (n 6), resulta lo siguiente:
Z* = (-/5)* Cis (90°)* = (5)**)® Cis (4(90°)) = 25 Cis 360°

Lo cual se puede representar graficamente por medio del plano de Argand.

EJE EJE

IMAGINARIO IMAGINARIO
i I
I
3 30
2P=( ’5,900) 20 o
7=BCi900 S
o
1 10 &
%
1 12 10 27°] P=(25, 360°)
0 EJE 50 30 EJE REAL
-1 REAL
-10
2
-20

2.3.3.5. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS

Para obtener una expresion que permita calcular las raices de cualquier nimero

complejo en forma polar, es necesario considerar las siguientes expresiones
matematicas:

Z = r Cis # que es cualquier nimero complejo en forma polar

o= pCis@ que eslaraiz enésimade Z = r Cis #, considerando que:
o" =Z, donde “n” es un niUmero entero no positivo.

Al sustituir los valores de ® y Z se observa lo siguiente:

(p Cis@)" =r Cis 8, aplicando la formula de De Moivre se tiene:

p" Cis n@ = r Cis 4, que por igualdad de nimeros complejos en forma polar,
resulta:

p"=r y n@d=60+k(360° para k=0,1,2,¢¢0¢(n-1)

L
n

0
Despejando py @ se tiene: p=()" = "Jr y @= 0+k(3607) que al ser
n

sustituidos en la expresion o = p Cis @ se obtiene lo siguiente:
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0
o= "-/r Cis w,con k=0,1,2,¢¢¢° (n-1)
n

Siendo esta la férmula para obtener “n” raices reales positivas en forma polar.
Donde "-/Z es la representacién de un niimero real no negativo cuya enésima potencia
esigual ar. Alavez que o"=Z, de donde @ ="-/Z = "-/rCisé .

Ejemplo:

Hallar las cuatro raices del numero complejo en forma polar Z = 4 Cis 60°.
Representandolas en el plano de Argand.

Solucioén:

Para ello se utiliza la férmula:

0
o= "-/r Cis w,con k=0,1,2,¢29¢ (n-1)
n

Donde r=4; 6=60%Yy, n=4, que seran sustituidos en la expresion matematica.

Para k=0
0 0 0 0
0o = “Jacis 0T OE0) _ 5 g 807 +00 _ 5 G 62 =
= +/2 Cis 15° (es la primera raiz)
si k=1
0 0 0 0
oL = *[4Cis 60+ (1)(360°) _ /2 Cis 60" +360° _ 2Cis420 _
= +/2 Cis 105° (es la segunda raiz)
si k=2
0 0 0 0
0 = "4 Cis 60+ (2)(3607) _ ﬁCis60 2720 _ 2Cis780 _
= /2 Cis 195° (es laterceraraiz)
Ysi k=3
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0 0 0 0
08 =* 4Cis60+(3)(360 ) :\ECis60 +1080° _ 2Ci31140 _

= +/2 Cis 285° (es la cuarta raiz).

Seguidamente se presentan estos numeros complejos en forma polar en los
correspondientes planos de Argand.

EJE
IMAGINARIO
i

EJE
IMAGINARIO
4 .
3 _ 2=4Cissq° ! o
/ 2 Fad 1Y 06
2 =2
M§\\|/\ ‘Nz
1 QC/S N o
EJE %0 / ™ L2 cist®
302 Al Jo [T [2 8 |47 mea - / M EIE
-1 2 0 io REAL
o
2 NV O
3 R\
-2
: \2

2.3.4. EJERCICIOS

1. Sean los siguientes nimeros complejos en forma binédmica, convertirlos a forma
polar.

Z1=3-61; Zo==4-1;Z3=2+1;y, Za==-2+Ii

Solucion:

La forma bindmica se expresa de la siguiente manera:

Z =a+ bi; donde a y b son nameros reales. La forma trigonométrica o polar es:

Z=r(Cosf+Senfi)= rCish, donde:r= -/(a)’ +(b) y G:Tan‘l(Z)

a) Porloquepara Z;=3-6i; donde:a=3 y b=- 6. Entonces resulta lo
siguiente:

r= (3)2 +(—6)2 = ./9+36 = /45 ~ 6.708

e = |ng. Francisco Raul Ortiz Gonzalez
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y 0=Tan l(‘36) = 296.5651° ~ 296° 33’ 54"’

Siendo la forma polar:
Z1 = -/45 (Cos 296.57° + Sen 296.57° i) = /45 Cis 296.57°

b) Para Z>=-4-i;dondea= -4y b=- 1.
Por lo que:

r= (—4)2+(—1)2:\/167+ :Wz4.12

y Q:Tanl(_jf) = 194.04°

Por lo que Zz = /17 (Cos 194.04° + Sen 194.04° i) = /17 Cis 194.04°

c) Para Zz=2+i,dondea= 2y b= 1. Donde:

r= J2F +@)f=4+1=-/5~223y Q:Tan‘l(;) = 26.57°
Por lo que: Z3 = -/5(Cos 26.57° + Sen 26.57°i) =-/5 Cis 26.57°

d) Si Zs=-2+i,dondea=-2 y b= 6. Entonces:
r= -/(-2) +(6)° = \/4+36 = /40=2-/10 = 6.32
y 0 =Tan ‘1(62) =108.43°, por lo que:

Z3 =2-/10 (Cos 108.43° + Sen 108.43° i) = 2-/10 Cis 108.43°

2. Sean los siguientes numeros complejos en forma polar, representarlos en forma
bindbmica:

Z1=4Cis 135°, Z,=2-/5 Cis260°, Z3=Cis 85°, y Z4 =3 Cis 295°.
Solucién:

a) Si Z1=4Cis135° queesdelaformaZ =rCisd, donder=4y =135
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3. Sean Z;=2Cis35° Z,=3Cis20°%y Zsz=4Cis135° resolver: 2222

b)

d)

) ALGEBRA
NUMEROS COMPLEJOS

La forma binébmica es Z = a + bi, donde: a=r Cos § y b =r Sen 6,
entonces:

a= 4 Cos 135°= 4(-0.7071) =-2.8284
y b= 4Sen 135° = 4(0.7071) = 2.8284, por lo que

Z; = —2.8284 + 2.8284i que es la forma bindbmica del numero complejo y
cuya forma polar es: Z; =4 Cis 135°.

Sea Z,=2-/5 Cis 260°, donde r=2-/5y 6 =260°. Por lo que:

a=2-/5Cos 260° = 2-/5 (- 0.1736) =— 0.7764
y b=2-/5 Sen 260° = 2-/5 (- 0.9848) = — 4.4042, por lo que:

Z> = —0.7764 — 4.4042i forma binémica de Z, = 2-/5 Cis 260° forma polar.
Si Z3 = Cis 85° donde r =1y 6 = 85°, entonces:

a=1Cos 85° =1(0.0872) = 0.0872
y b= 1 Sen 85°=1(0.9962) = 0.9962

Por lo tanto: Zz = 0.0872 + 0.9962i que es la forma bindmica de Z3 = Cis
85°, en forma polar.

Si Z4=3Cis 295° donde r =3 y 0 =295° entonces:

a=3Cos 295° = 3(0.4226) = 1.2678
y b= 3Cos 295° = 3(- 0.9063) = - 2.7189, por lo que

Zs = 1.2678 — 2.7189i que es la forma bindmica del nimero complejo de la
forma polar Z4 = 3 Cis 295°.

3

Solucién:

Siz

6Cis55° _ 6Cis(55° —135°) _ 6Cis(-80°)

2,2, _ (2Cis35°J3cis20°) _ (2)3)Cis(35° + 20°)
Z, 4Cis135° 4Cis135°

4Cis135° 4 4
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- 6CIs280° _ §Ci3280° = §Ci3280°
4 4 2
. . . . 2.7,
Si Z; =Cis 180° Z>=3Cis120°y Zs3=4Cis1,250° resolver: (Z )2
3

Solucioén:

Si Z1 Z> = (Cis 180°) (3 Cis 120°) = (1)(3) Cis (180° + 120°) = 3 Cis 330°
y Z3z = 4 Cis 1,250° = 4 Cis (3 revoluciones méas 170°) =4 Cis 170°

Entonces: (Z,) = (4 Cis 170°)? = (4)? Cis (170° + 170°) = 16 Cis 340°
De donde:

Z,Z, _ 3Cis330° _ 3Cis(330° —340°) _3Cis(-10°) _ 3Cis350° _ 3

7= £%z o 08 = = ~ Cis350°
(z,)) 16Cis340° 16 16 16 16

Sean Z: = -/5 Cis 90°, Z, = 3 +3-/3i, Z3 =2 Cis 60°, y Z4 = — 2, resolver la
siguiente expresion, elevandola a la cuarta potencia.

7= Z,+7Z, 7
Z, !

Solucioén:

Para resolver esta expresion es necesario ir efectuando operacion por operacion.

Realizar Z3 + Z,, donde: Z3 = 2 Cis 60° y Z2 = 3 +3-/3i, por lo que Z3 hay que
pasarlo a la forma bindmica.

a = 2Cos 60°=2(0.5000) =1

y

b= 2 Sen 60° = 2(0.8660) = 1.7321 = -/3

Donde Z3;=1+-/3ila forma binémica de Z3 = 2 Cis 60°.

Ahora si: Zs + Z2 = (1 +-/3i) + (3 +3/3i) =4 + 4-/3]i
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Z,+Z
2° Efectuar {3;2} donde Z4 = -2, por lo tanto
4

) _2 —

Z, T2 2

{Z3+sz|= 4+43i _ 4 4@ 223

Z,+7Z

3° Sustituir los valores conocidos en { 2} fl donde: Z1 = /5 Cis 90°, pero no

4
se conoce al conjugado de Z1 por lo que es necesario obtenerlo. Para ello hay que
realizar lo siguiente:
=./5 y6=90° porloque:
a= /5 Cos90°=-/5(0)=0y b=-/5Sen90°= -/5(1) = -/5

Entonces

Z1 = -/5i por lo que su conjugado es: Z, =— -/5i, donde

Z.+2,] - . .

S y Z, es necesario pasarlos a la forma polar por facilidad para la
L 4

resoluciéon. Por lo que:

Z,+27, :—Z—Zﬁi

Siendo que r = J(— 2) +(-2/3)* = \J4+12 = -[16 =4

Y 0= Tan‘l(zif) = 2400, por lo que:

Z.+7 .
{”2} 4 Cis 240°
Z4

Ademassi Z,= - -/5isuformapolares:a=0 y b=--/5

Porlo que: r=./(0f +(-/5)>=-/0+5 =-/5 y 9=Tan‘1(_0£) =270°
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Por lo tanto Z, = /5 Cis 270°

Con esta informacion:

{23; ZZ} Z, = (4Cis 240°9(/5 Cis 270°) =
4

= (4)(-/5) Cis(240° + 270°) = 4-/5 Cis 510° = 4-/5 Cis 150°
Pero como se esta pidiendo que el resultado este a la cuarta potencia, entonces:

Z*==(4-/5Cis 150°* que al aplicar la férmula de De Moivre, resulta:

Z*%= (4-/5)* Cis 4 (150°) = 6,400 Cis 240° en forma polar, y

Z*= —3,200-5,542.563i en forma binémica.

1
6. Resolver la siguiente expresion: (2 + 2-/31) *
Solucion:

1
Si Z=(2+2-/3i) ¢, entonces hay que obtener las cuatro raices de Z = (2 + 2-/31)
en forma polar.

Porloquea= 2 yb= 2-/3 de donde se obtienenr y 6, por lo que:

r=J@F+(@/3f = Ja+12 = 16 =4
3

yOo=Tan* (223) = 60°, por lo tanto Z = 4 Cis 60° en forma polar.
Aplicando la formula:

0
= "-/r Cis 6+k(n360),con k=0,1,2 9 (n-1)

Para obtener las raices en forma polar, se obtiene lo siguiente:

La primera raiz es cuando k=0
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wo = *~/4 Cis

0 0 0
60 +(21)(360 ) — 2 5 cis 62: 2 Cis 15°

La segundaes cuando k=1

0 0
2_[2 Cis 60~ + 360

0 0
w1= “Jacis @ +(2)(360 ) -

0
= /2 Cis 4240 = /2 Cis 105°

La terceraraiz es cuando k=2

0 0 0 0
©p = */4 Cis 60° +(2)(360°) — 2[5 Cis 60° + 720 _
4 4
0
= /2 Cis 7840 = /2 Cis 195°
Y la cuarta raiz es cuando k=3
60° +1,080° _

= 2./2 Cis

0 0
03= /4 cis +(j)(360)

0
= J2 cis 1’130 = /2 cis 285°

7. Hallar todas las raices de °+/—32, representandolas graficamente.

Solucioén:

Si Z = °./-32, entonces se trata de obtener las cinco raices del numero
complejo en forma bindmicade Z=-32 yaquea=-32y b=0.

Donde r = -/(-32)* +(0)* = /1024 + 0 = /1024 = 32
y 6=Tan* (22) = 180°; siendo Z = 32 Cis 180° su forma polar.

Siendo Z="°-/-32 ~ °-/32Cis180° que al aplicar la férmula:

0
o= "JF Cis 6?+k£]360 )

,con k=0,1,2,¢ee¢ (n-1)

Se obtienen las cinco raices buscadas, como a continuacion se indican.
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Primera raiz cuando k=0

0 0 0 0 0
0o = 5./32 Cis *20 +(§)(360 ) —9cis 89400 _ 5 6is 189 5 Gis 360
Segunda raiz cuando k=1
0 0 0 0 0
o = 5./32 Cis 180 +(B60T) _ 5 1 1807 +3607 _, i 5407 _, i 1080
Tercera raiz cuando k=2
0 0 0 0 0
w2 5./32 Cis 180 +(2)3607) _ 5 1 1807 +7200 _ ) i 9007 _ 5 (is 1800
Cuarta raiz cuando k =3
0 0 0 0 0
o3 5./32 Cis 180 +(53)(360 ) —2cis 18O+51080 = 2cis 22997 _ 5 Gig 2520
Y la quinta raiz cuando k = 4
0 0 0 0 0
w42 532 Cis 180" H(A)B60T) _ 5 s 1807 +1,4407 _ i 16207 _ 5 i 5040

A continuacion se presenta Z =-32 y la obtencion de sus cinco raices en forma

polar.
90°
EJE
IMAGINARIO
i
3
0 p=(21089)
30 / 7% PF(2.36%)

20

180° p=2140)

\ o°
z=32Cig1809 10 3 -2 \ Kl o 1 / 2 3 360°

75-32 | &= 1180° 4
40 -30- -2

20 -1 0 10 20 3D 40 EE \\ ﬁ? 3
pk(32)180° REAL —
.

-10 =(2.252P)

2,324°)

oF

-20

-3

-30

270°
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2.4. FORMA EXPONENCIAL o DE EULER

El matematico suizo Leonardo Euler en el siglo XVIII desarrollo la formula
matematica:

e7ZI +1=0
A la vez que establecio la siguiente expresion:

e?"=CosO+Sendi

Con la finalidad de representar al nimero complejo en forma polar Z = r Cis 6,
como: Z = re?!, que es la férmula de Euler la cual representa a los nimeros complejos
en forma exponencial. Donde, r sigue siendo el modulo del nimero complejo en forma

polar, y 8 el argumento el cual esta dado ahora en radianes: 0< <27 .

2.4.1. OPERACIONES ALGEBRAICAS

Las operaciones algebraicas que se realizan en los nimeros complejos en forma
de Euler o exponencial, tienen expresiones analogas a las operaciones de los numeros
complejos en forma polar.

2.4.1.1. MULTIPLICACION o PRODUCTO

Sean dos numeros complejos cualesquiera en forma de Euler o exponencial

G O,i
Z =rely Z =re ?, efectuarel producto de Z:Z».

g O, (6+65)i

Por lo tanto Z1 Z> = |1€ r,e =rnre recordando que ¢ esta en
radianes.
Ejemplo:
1 7 1 i
Realizar la multiplicacion de Z1y Z,,si Z1=4e*”™" y Z2 = 2¢e?
Solucion:
ot ) - gy ol g o1

Z1Z2=(4e*")e?)=@4)@R)e " ¥ =8e*
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2.4.1.2. DIVISION o0 COCIENTE

_ gi 0,1 — Z,
SiZi=¢€e " yZ;=r,e < efectuarla division de -
2
g

re 6, -0, )i
Porloquei: L o :ie(l )
2 r
2 r,e 2
Ejemplo:
> 2ri 7
Sean Zi = 6‘5‘27“ y Z= 3e , realizar Z—l
2
Solucioén:
6eg”i 6 ()i ()i 3
2 )" =7 3ri
S gr=net =27 =2e
22 3e27l' 3

2.4.1.3. POTENCIA ENESIMA DE Z

La potencia enésima de Z, que es representada por Z". esta definida por

Z"=7277---Z dondeZZZ---Z sonn factores.

. i . .
Si Z= re se eleva ala potencia n, esta expresion queda representada por:

i noi , . ,
"= (re ) =r"e gue es la formula para obtener potencias de un niamero
complejo en forma de Euler.

Ejemplo:
i
Encontrar la tercera potenciade Z = 2e*

Solucién:

3xi
Si Z= 2e* y n=3, entonces

3§jﬂ'i Zlﬂ'i

3_:\3
z3=[2e4’”j =(2)e T ge

Ing. Francisco Raul Ortiz Gonzalez




APUNTES ) ALGEBRA
NUMEROS COMPLEJOS

2.4.1.4. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS

. ] i . . -
Si se desea obtener las raices de re  es necesario recurrir a la siguiente
férmula, donde n es el numero de raices a obtener.

+k27z|

="re =Ure “ para K =0,1,2,3, ...,n—1.

Ejemplo:

1
r
Obtener las raices cubicas de 8e 2

Solucioén:

1_.
=TT
Si Z =8e? yse desean obtener sus tres raices clbicas, para ello se emplea
0+ k 27)i I

la formula: @, =Xre =Ure N para k =0,1,2,3,...,n—1. donde n=3
La primera raiz cuando k=0, es

1 . 1 .
ook [ g
3

i

o [©

w,=38e 3 =3Be 3 =203 =2e

Graficamente Z= 8e2 serepresenta de la siguiente manera.
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b 0o N o

N}

o 0T (Rads)
(Rads) i il B T (Rads)

&
4
&
&
IS
&
&
KN
5}
=
~
@
=
@
>
I~y
E)
©

ol o ala] o] .

%T(Rads)

Y la solucion de sus tres raices queda de la siguiente manera:

1qr
> [[(Rads)

S,

7
7/

N

:
/

1cyr
» &1

0T (Rads)
2T (Rads)

T

(Rads) ™3 2 s

)

-3

37
2 I (Rads)

2.4.1.5. EJERCICIOS

1. Sean los siguientes niumeros complejos en forma bindmica, convertirlos a forma
de Euler:

Z=3-4i; Z=5,7Z=-1+i; Z=2i%y, Z=3+6i
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Solucioén:

a) SiZ=2-4ique es de la forma binbmica Z=a + bi, la forma de Euler es
Z = r Cis 0, por lo que es necesario obtener el modulo r y el argumento
principal ¢ dado en radianes. Para ello es necesario obtener la forma
polar Z= r Cis ¢, donde el angulo ¢ esta dado en grados. Por lo que:

a=3 yb=-4isonlos nimeros reales, y, ry 6 son los parametros de un
namero complejo de la forma polar. Donde:

r=-/(30 +(-4)=./9+16=/25=5 que es el médulo

-4
y 0 = tan! (3j - 306.86° ~ 306° 52’ 12” es el argumento o angulo de

inclinacién, siendo su forma polar la siguiente: Z =5 Cis 306.86°

Ahora de la forma polar se puede para a la forma de Euler, es decir que r
conserva el mismo valor pero 6 su angulo debe estar en radianes. Por lo
tanto:

Si 6 =306.86° en forma polar, entonces 6 =1.7044 rr (radianes).

Siendo la forma de Euler de la siguiente manera:

1.7044 rri(radianes
7 = 570441 (radianes)

Por lo tanto:

Z = 3 - 4i en forma bindmica, y su representacion en forma polar es
Z =5 Cis 306.86°

b) Si Z=5,dondea=5yb=0, entonces:

r= () +(0)=.25+0=-25=5

0
y 6=tan? (5) =00

La forma binémicaes Z =5; La forma polar es Z=5 Cis 0°, y, la forma de

Euleres: Z=5,ya 0 = (0)~radianes =0radianes y e o1 _¢ (0) —e¥-1
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C) Sea Z=-1+1i (en forma bindbmica) su forma polar es la siguiente:
a=-1y b=1,entonces r= /(-1 + (1)’ = [1+1 =2
1

y 6=tan™| _; |~ 135°

Por lo que: Z = /2 Cis 135°
3 . .
< rri(radianes)

Y la forma de Euleres: Z =+/2e 4
d) Laforma de Z=2i° no es bindmica, pero sii° =i, entonces Z=i que es

la forma bindbmica, yaque: a=0y b=1

Para obtener la forma polar es necesario realizar lo siguiente:

r=-0f+@=/o+r1=-1=1

1
y 0=tan (O) = 90°

Por lo tanto Z = 1 Cis 90° = Cis 90°

1. 1
27 a2
Y para la forma de Euleres Z =1e =e

e) SeaZ =3+ 6i un nimero complejo en forma bindbmica, donde:
a=3yb=6. Suforma polar es:

r=-/(30+(6) =.9+36=-/45=3./5

6
y 0 =tan™ (J ~63.4349° ~ 63°26° 06”

Por lo que: Z =3-/5 Cis 63° 26° 06"

Siendo su forma de Euler: Z = 34/5¢ *2>247!

w N

3i

2. Resolver Z° =8e
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Solucioén:

2 -
= 3i . L
Z3= 8e " que al despejar el exponente de la incognita resulta:

Z= (8e3i)3 = %/(8e3i)3 = w/512e27i

-\ 1

Entonces: Z =1512e 27')2 por lo que hay que obtener sus dos raices. Pero
27i(radianes)= 8.5943ri(radianes)

Por lo que la primera raiz para cuando k=0 es:

8.5943 7 +(0)27

2 4.2972 i

o, = 512e[ Ji _22.6274¢

Y para la segunda raiz cuando k =1 es:

8.594 7 +{1)27) i

? ] = 22.6274¢ >27%7!

o, = 512e[

. Se conocen los valores de los siguientes numeros complejos:
3

i
Z1=-2+2i, Z,=5Cis130°y Z3 = 2e 4" Resolver la siguiente expresion:

.7
Z2 - 3 . 1
ZZ
Solucioén:

La incognita de esta expresion es Z, por lo que es necesario despejarla.

3
4

7 :ZSZI

ZZ
Para la resolucion de este ejercicio es necesario realizar el siguiente
procedimiento:

1°. Resolver Z3 Z; en forma polar.
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3 .
-l
Si zz=2e% 'y Z; =-2+2i, entonces:

Z3=2Cis135° y Z; = 2-/2 Cis 225°, por lo que:
Zs Z1 = (2 Cis 135%)(2~/2 Cis 225°) = 4-/2 Cis 360°
2°. Efectuar :

Z3 Zl

=5 Cis 130° por lo que:

2

Z, 42 Cis360°

Z, 5 Cis 130°

a2 a2

= ——Cis(360°-130° = —— Cis 230°
5 5

1
3°. De Z4 despejar el exponente — para que quede la expresion algebraica de la
4

4
.7
siguiente forma: Z° = (%) por lo que:

2

4
Z° = (( Cis 230 J que por Moivre resulta:
4 1,024 _.
Z° = ( [j Cis |(4)(230°)] = oo © = 156384 Cis 200°

4°. Obtener las tres raices de Z4, aplicando la férmula:

0 + k(360°
= "JrCis PR (360°)
n

,con k=0,1,2,e¢¢¢ (n-1)

Donde: n=3y 6 =200°
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Por lo que la primera raiz cuando k=0, es:

0
. 200 + (0)(360
oo = 3/1,6384 Cis (3)( ) =1.1787 Cis 66.6667° en forma polar.

Para la segunda raiz cuando k=1, es:

0
. 200+ (2)(360
o1 = 3/1,6384 Cis (3)( ) =1.1787 Cis 186.6667° en forma polar.

Y para la tercera raiz cuando k = 2, es:

0
. 200 + (2)(360
02 = 3/1,6384 Cis (3)( ) =1.1787 Cis 306.6667° en forma polar.

Estos resultados se pueden convertir en:

wo= 1.1787e 0.370471 que es la primera raiz en forma de Euler.

w1 = 1.1787e1'3704m que es la segunda raiz en forma de Euler
1.1787 i .

y w2=1.1787e 877 que es la tercera raiz en forma de Euler.

O en su caso:
oo = 0.4669 + 1.0823 i que es la primera raiz en forma bindmica.

w1 = -1.1707 -0.1368 i que es la segunda raiz en forma bindbmica
y w2 = 0.7039 - 0.9455 i que es la tercera raiz en forma binémica.
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