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La revisién de este libro de texto ha sido un desafio especial por una razén bastante agra-
dable. Mucha gente ha leido este libro, ensefiado a partir de €l e inclusive lo ha querido.
Quiza el espiritu del libro no cambie jamds. Este texto fue escrito como ayuda para que
nuestra ensefianza del dlgebra lineal mantenga la importancia crucial de este tema, que si-
gue creciendo.

Ciertamente, un paso era posible y aconsejable: afiadir nuevos problemas. Tantos afios
de ensefianza requirieron cientos de reactivos de examen nuevos (especialmente con inte-
rrogantes que impliquen el uso de la red). Considero que el lector aprobard la amplia gama
de problemas. Los reactivos siguen siendo una mezcla de explicacion y cdiculo: los dos
métodos complementarios para aprender este hermoso tema. ’

Personalmente considero que mucha mds gente necesita dlgebra lineal que cdiculo.
{Isaac Newton podria no estar de acuerdo! Sin embargo, €l no estd ensefiando mateméticas
en el siglo 334 (y quizd no fue un gran profesor, aunque le otorgaremos el beneficio de la
duda). Ciertamente, las leyes de 1a Fisica se expresan bien mediante ecuaciones diferencia-
les. Newton requiri6 del cdleulo, lo cual estd bien. Pero el alcance de la ciencia, la ingenie-
ria y la administracién (asf como de la vida) actualmente es mucho més grande, y el dlgebra
lineal se ha desplazado a un sitio nodal.

Podria decir algo mds, ya que muchas universidades atin no ajustan el equilibrio hacia
el 4lgebra lineal. Al trabajar con lineas curvas y superficies curvas, el primer paso siempre
es linealizar. Sustituir la curva por su recta tangente, ajustar la superficie por un plano y
entonces el problema se vuelve lineal. El poder de este tema se hace evidente cuando se
tienen 10 variables, o 1000, en vez de dos.

Quiz4 el lector piense que estoy exagerando cuando uso la palabra “hermoso” para un
curso basico de mateméticas. En absoluto. Este curso empieza con dos vectores v y w que

apuntan en direcciones distintas. El paso clave es tomar sus combinaciones lineales. Se mul-
tiplica para obtener 3v y 4w, y se suma para obtener una combinacién particular 3v + 4w.
Este nuevo vector estd en el mismo plano que v y w. Cuando se toman todas las combina-
ciones, se estd llenando todo el plano. $i v y w se dibujan en esta pagina, sus combinacio-
nes cv + dw llenan la pagina (v més alld), pero no salen de la pagina.

En el lenguaje de las ecuaciones lineales, cv + dw = b puede resolverse exactamen-
te cuando el vector b estd en el mismo plano que vy w.

Matrices

Se avanzard un poco més para convertir combinaciones de vectores tridimensionales al
slgebra lineal. Silos vectores son v = (1,2,3)y w = (1, 3, 4), se escriben en una matriz
columna:

1 1
matriz = |2 3
3 4

%y

)
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ara encontrar combinaciones de estas columnas, la matriz se “multiplica” por un vector

(c, dx

1 1 1 1
Combinaciones lineales cv + dw 2 3 “P=cl2| + d |3
3 4 d 3 4

E§tas combinaciones llenan un espacio vectorial, denominado espacio columna de la ma-
triz. (Para estas dos columnas, dicho espacio es un plano.) Para decidirsi & = (2, 5, 7) es

; s s =
td en ese plano, se cuenta con tres componentes para lograrlo. Asi, hay que resolver tres
ecuaciones:

Lol 2 c+ d=2
2 3 [ dJ = |5| significa 2¢+3d =35
3 4 7 3c+4d =7.

Se deja que el lector las resuelva. El vector b = (2, 5, Ty no estden el plano de vy w. Si
el. 7 se cambia por cualquier otro nimero, entonces b no estd en el plano; de hecho no- es
ninguna combinacién de v y w, por lo que las tres ecuaciones no tienen solucién. ’

Ahora. es posible describir la primera parte del libro, sobre ecuaciones lineales Ax =
b. La matriz A tiene n columnas y m renglones. El digebra lineal se desplaza de manera
continua hacia n vectores en el espacio m-dimensional. Siguen buscéndose combinaciones
de las columnas (en el espacio columna). Siguen obteniéndose m ecuaciones para producir
b (una por cada renglén). Estas ecuaciones pueden o no tener una solucién. Siempre tienen
una solucién por minimos cuadrados.

La interaccién de las columnas y los renglones constituye el micleo del 4lgebra lineal
No es totalmente fécil comprenderlo, aunque tampoco es tan dificil. A continuacién se enu:
meran cuatro de los conceptos mds importantes:

1. El espacio columna (todas las combinaciones de las columnas).

2. El espacie renglén (todas las combinaciones de los renglones).

3. El rango (el nimero de columnas independientes) (o renglones).

4. FEliminacién (la forma idénea para encontrar el rango de una matriz).

Y aqui me detengo para permitirle iniciar el curso.

Paginas web

Quiz4 sea 1itil mencionar las pdginas de la red conectadas con este libro. Recibimos
m}1§hos mensajes con sugerencias y palabras de aliento, por lo que espero que el lector
utlh.ce todo con libertad. Puede acceder directamente a http://web.mit.edu/18.06, que se ac-
tua%lza constantemente para el curso que se imparte cada semestre. Algebra Iine’al también
gsta en el sitio del MIT OpenCourseWare http://ocw.mit.edu, donde 18.06 se volvié excep-
cional al incluir videos de las conferencias (que, por supuesto, usted no tiene que ver. F;

A continuacién se menciona una parte del material disponible en la red: o

1. Prograr.na: de conferencias y tareas y exdmenes actuales con soluciones.

2. Los objetivos del curso, asf como preguntas conceptuales.

3. Der)nos interactivos Java (ahora ya se cuenta con audio para los valores caracterfsti-
cos).

4. Cfﬁdigos de ensefianza del dlgebra lineal y problemas MATLAB.

S.  Videos de todo el curso (tal y como se ensefia en un aula real).

La paging del curso se ha convertido en un vinculo valioso para la clase ¥ un recurso para
los estudiantes. Estoy bastante optimista sobre el potencial de las gréficas sonoras. El an-
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cho de banda para la voz en off es bajo, y FlashPlayer est4 disponible de manera gratuita.
Esto ofrece un repaso rdpido (con experimentos activos), y es posible bajar todas las con-
ferencias. Espero que los profesores y estudiantes de todo el mundo encuentren itiles es-
tas paginas web. Mi objetivo es hacer este libro lo mds titil posible con todo el material del

curso que puedo proporcionar.

Nota importante: La administracién de estas pdginas Web y de otras mencionadas dentro
del libro no esté a cargo de Thomson Learning Iberoamérica, por lo que la editorial no es
responsable de las modificaciones en el contenido v los cambios en las politicas y formas
de acceso que pudieran ocurrir. Le recomendamos visitar frecuentemente estos sitios a fin de
estar al tanto de cualquier actualizacién,

Complementos

Este libro cuenta con complementos para el profesor, los cuales estdn en inglés y sélo se
proporcionan a los docentes que adopten la presente obra como texto para sus cursos. Pa-
ra mayor informacién, favor de comunicarse con las oficinas de nuestros representantes o
a los siguientes correos electrénicos:

Thomson Méxice y Centroamérica clientes @thomsonlearning.com. mx.
Thomson América del Sur cliente @thomsonlearning.com
Thomson Caribe amy.reyes @thomsonlearning.com

Estructura del curso

Los dos problemas fundamentales son Ax = by Ax = Ax para matrices cuadradas A. El
primer problema Ax = b tiene una solucién cuando las columnas de A son independientes.
Fl segundo problema Ax = Ax es para vectores caracteristicos independientes. Una parte
crucial de este curso es aprender el significado de “independencia”.

Considero que la mayoria de nosotros aprendemos primero a partir de ejemplos. Pue-

de ver que

11 2
A=11 2 3 no tiene columnas independientes.
1 3 4

La columna 1 mas la columna 2 es igual a la columna 3. Un teorema maravilloso del dlge-
bra establece que los tres renglones tampoco son independientes. El tercer renglén debe
estar en el mismo plano que los dos primeros renglones. Con alguna combinacién de los
renglones 1 y 2 se obtiene el renglén 3. Quiz4 el lector pueda encontrar rdpidamente esta
combinacién (yo no pude). Al final tuve que usar eliminacién para descubrir que la com-
binacidn correcta utiliza 2 veces el renglén 2, menos el renglén 1.

La eliminacién es la forma simple y natural para entender una matriz al producir bastan-
tes elementos iguales a cero. Por tanto, el curso empieza aqui. {Pero no se quede demasiado
aqui! El lector debe proceder de combinaciones de los renglones a independencia de los
renglones a la “dimensién del espacio renglén”. Este es el objetivo clave, abordar todos
los espacios de los vectores: el espacio renglon, ¢l espacio columna y €l espacio nulo.

Otro objetivo es comprender la manera en que actiia 1a matriz. Cuando A se multiphi-
ca por x se obtiene el nuevo vector Ax. Todo el espacio de vectores se mueve; es “transfor-
mado” por A. Transformaciones especiales se obtienen de matrices particulares, y aquéllas
son las primeras piedras del dlgebra lineal: matrices diagonales, matrices ortogonales, ma-
trices triangulares, matrices simétricas. '
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‘Easfﬁulo 1 Matrices, y eliminacién gaussiana

Los valores caracteristicos de estas matrices también son importantes. Considero que
las matrices de 2 por 2 constituyen ejemplos contundentes de la informacién que pueden
proporcionar los valores caracteristicos A. Las secciones 5 -1'y 5.2 ameritan una lectura cui-
dadosa para ver la manera en que Ax = Ax es de utilidad. Ahf se presenta un caso en que
matrices pequefias permiten la obtencién de muchisimo conocimiento,

En forma global, 1a belleza del dlgebra lineal puede apreciarse de varias maneras:

1. Visualizacién. Combinacién de vectores. Espacios de vectores. Rotaci6n, reflexién
Y proyeccion de vectores. Vectores perpendiculares. Cuatro subespacios fundamentales.

2. Abstraccién. Independencia de vectores. Base y dimensién de an espacio vectorial.
Transformaciones lineales. Descomposicién del valor singular y 1a mejor base.

3. Cilculo. Eliminacién para producir elementos cero. Gram-Schmidt para producir
vectores ortogonales. Valores caracterfsticos para resolver ecuaciones diferenciales y en di-
ferencias.

4. Aplicaciones. Solucién por minimos cuadrados cuando Ax = b tiene demasiadas
ecuaciones. Ecuaciones en diferencias que aproximan ecuaciones diferenciales. Matrices
de probabilidad de Markov ( ila base para Google!). Vectores caracteristicos ortogonales
como ejes principales (y més . . .).

Para continuar con estas aplicaciones, se mencionan los libros publicados por Welles-
ley-Cambridge Press. Todos aparentan ser de dlgebra, aplicados al procesamiento de sefia-
les, a ecuaciones diferenciales parciales y a célculos cientificos (e inclusive GPS: Sistema
de Posicionamiento Global). Si el lector consulta Ia pégina htmp:/fwww.wellesleycambride.
com, veré parte de la razén por la que el dlgebra lineal es tan utilizada,

Después de este prefacio, el libro hablars por sf mismo. De inmediato observars el es-
pirita. El énfasis se pone en la comprension: intento explicar, mds que deducir. Este es un
libro sobre matemiticas verdaderas, no un ejercicio interminable. Fn clase, constantemen-
te trabajo con ejemnplos para ensefiar lo que necesitan los estudiantes.
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para la comprensién de las matrices:
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[Q.R] = qr(A) para hacer ortogonales a las columnas
[S.E] = eig(A) para encontrar vectores caracteristicos y valores caracteristicos.
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eliminacidn gaussiana

1.1 INTRODUCCION

Este libro empieza con ¢l problema central del dlgebra lineal: la soluczorf de’ecgacwn‘es l;i
neales. El caso més importante, v el mds sencillo, es cuando el nimero de incdgnitas es 1g121
al nitmero de ecuaciones. Se tienen n ecuaciones en n incognitas, empezando con n = 2:

Dos ecuaciones Ix + 2y = 3 M
Deos incognitas 4x + 5y = 6.

Las incégnitas son x y y. Para resolver estas ecuaciones requiero, describir dos metod?s el
j i ] i fime-
de eliminacion y el de determinantes. Ciertamente, x y y estdn determninadas por lfs'n
ros 1,2, 3,4, 5, 6. La cuestién es cdmo utilizar estos seis ntmeros para resolver el sistema.
» 2,3, 4, .

1. Eliminacién De la segunda ecuacién, réstese 4 veces la primera ecuacidn. As{ se eli-
mina x de la segunda ecuacidn, y queda una ecuacién para y:

(2

(ecuacién 2) — 4(ecuaciéon 1)

De inmediato se sabe que y = 2. Luego, x se conoce a partir de la primera ecuacién,

Ix+ 2y =3
€]

Con sustitucién hacia atrds  1x +2(2) =3  se obtiene
Procediendo cuidadosamente, se comprueba que x y y también resxfeiven la seglingz)l
ecuacién. Esto debe funcionar, como es el caso: 4 veces (x = —1) mds 5 veces (y =

es igual a 6.

2. Determinantes La solucién y = 2 depende completamente de los seis nimeros en
. ¢ i€ “razén

las ecuaciones. Debe haber una férmula para y ()./ tamblfeq para x). Se tra.ta de una

de determinantes”, que espero, el lector me permita escribir directamente:

=2. @




Capitulo 1 Matrices y eliminacién gaussiana

Lo anterior puede parecer algo misterioso, a menos que el lector ya conozca algo sobre de-
terminantes de 2 por 2. Estos determinantes proporcionan la misma respuesta y = 2, pro-
veniente de la misma razén de -6 a —3. Si nos quedamos con los determinantes (lo cual no
pensamos hacer), hay una férmula semejante para calcular la otra incégnita, x:

5

A continuacién se comparardn ambos métodos, pensando en futuros problemas reales
en los que n es mucho més grande (n = 1000 es un tamafio bastante moderado en cdlculos
cientificos). Lo cierto es que el uso directo de la férmula de los determinantes para 1000
ecuaciones puede ser un desastre total, ya que el millén de nimeros a la izquierda se utiliza-
ria correcta pero ineficazmente. Esta férmula se encontrard en el capftulo 4 (regla de Cramer),
aungque en el capitulo 1 se presenta un método aceptable para resolver 1000 ecuaciones.

Este método aceptable es la eliminacion gaussiana. Se trata del algoritmo que suele
aplicarse de manera constante para resolver grandes sistemas de ecuaciones. A partir de los
ejemplos en un libro de texto (n = 3 se aproxima al l{mite superior de la paciencia del au-
tor y del lector), quizd el lector no puede apreciar mucha diferencia. En las ecuaciones (2)
y (4) se siguieron esencialmente 1os mismos pasos para encontrar y = 2. Ciertamente, x se
conocio mas rpido por la sustitucién hacia atrds en la ecuacién (3) que la razén en (5). Pa-
ra n més grande, no hay caso. Gana la eliminacién (e incluso este método es el mejor para
calcular determinantes).

La idea de eliminaci6n es engafiosamente simple: el lector la dominard luego de unos
cuantos ejemplos. Constituye la base de la mitad de este libro, simplificando una matriz de
modo que sea posible comprenderla. Junto con la mecénica del algoritmo, en este capitulo
es necesario explicar cuatro aspectos més profundos. Estos son:

1. Las ecuaciones lineales llevan a la geometria de planos. No es ficil visualizar un pla-
no nueve-dimensional en un espacio de diez dimensiones. Es més dificil ver diez de es-
tos planos, que se cortan en la solucién de diez ecuaciones, aunque de alguna manera
esto es casi posible. Nuestro gjemplo tiene dos rectas en la figura 1.1, que se encuen-
tran en el punto (x, y) = (—1, 2). El 4dlgebra lineal mueve esta imagen hacia diez di-
mensiones, donde la intuicién debe imaginar la geometria (y la obtiene correctamente).

2. Pasamos a la notacién matricial al escribir las n incégnitas como un vector x v las n
ecuaciones como Ax = b. Multiplicamos A por “matrices de eliminacién” con la fina-
lidad de obtener una matriz triangular superior U. Con lo anterior, A se factoriza en L
veces U, donde L es triangular inferior.

Y Y
x +2y =3 x+2y =3
Pt x e X
4x +5y =6 4x +8y =6 4x+8y=12_
Una solucién (x, y) = (~1,2) Paralelas: no hay solucién Recta completa de soluciones

Figura 1.1 El ejemplo tiene una solucién. Los casos singulares no tienen solucién, o tie-
nen demasiadas soluciones.

1.2 Geometria de las ecuaciones lineales 3

A continuacién se escribirdn A y sus factores para nuestro ejemplo, y se explicardn en
su debido momento:

1 2 1 011 2
Factorizacién A = [4 5} = [4 1} [0 __3} = [ veces U. )]

Primero es necesario presentar las matrices, los vectores y las reglas de la multiplica-
cién. Toda matriz tiene una fraspuesta A¥. Esta matriz, tiene una inversa AL
3. FEnla mayor parte de los casos, la eliminacidn se realiza sin dificultades. La matriz tie-
ne una inversa, y el sistema Ax = b tiene una solucién. En casos excepcionales el mé-
todo falla; ya sea que las ecuaciones se escribieron en orden equivocado,. }o cuial se
arregla facilmente al intercambiarlas, o las ecuaciones no tienen una solucién dnica.
El caso singular aparece si 8 se sustituye por 5 en nuestro ejemplo:

Caso singular x + 2y = 3
Daos rectas paralelas 4x + 8y = 6.

@)

La eliminacién resta simplemente 4 veces la primera ecuaci6n de la segunda. Sin em-
bargo, jobserve el resultado!

(ecuacién 2) - 4(ecuacién 1)

Este caso singular no tiene solucién. Otros casos singulares tienen una infinidad de
soluciones. (Cambie 6 a 12 en el ejemplo, y 1a eliminacién producird 0 = 0. Asi, y,
puede asumir cualquier valor.) Cuando la eliminacién falla, se quiere encontrar toda
solucién posible. o

4, Se requiere una estimaci6n aproximada del nimero de pasos de eliminacién necesa-
rios para resolver un sisterna de tamafio . El costo de computo a menudo determina
la precisién del modelo. Cien ecuaciones requieren alrededor de 300 QOO pasos (mul-
tiplicaciones y restas). La computadora es capaz de hacer estos pasos ral?lda.mente, pe-
ro no es asi para el caso de varios billones de pasos. Y después de un rmllér_z de pasos,
el error por redondeo puede ser significativo. (Algunos problemas son s_ens1b1es; otros
no.) Sin entrar en todos los detalles, pretendemos considerar grandes sistemas que se
presentan en la préctica, asi como la manera en que se resuelven realmente.

El resultado final de este capitulo, es un algoritmo de eliminacién que es casi lo mas
eficaz posible. Se trata del algoritmo que suele usarse en una numerosa varif:dad de apl}ca-
ciones. Y al mismo tiempo, comprenderlo en términos de matrices —la matriz de coeficien-
tes A, las matrices E y P para la eliminacién e intercambio de renglones, respectivamente,
v los factores finales L y U— es un fundamento esencial de la teorfa. Espero que el lector
disfrute este libro y su curso.

1.2 GEOMETRIA DE LAS ECUACIONES LINEALES

La forma de comprender este tema es mediante un ejemplo. Se empieza con (.ios ecuacio-
nes extremadamente simples, reconociendo que el lector puede resolverlas sin necesidad
de Ilevar un curso de 4lgebra lineal. No obstante, espero que le dé una oportunidad a Gauss:

2x —y =1
x +y=35.

Este sistemna puede abordarse por renglones o por columnas. Queremos abordarlo en am-
bas formas.
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El primer método se centra en las ecuaciones por separado (los renglones). Es el mds
conocido, ¥ en dos dimensiones se hace rdpidamente. La ecuacién 2x — ¥y = 1 se represen-
ta por una linea recta en el plano x-y. La recta pasaporlospuntosx = 1,y =l yx = L,
y = 0 (y también por (2, 3) y todos los puntos intermedios). La segunda ecuacidn, x + ¥y
= 3, produce una segunda recta (véase la figura 1.24). Su pendiente es dyldx = —1y cor-
ta a la primera recta en la solucién.

El punto de interseccién pertenece a ambas rectas. Se trata de la dnica solucién de las
dos ecnaciones. El punto x = 2 ¥ ¥ = 3 se encontrard pronto por “eliminacién”.

y 20—y =1 _ 2(columna 1)
© 5} ,«\(\1’5) 7 +3 (columna 2)
, )=(2,3 SR BN
(xry “( ] ) N N (472)
(5,0) - (-1,1) (2,1) = columna 1

/3.0 N
©, 12’ : TAy=235
a) Las rectas se cortan en &) Las columnas se combinan con 2 ¥y 3

=2, y=23

Figura 1.2 Representacién por renglén (dos rectas) y representacidn por columna (se
combinan columnas).

El segundo método considera las columnas del sistema lineal. Las dos ecuaciones por
separado en realidad son una ecuacion vectorial:

Forma de columna x E} +y {—ﬂ = BJ

El problema consiste en encontrar la combinacicn de los vectores columna en el miembro
izquierdo que produce el vector del miembro derecho. Los vectores (2, 1)y (—1, 1) se re-
presentan con las lineas gruesas en la figura 1.2b. Las incégnitas son los nimeros x vy que
multiplican a los vectores columna. Toda la idea puede verse en esa figura, donde 2 veces la
columna 1 se suma a 3 veces la columna 2. Geométricamente, asf se obtiene un famoso pa-
ralelogramo. Algebraicamente, se obtiens el vector correcto (1, 5), en el miembro derecho
de las ecuaciones. La representacién por columnas confirma que x = 2 yy=3

Puede dedicarse més tiempo a este ejemplo, aunque se prefiere pasar al caso en que
n = 3. Tres ecuaciones siguen siendo manipulables, y presentan mucha mayor variedad:

2u+ v+ w= §
Tres planos 4y ~ 6y -2 8
—2u + Tv + 2w 9.

It

]

De nuevo, es posible estudiar los renglones o las columnas, de modo que se empieza con los
renglones. Cada ecuacién describe un plano en tres dimensiones. El primer plano es 2u +
v + w =5,y se muestra en la figura 1.3. Contiene 2 los puntos ( % »0,0y(0,50y(©,0,
5). Es determinado por cualesquiera tres de sus puntos, suponiendo que no son colineales.
Al cambiar 5 a 10, el plano 2u + v + w = 10 debe ser paralelo al anterior. Contie-
nea(5 0,00y (0, 10,0),y (0,0, 10) que estd dos veces mds lejos del origen, que es el

38

1.2 Geometria de las ecuaciones fineales

2u + v +w = 5 (plano inclinado)

4u — 6v = —2 (plano vertical)

.

= punto de interseccicn con
el tercer plano = solucion

linea de interseccidn:
U los dos primeros planos

Figura 1.3 La representacién por renglén: tres planos que se cortan, provenientes de tres

ecuaciones lineales.

punto central u = 0, v = 0, w = 0. Al cambiar el miembro df.erecho, el plano paralelo se
mueve a si mismo, y el plano 2u + v + w = O pasa por el origen. . .

El segundo plano es 4u — 6v = —2. Se trazé ver.mcalm-ente porque w pue 1e E;SI;?;:;
cualquier valor. El coeficiente de w es cero, aunque sigue siendo \Ex pla{lo ende e ;}3) wcio
tridimensional. (La ecuacién 44 = 3, o incluso el caso extremo u = 0, sigue 1esc1"1 1e0
do un plano.) En la figura se muestra la interseccién del segundo. plano con e an&'are n
Esta interseccién es una recta. En tres dimensiones, una recta requiere dos ecuaciones,

i i viere n — 1. o

! du%fi:;l;‘r);e;t:gl tercer plano corta a la recta en un punto. El plano (no esti dlbuja_d?)
representa la tercera ecuacién, —2u + 7v + 2w = 9, y corta a ia reclt‘a en1 u=1l,v=1,
w = 2. Este punto de interseccién triple (1, 1, 2) resuelve efll sistema lineal. )L -

(Coémo se extiende hasta n dimensiones esta reprfzsentacmn por renglonis ? as ne -
ciones contienen n incégnitas. La primera ecuacién sigue determinando un “plano ; giueeill 2
no es un plano bidimensional en el espacio tridimensional; de alguna rnz.ine:ra;1 su '?nm
sién” es n — 1. Debe ser plano y extremadamente delgado en un espacio n-dimensional,

arezca sélido. ' .

aunqg? ;()tfelr)npo es la cuarta dimension, entonces el Ria.no =90 ccirta al esplamq \t/e;r:ghcrgf;;
sional y produce el universo tridimensional en que vivimos .(o mds bien, Z Lluu1 0 come
era en ¢ = (). Otro plano es z = 0, que también es m@ryenmgnai; se trata de 1') aélom mal
x-y que se considera todo el tiempo. ;Es'tos espacios Fndun'ensmnal@ se.coxt';anl.ano de?a ren
el plano normal x-y en 1 = 0. Si se desciende a dos dimensiones, €l mgul@g _pt o deja ura
recta. Por dltimo, un cuarto plano deja un solo pqnto. Se trata del punto de inte
4 planos en 4 dimensiones, y resuelve las 4 ecuaciones subyagex}tes. < en oroble.

Si continuamos con este ejemplo proveniente de la relatividad, e§tarer}10 dp oble-
mas. La cuesti6n es que el dlgebra lineal es capaz de operar conlcualqmer ?ﬁ:ﬁ;oi cova
ciones. La primera ecuacién produce un plano (n — 1) dimensional en n di .
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segundo plano lo corta (esperamos) un conjunto més pequefio de “dimensién n — 2. Su-
poniendo que todo va bien, todo plano nuevo (toda ecuacién nueva) reduce la dimensién
en una unidad. Al final, cuando se hayan tomado en cuenta todos los » planos, la dimen-
sién de la interseccidn es cero. Se trata de un punto, que pertenece a todos los planos, y sus
coordenadas satisfacen a todas las n ecuaciones. [Esta, es la solucién!

Vectores columna y combinaciones lineales

Ahora volvemos a las colummas. Esta vez la ecuacién vectorial (la misma ecuacién que (1))
es

2 1] 1 5
Formadecolumna u| 4| ‘v |[—6] +w (0] = -2 =5, 2)
—2 7J 2 9

Estos son vectores columna tridimensionales. El vector b se identifica con el punto cuyas
coordenadas son 5, —2, 9. Todo punto en el espacio tridimensional se hace corresponder
con un vector, y viceversa. Esta, era la idea de Descartes, quien transformé la geometria en
dlgebra al trabajar con las coordenadas del punto. Es posible escribir el vector en una co-
lumna, o sus componentes pueden enumerarse como b = (5, ~2, 9), o incluso puede re-
presentarse geométricamente mediante nna flecha a partir de su origen. Pueden elegirse la
Sflecha, o el punto o los tres niimeros. En seis dimensiones, quizd es mds conveniente ele-
gir los seis nimeros.

Cuando los componentes se enumeran horizontalmente, suele utilizarse paréntesis y
comas, y cuando el vector columna se indica verticalmente se usan llaves (sin comas). Lo
que realmente importa es la suma de vectores vy la multiplicacién por un escalar (un ni-
mero). En la figura 1.4a se muestra una suma vectorial, componente por componente:

5 0 0 5
Suma vectorial O] + {—2] + 0] = |-2/.
0 0 9 9

5
{-—-2] = combinacidn lineal = b

gl

2 (columna 3)

coluranas 1+ 2

b) Se suman las columnas 1 4 2 + (34 3)

lo largo de los ejes

Figura 1.4 La representacién por columna: la combinacién lineal de las columnas es
igual a b.

VCIDNAL

3 E;EL LRUGUAY

ng. PERLY gt . T J AEYES TN A
En la figura de la'défécha Hay una'b'rﬁixlt'iéphpcgcﬁﬁgdpor 2 (y si el vector hubiese sido multi-
plicado por —2, entonces el vector hubiera invertido su direcci6n):
1 2 1 -2
Multiplicacién por escalares 2101 = {0}, -2 101 = | 0}
2 4 2 —4

También en la figura de la derecha se observa una de las ideas centrales del dlgebra.
Utiliza las dos operaciones bésicas: los vectores se multiplican por niimeros y luego se su-
man. El resultado se denomina combinacion lineal, y esta combinacién resuelve nuestra
ecuacién:

2 1 1 5
Combinacién lineal 1) 4] +11-6| +210| = [-21.
-2 7 2 9

La ecuacién (2) requirié multiplicadores u, v, w, que producen el miembro derecho b. Estos
ndmeros son u = 1, v = 1, w = 2. Y proporcionan la combinacién correcta de las colum-
nas. También proporcionaron el punto (1, 1, 2) en la representacién por renglén (donde se
cortan los tres planos).

Nuestro verdadero objetivo es ir més alld de dos o tres dimensiones, hasta n dimensio-
nes. Con » ecuaciones en n incégnitas, en la representacién por renglén hay n planos. En
la representaci6n por columna hay n vectores, mds un vector b en el miembro derecho. La
ecuacién pide una combinacion lineal de las n columnas que sea igual a b. Para ciertas
ecuaciones esto es imposible. ParadGjicamente, la mejor manera de entender el caso bue-
no es estudiando el caso malo. Por consiguiente, consideraremos la geometria, justo cuan-
do falla, en el caso singular.

Representacion por renglon: interseccién de planos
Representacién por columna: combinacidn de columnas

El caso singular

Suponga que nuevamente estamos en tres dimensiones, y que tres planos en la representa-
cién por renglén no se cortan. ;Qué puede estar mal? Una posibilidad es que dos planos
pueden ser paralelos. Las ecuaciones 2u + v + w = 5y 4u + 2v + 2w = 11 son inconsis-
tentes, y planos paralelos no dan solucién (en la figura 1.5a se muestra una vista del extre-
mo). En dos dimensiones, la tnica posibilidad de falla la constituyen las rectas paralelas. Sin
embargo, tres planos en tres dimensiones pueden estar en problemas sin ser paralelos.

La dificultad més frecuente se muestra en la figura 1.5b. A partir de la vista del ex-
tremo, los planos forman un tridngulo. Cada par de planos se corta en una recta, y estas

KA KN

dos planos no hay recta de todos los planos
paralelos interseceidn interseccién son paralelos
a) b) c) d)

Figura 1.5 Casos singulares: no hay solucién para a), b), o d), una infinidad de solucio-
nes para c).
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rectas son paralelas. El tercer plano no es paralelo a los otros planos, pero es paralelo a su
linea de interseccién. Esto corresponde a un sistema singular con b = (2, 3, 6):

ut+v+ w=2
No hay soluciones, como en la figura 1.5b 24 +3w =3 3)
3u +v+ 4w =6

Sumados, los dos primeros miembros izquierdos son iguales al tercero. En el miembro de-
recho fallaeso: 2 + 5 # 6.1aecuacion 1 menos la ecuacién 2 menos la ecuacién 3 es la
afirmacion imposible O = 1. Asi, las ecuaciones son inconsistentes, como la eliminacién
gaussiana descubre sisteméticamente.

Otro sistema singular, proximo a éste, tiene una infinidad de soluciones. Una vez que
el 6 en la dltima ecuacion se vuelve 7, las tres ecuaciones se combinan para dar 0 = 0. Asf,
la tercera ecuacidn es {a suma de las dos primeras. En ese caso, los tres planos tienen toda
una recta en comiin (véase la figura 1.5¢). Al cambiar los miembros derechos, los planos
de la figura 1.55 se moveran en sentido paralelo a si mismos, y para b = (2, 5, 7), repenti-
namente la figura es diferente. El plano inferior se movi6 para encontrar a los otros, y hay
una recta de soluciones. El problema 1.5¢ sigue siendo singular, pero ahora adolece de de-
masiadas soluciones, en vez de tener unas cuantas.

El caso extremo lo constituyen tres planos paralelos. Para la mayor parte de miembros
derechos no hay solucién (véase la figura 1.5d). Para miembros derechos especiales ( jco-
mo b = (0, 0, 0)1), hay todo un plano de soluciones, ya que los tres planos paralelos se mue-
ven para convertirse en el mismo.

(Qué ocurre con la representacisn por columna cuando el sistema es singular? Debe
estar mal, aunque la pregunta es cémo. En el miembro izquierdo de las ecuaciones sigue ha-
biendo tres columnas, y se intenta combinarlas para obtener . Se queda con la ecuacién 3):

Caso singular: representacién por columna 1 1 1
Tres columnas en el mismo plano u |2 +v |0 +w [3] =b (@)
Fiacil de resolver sélo para b en ese plano 3 1 4

Para b = (2, 5, 7) era posible esto; para b = (2, 5, 6) no lo era. La razén de esto es que es-
tas tres columnas estdn en un plano. Entonces cualquier combinacién también estd en el
plano (que pasa por el origen). Si el vector b no estd en ese plano, ninguna solucién es po-
sible (véase la figura 1.6). Este es por mucho el evento mds probable; un sistema singular

3 columnas
en un plano

3 columnas

b no estd en un plano
en el plano

a) no hay solucidn b) infinidad de soluciones

Figura 1.6 Casos singulares: b fuera o dentro del plano con todas las tres columnas,

1.2 Geometria de las ecuaciones lineales g

en general no tiene solucién. Sin embargo, hay una posibilidad de que b esté en el plano
de las columnas. En ese caso hay demasiadas soluciones; las tres columnas pueden com-
binarse en una infinidad de formas para producir b. Esa representacién por columna de
la figura 1.6b corresponde a la representacién por renglén de la figura 1.5c.

;C6émo se puede saber que las tres columnas estdn en el mismo plano? Una respuesta
consiste en encontrar una combinacién de las columnas cuya suma sea cero. Después de al-
gunos célculos, esta combinacién es u = 3, v = —1, w = —2. Tres veces la columna 1 es
igual a dos veces la columna 2 mds dos veces la columna 3. La columna 1 estd en el plano
de las columnas 2 y 3. S6lo dos columnas son independientes.

El vector b = (2, 5, 7) estd en ese plano de las columnas: es la columna 1 més la co-
lumna 3, de modo que (1, 0, 1) es una solucidn. Es posible sumar cualguier miltiplo de la
combinacion (3, —1, —2) que produzca b = 0. Asi, hay toda una recta de soluciones, co-
mo se sabe a partir de la representacién por rengldn.

La verdad es que se sabia que las columnas deben combinarse para obtener cero, ya
que eso ocurria con los renglones. Este hecho pertenece a las mateméticas, no a los célcu-
los, y sigue siendo verdadero en la dimension n. 8i los n planos no tienen ningin punto
en comiin, o comparten una infinidad de puntos, entonces las n columnas estdn en el
mismo plano.

Si la representacion por renglén falla, entonces también falla la representacién por co-
lumna. Esto hace la diferencia entre el capitulo 1 y el capftulo 2. En el capitulo 1 se estudia
¢l problema mds importante: el caso no singular, donde hay una solucién que es necesario
encontrar. En el capitulo 2 se estudia el caso general, donde puede haber muchas soluciones
o ninguna. En ninguno de estos dos casos es posible continuar sin tener una notacién (nota-
cion matricial), y un algoritme (eliminacidn) idéneos. Después de los siguientes ejercicios
se abordard la eliminacién.

Conjunto de problemas 1.2

1. Para las ecuaciones x + y = 4, 2x — 2y = 4, trace la representacién por renglén (dos
rectas que se cortan), y la representacion por columna (combinacién de dos columnas
igual al vector columna (4, 4) en el miembro derecho).

2. Resuelva lo siguiente para encontrar una combinacién de las columnas que sea igual a b:

u—v—w=pb
Sistema triangular v+w=b
w = bs-

3. (Recomendado) Describa la interseccién de los tres planos u + v + w +z =6y u +
w+z=4vyu-+ w= 2 (todos en el espacio tetradimensional). ; Es una recta, un pun-
to 0 un conjunto vacio? ;Cuédl es la interseccitn si se incluye el cuarto plano u = —1?
Encuentre una cuarta ecuacién que deje la situacién sin solucién.

4. Trace las tres rectas siguientes, y decida si las ecuaciones son de fécil solucion:

x +2y =2
Sistemade3por2 x — y =2
y =1

1 Qué ocurre si todos los miembros izquierdos son cero? jHay alguna opcidn diferen-
te de cero de miembros derechos que permita que las tres rectas se cortan en el mismo

punto?

5, Encuentre dos puntos en la recta de interseccién de los tres planos ¢ = Oyz=0y
x -+ y + z -+ ¢t = 1 en el espacio de 4 dimensiones.
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6. Cuando b = (2, 5, 7), encuentre una solucién (u, v, w) de la ecuacién (4) distinta de
1a solucién (1, 0, 1), mencionada en el texto.

7. Proporcione dos miembros derechos mds, aparte de b = (2, 5, 7) para los cuales la
ecuacion (4) pueda resolverse. Proporcione dos miembros derechos mds, aparte de
b = (2, 5, 6) para los cuales la ecuacién (4) no pueda resolverse.
8. Explique por qué el sistema
u+ v+ w=2
u+2v+3w=1
v+ 2w =0

es singular, encontrando una combinacién de las tres ecuaciones que produzca 0 = 1.
¢ Qué valor debe sustituirse en el dltimo cero del miembro derecho para que las ecua-
ciones tengan soluciones, y cudl es una de las soluciones?

9. Larepresentacion por columna del ejercicio anterior (sistema singular) es

1 1 1
ulll +v 2| +w (3] =5b.
0 1 2

Demuestre que las tres columnas de la izquierda estdn en el mismo plano, expresando
la tercera columna como una combinacion de las dos primeras. ;Cudles son las solu-
ciones (u, v, w) si b es el vector cero (0, 0, 0)?

10. (Recomendado) ;Bajo qué condicién sobre y,, ¥,, y; los puntos (0, y,), (1, y), (2, ¥3)
estdn en una linea recta?

11. Es cierto que la solucién de las siguientes ecuaciones es x = y = 0. ;Para qué valores
de a hay toda una recta de soluciones?
ax + 2y =0
2x +ay =0

12. Empezando con x + 4y = 7, encuentre Ia ecuacién de Ia recta paralela que pasa por
x = 0,y = 0. Encuentre la ecuacién de otra recta que corta a la primera en x = 3, y=1

Los problemas 13 a 15 son un repaso de las representaciones por renglén y por
columna.

13. Trace las dos representaciones en dos planos para las ecuaciones x - 2y = 0, x + y = 6.

14. Para dos ecuaciones lineales en tres incégnitas x, y, z, la representacin por renglén
muestra (2 o 3) (rectas o planos) en un espacio (bi o tri) dimensional. La representa-

¢ién por columna es en un espacio (bi o tri) dimensional. Las soluciones normalmen-
te estdn en un

15. Para cuatro ecuaciones lineales en dos incégnitas x y y, la representaci6n por renglén
muestra cuatro . La representacién por columna estd en un espacio di-
mensional. Las ecuaciones no tienen solucién, a menos que el vector del miembro de-
recho sea una combinacién de

16. Encuentre un punto con z = 2 en la recta de interseccién de los planosx +y + 3z =

6y x — y + z = 4. Encuentre el punto con z = 0 y un tercer punto a la mitad entre los
dos puntos anteriores.

1.3 Unejemplo de eliminacitn gaussiana 11

17. La primera de las siguientes ecuaciones mds la segunda es igual a la tercera:
x+ y+ z=2
x+2y+ z=3
2x +3y 4+ 2z =5,
Los dos primeros planos se encuentran a lo largo de una recta. El tercer plano contie-
ne a esta recta, ya que si x, y, z satisfacen las dos primeras ecuaciones, entonces tam-
bién . Las ecuaciones tienen una infinidad de soluciones (toda la recta L). En-
cuentre las tres soluciones.

18. Mueva el tercer plano en el problema 17 hasta un plano paralelo 2x + 3y + 2z = 9.
Ahora, las tres ecuaciones no tienen solucién; ;por qué? Los dos primeros planos se
encuentran a lo largo de la recta L, pero el tercero no esa recta.

19. En el problema 17, las columnas son (1, 1, 2) y (1, 2, 3) y (1, 1, 2). Este es un “caso sin-
gular” porque la tercera columna es . Encuentre dos combinaciones de las colum-
nas que proporcionen b = (2, 3, 5). Esto s6lo es posible para b = (4,6,¢)sic =

20. Normalmente, 4 “planos” en el espacio tetradimensional se cortan en un . Nor-
malmente, 4 vectores columna en el espacio de 4 dimensiones pueden combinarse pa-
ra producir b. ;Qué combinacién de (1,0,0,0), (1,1,0,0), (1,1, 1,0), (1, 1, 1, 1) pro-
duce b = (3, 3, 3, 2)? ;Cudles son las 4 ecuaciones que est4 resolviendo para x, y, z, £?

21. Cuando la ecuacién 1 se suma 2 la ecuacién 2, jcudl de las siguientes opciones cam-
bia: los planos en la representacién por renglén, la representacién por columna, la ma-
triz de coeficientes, la solucién?

22. Si(a, b) es un miltiplo de (¢, d) con abed # 0, demuestre gue (a, ¢) es un miiltiplo de
(b, d). Esto es sorprendentemente importante: denominela pregunta de desaffo. Primero
puede usar ndmeros para ver c6mo estdn relacionados a, b, ¢ y d. La pregunta lleva a:

Si A= [? Z‘l tiene renglones dependientes, entonces tiene columias dependientes.

23. En estas ecuaciones, la tercera columna (que multiplica a w) es la misma que el miem-
bro derecho b. La forma en columna de las ecuaciones, ;qué solucién para (i, v, w)
proporciona de inmediato?

6u +Tv +8w =8
4y + 5v + 9w =9

2u —2v + Tw =17

1.3 UN EJEMPLO DE ELIMINACION GAUSSIANA

La forma de entender la eliminacién es por medio de un ejemplo. Se empieza en tres di-
mensiones:

2u+ v+ w= 5
Sistema original 4y — 6v = —7 (1)
—2u +Tv +2w = 9.

El problema consiste en encontrar los valores incégnitos de u, v, y w, de modo que se
aplicard eliminaci6n gaussiana. (Gauss es reconocido como el més grande de los ma}er.na—
ticos, aungue no ciertamente debido a este invento, que quizé le llevé 10 minutos. Irdnica-
mente, es el concepto més frecuentemente utilizado que lleva su nombre.) El método em-
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pieza por restar miiltiplos de la primera ecuacién a las otras ecuaciones. El objetivo es
eliminar u de las dos dltimas ecuaciones. Para lograr este objetivo se requiere lo siguien-
fe:

a) restar 2 veces la primera ecuacién de la segunda

b) restar —1 vez la primera ecuacién de la tercera.

2u+ v+ ow= 5
—8v — 2w = —12 @
8v + 3w = 14,

El coeficiente 2 es el primer pivote. La eliminacién consiste en dividir constantemente el
primer pivote entre los ndimeros que estdn abajo de €1, con Ia finalidad de encontrar los mul-
tiplicadores id6neos.

El pivote de la segunda etapa de la eliminacién es —8. Ahora se ignora la primera
ecuacién. Un miltiplo de la segunda ecuacién se restard de las ecuaciones que quedan (en
este caso s6lo queda la tercera) con la finalidad de eliminar v. La segunda ecuacién se su-
ma a la tercera 0, en otras palabras,

Il

Sistema equivalente

c) se resta —1 vez la segunda ecuacién de la tercera.

Abora el proceso de eliminacién estd completo, por lo menos en la direccién “hacia ade-
lante™:

2ut v+ w= 5
Sistema triangular —8v — 2w = —12 3)
lw= 2.

Este sisterna se resuelve hacia atrés, de abajo arriba. La tiltima ecuacién da w = 2. Al
sustituir en la segunda ecuacién, se encuentra v = 1. Luego, la primera ecuacién dau = 1.
Este proceso se denomina sustitucién hacia atrds.

Para repetir: con la eliminacién hacia adelante se obtuvieron los pivotes 2, —8, 1. En
este método se restan muiltiplos de cada renglén de los renglones de abajo para llegar al sis-
tema “triangular” (3), que se resuelve en orden inverso. Luego, cada nuevo valor calcula-
do se sustituye en las ecuaciones restantes.

Observacién Una forma aceptable de escribir los pasos de la eliminacién hacia adelante
es incluir el miembro derecho como una columna adicional. No es necesario copiar 4 y v
y wy = en cada paso, por lo que se trabaja con lo minimo indispensable:

2 1 1 5 2 1 1 5 2 1 1 5
4 -6 6 2| -0 -8 -2 —~12| - {0 —~8 -2 -12
-2 7 2 9 0 8 3 14 0 0 1 2

Al final se llega al sistema triangular, que ya est4 listo para la sustitucién hacia atrds. Qui-
zd el lector prefiera esta disposicién, que garantiza que las operaciones en el miembro iz-
quierdo de la ecuacién también se realizan en el miembro derecho, va que ambos miem-
bros estdn juntos ahf.

En un problema mds grande, la eliminaci6én hacia adelante requiere més esfuerzo. Se
usan multiplos de la primera ecuacién para producir ceros abajo del primer pivote. Luego,
la segunda columna se limpia abajo del segundo pivote. El paso hacia adelante se finaliza
cuando el sistema es triangular; la ecuacién n sélo contiene a la Gltima incégnita multipli-
cada por el dltimo pivote.

Ejemplo 1

Ejemplo 2
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La sustitucidn haci& atrés produce 1d's8luiBnTompleta en orden opuesto: se empieza con
la dltima incégnita, luego se resuelve de la siguiente hasta la dltima, terminando con la

primera. o
Por definicidn, los pivotes no pueden ser cero. Es necesario dividir entre ellos.

La falla de la eliminacion

cEn qué circunstancias es posible que falle el proceso? Algo debe estar mal en el caso
singular, y algo puede estar mal en el caso no singular. Esto podria parecer algo prematu-
ro; despudés de todo, apenas se ha logrado tener funcionando al algoritmo. Sin embargo, la
posibilidad de falla ilumina al método en si. .

La respuesta es; con un conjunto completo de n pivotes, sélo hay una solucién. El sis-
tema es no singular, y se resuelve por eliminacién hacia adelante y sustitucién hacia atrés.
Pero si en una posicidn pivote aparece un cero, es necesario detener la eliminacifn, ya sea
temporal o permanentemente. El sistema puede o no ser singular.

Si el primer coeficiente es cero, en la esquina superior izquierda, la eliminacién de u
de las otras ecuaciones es imposible. Lo mismo es cierto en toda etapa intermedia. Obser-
ve que en una posicién pivote puede aparecer un cero, aun si el coeficiente original en ese
sitio no era cero. En términos generales, no se sabe si aparecerd un cero sino hasta que
se intenta, al realizar en verdad el proceso de eliminacién.

Fn muchos casos este problema puede restablecerse, por lo que la eliminacién puede
continuar. Un sisterna asf sigue siendo no singular; es sélo el algoritmo lo que requiere re-
paracién. En otros casos es inevitable la falla. Estos sistemas incurables son singulares; no
tienen solucién o tienen una infinidad de éstas, por lo que no es posible encontrar un con-
junto completo de pivotes.

No singular (restablecido al intercambiar las ecuaciones 2 y 3)

u+ v+ w=__ u+ v+ w=__ u+ vt w=__
2u+2v+Sw=__ -— 3w=__ ~— 20 + 4w = __
4y + 6v + 8w = ___ v+ 4w = 3w =

El sistema es triangular, y puede resolverse con sustitucién hacia atrés.

Singular (caso incurable)

ut+ vt ow=__ wtv+ w=__
w20+ S5w=__ ~—> 3w = __
4y + 4y + 8w = __ 4w = __

No existe ningtin intercambio de ecuaciones que pueda evitar el cero en la segunda Posi-
cién pivote. Las ecuaciones mismas pueden ser o no ficiles de resolver. Si las dqs dltimas
ecuaciones son 3w = 6 y 4w = 7, no hay solucién. Si ocurre que estas dos ecuaciones son
consistentes, como con 3w = 6 y 4w = 8, entonces este caso singular tiene una infinidad
de soluciones. Se sabe que w = 2, pero la primera ecuacién no puede decidir ambas u y v.

En la seccién 1.5 se abordardn los intercambios de renglén cuando el sistema es no
singular. Asf, los intercambios producen un conjunto completo de pivotes. Enel capitulo 2
se estudia el caso singular. E1 3w adn puede eliminar a 4w, por lo que el segundo PIVOte es
3. (No habrd un tercer pivote). Por ahora se conffa en que todos los n elementos pivote son
diferentes de cero, sin cambiar el orden de las ecuaciones. Este es el mejor caso, que sera

continuado.
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El costo de la eliminacidn

La otra pregunta es muy préctica. ; Cudntas operaciones aritméticas requiere la elimina-
cidn para n ecuaciones en n incégnitas? Si n es grande, una computadora puede realizar
el proceso de eliminacién. Debido a que se conocen todos los pasos, debe ser posible po-
der pronosticar el nimero de operaciones.

Por el momento se ignorarén los miembros derechos de las ecuaciones, y sélo se con-
tarén las operaciones a la izquierda. Estas operaciones son de dos clases. Se divide entre el
pivote para encontrar qué miiltiplo (por ejemplo £) de la ecuacién pivote debe restarse. Una
vez que se realiza esta sustraccién, continuamente se encuentra una combinacién “multipli-
car-restar”; los términos de la ecuacién pivote se multiplican por £, y luego se restan de otra
ecuacién.

Suponga que cada divisién, y cada multiplicacién-sustraccién se denomina una ope-
racién. En la columna 1, se requieren n operaciones por cada cero gue se obtiene: una pa-
ra encontrar el muiltiplo £, y la otra para encontrar los nuevos elementos a lo largo del
renglén. Abajo del primer renglén hay n — 1 renglones, de modo que la primera etapa de la
eliminacién requiere n(n — 1) = n*—n operaciones. (Otra forma de Hegar a n® — n es ésta:
es necesario cambiar todos los n* elementos, excepto los n en el primer rengldn). Las eta-
pas posteriores son mds rdpidas porque las ecuaciones son més cortas.

Cuando la-eliminacién se realiza con k ecuaciones; para limpiar la columna que estd aba-
jo del pivote se requieren s6lo &% — k operaciones, por el mismo razonamiento que se aplicé
en la primera etapa, cuando k era igual a n. Al reunir todo lo anterior, se encuentra que el ni-
mero total de operaciones es la sumatoria de & — k sobre todos los valores k desde 1 hasta n;

n(n+ 1)(2n +1) nn+1)

Miembro izquierdo 12+ -+ +n%) — (1 + -+ +n) =
6 2

n —n
3

Estas férmulas son normales para encontrar las sumatorias de los n primeros ndmeros y los

n primeros cuadrados. Al sustituirn = 1 yn = 2y n = 100 en la férmula % (n® — n), la eli-

minacién hacia adelante puede no requerir ningtin paso, requerir dos pasos o requerir alre-

dedor de un millén de pasos:

Si n no es grande en absoluto, una buena estimacidn para
el niimero de operaciones es 1n®.

Si el tamafio se duplica, y pocos de los coeficientes son cero, entonces el costo se multipli-
ca por 8.

La sustitucién hacia atrds es considerablemente mds rapida. La dltima inc6gnita se en-
cuentra en s6lo una operacién (una division entre el dltimo pivote). Para encontrar la ante-
pentltima incégnita se requieren dos operaciones, vy asf sucesivamente. Entonces, el total
para la sustitucién hacia atrdses 1 + 2 + -+ + 5.

La eliminacién hacia adelante también actda sobre el miembro derecho (restando los
mismos miiltiplos que en la izquierda con la finalidad de preservar las ecuaciones correc-
tas). Empieza con n — 1 sustracciones de la primera ecuacidn. Junto con el miembro dere-
cho es responsable de n* operaciones: mucho menos que las 7n%/3 a la izquierda. El total
para la eliminacién hacia adelante y la sustitucién hacia atrds es

Miembrodereche [(n—1)+(n—2)+ -« +1]+[1+2+---+n] =%

Hace 30 afios, casi cualquier matemdtico hubiera conjeturado que un sistema general
de orden n no podia resolverse con mucho menos que n°/3 multiplicaciones. (Incluso ha-

ii73§5
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bia teoremas para demostrarlo, aungue no tomaban en cuenta a todos los métodos posibles).
Sorprendentemente, se ha demostrado que esa conjetura es errénea. (En la actualidad exis-
te un método que requiere sélo Cn'o&7 multiplicaciones! Depende de un simple hecho: pa-
rece que dos combinaciones de dos vectores en ¢l espacio bidimensional requieren 8 multi-
plicaciones, aunque €s posible hacerlas en 7. Lo anterior redujo el exponente de log, 8, que
es 3, alog, 7= 2.8. Este descubrimiento provocé bastante actividad para encontrar la po-
tencia minima posible de n. El exponente finalmente cay6 (en IBM) debajo de 2.376. Afor-
tunadamente para la eliminacién, la constante C es tan grande y el cédigo es tan dificil que
el nuevo método es bastante (o completamente) interesante desde el punto de vista tedrico.
El problema més reciente es el costo con muchos procesadores en paralelo.

Conjunto de problemas 1.3

Los problemas 1 a 9 son sobre eliminacién en sistemas de 2 por 2.

1. ;Qué miiltiplo de £ de la ecuacién 1 debe restarse de la ecuacién 2?
2x +3y =1
10x +9y = 11.

Después de este paso de eliminacién, escriba el sistema triangular superior e identifi-
que los dos pivotes. Los niimeros 1 y 11 no afectan tales pivotes.

2. Resuelva por sustitucién hacia atrés el sisterna triangular del problema 1, y antes que x.
Compruebe que x multiplicado por (2, 10) més y por (3, 9) es igual a (1, 11). Si el
miembro derecho cambia a (4, 44), ;cudl es la nueva solucién?

3. ;Qué miltiplo de la ecuacién 2 debe restarse de la ecuacién 37
2x —4y =6
—x + 3y =0.
Después de este paso de eliminacidn, resuelva el sistema triangular. Si el miembro de-
recho cambia a (—6, 0), jcudl es la nueva solucién?
4. ;Qué multiplo de £ de la ecuacién 1 debe restarse de la ecuacién 2?7
ax +by =f
cx +dy = g.
El primer pivote es a (se supone que es cero). [ Qué férmula para el segundo pivote pro-

duce 1a eliminacién? ;Qué es y? El segundo pivote falta cuando ad = be.

5. Escoja un miembro derecho que no proporcione ninguna soluci6n, y un miembro de-
recho que no proporcione una infinidad de soluciones. (Cudles son dos de estas solu-

ciones?
3x +2y = 10
6x +4y =

&

Escoja un coeficiente b que haga singular este sistema. Luego, escoja un miembro de-
recho g que lo haga facil de resolver. Encuentre dos soluciones en ese ¢aso singular.

2x +by =16
4x +8y = g.

il
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7. (Para qué nimeros ¢ la eliminacién falla a) permanentemente, y ) temporalmente?

Resuelva para x y y después de fijar la segunda falla por un intercambio de renglén.
8. (Para cudles tres nimeros k falla la eliminacién? (Cudl es fijada por un intercambio
de renglén? En cada caso, el niimero de soluciones, iesO0olooo?
kx +3y = 6
3x +ky = —6.
9. (Qué prueba sobre b, y b, decide si estas dos ecuaciones permiten una solucién?
¢Cudntas soluciones tienen? Trace la representacién por columna.
3x —2y = b
6x —4y = p,,
Los problemas 10 a 19 estudian la eliminacién en sistemas de 3 por 3 (y la falla
posible).

16. Reduzca el siguiente sistema a forma triangular superior, mediante dos operaciones en
renglones:
2x +3y+ z= 8
4x + Ty + 5z =20
-2y + 2z

i
©

Identifique los pivotes. Resuelva por sustitucidn hacia atrés paraz,y, x.
11. Aplique eliminacién (identifique los pivotes) y sustitucién hacia atrds para resolver
2x — 3y =3
dx — S5y + z=7
2x - y=—3z=235,

Enumere las tres operaciones en renglones: Restar
renglién .

veces el rengldn del

i2. Lpuél nimero 4 obliga a un intercambio de renglén, vy cudl es el sistema triangular (no
singular) para ese d? ;Cual d hace singular a este sistema (no el tercer pivote)?
2 +85y+z=0
4x +dy +z =2
y—z =3
13. ;Cudl ndmero d lleva posteriormente a un intercambio de renglon? ;Cudl ndmero &

lleva posteriormente a un pivote faltante? En ese caso singular, encuentre una solu-
cién x, y, z diferente de cero.

x + by = (
x—2y —z=0
y +z= Q.

1.3 Un ejemplo de efiminacién gaussiana 17

14. @) Escriba un sistema de 3 por 3 que requiera dos intercambios de renglones para al-
canzar una forma triangular, y una solucidn.
b) Escriba un sistema de 3 por 3 que requiera un intercambio de renglones para fun-

cionar, y que falle después.

15. Si los renglones 1 v 2 son los mismos, ;hasta dénde es posible llegar con la elimina-
ci6én (permitiendo intercambio de renglones)? Si las columnas 1 y 2 son las mismas,
;cudl pivote falta?

2x~y+z=0 2x +2y+z=0
2x =y +z=0 dx +4y+z=0
dx +y+z =2 6x +6y +z=2.

16. Escriba un ejeraplo de 3 por 3 que tenga 9 coeficientes distintos en el miembro izquier-
do, pero que los renglones 2 y 3 se vuelvan cero en la eliminacion. ;Cudntas solucio-
nes tiene este sistema con b = (1, 10, 100), y cudntas tiene con b = (0, 0, 0)?

17. ;Cuél ndmero g hace singular al siguiente sisterna, y con qué miembro derecho ¢ el sis-
tema tiene una infinidad de soluciones? Encuentre la solucidn que tiene z = 1.
x+4y —2z =1
x+7y—6z=6
3y +gz =¢.
(Recomendado) Es imposible que un sistema de ecuaciones lineales tenga exactamen-
te dos soluciones. Explique por qué.

a) Si(x,y, 2) y (X, Y, Z) son dos soluciones, ;cudl es otra?
b) Si 25 planos se encuentran en dos puntos, ;dénde més se encuentran?

18

h

19. Puede ocurrir que tres planos fallen en tener un punto de interseccion, cuando ningtn
par de ellos es paralelo. El sistema es singular si el renglén 3 de A es una de los
primeros dos renglones. Encuentre una tercera ecuacién que no sea posible resolver si

x+y+z=0yx-2y—-z= 1.
En los problemas 20 a 22 se abordan sistemas de 4 por 4, y de n por n.

20. Encuentre los pivotes, y las soluciones de las cuatro siguientes ecuaciones:

2x + y = ()
x +2y + z =0
y+2z+ t=0

z + 2t =5,

21. Si el problema 20 se extiende siguiendo el patrén 1, 2, 1 o el patrén ~1, 2, —1, jcudl
es el quinto pivote? ;Cudl es el n-€simo pivote?

22. Aplique eliminacién y sustitucién hacia atrds para resolver

2u + 3v =0

du +5v+ w=3

2u ~ v — 3w =35,
(Cudles son los pivotes? Enumere las tres operaciones en las que el multiplo de un
rengldn se resta de otro renglén.
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23. Para el sistema

u-+ v+ w=2
u+3v+3w=0
u +3v 4+ 5w =2,

(Cudl es el sistema triangular después de la eliminacién hacia adelante, y cudl es la so-

lucién?
24. Resuelva el siguiente sistema, y encuentre los pivotes cuando
2u— v =0
—u +2v— w =0
—v+2w— z=0
—w + 2z = 5.

Es posible llevar el miembro derecho como una quinta columna (y asi omitir escribir
u, v, w, z hasta la soluci6n al final).

25. Aplique eliminacién al sistema

u+ viw=—2
3u +3v—-w 6
u— v+w=-—L

il

Cuando en la posicién pivote aparezca un cero, intercambie esa ecuacidén por la que
estd abajo, y contintie. ;Qué coeficiente de v en la tercera ecuacién, en lugar del —1
actual, harfa imposible continuar, y forzar a una falla en la eliminacién?

26. Resuelva por eliminacidn el siguiente sistema de ecuaciones
x— y= 0
3x + 6y = 18.

Trace una gréfica que representa cada ecuacién como una linea recta en el plano x — y;
las rectas se cortan en la solucién. También, agregue una recta més: la grifica de una
nueva segunda ecuacién que aparece después de la eliminacién.

27. Encuentre tres valores de g para los cuales falle la eliminacién, temporal o permanen-
temente, en
au + v =1
4u +auv = 2.

La falla en el primer paso puede establecerse intercambiando renglones, pero en el Gl-
timo paso no hay falla.

28. Falso o verdadero:

a) Si la tercera ecuacién inicia con un coeficiente cerc (empieza con Ou), entonces
ningilin midltiplo de la ecuacidn 1 se resta de la ecuacién 3.

b) Si el segundo coeficiente de la tercera ecuacién es cero (contiene a Ov), entonces
ningdn multiplo de la ecuacién 2 se resta de la ecuacién 3.

¢) Sila tercera ecuacién contiene a Ou y a Ov, entonces ningdn multiplo de la ecuacién
1 o de la ecuacién 2 se resta de la ecuacién 3.

1.4 Notacién matricial y multiplicacién de matrices 19

29. (Bastante opcional). Normalmente la multiplicacién de dos nimeros complejos
(a +ibY(c +id) = (ac — bd) +i(bc + ad)
implica las cuatro multiplicaciones por separado ac, bd, be, ad. Ignorando a i, ;puede

calcular ac — bd y bec + ad con sélo tres multiplicaciones? (Puede realizar sumas, co-
mo formar a + b antes de multiplicar, sin ninguna penalizacién.)

30. Aplique eliminacién para resolver

u+ v+ w= 6 u+ v+ w= 7
u+2v+2w =11 y u+2uv+2w= 10
2u +3v —4w = 3 2u +3v —4dw = 3.

31. ;Para cudles tres niimeros a la eliminacién fracasa en proporcionar tres pivotes?

ax +2y + 3z = b
ax +ay + 4z = by
ax + ay + az = bs.
32. Encuentre experimentalmente el tamafio medio (valor absoluto) de los pivotes prime-

ro, segundo y tercero para MATLAB con lu(rand(3, 3)). El promedio del primer pi-
vote a partir de abs(A(1, 1)) debe ser 0.5.

1.4 NOTACION MATRICIAL Y MULTIPLICACION DE MATRICES

Con el ejemplo de 3 por 3 es posible escribir por completo todas las ecuaciones. Es posible
enumerar los pasos de la eliminacién, los cuales restan un multiplo de una ecuacién a otra
para llegar a una matriz triangular. Para un sistema grande, esta forma de mantener el rastro
de la eliminacién serfa initil; se requiere un registro mucho més conciso.

A continuacién se presenta la notacién matricial para describir el sistema original, y
la multiplicacién de matrices para describir las operaciones que lo hacen mds sencillo.
Observe que en el ejemplo aparecen tres tipos distintos de cantidades:

Nueve coeficientes ut vt w= 3
Tres incégnitas 4u = 6v =2 M
-Ju+Tv+2w= 9 )

Tres miembros derechos

En el miembro derecho est4 el vector columna b. En el miembro izquierdo estdn las inc6g-
nitas u, v, w. En el miembro izquierdo también estdn nueve coeficientes (de los cuales uno
es cero). Resulta natural representar las tres incégnitas por medio de un vector:

u 1
Laincégnitaes x = | v Lasolucibnes x = |1
w 2

Los nueve coeficientes estdn en tres renglones y tres columnas, con lo que se obtiene una
matriz de 3 por 3:

2 1 1
Matriz de coeficientes A = 4 -6 0.
-2 7 2
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A es una matriz cuadrada, porque el niimero de ecuaciones es igual al ndmero de incégni-
tas. Si hay n ecuaciones en n incignitas, se tiene una matriz cuadrada de 7 por n. De ma-
nera mas general, podria haber m ecuaciones y # incégnitas. En este caso, A es rectangu-
lar, con m renglones y n columnas. Se dice que es una “matriz de m por n”.

Las matrices se suman entre sf, o multiplican por constantes numéricas, exactamente
como ocurre con los vectores: elemento por elemento. De hecho, los vectores pueden con-
siderarse como casos especiales de las matrices; son matrices con una sola columna. Asi
como con los vectores, la suma de dos matrices s6lo es posible si tienen la misma forma:

Adicién A + B g é . ; o S I b
Multiplicacién 24 0 4 ..1 ; B (1) é 2‘(3) 2 B g (8)

Multiplicacién de una matriz por un vector

Es necesario volver a escribir las tres ecuaciones con las tres incégnitas , v, w en la for-
ma matricial simplificada Ax = b. Escrita completamente, la multiplicacién de una matriz
por un vector es igual al vector:

2 1 1 i 5
Forma matricial Ax = b 4 -6 0 |v| = -2/ %))
-2 7 2) jw 9

El miembro derecho & es el vector columna de los “términos no homogéneos”. El miem-
bro izquierdo es A por x. Esta multiplicacién se define exactamente de modo que repro-
duzca el sistema original. La primera componente de Ax se obtiene al “multiplicar” el pri-
mer renglén de A en el vector columna x:

u
Renglén multiplicado por columma 2 1 1]|v|=[2u+v+w]= [5]. @

w

La segunda componente del producto Ax es 4u — 6v + Ow, del segundo renglén de A. La
ecuacién matricial Ax = b es equivalente a las tres ecuaciones simultdneas en la ecuacién (1.

El rengldn por columna es fundamental para todas las multiplicaciones de matrices.
A partir de dos vectores produce un solo niimero. Este nimero se denomina producio in-
terno de los dos vectores. En otras palabras, el producto de una matriz de 1 por n (un vec-
tor rengldn) y una matriz de n por 1 (un vector columna) es una matriz de 1 por 1:

1
Productointerno  [2 1 1] |1| =[2-1+1-1+1-2]=[5].
2

Esto confirma que la solucién propuesta x = (1, 1, 2) satisface la primera ecuacién.

Hay dos formas de multiplicar una matriz A y un vector x. Una forma es multiplicar
renglon por renglon. Cada renglén de A se combina con x para obtener una componente de
Ax. Cuando A tiene tres renglones, se tienen tres productos.

o 1 1 6} 12 1-2+1-5+6.0 7
Ax multiplicado por renglones |3 (¢ 5| =13.240.-5+3.0| =16/ . 4
1 1 44140 1-2+1-5+4.0 7
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Asf es como suele explicarse Ax, aunque la segunda forma es igualmente importante. De
hecho, jes méas importante! Realiza la multiplicacién de una columna a la vez. El produc-
to Ax se encuentra de una vez, como una combinacion de las tres columnas de A:

1 1 [ 7
Ax multiplicado por columnas 2131 +510] +0 3] = |6]. 3
1 1 4 7

La respuesta es dos veces la columna 1 més 5 veces la columna 2. Esto corresponde a la
“representacion por columna” de las ecuaciones lineales. Si el miembro derecho b tiene las
componentes 7, 6, 7, entonces la solucidn tiene componentes 2, 5, 0. Por supuesto, la re-
presentacién por renglén coincide con aquélla (y finalmente se tienen las mismas multipli-
caciones).

La regla de las columnas se utilizard una y otra vez, de modo que para recalcarla se
repite a continuacién:

Para multiplicar A por x en n dimensiones, se requiere una notacién para los elemen-
tos individuales en A. El elemento en el renglon i y en la columna j siempre se denota por
ay;. El primer subindice proporciona el nimero de rengldn, y el segundo subindice indica
la columna. (En la ecuacién (4), a,; es 3 y a;3 es 6.) Si A es una matriz de m por #, enton-
ces el indice i va desde 1 hasta m, ya que hay m renglones, y el indice j va desde 1 hasta n.
En total, la matriz tiene mn elementos, y a,,, estd en la esquina inferior derecha.

Para denotar un vector basta un indice. La j-€sima componente de x se denota x;. (La
multiplicaci6n anterior tenfa x; = 2, x, = 5, x; = 0.) Normalmente, x se escribe como un
vector columna; es decir, como una matriz de n por 1. Pero algunas veces se escribe en
una linea, como en x = (2, 5, 0). Los paréntesis y las comas recalcan que no es una ma-
triz de 1 por 3. Se trata de un vector colunma, que sélo se ha escrito temporalmente en
forma horizontal.

Para describir el producto Ax se utiliza el simbolo “sigma” 2. para sumatorias:

Notacién sigma

Esta suma se lleva el i-ésimo renglén de A. El indice de la columna j toma cada valor des-
de 1 hasta n y los resultados se suman: la suma es g,x; + apxy + -+ X,

De nuevo se observa que la longitud de los renglones (el niimero de columnas en A)
debe corresponder a la longitud de x. Una matriz de m por # multiplica un vector n-di-
mensional (v produce un vector m-dimensional). Las sumatorias son mds sencillas que es-
cribir todo completamente, pero la notacién matricial es mejor. (Einstein utilizé “notacién
tensorial”, en la que un fndice repetido significa autométicamente una sumatoria. Escribi6

a;x;, e incluso af x, sin el signo %. Como no somos Einstein, mantenemos la X.)

Forma matricial de un paso de eliminacién

Hasta el momento, se ha utilizado una abreviatura conveniente Ax = b para denotar el sis-
tema de ecuaciones original. Pero, ;qué hay respecto de las operaciones que se realizan du-
rante la eliminacién? En nuestro ejemplo, en el primer paso se resté 2 veces la primera
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ecuacién de la segunda. En el miembro derecho, 2 veces la primera componente de b se
resté de la segunda componente. Se obtiene el mismo resultado si b se multiplica por esta
matriz elemental (0 matriz de eliminacion):

1 0 0
Matriz elemental E=]-2 1 0.
0 O 1

Lo anterior se comprueba simplemente obedeciendo la regla para multiplicar una matriz y
un vector:

1 0 0 5 5
Eb= | -2 1 0 |-2| = |12
0 0 1 9 9

Las componentes 5 y 9 siguen siendo las mismas (debidoalos 1,0,0y 0, 0, 1 en los ren-
glones de E). La nueva segunda componente, — 12, aparecié después del primer paso de
eliminacién.

Es fécil describir las matrices como E, que llevan los pasos de eliminacién por sepa-
rado. También se observa la “matriz identidad”, que no hace absolutamente nada.

1 0 0O 1 by
I=10 1 0O tiene Ib = b E; = 0 tiene E5 b = by .
0 0 1 —-£ 0 1 b3 — £by

Ib = b es la matriz andloga a multiplicar por 1. Un paso de eliminacion tipico multiplica
por E;;. La pregunta importante es: ;Qué ocurre en el miembro izquierdo de A?

Para preservar la igualdad, es necesario realizar las mismas operaciones en ambos
miembros de Ax = b. En otras palabras, también el vector Ax debe multiplicarse por la
matriz E. Nuestra matriz original E resta 2 veces la primera componente de la segunda.
Después de este paso, el nuevo sistema mds sencillo (equivalente al anterior) es justa-
mente E(Ax) = Eb. Es mds sencillo debido al cero que se cre6 abajo del primer pivote.
Es equivalente porque es posible recuperar el sistema original (sumando 2 veces la pri-
mera ecuacién de regreso a la segunda). As{, ambos sistemas tienen exactamente la mis-
ma solucién x.

Moultiplicacion de matrices

Ahora hemos llegado a Ia pregunta més importante: [Como se multiplican las matrices?
Hay una pista parcial de la eliminacién gaussiana: Se conoce la matriz de coeficientes ori-
ginal A, se conoce la matriz de eliminacién E, y se conoce el resultado EA después del pa-
so de eliminacién. Deseamos y esperamos que

1 0 07 multi- 2 1 1] 2 1 1
E=|-2 1 Olplicadoa=| 4 -6 0[PP pa=| o —g8 2]
ciona
0 0 1 por -2 7 2 —~2 7 2

Dos veces el primer renglon de A se ha restado del segundo renglon. La multiplicacién de
matrices es consistente con las operaciones por renglones de eliminacién. El resultado pue-
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de escribirse como E(Ax) = Eb, aplicando E a ambos miembros de la ecuacién, o como
(EA)x = Eb. La matriz EA se construye exactamente de modo que estas ecuaciones coin-
cidan, por lo que no se requieren paréntesis:

Multiplicacién de matrices (EA multiplicada por x) es igual a (£ multiplicada por Ax).
Simplemente se escribe EAx.

Esta es toda la cuestién de una “ley asociativa” como 2 X (3 X 4) = (2 X 3) X 4. Laley
parece tan evidente que es dificil imaginar que podria ser falsa. Pero lo mismo puede de-
cirse de la “ley conmutativa” 2 X 3 = 3 X 2; y para matrices, se tiene que EA no es AE.

Para la multiplicacién de matrices hay otro requerimiento. Se sabe cémo multiplicar
Ax, una matriz y un vector. La nueva definicién debe ser consistente con esta definicién.
Cuando una matriz B s6lo contiene una simple columna x, el producto matriz-matriz AB
debe ser idéntico al producto matriz-vector Ax. Mds aiin: Cuando B contiene varias colum-
nas by, by, bs, {las columnas de AB deben ser Ab,, Ab,, Abj!

Multiplicacién por columnas AB=A[by by b3] =[Ab, Aby Abs)

El primer requerimiento tenfa que ver con renglones, y éste concierne a columnas. Un
tercer método es describir cada elemento individual en AB y esperar lo mejor. De hecho,
sélo hay una regla posible, aunque no estoy seguro de quién la descubri6. Hace funcionar
todo. No permite la multiplicacién de cualquier par de matrices. Si son cuadradas, deben
tener el mismo tamafio. Si son rectangulares, no deben tener la misma forma; el niimero
de columnas en A debe ser igual al niimero de renglones en B. Asi, A puede multiplicar-
se por cada columna de B.

Si A es mporn, y B es n por p, entonces la multiplicacién es posible. El producto AB
es una matriz de m por p. A continuacién se encontrard el elemento en el renglén [ y co-
lumna j de AB.

Renglén
multiplicado
por columna

Figura 1.7  Una matriz A de 3 por 4, multiplicada por una matriz B de 4 por 2, es una ma-
triz AB de 3 por 2.

Nota  Se escribe AB cuando las matrices no tienen nada especial que hacer con la elimi-
nacién. El primer ejemplo era EA debido a la matriz elemental E. Después se tiene FA, ©
LU, e incluso LDU. La regla para la multiplicacién de matrices permanece igual.
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_ 12 3711 2 0 17 1 0
AB"[:& o“s -1 0}2{4 8 o}'

Elelemento 17 es (2)(1) + (3)(5), el producto interno del primer renglén de A y la pri-
mera columna de B. El elemento 8 es (4)(2) + (0)(—1), el producto interno del segundo
renglén y la segunda columna.

La tercera columna es cero en B, por lo que es cero en AB. B consta de tres colum-
nas una junto a la otra, y A multiplica cada columna por separado. Cada columna de AB

es una combinacion de las columnas de A. As{ como en la multiplicacién matriz-vector,
las columnas de A se multiplican por los elementos de B.

Matriz de intercambio de renglones O 1112 31 _17 8
1 017 8 2 3¢

Los 1s en la matriz identidad 7 dejan igual a la matriz:

Matriz identidad 74 = A ¥ Bi = B.

Importante:; La multiplicacién AB también puede efectuarse rengldn por renglén. En
el ejemplo 1, el primer renglén de AB utiliza los nimeros 2 y 3 del primer renglén de A.
Con estos niimeros se obtiene 2 [renglén 1] + 3 [renglén 2] = [17 1 0]. Exactamente co-
mo en la eliminacién, donde empezé todo esto, cada renglén de AB es una combinacién
de los renglones de B.
. A continuacién se resumen estas tres formas de considerar la multiplicacién de ma-
trices.

Esto nos recuerda a una propiedad clave de la multiplicacién de matrices. Suponga
que las formas de tres matrices A, B, C (quizd rectangulares) permiten su multiplicacion.
Los renglones en A y B se multiplican por las columnas de B y C. Asi, la propiedad clave
es la siguiente:

AB multiplicado por C es igual a A multiplicado por BC. Si ocurre que C es simplemente
un vector (una matriz con una sola columna), este es el requerimiento (FA)x = E(4x) ya
mencionado. Esto constituye toda la base para las leyes de la multiplicacién de matrices.
Y si C consta de varias columnas, basta pensar que éstas se encuentran una junto a la otra,
y aplicar la misma regla varias veces. Cuando se multiplican varias matrices no se requie-
ren paréntesis.

SRR

Ejemplo 4

Ejemplo 5
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Queda por mencionar otras dos propiedades: una que posee la multiplicacién de ma-
trices, y otra que no posee. La primera es:

Por supuesto, las formas de estas matrices deben corresponder correctamente: By C
tienen la misma forma, de modo que es posible sumarlas, y A y D son del tamafio idéneo
para la multiplicaci6n por la izquierda y por la derecha. La demostracion de esta ley es de-
masiado tediosa como para escribirla.

La propiedad que no se curmple para la multiplicacién de matrices es un poco més in-
teresante:

Suponga que E resta dos veces la primera ecuacidn de la segunda. Suponga que F es la ma-
triz del siguiente paso, sumar el renglon 1 al renglon 3:

1 0 0 100
E=|-2 1 0 y F=10 1 0l
0 0 1 101

Estas dos matrices conmutan, y el producto efectia ambos pasos al mismo tiempo:

1 0 0
EF= -2 1 0| =FE
1 0 1

En cualquier orden, EF o FE, asi se cambian los renglones 2 y 3 usando el renglén 1.

Suponga que E es la misma pero que G suma el renglon 2 al renglon 3. Ahora el orden es-
tablece una diferencia. Cuando se aplica £ y luego G, el segundo renglén estd modificado
antes de afectar al tercero. Si E se aplica después de G, entonces la tercera ecuacién no su-
fre ningtin efecto del primero. En el elemento (3, 1) de £G se veré un cero, mientras en GE

hay un —2:

1 0 0 1 0 0 1 0 0O 1 0 0
GE=1|0 1 0 ~2 1 0}=1}-2 1 0] pero EG=|~2 1 O
0 11 0 0 1 -2 1 -1 6 1 1

Asi, EG 5 GE. Un ejemplo aleatorio mostraria el mismo hecho: la mayor parte de las ma-
trices no conmutan. Aqui las matrices tienen sentido. Hay una razén por la cual EF = F. E,
y otra por la cual EG % GE. Merece la pena realizar otro paso, para ver 1o que ocurre con
las tres matrices de eliminacibn a la vez:

1 0 0 1 0 0O
GFE=]-2 1 0 y EFG= -2 1 0O}
-1 1 1 i1 1

El producto GFE es ¢l verdadero orden de eliminacion. Es la matriz que lleva la matriz ori-

ginal A a la triangular supen"or U. Este hecho se veré de nuevo en la siguiente seccion.
La otra matriz, EFG, es maés agradable. En ese orden, los niimeros ~2 de E'y ldeFy

G no fueron alterados. Se escribieron igual en el producto. Es el orden incorrecto para la
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eliminacién. Pero por fortuna, se trata del orden correcto para invertir los pasos de elimi-

nacidn, lo cual también se verd en la siguiente seccién.

Observe que el producto de matrices triangulares inferiores también es triangular in-

ferior.

Conjunto de problemas 1.4

1. Calcule los productos

40 173 1001 5
0104 vy {01 of =2 yﬁ OJH.
40 1] s 00 1 3 311

Para el tercero, trace los vectores columna (2, 1) y (0, 3). La multiplicacién por (1, 1)
simplemente suma los vectores (hdgalo gréficamente).

2. Trabaje con una columna a la vez para calcular los productos

4 17 ¢ 1 2 370 4 3711
51Hy 4561y66H.
6 1 7 8 9|10 8 9| L3

3. Encuentre dos productos internos y un producto de matrices:

1 [3 1
(1 =2 7]\=2] y [t =2 7]|5| v |-2|[3 5 1].
7 1 7

Con el primero se obtiene la longitud del vector (al cuadrado).

4. Siuna matriz A de m por n multiplica a un vector n dimensional x, ;cudntas multipli-
caciones por separado estdn implicadas? ;Qué ocurre si A multiplica a una matriz B de
n por p?

5. Multiplique Ax para encontrar un vector solucién x del sistema Ax = vector cero. (Pue-
de encontrar més soluciones para Ax = 0?

3 -6 0] 12
Ax =10 2 -2 1.
I -1 -1 1

6. Escriba las matrices A y B de 2 por 2 cuyos elementos son a; = i +jy by = (— 1)} /.
Multipliquelas para encontrar AB y BA.

7. Proporcione ejemplos de 3 por 3 (no sélo la matriz cero) de
a) una matriz diagonal: a; = 0 si i j.
b) una matriz simétrica: a;; = g, paratoda iy j.
¢) una matriz triangular superior: a; = 0 si i > .
d) una matriz simétrica sesgada: a; = —a,; paratodaiy j.

8. Las siguientes subrutinas, ;multiplican Ax por renglones o por columnas? Empiece
con B(f) = O

DO10I=1N DO10J=1N
DO10J=1N DO10I=1N
10 B =BM + ALD * XD 10 BM =B + AL = XD
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Las salidas Bx = Ax son las mismas. El segundo cddigo es ligeramente més eficaz en
FORTRAN, y mucho més eficaz en una médquina vectorial (el primero cambia los ele-
mentos simples B (I), mientras el segundo es capaz de actualizar vectores completos).

9. Si los elementos de A son gy, use notacién de subfndices para escribir
a) El primer pivote.
b) El multiplicador £;; del renglén 1 que debe restarse del renglédn i.
¢) El nuevo elemento que sustituye a a; después de la sustraccién.
d) El segundo pivote.

10. ;Falso o verdadero? Cuando sea falso, proporcione un contragjemplo.

a) Si las columnas 1 y 3 de B son las mismas, también las columnas 1 y 3 de AB son
las mismas.

b) Si los renglones 1 y 3 de B son los mismos, también los renglones 1 y 3 de AB son
los mismos.

¢) Silos renglones 1y 3 de A son los mismos, también los renglones 1 y 3 de AB son
los mismos.

d) (AB* = A* B~

11. El primer renglén de AB es una combinacién lineal de todos los renglones de B. ;Cué-
les son los coeficientes en esta combinacién? y ;cuél es el primer renglén de AB, si

11
A:[?‘) _i ﬂ y B=|0 1[2
10

12. El producto de dos matrices triangulares inferiores es nuevamente triangular inferior
(todos sus elementos arriba de la diagonal principal son cero). Confirme esto con un
ejemplo de 3 por 3, y luego explique por qué este hecho se deduce a partir de las le-
yes de la multiplicacién de matrices.

13. Por ensayo y error, encuentre ejemplos de matrices de 2 por 2 tales que
a) A? = —I, donde A s6lo tiene elementos reales.

b) B? = 0, aunque B 5= 0.
¢) CD = —DC, no permitiendo el caso CD = (.
d) EF = 0, aunque ningin elemento de E o F es cero.

14. Describa los renglones de EA y las columnas de AE si

N

15. Suponga que A conmuta con toda matriz de 2 por 2 (AB = BA), y en particular

a b {1t o _ 10 1
A= [c d} conmuta con B = [0 0} y By = {0 O]'
Demuestre que a = dy b = ¢ = 0. Si AB = BA para todas las matrices B, entonces A

es un multiplo de la identidad.

16. Sea x el vector columna (1, 0, . . ., 0). Demuestre que Ia regla (AB)x = A(Bx) obliga a
que la primera columna de AB sea igual a A multiplicada por la primera columna de 5.

17. ;Cuél(es) de la(s) siguiente(s) matrices garantizan ser iguales a (4 + BY?
A’ +2AB+B% A(A+B)+B(A+B), (A+B)B+A), A>+AB+BA+B’.
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18. Si Ay B son matrices de n por z con todos los elementos iguales a 1, encuentre (AB);.

La notacién de la sumatoria transforma el producto AB, y la ley (AB)C = A(BC), en

(AB); = Zaikbkj Z (Z aikbkj) cj = Za,-k (Z bk}'le).
k k k J

J
Calcule ambos miembros de C si también es de n por n, con todo cp = 2.

19. Una cuarta forma de multiplicar matrices es multiplicando las columnas de A por los
renglones de B:

AB = (columna 1)(renglén 1) + - - - + (columna n)(renglén 1) = suma de matrices
simples.

Proporcione un ejemplo de 2 por 2 de esta importante regla para la multiplicacién de
matrices.

20. La matriz que rota el plano x-y en un 4ngulo 6 es

cos 8 —sené
send cosb i’

A@G) = [

Compruebe que A(8)AB,) = A8, + 6,) a partir de las identidades para cos(f; + 6,)
y sen(f; + 65). (A qué es igual A(9) multiplicada por A(—6)?

21. Encuentre las potencias A%, A> (A% multiplicada por A), y B?, B2, C?, C%. ;Qué son A%,
Bty C*
=/t 0 = AR =
| v oft 2] 5 cmmn]t

A= {
22. Escriba las matrices de 3 por 3 que producen los siguientes pasos de eliminacién;

P B3
[ NI
(SR S TR
ES I ST

Los problemas 22 a 31 son sobre matrices de eliminacién.

a) E,; resta 5 veces el renglon 1 del renglén 2.
b) E;; resta —7 veces el renglén 2 del renglén 3.
¢) P intercambia los renglones 1 y 2, y luego los renglones 2 y 3.

23. En el problema 22, al aplicar E,, y luego Es, a la columna b = (1, 0, 0) se obtiene
Ep b = - Al aplicar E3, antes que E,; se obtiene E, Ep,b = . Cuando

se aplica primero E;,, el renglon no se ve afectado por el renglén

<

24. ;Cudles son las tres matrices E,;, £5;, E3, que hacen de A upa forma triangular I/?

110
A=14 61 y EpEy EyA =1U.
-2 2 0

Multiplique estas matrices E para obtener una matriz M que haga la eliminacién:
MA = U.

25. Suponga que az; = 7y que el tercer pivote es 5. Si as; se cambia a 11, el tercer pivo-
te es . Si as; cambia a , €n la posicién pivote hay un cero.

26. Si cada columna de A es un muiltiplo de (1, 1, 1), entonces Ax siempre es un mdltiplo de
(1, 1, 1). Escriba un ejemplo de 3 por 3. ;Cudntos pivotes se producen por eliminacién?

27. ;Qué matriz Es; resta 7 veces el renglén 1 del renglén 3?7 Para invertir este paso, R,
debe 7 veces el renglén al renglén - Multiplique E5, por Rs;.
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28. a) E,, resta el renglén 1 del renglén 2 y luego P, intercambia los renglones 2 y 3.

Qué matriz M = P,3F,, realiza ambos pasos a la vez?

b) P,; intercambia los renglones 2 y 3 y luego Es; resta el rengldn 1 del renglén 3.
(Qué matriz M = Ej,P,, realiza ambos pasos a la vez? Explique por qué las ma-
trices M son las mismas pero las matrices £ son distintas.

29. a) ;Qué matriz E,3 de 3 por 3 suma el renglén 3 al renglén 1?

b) ;Qué matriz suma el renglén 1 al renglén 3 y al mismo tiempo suma el renglén 3 al
rengion 17
¢) Qué matriz suma el renglén 1 al renglén 3 y luego suma el renglén 3 al renglén 1?

30. Multiplique las siguientes matrices:

0 0 1 1 2 3 0 0 1 1 0 0 1 2 3
0 1 0 4 5 6 01 0 y -1 1 0 1 3 14
1 00 7 8 9 1 0 0 -1 0 1 1 4 0
31. (Cudles matrices de eliminacién sy, Es, y E4s requieren la siguiente matriz de 4 por 47
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A=l o -1 2 -1
o 0 -1 2

Los problemas 32 a 44 son sobre la obtencién y multiplicacién de matrices.

32. Escriba estos problemas cldsicos en forma matricial de 2 por 2 para Ax = b y resuél-

valos:
a) X es dos veces mds viejo que ¥y la suma de la edad de ambos es igual a 39.

D) (x,y) = (2,5 y (3, Testdenlarectay = mx + c. Encuentre m y c.

33. Lapardbolay = a + bx + cx* pasa por los puntos (x, y) = (1, H) y (2, 8) vy (3, 14).
Encuentre y resuelva una ecuacién matricial para las incégnitas (a, &, ¢).

34. Multiplique las siguientes matrices en los érdenes EF, FE y E2.

1 0 0 1 00
E=1]a 1 0 F=10 10
b 0 1 0 ¢ 1

35, g) Suponga que todas las columnas de B son las mismas. Entonces todas las colum-
nas de EB son las mismas, ya que cada una es £ multiplicada por

b) Suponga que todos los renglones de B son [1 2 4]. Demuestre con un ejemplo que
todos los renglones de EB no son [1 2 4]. Es cierto que todos estos renglones son

36. Si E suma el renglén 1 al renglén 2, y F suma el renglén 2 al renglén 1, jes cierto que
EF es igual a FE?

37. La primera componente de Ax es 2, ay; x; = ayx; + -+ + @y, %,. Escriba férmulas
para la tercera componente de Ax y el elemento (1, 1) de A%

38, SiAB = 1y BC = ], aplique la ley asociativa para demostrar que A = C.

39, Aes3por 5, Bes5por3, Ces5porl,yDes 3 por 1. Todos los elementos son 1.
(Cusles de las siguientes operaciones matriciales son permitidas, y cudles son los re-

sultados?
BA AB ABD DBA A(B + C).
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40. ;Qué renglones, columnas o matrices es necesario multiplicar para encontrar,
a) la tercera columna de AB?
b) el primer renglén de AB?
¢) el elemento en el renglén 3, columna 4 de AB?
d) el elemento en el renglén 1, columna 1 de CDE?

41. (Matrices de 3 por 3) Escoja la tinica B de modo que para toda matriz A,
a) BA = 4A.
b) BA = 4B.
¢) BA tiene invertidos los renglones 1 y 3 de A y el renglén 2 sin cambio.
d) Todos los renglones de BA son los mismos que el renglén 1 de A.

42. ;Falso o verdadero?
a) Si A® ests definida, entonces A es necesariamente cuadrada,
b) 81 AB y BA estdn definidas, entonces A y B son cuadradas.
¢) Si AB y BA estan definidas, entonces AB y BA son cuadradas.
d) Si AB = B, entonces A = [.

43. Si A es de m por n, jcudntas multiplicaciones por separado estén implicadas si
a) A multiplica un vector x con n componentes?
b) A multiplica una matriz B de n por p? Entonces AB es m por p.
¢) A se multiplica a sf misma para producir A2? Aquim = n.

44. Para demostrar que (AB)C = A(BC), use los vectores columna by, - - -, b, de B. Pri-
mero suponga que C tiene una sola columna ¢ con elementos ¢y, - -+, ¢,
AB tiene columnas Aby, - - -, Ab, y Bc tienen una columna ¢;b; + - - - + c.b,.
Entonces (AB)e = ¢ Aby + -+ + c,Ab,esigual a A(ch, + - - - + ¢.b,) = A(Bo).
La linealidad proporciona la igualdad de estas dos sumas, y (AB)c = A(Bc). Lo mis-
mo es cierto para todos (todas) los (las) de C. En consecuencia, (AB)C = A(BC).

En los problemas 45 a 49 se utiliza multiplicacién columna-renglén, y multiplicacién
en bloque.

45. Multiplique AB usando multiplicacién de columnas por renglones:
1 0 1
AB=24E§?]=2[330}+

2 1 2

46. La multiplicacién en blogque separa las matrices en bloques (submatrices). Si sus for-
mas hacen posible la multiplicacién en bloque, entonces es permitida. Sustituya las si-
guientes x por nimeros, y confirme que la multiplicacién en bloque es exitosa.

i

c x x x) [x =x x
[A B] [DJ = [AC + BD] y x x x| lx x x|
x x | x| |x x | x

47. Trace los cortes en A y B y AB para mostrar cémo cada una de las cuatro reglas de la
multiplicacién es en realidad una multiplicacién en bloque para encontrar AB:
ay La matriz A multiplicada por las columnas de B.
b) Los renglones de A multiplicados por la matriz B.
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¢) Los renglonies:de.damultiplicadesspoerdasccolumnas de B.

d) Las columnas de A multiplicadas por los renglones de B.

48. La multiplicacién en blogue indica que la eliminacién en la columna 1 produce

1 O|ja b _la b
EA = {—-c/a 1] {c D} - {0 __]
49. Eliminacién para una mairiz en blogue de 2 por 2: Cuando A~ 'A = I, el primer ren-

gl6n en bloque se multiplica por CA™ 'y se resta del segundo renglén, para encontrar
el “complemento de Schur” §S:

i 0/1A B} _|A B
—-CA™Y I|1C D 0 ST
$0. Con 2 = —1, el producto (A + iB)(x + iy) es Ax + iBx + iAy — By. Use bloques pa-
ra separar la parte real de la parte imaginaria que multiplica &

A —B] [x] _ [Ax — By] parte real
2 2yl ? parte imaginaria

51. Suponga que resuelve Ax = b para tres miembros derechos especiales de b:

1 0 0
Axy = |0 y Axy = |1 y Ax; = {0].
0 0 1

Si las soluciones xy, X, X3 son las columnas de una matriz X, jqué es AX?

52. Si las tres soluciones en el problema Sl sonx, = (1,1, Dyx =0, 1, Dyx =
(0, 0, 1), resuelva Ax = b cuando b = (3, 5, 8). Pregunta de desaffo: ;Qué es A7

53. Encuentre todas las matrices

a b . 11} _ 11
A=[C d] que satisfacen A[l 1}—-[1 1] A.

54. Siuna matriz noroeste A se multiplica por una marriz sureste B, ;qué tipo de matrices
son AB y BA? “Noroeste” y “sureste” significa ceros abajo y arriba de la antidiagonal

que vade (1, n)ya(n, 1).

55. Escriba 2x + 3y + z -+ 5t = 8 como una matriz A (;cuéntos renglones tiene?) multi-
plicando el vector columna (x, y, z, ©) para obtener b. Las soluciones llenan un plano
en el espacio tetradimensional. El plano es tridimensional sin volumen de 4-dimensio-
nes.

56. ;Cudl es la matriz P; de 2 por 2 que proyecta ¢l vector (x, y) sobre el eje x para prodq~
cir (x, 0)? (Cudl es 1a matriz P, que proyecta el vector (x, y) sobre el eje y para producir
(0,y)? Si se multiplica (5, 7) por P; y luego se multiplica por P,, se obtienen ( )y
( ).

57. Escriba el producto interno de (1, 4, 5) y (x, y, ) como una multiplicacién de rpatrices
Ax. A tiene un renglén. Las soluciones de Ax = ( estdn en un perpendicular al
vector . Las columnas de A s6lo estdn en el espacio dimensional.

$8. En notacidn de MATLAB, escriba los comandos que definen la matriz A y los vecto-
res columna x y b. ;Cudl es el comando que prueba si Ax = b 0 no?

e EH I B
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59. Los comandos MATLAB A = eye(3) y v = [3:5] producen la matriz identidad de 3
por 3 y el vector columna (3, 4, 5). ;Cudles son las salidas de A * vy v’ * v? ((No se
requiere computadora!) Si pregunta por v * A, jqué ocurre?

60. Si la matriz de 4 por 4 integrada sélo por unos A = ones(4, 4) se multiplica por la co-
lumna v = ones(4, 1), ;qué es A * v? (No se requiere computadora) Si B = eye(4)
+ ones(4, 4) se multiplica por w = zeros(4, 1) + 2* ones(4, 1), ;jqué es B * w?

61. Escriba una matriz mégica M de 3 por 3 con elementos 1, 2, ..., 9. La suma de to-
dos los elementos de los renglones, de las columnas y de la diagonal debe ser igual a
15. El primer rengl6n podria ser 8, 3, 4. ;Cudnto es M por (1, 1, 1)? ;A qué es igual el
vector renglén [1, 1, 1] multiplicado por M7

1.5 FACTORES TRIANGULARES E INTERCAMBIOS DE RENGLONES

Se desea considerar nuevamente la eliminacién para ver lo que significa en términos de
matrices. El punto de partida fue el sistema modelo Ax = b:

2 11 u 5
Ax = 4 —6 0} |v]| =]-2] =b. 1¢))
-2 7 2 w 9

Luego habia tres pasos de eliminacién, con multiplicadores 2, —1, —1:

Paso 1. Restar 2 veces la primera ecuacién de la segunda.
Paso 2. Restar ~1 vez la primera ecuacién de la tercera.
Paso 3. Restar -1 vez la segunda ecuacién de la tercera.

El resultado era un sistemna equivalente Ux = ¢, con una nueva matriz de coeficientes U:

2 1 1 u 5
Triangular superior Ux= |0 —8 2| |v| = |~12] =¢. @)
0 0 1w 2

Esta matriz U es triangular superior: todos los elementos debajo de la diagonal son cero.

El nuevo miembro derecho ¢ se obtuvo a partir del vector original b siguiendo los mis-
mos pasos que llevan de A a U. La eliminacién hacia adelante equivale a tres operaciones
en renglones:

Empezarcon A y b;
Aplicar los pasos 1, 2, 3 en ese orden;
Terminar con Uy c.

Ux = ¢ se resuelve por sustitucién hacia atrds. Aquf nos centramos en relacionar A con U.
Las matrices F para el paso 1, F para el paso 2, y G para el paso 3 se presentaron en
la seccion precedente. Se denominan matrices elementales, y es facil ver cémo trabajan.
Para restar un miltiplo £ de la ecuacidn j de la ecuacibn i, el niimero —£ se escribe en la
posicion (i, j). En caso contrario, se preserva la matriz identidad, con 1s en la diagonal y Os
fuera de ésta. Luego, la multiplicacién de matrices realiza la operacién en los renglones.
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El resultado de todos los tres pasos es GFEA = U. Observe que E es la primera en
multiplicar a A, luego es F, y por tltimo G. Puede multiplicarse GFE entre s{ para encon-
trar una simple matriz que lleve A a U (y también b a ¢). Es una matriz triangular inferior
(se omiten los ceros):

1 1 1 1
Dedal  GFE= 1 1 -2 1 = (-2 1 )
1 1)1 1 1 -1 1 1

Esto es bueno, pero la pregunta mds importante es exactamente lo opuesto: ;Cémo puede
regresarse de U a A? ;Cémo pueden deshacerse los pasos de la eliminacion gaussiana?

Deshacer el paso 1 no es dificil. En lugar de restar, se suma dos veces el primer ren-
glén al segundo. (jNo dos veces el segundo renglén al primero!) El resultado de realizar
tanto la sustraccidn como la adicién es recuperar la matriz identidad:

La inversa de 1 00 1 6 0 1 00
la sustraccién 2 1 0(1(-2 1 0]=101 0} “®
es la adicidén 0 0 1 0 0 1 0 0 1

Una operacién cancela la otra. En términos matriciales, una matriz es la inversa de la otra.
Si la matriz elemental E contiene al ndmero —£ en la posicién (i, j), entonces la inversa
E~! contiene a +£ en esa posicidn. Por tanto, ET*E = I, que es la ecuaci6n (4).

Cada paso de la eliminacién puede invertirse, usando E~ Ly F~1y G~ Considero que
no es malo abordar las inversas ahora, antes de la siguiente seccién. El problema final es
deshacer todo el proceso de una vez, y ver qué matriz regresa U a A.

Debido a que el paso 3 fue el iiltimo yendo de A a U, su matriz G debe ser la prime-
ra en ser invertida en la direccién opuesta. {Las inversas se presenian en orden opuesto!
El segundo paso en reversa es F ' y el dltimo es E™ %

RegresocaAdesde U  E-'FIG7'U =A es LU = A. &)

Es posible sustituir GFEA por U con la finalidad de ver, cémo las inversas eliminan los pa-
sos originales.

Luego se reconoce la matriz L que regresa U a A. Se denomina L porque es iriangu-
lar inferior. Y posee la propiedad especial de que sélo puede verse, multiplicando las tres
matrices inversas en el orden correcto:

1 1 1 1
E'FigTi =12 1 1 1 = 2 1 =1. (6
1] |—1 1 -1 1 -1 -1 1

La cuestion especial es que los elementos abajo de la diagonal son los multiplicadores
£ =2, —1, y-1. Cuando se multiplican matrices, suele no haber una forma directa de leer
Ia respuesta. Aquf las matrices se presentan justo en el orden correcto, de modo que su pro-
ducto puede escribirse de inmediato. Si la computadora almacena cada multiplicador £, el
ntimero que multiplica el rengl6n pivote j cuando se resta del renglén i y produce un cero
en la posici6n 4, j, entonces estos multiplicadores proporcionan un registro completo de la
eliminacién.
Los niimeros £, tienen cabida perfecta en la matriz L que lleva U de nuevo aA.
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_ |1 21 se 112 {1 o _
A= [3 8:‘ érralmsforma U = [O 2} con L= [3 1]. Luego, LU = A.

Lo cual necesita un intercambio de renglones

A= {g i] no puede factorizarseen A = LU.

(con todos los pivotes y multiplicadores iguales a 1)

11 1 1 00 11 1
A= 2 2]=11 10 0 1 1] =LU.
1 2 3 1 11 0 0 1

De A a U hay restas de renglones. De U a A hay sumas de renglones.

(cuando U es la identidad y L es la misma que A)

1 o6 0
Caso triangular inferior 4= |4, 1 0.
€31 4 1

Los pasos de eliminacién en esta A son faciles: i) F resta £, veces el renglén 1 del renglén
2, ii) F resta £4, veces el rengldén 1 del renglén 3, y iii) G resta £4, veces el renglén 2 del
renglén 3. El resultado es la matriz identidad U = . Las inversas de E, F, y G producen de
regreso A:

E~! aplicada a F~! aplicada a G ! aplicada a [ produce A.

1 Multi- 1 Maulti- |1 es 1 0 0O
£y 1 plicada i plicada 1 igual £y 1 O
1 por 531 1 por 332 1 a 531 332 1

El orden es correcto para que los £s estén en su posicién. jEsto ocurre siempre! Observe
que los paréntesis en E7'F G| no fueron necesarios debido a la ley asociativa.

A = [U:Elcasonporn

La factorizacién A = LU es tan importante que es necesario comentar més acerca de ella.
Normalmente se la ignoraba en cursos de 4lgebra lineal cuando la orientacién de éstos era
la parte abstracta. O quizd se pensaba que era demasiado dificil, pero es necesario abordarla.
Si el dltimo ejemplo 4 permite cualquier U en vez de la U particular U = I, es posible perca-
tarse de c6mo trabaja la regla en general. La matriz L, aplicada a U, regresa A:

1 0 0 renglén 1 de U
A=LU £y 1 O renglén 2de U | = A original. (7
1231 532 1 renglc’m 3de U

Ejemplo 5
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La demostracién es aplicar los pasos de eliminacién. En el miembro derecho, éstos llevan
A a U. En el miembro izquierdo reducen L a [, como en el ejemplo 4. (El primer paso res-
ta £, veces (1, 0, 0) del segundo renglén, con lo cual se elimina £,,.) Ambos miembros
de (7) terminan iguales a la misma matriz U, y todos los pasos para llegar ahi son reversi-
bles. En consecuencia (7) es correctay A = LU.

A = LU es tan crucial, y tan bella, que el problema 8 al final de esta seccién sugiere
un segundo método. Aqui se estdn escribiendo matrices de 3 por 3, aunque el lector puede
darse cuenta de la forma en que los razonamientos se aplican a matrices mds grandes.
A continuacién se proporciona otro ejemplo, y luego se empieza a utilizar A = LU.

(A = LU, con ceros en los espacios vacios)

1 -1 1 1 -1
-1 2 a1 I T 1 -1
A= -1 2 -1~ -1 1 1 —1

-1 2 -1 1 1

Esto demuestra cémo una matriz A con tres diagonales tiene factores L y U con dos diago-
nales. Este ejemplo proviene de un problema importante en ecuaciones diferenciales (véa-
se la seccién 1.7). La segunda diferencia en A es la diferencia hacia atrds L multiplicada
por una diferencia hacia adelante U.

Un sistema lineal = Dos sistemas triangulares

Hay un punto prictico importante que mencionar sobre A = LU. Es més que un simple re-
gistro de pasos de eliminacion; L y U son las matrices derechas para resolver Ax = b. De
hecho, jes posible descartar a A! De b a ¢ se va por eliminacién directa (que utiliza L), y
de ¢ a x se va por sustitucién hacia atrds (que usa U). Esto puede y debe hacerse sin A:

Separacién deAx =b  Primero Lc=b yluego Ux =c. (8)

La segunda ecuacion se multiplica por L para obtener LUx = Lc, que es Ax = b. Cada sis-
tema triangular se resuelve rdpidamente. Esto es exactamente lo que un buen cédigo de eli-
minacidn hace:

La separaci6n entre Factoriza y Resuelve significa que es posible procesar una serie de bs.
La subrutina Resuelve obedece la ecuacién (8): dos sistemas triangulares en n°/2 pasos ca-
da uno. La solucién para cualquier miembro derecho nuevo b puede encontrarse en
s6lo n? operaciones. Esto es mucho menos que los n/3 pasos necesarios para factorizar A
en el miembro izquierdo.
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Esta es la matriz previa A con miembro derecho b = (1, 1, 1, 1).

Xy o A2 = ]
- + 2 — x = 1
Ax = b X1 2 3 _ _
* —~ X2 + 2)&33 —_ X4 = 1 8¢ scpara en Le b Y Ux c.
~—X3 -+ ZX4 = 1
(5] = 1 r1
—cy tc =1 ) 2
Le = 2 2 _
c=25b —ey + 3 =1 proporciona ¢ 3
—c3 + ey =1 _4
Xy — X2 =1 r1o
Ux = noxo =2 S
¢ X3 — X4 =3 proporciona x 7
Xg = 4 4

Para estas “matrices tridiagonales” especiales, la operaci6n cae desde n* hasta 27 Usted
verd cémo Le = b se resuelve hacia adelante (¢, viene antes de ¢,). Esto es precisamente
1o que ocurre durante la eliminacién hacia adelante. Luego, Ux = ¢ se resuelve hacia atrés
(x4 antes de x3).

Observacion 1 La forma LU es “no simétrica” en la diagonal: L tiene 1s donde U tiene los
pivotes. Esto es facil de corregir: U se divide entre una matriz pivete diagonal D:

dl 1 u;z/d1 u13/d1

s 1 3/ dy

FactorizarD U = o

dn 1
En el dltimo ejemplo, todos los pivotes eran d; = 1. En ese caso D = [. Pero esto fue muy

excepcional, y normalmente LU es diferente de LDU (lo cual también se escribe como
LDV).

La factorizacion triangular puede escribirse como A = LDU, donde Ly U tienen
1s. en la diagonal, y D es la matriz diagonal de pivotes.

Siempre que se observa LDU o LDV, se entiende que U o Vtiene 1s en la diagonal: cada
renglén se dividié entre el pivote en D. Luego, L v U se tratan de la misma forma. A con-
tinuacién se muestra un ejemplo de separacién de LU en LDU.

St I Rl Y Ry N B R

Lo anterior tiene los 1s en las diagonales de L y U, y los pivotes 1 y -2 en D.

Observacion 2 Al describir cada paso de eliminacién, quizd dimos la impresién de que los
célculos deben realizarse en ese orden. Esto es erréneo. Hay algo de libertad, y hay un “al-
goritmo Crout” que arregla los cdlculos de una manera ligeramente distinta.
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Enlas L, D, y U finales no hay libertad. Esta es la cuestién mds importante:

La demostracién constituye un buen sjercicio en la siguiente seccidn.

Intercambios de renglones, y matrices de permutacién

Ahora es necesario enfrentar un problema que se ha evitado hasta el momento: el ndmero
que se espera utilizar como pivote puede ser cero. Esto puede ocurrir en medio de un cédlcu-
lo. Ocurrir4 casi al principio si a;; = 0. Un simple ejemnplo es

s sz 2 0 2 ui bl
Cero en la posiciéon pivote {3 4} [v] = {bz}

La dificultad es evidente; ningtn rdltiplo de la primera ecuacion elimina al coeficiente 3.
El remedio es igualmente claro. Intercambiar las dos ecuaciones, moviendo el
elemento 3 hacia el pivote. En este ejemplo, la matriz pudo transformarse en triangu-
lar superior:
3u+dv =b

Intercambio de renglones - 2 = b,

Para expresar esto en términos matriciales, se requiere la matriz de permutacién P que
produce el intercambio de renglones. Se obtiene al intercambiar los renglones de I:

L 101 o 1}fo 27 _13 4
Permutacién P——{l O] v PA.—{1 O} [3 4}_[0 2}.

P tiene el mismo efecto sobre b, intercambiando b, y b,. El nuevo sistema es P Ax = Pb.
Las incégnitas u y v no se invierten en un intercambio de renglones.

Una matriz de permutacién P tiene los mismos renglones que la identidad (en algin
orden). En cada renglén y columna bay un simple “17. La matriz de permutacién mas co-
min-es P = I (no intercambia nada). El producto de dos matrices de permutacidn es otra
permutacién: los renglones de [ se reordenan dos veces.

Después de P = I, las permutaciones més sencillas intercambian dos renglones. Otras
permutaciones intercambian més renglones. Hay n! = (-1 --- (1) permutaciones
de tamafio #. El rengl6n 1 tiene n opciones; luego, el renglén 2 tiene n — 1 opciones, y fi-
nalmente el Gltimo renglén sélo tiene una opeidn. Es posible mostrar todas las permutacio-
nes de 3 por 3 (hay 31 = (3)(2)(1) = 6 matrices):

1 1 1
i= 1 le-"—' 1 P32P21= 1

|

Py = 1 Psy = 1 Py Py =
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Hay 24 matrices de permutacién de orden n = 4. Sélo hay dos matrices de permutacién de

orden n = 2; a saber,
1 0 0 1
0 1 1 0}

Una vez que se conoce sobre inversas y traspuestas (en la siguiente seccién se definen
A~'y AT), se descubre un hecho importante: P ~* siempre es igual a PT.

Un cero en la ubicacidn del pivote origina dos posibilidades: EI problema puede ser
Jfdcil de arreglar, o puede ser grave. Esto se decide al observar abajo del cero. Si més aba-
jo en la misma columna hay un elemento distinto de cero, entonces se realiza un intercam-
bio de renglones. El elemento distinto de cero se convierte en el pivote necesario, y la eli-
minacién puede continuar de nuevo:

0 a b d =0 == ningilin primer pivote
A=10 0 ¢ a =0 = ningln segundo pivote
d e f ¢ =0 == ningdn tercer pivote

Sid = 0, entonces el problema es incurable y esta matriz es sirgular. No hay esperanza de
una solucién dnica de Ax = b. Si d no es cero, un intercambio P 5 de los renglones 1 y 3
mueve d al pivote. No obstante, la signiente posicién pivote también contiene un cero. El
niimero a estd ahora abajo del cero (el e arriba del cero es indtil). Si a no es cero, entonces
se requiere otro intercambio de renglones Po;:

0 0 1 1 0 0 d ¢ f
P]g, =10 1 O y Py = 6 0 1 y P23P13A =10 a b
1 00 6 1 0 0 0 ¢

Una cuestién mds: La permutacidn P,y P53 realiza los dos intercambios de renglones
a la vez:

1 0 00 0 1 6 01
Py actiia primere  PyuPpi3 = |0 0 1 g 1 0|=1{1 0 0} =P.
01 0 1 0 0 0 1 0

De haberlo sabido, hubiera sido posible multiplicar A por P en primer lugar. Con los ren-
glones en el orden correcto PA, cualquier matriz no singular estd lista para el proceso de
eliminacién.

Eliminacién en pocas palabras: PA = LU

La cuestién mds importante es la siguiente: Si la eliminacién puede completarse con ayu-
da de intercambios de renglones, entonces es posible suponer que estos intercambios se
realizan primero (por P). La matriz PA no requiere intercambios de renglones. En otras pa-
labras, PA permite la factorizacién normal en L multiplicada por U. La teorfa de la elimi-
nacién gaussiana puede resurirse en unas cuantas lineas:
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En la préctica, también es posible considerar un intercambio de renglones cuando el
pivote original estd prdximo a cero: aun cuando no sea exactamente igual a cero. Cuando
se elige un pivote mds grande se reduce el error por redondeo.

Debe tenerse cuidado con L. Suponga que la eliminacién resta el renglén 1 del ren-
glén 2, creando £,; = 1. Luego suponga que intercambia los renglones 2 y 3. Si este inter-
cambio se realiza de antemano, el multiplicador cambia a £5, = l en PA = LU.

1t 1 111 1 1 1
A=11 1 3} -0 06 2| - 1|0 3 6| =U. (10)
2 5 8 0 3 6 0 0 2
Ese intercambio de renglones recupera LU, pero no £3; = 1y £,, = 2:
1 00O 1 0 0
P=10 0 1 y L=1]2 10 y PA=LU. (11)
0 1 0 1 01

En MATLAB , A([r k],:) intercambia el renglén k con el renglén r abajo del renglén
k (donde se ha encontrado el k-ésimo pivote). Las matrices L y P se actualizan de la mis-
ma manera. Al principio, P = [y signo = +1:

A(rkl, 0 ) =A(lkr]. : );
L(fr k], 1k=1) = L([k r],1:k-1);
P(rkl.: ) =P(kr]. : );

sign = -sign

El “signo” de P indica si el niimero de intercambios de renglones es par (signo = +1) o
impar (signo = —1). Un intercambio de renglones invierte el signo. El valor final del sig-
no es el determinante de P y no depende del orden de los intercambios de renglones.

En resumen: Un buen cédigo de eliminacién ahorra L y U y P. Estas matrices contie-
nen la informacién que originalmente estaba en A, y la contienen en una forma més utiliza-
ble. Ax = b se reduce a dos sistemas triangulares. Este es el equivalente prictico del célculo
que se presenta a continuacién: encontrar la matriz inversa A~ y la solucidn x = A™'b.

Conjunto de problemas 1.5

1. ¢;Cuéndo es no singular una matriz triangular superior (un conjunto completo de pivo-
tes)?

2. ;Qué miltiplo £3; del renglién 2 de A resta la eliminacién del renglén 3 de A? Use la
forma factorizada

1 00 5 7 8
A=12 1 010 2 3
1 4 1 g 0 6
¢ Cudles son los pivotes? ;Se requiere un intercambio de renglones?

3. Multiplique la matriz L = E7'F~'G™! en la ecuacién (6) por GFE en la ecuacién (3):

1 0 0 1 0 O
2 1 O} multiplicadapor | -2 1 0.
-1 -1 1 -1 1 1

También multiplique en orden opuesto. ;Por qué las respuestas son iguales?
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4,

5.

10.

Aplique eliminacién para obtener los factores Ly U de

5 1 3.1 1 11 1
A={8 7] y A=]1 3 1 y A=|1 4 4]
11 3 1 4 8

Factorice A en LU, y escriba el sistema triangular superior Ux = ¢ que aparece después
de la eliminacién, para

2 3 3 u 2
Ax= 10 §5 7 vi = |21
6 9 8 w 5

Encuentre E2y E3 y E~1si

e=[1 9]

Encuentre los productos FGH y HGF si (donde se han omitido los ceros triangulares
superiores)

WO N
OO O
OO O e
OO

1 1
0 1 2 1 1
0 0 1 0 0 1 2 1

(Segunda demostracién de A = LU) El tercer rengl6n de U proviene del tercer renglén
de A al restar muiltiplos de los renglones 1y 2 (jde Ul):

renglén 3 de U = renglén 3 de A — £5,(renglén 1 de U) — £3,(renglén 2 de U).

a) (Por qué se restan renglones de U y no de A? Respuesta: Debido a que en ese mo-
mento se utiliza un renglén pivote

b) La ecuacién anterior es la misma que

renglén 3 de A = £;,(renglén 1 de U) — £;,(renglén 2 de U) + 1(rengldn 3 de U).
(Qué regla de la multiplicacién de matrices multiplica por U este renglén 3 de L?
Los otros renglones de LU coinciden de manera semejante con los renglones de A.

a) ;En qué condiciones el siguiente producto es no singular?

1 o0 o] T[4 1 -1 0
A= -1 1 0 d 0 1 -1/
0 -1 1 allo o 1

b) Resuelva el sistema Ax = b empezando con Lc = b:

1 0 0O Cy 0
-1 1 0 cy| = [0 =b.
0 -1 1 C3 1

@) ;Por qué para resolver cada uno de los sistemas Lc = b y Ux = ¢ se requieren apro-
ximadamente n%/2 pasos de multiplicacién-sustraccién?

b) ;Cudntos pasos requiere la eliminacién para resolver 10 sistemas con la misma ma-
triz de coeficientes A de 60 por 60?

S

11.

12.

13.

14.

15

h

16.

17.

18.

19.
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Resuelva lo siguiente como dos sistemas triangulares, sin multiplicar LU para encon-
trar A:

1 00 2 4 4] |u 2
LUx=11 1 O 0 1 2| |v|=1|0l
1 0 1 0 0 1 w 2

(C6émo es posible factorizar A en un producto UL, triangular superior multiplicado por
un sistema triangular inferior? ;Tendrian los mismos factores que en A = LU?

Resuelva lo siguiente por eliminacién, intercambiando renglones cuando sea necesario:
u+4v + 2w = —2 v+w=20
—2u — 8v + 3w = 32 y u+v =0
v+ o w= 1 u+v+w=1L

(Qué matrices de permutacién se requieren?

Escriba todas las matrices de permutacién de 3 por 3, incluyendo P = [, Identifique
sus inversas, que también son matrices de permutacién. Las inversas satisfacen
PP~! =] yestén en la misma lista.

Encuentre (y compruebe) las factorizaciones PA = LDU para
0 1 1 1 2 1
A=11 0 1 y A= 12 4 2]
2 3 4 11 1

Encuentre upa matriz de permutacién de 4 por 4 que requiera tres intercambios de ren-
glones para legar al final de la eliminacién (que es U = I).

La forma menos conocida A = LPU intercambia renglones sélo al final:
1 1 1 1 1 1 1 00 111
A=1{1 1 3| —->L7"A=]0 0 2| =PU={0 0 1]|0 3 6|
2 5 8 0 3 6 01 0 0 0 2

(Cudl es L en este caso? Al comparar con PA = LU en el recuadro 1J, ahora los mul-
tiplicadores permanecen en su sitio (£,; es 1 y £5; es 2 cuando A = LPU).

Decida si los siguientes sisternas son singulares o no singulares, y si no tienen solu-
¢idn, una solucién o una infinidad de soluciones:

v—w =2 v—w =0 v+ w =1
u—v = 2 y  u—v =0 y u-+uv =1
u —w =2 u —w = 0 u + w = 1.

(Cudles nimeros 4, b, ¢ conducen a intercambios de renglones? ;Cudles hacen singu-
lar a la matriz?
1 2 0
2
A=la 8 3 y A= {C ]
6 4
0 & 5
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En los problemas 20 a 31 se calcula la factorizacién A = LU (y también A = LDU).

20. La eliminacién hacia adelante cambia [} ;]x = b a una triangular [(1) ﬂ x = C

x+ y=35 X + y=35 1 1 5 1 1 5
x+2y =7 y =2 1 2 7 0 1 27
Ese paso rest6 £, = veces el renglén 1 del rengldn 2. El paso inverso suma £,
veces el renglén 1 al renglén 2. La matriz para ese paso es L = . Al multiplicar
esta L por el sistema triangular [ é i] x = [g] se obtiene = . En otras

palabras, L multiplica a Ux = ¢ para obtener

21. (Cambio a 3 por 3) La eliminacién hacia adelante cambia Ax = b a un sisterna trian-
gular Ux = ¢:

x+ y+ z=35 x+ y+ z=35 x+ y+ z=35
x +2y+3z=7 y+2z =2 y+2z =2
x +3y +6z =11 2y +52 =6 z =2

La ecuacidén z = 2 en Ux = ¢ proviene de la ecuacién original x + 3y + 6z = 1l en
Ax = b al restar £5; = veces la ecuacién 1y £5, = veces la ecuacidn fi-
nal 2. Lo anterior se invierte para recuperar {1 3 6 11]en[d bldela[l 1 1 5]fi-
naly[0 1 2 2]y[0 01 2len[U c}:

Renglén 3 de [A b] = (£3; renglén 1 + £, renglén 2 + 1 renglén 3) de [U cl.
En notaci6én de matrices, esto es una multiplicacién por L. As{, A = LU y b = Lc.

22. ;Cuiéles son los sistemas triangulares de 3 por 3 Lc = b y Ux = c¢ del problema 217

Compruebe que ¢ = (5, 2, 2) resuelve el primero. ;Cudl es el vector x que resuelve el
segundo?

23. ;Cudles son las dos matrices de eliminacién E,; y Es, que transforman la matriz A en
la forma triangular superior E;,E, A = U? Multiplique por E3;! y E;;' para factori-
zar Aen LU E;'E3;\U:

1 11
A=12 4 351
0 4 0

24. ;Cudles son las tres matrices de eliminacién E,;, Es, y E3, que transforman la matriz
A en la forma triangular superior E3,E; E»A = U? Multiplique por E3;', Ejly Ej!
para factorizar A en LU, donde L = E;'E5'E;;'. Encuentre Ly U:

1 01
A=12 2 2|
3 45

25. Cuando en la posicién pivote aparece un cero, A = LU no es posible! (Se requieren
pivotes diferentes de cero d, f, i en U.) Demuestre directamente por qué los dos casos
siguientes son imposibles:

0 1 1 010d e 1 1 0 1 d e g
2 31T 1e 1110 f 11 2 =1¢ 1 f hi
1 2 1 m n 1 i

26. ;Qué niimero ¢ produce un cero en la segunda posicién pivote? Se requiere un inter-
cambio de renglones y A = LU no es posible. ;Qué niimero ¢ produce un cero en la

27.

28.

29.

30

B

31.

32.

33.

511739
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tercera posicién pivote? Asi, un intercambio de renglones no puede ayudar y la elimi-
nacién falla:

1 ¢ 0O
A=12 4 11
3 5 1

(Cudles son L y D para esta matriz A? ;(Cudles UenA = LUy cudl es lanueva Uen
A = LDU?

[2 4 8
A=10 3 91
10 0 7

A 'y B son simétricas a través de la diagonal (porque 4 = 4). Encuentre sus factm-iza—
ciones triples LDU, y escriba cémo estd relacionada U con L para estas matrices sime-
tricas:

5 4 1 4 0
A=[4 11} y B=1{4 12 4|
0 4 0
(Recomendado) Calcule L y U para la matriz simétrica
a a a a
_la & b b
A=10 b ¢ cf

a b ¢ d

Encuentre cuatro condiciones sobre a, b, ¢, d para obtener A = LU con cuatro pivotes.

Encuentre L y U para la matriz no simétrica:

o

A=

Q8 Qf
oo o
Qv oy

c

Encuentre cuatro condiciones sobre a, b, ¢, d, r, s, t para obtener A = LU con cuatro
pivotes.

Las matrices tridiagonales tienen elementos iguales a cero, excepto en la diagonal prin-
cipal y en las dos diagonales adyacentes. Factorice lo siguiente en A=LUyA=LDV:
110 a a 0
A=11 2 1 y A=la a-+t+b b
0 1 2 0 b b+c

Resuelva el sistemna triangular Lc = b para encontrar ¢. Luego, resuelva Ux = ¢ para

encontrar x:
10 J2 4 _[2
IR IRl

Por seguridad, encuentte A = LU y resuelva Ax = b como de costumbre. Identifique
¢ cuando lo vea.

Resuelva Lc = b para encontrar ¢. Luego resuelva Ux = ¢ para encontrar x. (Cuil era
la matriz A?
1 00 111 4
L=11 10 y U=1{0 11 y b= 15|
1 11 0 0 1 6
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34. SiAy B tienen elementos distintos de cero en las posiciones indicadas con x, ;qué ce-
ros siguen siendo ceros en sus factores Ly U?

X x x x x x x 0
_ix x x 0 _lx x 0 x
A_Oxxx yB_xOxx

0 0 x =x 0 x x =x

35. (Importante) Si A tiene pivotes 2, 7, 6 sin intercambios de renglones, ;cuéles son los
pivotes para la parte superior izquierda de la subrnatriz B de 2 por 2 (sin el renglén 3
v la columna 3)? Explique su respuesta.

36. Empezando con una matriz A de 3 por 3 con pivotes 2, 7, 6, afiada un cuarto renglén
¥y una cuarta columna para obtener M. ;Cudles son los tres primeros pivotes de M, y
por que? ;Cudles son el cuarto renglén y la cuarta columna que aseguran la obtencién
de un 9 en el cuarto pivote?

37. Use chol(pascal(5)) para encontrar los factores triangulares de pascal(5) de MATLAB.
iIntercambios de renglones en [L, U] = lu(pascal(5)) arruinan el patrén de Pascal!

38. (Repaso) ;Para qué mimeros ¢ es imposible A = LU con tres pivotes?

1 2 0
A= 13 ¢ 1]
0 1 1

39. Calcule la diferencia temporal para cada nuevo miembro derecho b cuando 7 = 800.
Establezca A = rand(800), b = rand(800,1) y B = rand(800,9). Compare los tiem-

pos de tic; A\b; toc y tic A\B; toc (que resuelve para 9 miembros derechos).

o

Los problemas 40 a 48 son sobre matrices de permutacién.

46. Hay 12 permutaciones “pares” de (1, 2, 3, 4) con un nimero par de intercambios. Dos
de éstas son (1, 2, 3, 4) sin intercambios y (4, 3, 2, 1) con dos intercambios. Enumere
los otros 10. En vez de escribir cada matriz de 4 por 4, use los ndmeros 4, 3, 2, 1 pa-
ra proporcionar la posicién del 1 en cada renglén.

41. ;Con cudntos intercarnbios se permuta (5, 4, 3, 2, 1) de vueltaa (1,2,3,4,5)? ;Cuédn-
tos intercambios son necesarios para ir de (6, 5, 4, 3,2, D a(l, 2, 3, 4, 5, 6)? Uno es
par y el otro es impar. Parairde (n, ..., D a(l, ..., n), demuestre quen = 100y
101 son pares, y que n = 102 y 103 son impares.

42. Si P, y P,son matrices de permutacidn, también lo es PP, Esta tiltima matriz sigue
teniendo los renglones de / en algiin orden. Proporcione ejemplos con PPy PPy
P3P, = PP

43. (Intente responder esta pregunta). ;Cudl es la permutacién que hace triangular supe-
rior a2 PA? ;Cudl es la permutacién que hace triangular inferior a P AP,? Al multipli-

car A por la derecha por P, se intercambia el de A.
0 0 6
A= 11 2 31|
0 4 5

44. Encuentre una matriz de permutacién de 3 por 3 con P> = I (pero no P = J). Encuen-
tre una permutacién de 4 por4 P con P4 < 7.
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45. Si se toman potencias de una permutacién, jpor qué alguna P* termina siendo igual a
I? Encuentre una permutacién de 5 por 5 P de modo que la menor potencia que es
igual a1 es P°. (Este es un problema de desaffo. Combine un bloque de 2 por 2 con un

blogue de 3 por 3.)
46. La matriz P que multiplica a (x, y, z) para obtener (z, x, y) también es una matriz de

rotacién, Encuentre Py P>, El eje de rotacién a = (1, 1, 1) no se musve, y es ignal a
Pa. ;Cudl es el angulo de rotacién de v = (2, 3, —5)a Py = (—5,2,3)7

47. Si P es cualquier matriz de permutacién, encuentre un vector x diferente de cero d;
modo que (I — P)x = 0. (Esto significa que / — P no tiene inversa, y que su determi-
nante €s cero).

48. Si P tiene 1s en su antidiagonal desde (1, n) hasta (n, 1), describa PAP.

1.6 INVERSAS Y TRASPUESTAS

La inversa de una matriz de n por n es otra matriz de n por n. La inversa de A se den?ta por
A~ (lo cual se lee “A inversa”). La propiedad fundamental es sencilla: Si se multiplica por
Ay luego se multiplica por AT, se regresa a la posicion inicial:

Matriz inversa Si b = Ax, entonces A71b = x.

Asf, A"'Ax = x. La matriz A™" multiplicada por la matriz A es la matriz identidad. No to-
das las matrices tienen inversas. Una inversa es imposible cuando Ax es cero y x es d_"
Jferente de cero. Por tanto, A~ deberfa tener que regresar de ‘Ax = () a x. Ninguna matriz
puede multiplicar ese vector cero Ax y producir un vector x d1fe1;ente de cero. L

Los objetivos son definir la matriz inversa, calcularla y aplicarla, cuando A7 existe,
y luego comprender cudles matrices no tienen inversas.

Notal Lainversa existe si y sélo si la eliminacién produce n pivotes (se perriten mf?r-
cambios de renglones). La eliminaci6n resuelve Ax = b sin encontrar explicitamente 47",

Nota2 La matriz A no puede tener dos inversas distintas. Suponga que BA = I'y también
que AC = I. Entonces B = C, segiin la siguiente “demostracién por paréntesis™:

B(AC) = (BA)C proporciona Bl = IC, que es B = C. @

Esto demuestra que una inversa izquierda B (que multiplica por la izquierda) y una in’ver-
sa derecha C (que multiplica a 4 por la derecha para obtener AC = D) deben ser la misma

matriz.

Nota3 SiA es invertible, la sola y finica solucién de Ax = bes x = A7

Nota 4 (Importante) Suponga que hay un vector x diferente de cero tal que Ax = 0. En-
tonces A no puede tener inversa. Para repetir: Ninguna matriz s capaz de regresarel 0 a x.

Si A es invertible, entonces Ax = 0 sélo puede tener la solucion x = 0.
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Nota 5 Una matriz de 2 por 2 es invertible si y s6lo si ad — bc es diferente de cero:

-1
a b 1 d —b
Inversa de 2 por 2 l:c d} = m ["'C a:l. (3)

El niimero ad — bc es el determinante de A. Una matriz es invertible si su determinante es
distinto de cero (véase el capitulo 4). En MATLAB, la prueba de invertibilidad consiste en
encontrar n pivotes diferentes de cero. La eliminacién produce estos pivotes antes de que
aparezca el determinante.

Note 6 Una matriz diagonal tiene una inversa en el supuesto de que ninguno de los ele-
mentos diagonales es cero:

d 1 1/ dl
Si A= entonces A~! = y  AATl =]
d 1/d,
Cuando estdn implicadas dos matrices, no hay mucho que hacer sobre la inversa de
A + B. La suma puede o no ser invertible. En vez de lo anterior, la férmula clave en cdlcu-
los matriciales es la inversa de su producto, AB. Los niimeros normales son los mismos:
{a + b)~ ! es dificil de simplificar, mientras 1/ab se separa en 1l/a veces 1/b. Sin embargo,
para matrices el orden de la multiplicacion debe ser correcto: si ABx = y, entonces Bx =
A"y yx = B7'A7'y. Las inversas se presentan en orden opuesto.

1L UnproduCKOABdemamCesmVembleses mvemdoporB"A" o

@

" InversadeAB  (AB)"' =B-'A-L
Demostracién Para demostrar que B™'A™! es la inversa de AB, las matrices se multipli-
can y se aplica la ley asociativa para quitar los paréntesis. Observe que B se escribe al la-
do de B~

(ABYB™'A™Y) = ABB 'A™' = AJA™! = AA~! =]
(B'A™'YAB) = B~'A"'AB=B"'IB = B-'B = ]. &
Una regla semejante se cumple para tres o m4s matrices:
Inversade ABC (ABC)™!= C B4~
Este cambio de orden se vio cuando las matrices de eliminacién E, F, y G se invirtieron pa-
ra regresar de U a A. En la direccién hacia adelante, GFEA era U. En la direccién hacia

atrds, L = E~'F~'G™" era el producto de las inversas. Debido a que al iltimo aparece G,
entonces G~ aparece primero. Por favor compruebe que A~ !'serfa U™ 'GFE.

Célculo de A": El método de Bauss-Jordan

Considere la ecuacién AA™! = I. Si se toma una columna a la vez, 1a ecuacién determina
cada columna de A™". La primera columna de A~ se multiplica por A, para producir la pri-
mera columna de la identidad: Ax; = ¢,. De manera semejante, Ax, = ¢, y Ax; = e; las
es son las columnas de /. En un ejemplo de 3 por 3, A multiplicada por A™ ! es I:

2 11
Ax; = ¢ 4 —6 0] lx1 x2 x3] = |le; e; e3] =
-2 7 2

O QO
o= O

0
0. &
1
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Asf, se tienen tres sistemas de ecuaciones (o n sistemas). Todos tienen la misma matriz de
coeficientes A. Los miembros derechos ey, e, 3, son diferentes, aunque la eliminacidn es
posible en todos los sistemas de manera simultdnea. Este es el método de Gauss-Jordan.
En vez de detenerse en U y cambiar a sustitucién hacia atrds, contintia restando mdltiplos
de un renglén de los renglones de arriba. Esto produce ceros arriba de la diagonal, y tam-
bién abajo de ésta. Cuando llega a la matriz identidad, se ha encontrado A~ 1

El siguiente ejemplo preserva todas las tres columnas e, €,, e3, y opera sobre renglo-
nes de longitud igual a seis:

Aplicar el método de Gauss-Jordan para encontrar A1

2 1 1 1 o0 O
A e & e] = 4 -6 0 0 1 O
2 7 2 0 0 1

2 1 1 1 0
Pivote =2 — |0 —8 —2 -2
¢ 8 3 1

s
- (O

2 1 1 1 0 0]
Pivote = —8 — [0 —8 —2 -2 1 0| =[U L7'].
6 0 1-1 1 1

Esto completa la eliminacién hacia adelante, de la primera mitad. La triang'ular superior
U aparece en las tres primeras columnas. Las otras tres columnas son las mismas que en
L1 (Este es el efecto de aplicar las operaciones elementales GFE a la matriz 1dent1<{ald).
Luego, la segunda mitad regresa de U a [ (al multiplicar por Uh. Esto lleva L™" a
U™'L™}, que es A™'. Creando ceros arriba de los pivotes se llegaa A ™

2 1 6 2 -1 -1
Segunda mitad [U L7']—> |0 -8 6 —4 3 2
0o 0 1-1 1 1
K 5 6
2 ¥ -3 -3
ceros arriba de los pivotes —~ |0 -8 ¢ —4 3 2
o 0 1 -1 1 1
- s 6
10 % %
se divide entre los pivetes — |0 ¢ -3 = [r a1,
o 0 1 -1 1 1

En el dltimo paso, los renglones se dividieron entre sus pivotes 2 y ~8 y 1. La matriz de
coeficientes en el miembro izquierdo se transform6 en la identidad. Debido a que 4 se con-
virtié en I, las mismas operaciones en el miembro derecho deben llevar [ a A~ En conse-
cuencia, se ha calculado la inversa.

Una nota para el futaro: El lector puede ver el determinante —16 que aparece en los de-
nominadores de A™!. El determinante es el producto de los pivetes (2X(—8)(1). Entra al
final cuando los renglones se dividen entre los pivotes.
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Observacién 1 A pesar de este brillante &xito al calcular A ™Y, no 1o recomiendo. Admito
que A™! resuelve en un paso Ax = b, Dos pasos triangulares son mejores:
x=A"'bseseparaenLc = by Ux = c.

Puede escribirse ¢ = L™'b y luego x = U™ !¢ = U™'L™'b. Sin embargo, observe que es-
tas matrices ™! y U™ no se formaron de manera explicita, y en el cdlculo verdadero, no
deben formarse. Hacerlo serfa una pérdida de tiempo, ya que sélo se requiere sustitucidn
hacia atrés para x (y la sustitucién hacia adelante produjo ¢).

Una observacidn semejante es vélida para A™'; la multiplicacién A~ seguirfa requi-
riendo »* pasos. Lo que se busca es la solucion, no todos los elementos de la inversa.

Observacién 2 Sélo por curiosidad, podria contarse el niimero de operaciones necesa-
rias para encontrar A™!. La cuenta normal para cada nuevo miembro derecho es 7%, la mi-
tad en la direccién hacia adelante y 1a mitad en la sustitucién hacia atras. Con # miembros
derechos e, . . ., ¢, esto hace n°. Luego de incluir las #3/3 operaciones sobre A misma,
parece que el total es 4n°/3.

Este resultado es ligeramente elevade debido a los ceros en los ¢;. La eliminacién ha-
cia adelante cambia s6lo los ceros que estdn debajo del 1. Esta parte sélo tiene 7 — j compo-
nentes, de modo que la cuenta para las ¢; cambia efectivamente a (n 72, Al sumar sobre
todas las /, el total para la eliminacién hacia adelante es #°/6. Esto debe combinarse con las
/3 operaciones de costumbre que se aplican a A, y los n(n%/2) pasos de la sustitucién ha-
cia atrds que finalmente producen las columnas x;de A™. La cuenta final de multiplicacio-

nes para calcular A1 es n°:

3,3 n? s
Conteo de operaciones — + — +n (——) =n.
6 3 2
Este conteo es extracrdinariamente bajo. Debido a que la multiplicacién de matrices
consume n° pasos, [requiere tantas operaciones para calcular A% como las necesarias para
calcular A1 Este hecho parece casi increfble (y calcular A® requiere el doble, hasta don-
de puede verse). A pesar de lo anterior, si A™! no es necesaria, no debe calcularse.

Observacién 3 En el célculo de Gauss-Jordan, siempre se fue en busca de U, antes de ini-
ciar el procedimiento hacia atrds para obtener ceros arriba de los pivotes. Esto es como la
eliminacién gaussiana, aunque también son posibles otros 6rdenes. Hubiera podido utilizar-
se el segundo pivote cuando se estaba ahf antes, con la finalidad de obtener un cero arriba
del pivote, asf como también abajo de él. Esto no es inteligente. En ese instante el segundo
rengldn estd virtwalmente lleno, mientras cerca del extremo tiene ceros provenientes de las
operaciones en renglones hacia arriba que ya se habfan realizado.

Invertible = No singular (n pivotes)

En dltima instancia, lo que se quiere saber es cuéles matrices son invertibles y cudles no lo
son. Esta cuestién es tan importante que tiene muchas respuestas. | Consulte la iltima pd-
gina del libro! i

En cada uno de los cinco primeros capitulos se proporciona una prueba diferente
{aunque equivalente) para comprobar la invertibilidad. Algunas veces las pruebas se ex-
tienden a matrices rectangulares e inversas por un lado: el capitulo 2 investiga el tema de
renglones y columnas independientes. En el capitulo 3 se invierte AAT 0 ATA. En los otros
capitulos se abordan los determinantes diferentes de cero, los valores caracteristicos di-
ferentes de cero o los pivotes diferentes de cero. Esta tltima prueba es la que se encuen-
tra en la eliminacién gaussiana. Se quiere demostrar (en unos cuantos pérrafos tedricos)
que la prueba de los pivotes es exitosa.
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Suponga que A cuenta con un conjunto completo de pivotes. ‘AA”1 = ] proporciona n
sistermnas Ax; = e; por separado para las columnas de A~ Estos s1st§mas pueden resolver-
se por eliminacién o por Gauss-Jordan. Pueden requerirse intercambios de renglones, pero
las colummnas de A™! estdn determinadas.

Hablando estrictamente, es necesario demostrar que la matriz A™! con esas columnnas
también es autoinversa. Al resolver AA™! = I se resuelve al mismo tiempo A™!A = ], pero,
cpor qué? Una inversa por un lado de una matriz cuadrada, es automaticamente una
inversa por dos lados. Para ver por qué, observe que todo paso de Gc'u,.tss-]ordan es una
multiplicacién por la izquierda por una matriz elemental. Se estdn permitiendo tres tipos de
matrices elementales:

1. E; para restar un miltiplo £ del renglén j del rengldn .
2. P para intercambiar los renglones i y J.
3. D {o D) para dividir todos los renglones entre sus pivotes.

El proceso de Gauss-Jordan en realidad es una secuencia gigantesca de multiplicaciones de
matrices:

(D' E- P---E)A=1. ©)

La matriz entre paréntesis, a la izquierda de A, jevidentemente es una.autoin.versa! Pox: la
nota 2, existe, v es igual a la inversa derecha, de modo que foda matriz no singular es in-
vertible.

La conversa también es verdadera: Si A es invertible, tiene n pivotes. En un caso ex-
tremo que es claro: A no puede tener toda una columna de ceros. La inversa jamas podria
multiplicar una columna de ceros para producir una cglumn.a de /. En un caso menos ex-
tremo, suponga que la eliminacién inicia en una matriz invertible A, pero que falla en la co-

lumna 3:

d x x x
Falla ‘= 0 d x x
En la columna 3 no hay pivote 0 0 0 x
0 0 06 x

Esta matriz no puede tener una inversa, sin importar cudles sean las x. Una demostraciéfl de
este hecho es aplicar operaciones en las columnas (;por primera vez?) con la finalidad
de hacer cero toda la columna. Al restar multiplos de la columna 2 y l'uego de ig coh'm.ma 1,
se llega a upa matriz que ciertamente no es invertible. En consecuencia, la »m(flmz original A
no es invertible. La eliminacién proporciona una prueba completa: Una matriz de n por n es

invertible si y slo si tiene n pivotes.

La matriz traspuesta

Se requiere una matriz més, y por fortuna es mucho més sencilla que la inversa. La tras-
puesta de A se denota por A™. Sus columnas se toman directame?te de los renglones de A:
el i-ésimo renglén de A se convierte en la i-ésima columna de A”:

2 0
. 2 1 4 T
== A = 1 0 .
Traspuesta Si A [O 0 3] entonces s

. T o )
Al mismo tiempo, las columnas de A se convierten en los renglones de A”. ?)1 A -es una ma
triz de m por n, entonces AT es de n por m. El efecto final es doblar la matriz respecto a su
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diagonal principal, y el elemento en el renglén i, columna j de AT proviene del elemento
que estd en el rengldn j, columna i de A:

Elementos de AT

)

La traspuesta de una matriz triangular inferior es triangular superior. La traspuesta de AT
lleva de regreso a A.

Si se suman dos matrices y luego se traspone, el resultado es el mismo que si prime-
ro se traspone y luego se suma: (4 + B)T es lo mismo que AT + BT, Pero, ja qué es igual
Ia traspuesta de un producto AB o de una inversa A”'? A continuacién se presentan las
férmulas esenciales de esta seccién:

@B = AT
S @ =@

Observe el parecido de la férmula para (AB)" con el resultado de la férmula para (AB)™ L.
En ambos casos se invierte el orden, con lo que se obtiene BTAT y B™!A™ . La demostra-
cién para la inversa fue fécil, pero ésta requiere de una paciencia extraordinaria con la mul-
tiplicacién de matrices. El primer renglén de (4B)T es la primera columna de AB. Asi, las
columnas de A estdn ponderadas por la primera columna de B. Esto se suma a los renglo-
nes de AT ponderados por el primer renglén de BY. Eso es exactamente el primer renglén
de BTAT. Los otros renglones de (AB)T y BTAT también coinciden.

1 013 3 3 3 3 3
INSRSRRE | ENEE
3 2 11 35
Traspuesta de BTAT = |3 2 [O 1] =13 5|
32 3 5

Con la finalidad de establecer la formula para (A™1)T, se iniciacon AA™ ! = Jy A~ 4 =,
y se toman las traspuestas. En un miembro, IT = /. En el otro miembro, por el inciso i) se
conoce la traspuesta de un producto. Puede verse c6mo (4717 es la inversa de A7, lo cual
demuestra ii):

Inversa de AT = Traspuestade A™* (A" HTAT = /. ®

Matrices simétricas

Una vez que se han establecido estas reglas, s posible presentar una clase especial de ma-
trices; quizé la clase mds importante de todas. Una matriz simétrica es una matriz que es
igual a su propia traspuesta: A¥ = A. La matriz es necesariamente cuadrada. Cada ele-
mento en un miembro de la diagonal es igual a su “imagen especular” en el otro lado:
a; = a;. Dos ejemplos sencillos son A y D (y también ATl

s e s _ It 2 _ 11 0 418 =2
Matrices simétricas A [2 8} y D= {0 4} y AT = ) [_2 1}-

Una matriz simétrica no necesariamente es invertible; incluso, puede ser una matriz de ce-
ros. Pero si A™! existe, también es simétrica. Con base en la férmula i) anterior, la tras-
puesta de A™' siempre es igual a (AT)™}; para una matriz simétrica o anterior es justo A~ L.
A7 !es igual a su propia traspuesta; s simétrica siempre que A lo sea. Ahora se ha demos-
trado que el resultado de multiplicar cualguier matriz B por RT es una matriz simétrica.

Ejemplo 2
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Productos simétricos RTR, RR", y LDLY

Sea cualquier matriz R, quiz4 rectangular. Multiplique R¥ por R. Entonces el producto RTR
es autométicamente una matriz simétrica cuadrada:

La traspuesta de R*R es RY(RY)Y, que es RTR. 9

Esta es una demostracién rdpida de simetria para RTR. Su elemento £, j es el producto in-
terno del renglén i de RT (columna i de R) con la columna j de R. El elemento (J, i) es el
mismo producto interno, la columna j con la columna i. Asi, R'R es simétrica.

RRT también es simétrica, aunque diferente de R*R. En mi experiencia, la mayor par-
te de los problemas cientificos que empiezan con una matriz rectangular R terminan con
R*R, con RRT o con ambas.

R=[1 2] y RT= B] producen RTR = [é ﬂ y RRT = [3].

El producto R™R es de n por n. En orden opuesto, R RT es de m por m. Incluso si m = n,
no es muy probable que RTR = R RT. La igualdad puede ocurrir, aunque no es normal.

Las matrices simétricas se presentan en todo tema cuyas leyes son justas. “Cada
accién tiene una reaccién igual y opuesta.” El elemento a; que proporciona la accidn de i
sobre j es compensado por ;.. Esta simetrfa se verd en la siguiente seccidn, para ecuacio-
nes diferenciales. Aqui LU pierde la simetrfa, pero LDLT la captura perfectamente.

La traspuesta de A = LDU proporciona AT = UTDTLT. Debido a que A = A", ahora se tie-
nen dos factorizaciones de A en triangular inferior multiplicada por triangular superior (LT
es triangular superior con 1s en la diagonal, exactamente como U.) Debido a que la facto-
rizacién es tnica (consuite el problema 17), LT debe ser idéntica a U.

1 2 1 011 0|1 2
T = = T = = T
L Uy A=LDL [2 8] [2 J [O 4} [0 1] LDL".

Cuando se aplica eliminacién a una matriz simétrica, AT = A es una ventaja. Las matrices
mis pequeiias siguen siendo simétricas a medida que procede la eliminacién, de modo que
{Es posible trabajar con la mitad de la matriz! El dngulo inferior del miembro derecho si-
gue siendo simétrico:

a b c
a b ¢ 2 be
b d e|l— |0 7% e~
c e f
b 2
0 e—= f-<
a a

El trabajo de la eliminacién se reduce de 7°/3 a n%/6. No es necesario almacenar los ele-
mentos de ambos lados de la diagonal, o de almacenar tanto a L como a U.
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] | Conjunto de problemas 1.6

1. Encuentre las inversas {no se requiere ningiin sistema especial) de
10 2 _ 12 0 _ |cos® —senf
A= [3 0} o A= [4 2} o A= [sen@ cos @

2. a) Encuentre las inversas de las matrices de permutacién

0 0 1 0 0 1
P=10 10 y P=1{1 0 0|
100 010

b) Explique para permutaciones, por qué P~ siempre es igual a P*. Demuestre que los
1s estdn en los sitios correctos para obtener PPT = I.

3. A partir de AB = C, encuentre una férmula para A™!. También encuentre A™! a partir
de PA = LU.

4. a) Si A es invertible y AB = AC, demuestre répidamente que B = C.
b)Si A= [é 8}, encuentre un ejemplo con AB = AC, pero B ## C.

5. Si la inversa de A? es B, demuestre que la inversa de A es AB. (Por tanto, A es inverti-
ble siempre que A% es invertible.)

6. Aplique el método de Gauss-Jordan para invertir las siguientes matrices

100 2 -1 0 0 0 1
Ar=11 1 1|, A= ]-1 2 =1, A;y=10 1 1L
0 0 1 0 -1 2 1 11
7. Encuentre tres matrices de 2 por 2, que no sean A = I y A = —1, que sean sus propias

inversas: A = [.

8. Demuestre que A = [31, ;] no tiene inversa, resolviendo Ax = 0, y fallande al resolver

bl 8= )

9. Suponga que la eliminacidn fracasa porque en la columna 3 no hay pivote:

2 1 4 6

. 0 3 8 5
Pivote fal =

vote faltante A 00 0 7

0 0 0 9

Demuestre que A no puede ser invertible. El tercer renglén de A™", multiplicado por A,
debe proporcionar el tercer renglén [0 0 1 0] de A™'A = 1. ;Por qué es imposible esto?

190. Encuentre las inversas (de cualquier manera permitida) de

0 0 0 1 1 0 0 O a b 0 0
00 2 0 -+ 1 0 0 c d 0 0
f—1 :2 —
A =19 3 0 o A 0 -2 1 0" ® o0 a b
4 0 0 0O 0 0 -2 1 0 0 ¢ d

11.

i2.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

29.

e ST R U LEL URUGUAY
: ' SACIONAL

53
mfg;.f».,“,;/.i;‘.' . o R
Proporcione ejemplos deZd y-B tales.que -0 A
a) A + B no es invertible, aunque A y B si lo son.
b) A + B es invertible, aunque A y B no lo son.
¢) Las tres A, B, y A + B son invertibles.
En el dltimo caso su A" (A+ B)B~! =B~ +A"! para demostrar que

C = B~! + A~! también es invertible y encuentre una f6rmula para C™%.

Si A es invertible, {qué propiedades de A siguen siendo verdaderas para 4717
a) A es triangular.  b) A es simétrica.  ¢) A es tridiagonal.

d) Todos los elementos de A son nimeros enteros.

¢) Todos los elementos de A son fracciones (incluso los niimeros como %).

Si A=[}]y B =[], calcule A"B, B"A, ABT y BA™.

Si B es cuadrada, demuestre que A = B + BT siempre es simétrica, y K = B - BT siem-

pre es simétrica sesgada, lo cual significa que KT = —K. Encuentre estas matrices A

y Kcuando B = [: f] . ¥ escriba B como la suma de una matriz simétrica y una ma-

triz simétrica sesgada.

a) ;Cudntos elementos pueden elegirse independientemente en una matriz simétrica
de orden n?

b) ;Cudntos elementos pueden elegirse independientemente en una matriz simétrica
sesgada (KT = —K) de orden n? jLa diagonal de K es cero!

a) SiA = LDU, con 1s en la diagonal de L y U, jcudl es la factorizacién correspon-
diente de AT? Observe que A y AT (matrices cuadradas sin intercambios de renglo-
nes) comparten los mismos pivotes.

b) (Con qué sistemas triangulares se obtiene la solucién de ATy = b?

SiA=LD U, yA = L,D,U, demuestte que L; = L,, D; = Dy Uy = U,, SiAes

invertible, la factorizacién es tinica.

a) Deduzca la ecuacién L7'L,D, = DU U5}, v explique por qué un miembro es
triangular inferior y el otro es triangular superior.

b) Compare las diagonales principales, y luego compare €l resto de las matrices.

(Cusles son las condiciones sobre los elementos de A y B para que éstas sean in-
vertibles?

a b ¢ a b 0
A=1ld e O B=|c d 0]
fF 0 0 0 0 e
Compruebe la factorizacién simétrica LDLT de
1 3 5 b
A= 13 12 18 y A={b d]'
S 18 30]
Encuentre la inversa de 1 0 0 0
Y= ﬁ 1 60 0
= 1
i 4 10
FEEEE I
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21.

22.

23.

25.

26.

27.

28,

29.
30.
31.

32.

(Extraordinario) Si A y B son matrices cuadradas, demuestre que [ — BA es invertible
si I — AB es invertible. Empiece con B( — AB) = ({ - BA)B.

Encuentre las inversas (directamente o a partir de la férmula de 2 por 2} de 4, B, C:
0 3 _jla b _ 13 4
N N

t
Resuelva para las columnas de A™! = [; z} :

10 20) |x] _ |1 16 20| ¢ _ |0
20 50| |y ol ¥ |20 50| |z il
Demuestre que [é 2] no tiene inversa tratando de resolver para la columna (x, y):

] e P e B TN

(Importante) Si A es tal que renglén 1 + rengldn 2 = renglén 3, demuestre que A no
es invertible:

a) Explique por qué Ax = (1, 0, 0) no puede tener una solucién.

b) (Qué miembros derechos (b;, b,, b3) pueden permitir una solucién a Ax = b?

¢) (Qué ocurre al renglén 3 en la eliminacién?

Si A es tal que columna 1 + columna 2 = columna 3, demuestre que A no es invertible:

a) Encuentre una solucién x diferente de cero de Ax = 0. La matriz es de 3 por 3.

b) La eliminacién preserva columna 1 + columna 2 = columna 3. Explique por qué
no hay un tercer pivote.

Suponga que A es invertible y que sus dos primeros renglones se intercambian para ob-
tener B. La nueva matriz B, ;es invertible? ;C6mo puede obtenerse B~ 'a partirde A™1?

Si el producto M = ABC de tres matrices cuadradas es invertible, entonces A, B, C son
invertibles. Encuentre una férmula para B™! que implique a M~ Ay C.

Demuestre que una matriz con una columna de ceros no puede tener una inversa.
d

- 'ab] . ({Cudl es la inversa de cada matriz si ad # bc?

Multiplique [¢ 2] por [

a) (Qué matriz E tiene el mismo efecto que los siguientes tres pasos? Reste el rengldn
1 del renglén 2, reste el renglén 1 del renglén 3, y luego reste el renglén 2 del ren-
glén 3.

b) ;Qué simple matriz L tiene el mismo efecto que los siguientes tres pasos inversos?
Sume el renglién 2 al rengldn 3, sume el renglén 1 al renglén 3, y luego sume el ren-
glén 1 al renglén 2.

Encuentre los nidmeros a y b con los que se obtiene la inversa de 5%eye(4) ones(4, 4):
-1

4 -1 -1 -1 a b b
-1 4 -1 -1 b b b
-1 -1 4 -1 b a bl

b b a

b
a
b
-1 -1 -1 4 b
5

(Cusles son a y b en la inversa de 6*eye(5) ones(5, 5)7
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33. Demuestre que A = 4*eye(4) — ones(4, 4) no es invertible: Multiplique A*ones(4,1).

34. Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son 1s y 0s. ;Cudntas de estas matrices
son invertibles?

Los problemas 35 a 39 son sobre el método de Gauss-Jordan para calcular A1,

35. Transforme 7 en A™! a medida que reduce A a / (por medio de operaciones en los ren-
glones):

(A= 3s 8 voaa=fsss

36. Imite el ejemplo de 3 por 3 del texto, pero con un signo + en A. Elimine por arriba y
por abajo de los pivotes para reducir {4 [ a I AT

210100
[4 Il=|1 2 1 0 1 o}
6 120 01

37. Aplique eliminacién de Gauss-Jordan sobre [A [] para resolver AA™! = [

1l a b 1 0 0]
0 1 ¢ Xy Xz X3| = 0 1 0}
0 0 1 0 0 1

38. Invierta las siguientes matrices por eliminacién de Gauss-Jordan, empezando con[A []:

1 00 111
A=12 1 3 y A=|1 2 2}
0 0 1 1 2 3

39. Intercambie renglones, y prosiga con eliminacién de Gauss-Jordan para encontrar

ATh
_fo2 10
[4 ””‘{2 2 0 1}

40. ;Falso o verdadero? (proporcione un contraejemplo si es falso y una explicacién si es
verdadero):

a) Una matriz de 4 por 4 con un renglén de ceros no es invertible,
b) Una matriz con 1s abajo de la diagonal principal es invertible.
¢) SiA es invertible, entonces A7 es invertible.

d) Si AT es invertible, entonces A es invertible.

41. ;Para cudles tres ndmeros ¢ la siguiente matriz, no es invertible? ;Por qué?

2 ¢ ¢
A= lc ¢ cl.
18 7 ¢

42. Demuestre que A es invertible si @ % 0y @ % b (encuentre los pivotes y A™ ')

fa b b
A= |la a bj.

a a a
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43. Lainversa de la siguiente matriz es extraordinaria. Encuéntrela por eliminacién sobre
[A I]. Extienda lo anterior a una “matriz alternante” de 5 por 5, y conjeture su inversa:

1 -1 1 ~1
01 -1 1
A"001—1'

0 0 0 1

44. Si B tiene las columnas de A en orden invertido, resuelva (A — B)x = 0 para demostrar
que A — B no es invertible. Un ejemplo lo conduciré a x.

45. Encuentre y compruebe las inversas (suponiendo que existen) de las siguientes matri-

ces en blogue:
I 0 A0 0 I
C I c D I Dy

46. Use inv(S) para invertir la matriz simétrica MATLAB de 4 por 4 S = pascal(4). Ob-
tenga la matriz Pascal triangular inferior A = abs(pascal(4,1) y test inv(8) = inv(A")*
inv(A).

47. Si A = ones(4,4) y b= rand(4,1), ;c6mo le hace saber MATLARB que Ax = b no tiene
solucién? Si & = ones(4,1), ;qué solucién de Ax = b se encuentra por medio de A\b?

48. M~ muestra el cambio en A~ (lo cual es 1itil saber) cuando una matriz se resta de A.
Compruebe el siguiente inciso 3 cuidadosamente, multiplicando M M ™! para obtener I

1. M=71-uT y M7'=T+uvT/(1 - v ).

2. M= A —uv’ y M™'=A"t+ A" wTAT /(1 - vTA ).

3. M=1I-UV y M'=1I+U,-VU)ytv.

4 M=A-UW'V v M1=A"1+A"1U(W-VA U ' VAL

Las cuatro identidades provienen del bloque 1, 1 luego de que se invierten las siguien-

tes matrices:
A u I, U A U
T o1 vV I, v WY

BN

Los problemas 49 a 55 son sobre las reglas para trasponer matrices.
49. Encuentre ATy A7 'y (A" )Ty (AT para
{1 0 L 11 ¢
A= {9 3] y también A = L O}'

50. Compruebe que (AB)T es igual a BTA”, aunque éstas son diferentes de ATBT:

_ 11 0 _ 1 3 11 3
Sl I R
En caso de que AB = BA (jlo cual en general no es cierto!), ;cémo puede demostrar
que BTAT = ATET?
51. a) La matriz (AB)™ YT proviene de (A" )T y (B~ Y. 1 En qué orden?

b)Si U es riangular superior, entonces (™1 es triangular.

52. Demuestre que A2 = 0 es posible pero ATA = 0 no es posible (a menos que A = ma-
{riz cero).

53.

54.

55.

1.6 Inversas y traspuestas 57

a) Al multiplicar el vector renglén xT por la columna y, ;qué nimero se obtiene?

0
xTAy = [0 1]@ g a 1
0

b) Este es el renglén x"A = veces la columna y = (0, 1, 0).

¢) Este es el renglén x* = [0 1] veces la columna Ay =

Cuando se traspone una matriz en bloque M = [4 7], el resultado es MT =
Pruébelo. Qué condiciones deben imponerse a A, B, C, D para que la matriz en bloque
sea simétrica?

Explique por qué el producto interno de x y y es igual al producto interno de Px y Py.
Luego, (Px)T(Py) = xTy, indica que PTP = ] para cualquier permutacién. Con x = (1,
2,3)yy = (1,4, 2), escoja P para demostrar que (Px)"y no es siempre igual a x"(PTy).

Los problemas 56 a 60 son sobre matrices simétricas, y sus factorizaciones.

56.

57.

58.

59.

60.

SiA = ATy B = BT, ;cudles de las siguientes matrices son ciertamente simétricas?
a) A*~B*> b (A+BXA-B) ) ABA  d) ABAB

Si A = AT requiere un intercambio de renglones, entonces también necesita un inter-
cambio de columnas para permanecer simétrica. En lenguaje de matrices, PA pierde la
simetria de A pero recupera la simetria.

a) ;Cuéntos elementos de A pueden elegirse independientemente, si A = ATesde s
por 57
b) (De qué manera pueden L y D (de 5 por 5) proporcionar el mismo ntmero de op-
ciones en LDLT?
Suponga que R es rectangular (de m por n) y que A es simétrica (de m por m).
a) Trasponga RTAR para mostrar su simetria. {De qué forma es esta matriz?
) Demuestre por qué R*R no contiene niimeros negativos en su diagonal.

Factorice las siguientes matrices en A = LDLT. La matriz D es diagonal:

s - 2 -1 0
Az{ J y A=[ J y A=|-1. 2 -1].
3 2 b e 0 -1 2

Los tres siguientes problemas son sobre aplicaciones de (4x)Ty = xT(47y).

61.

62.

Las ciudades de Boston, Chicago y Seattle estdn conectadas con cables que conducen
energia eléctrica. Los voltajes que reciben estas ciudades son xg, x¢, xs. Con resisten-
cias unitarias entre las ciudades, las tres corrientes estan en y:

YBC 1 -1 0} |z
y = Ax €S8 yes| = |0 1 -1 xc |-
¥yBs 1 0 —1 Xs

a) Encuentre las corrientes totales ATy de las tres ciudades.
b) Compruebe que (Ax)Ty coincide con x¥(ATy): hay seis términos en cada una.

La produccién de x, camiones y X, aviones requiere x; + 50x, toneladas de acero,
40x, + 1000x, libras de caucho, ¥ 2x; + 50x, meses de trabajo. Si los costos unita-
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ioS ¥y, ¥4, ¥ son $700 por tonelada, $3 por libra, y $3000 por mes, ;cudles son los va-
lores de un camién y un avién? Estas son las componentes de ATy,

63. Ax proporciona las cantidades de acero, caucho y trabajo para producir x en el proble-
ma 62. Encuentre A. Luego (Ax)Ty es el de entradas, mientras x (ATy) es el va-
lor de

64. A continuacién se presenta otra factorizacién de A en una triangular multiplicada por
una simétrica:

Se empieza con A = LDU. Luego, A es igual a LU ™! por UTDU.

(Por qué es triangular L(UT)™!? En su diagonal s6lo hay 1s. ;Por qué es simétrica
UTbu?

65. Un grupo de matrices inclaye a AB y A™* si incluye 24 y B. “Los productos v las in-
versas permanecen en grupos.” ;Cudles de los siguientes conjuntos son grupos? Las
matrices triangulares inferiores L con 1s en su diagonal, las'matrices simétricas S, las
matrices positivas M, las matrices diagonales invertibles D, las matrices de permuta-
cién P. Invente dos grupos de matrices més.

66. Si todo renglén de una matriz de 4 por 4 contiene a los ndmeros 0, 1, 2, 3 en algiin or-
den, ¢la matriz puede ser simétrica? ;Puede ser invertible?

67. Demuestre que ningin reordenamiento de renglones ni de columnas puede trasponer
una matriz tipica.

68. Una mairiz noroeste cuadrada B es cero en la esquina sureste, abajo de la antidiago-
nal que une (1, n) con (n, 1). BT y B?, ;son matrices noroeste? B!, ;es noroeste o su-
reste? ;Cuél es la forma de BC = noroeste multiplicada por sureste? Se permite com-
binar permutaciones con las L y U de costumbre (surceste y noreste).

69. Compare tic; inv(A); toc para A = rand(500) y A = rand(1000). El conteo »° indica
que ¢l tiempo de cémputo (medido por tic; toc) debe multiplicarse por 8 cuando n se
duplica. ;Cree el lector que esta A aleatoria es invertible?

70. I = eye(1000); A = rand(1000); B = triu(A); produce una matriz triangular aleatoria
B. Compare los tiempos para inv(B) y B\l. La diagonal al revés se somete a ingenie-
rfa con la finalidad de utilizar los ceros en B, mientras inv utiliza los ceros en / cuan-
do [B I] se reduce por Gauss-Jordan. (También compare con inv(A) y A\ para toda la
matriz A.)

71. Dermuestre que L™ tiene elementos j/iparai < j (la matriz -1, 2, —1 tiene esta L):

1 0 0 0 1 06 0 0
1 1
o100 R E
2 2
0-2 10 1219
3
0 0-2 1 102 2
Pruebe este patrén para L = eye(5) — diag(1:5) “diag(1:4,—1} e inw(L).

1.7 MATRICES ESPECIALES Y APLICACIONES

Esta seccién tiene dos objetivos. El primero consiste en explicar una forma en la que grandes
sistemnas lineales Ax = b pueden presentarse en la practica. La verdad es que un problema
grande y realista en ingenierfa o economia nos llevaria demasiado lejos del alcance de este li-
bro, aunque hay una aplicacién natural e importante que no requiere mucha preparacién.
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El otro objetivo consiste en ilustrar, aprovechando la misma aplicacién, las propieda-
des especiales que suelen tener las matrices de coeficientes. Las matrices grandes siempre
presentan un patrén definido; a menudo un patrén de simetria, v muchisimos elementos
iguales a cero. Debido a que una matriz “holgada” contiene mucho menos de n? piezas de
informacién, los célculos deben ser rapidos. Se abordardn las matrices banda, con la fina-
lidad de ver cémo la concentracién cerca de la diagonal acelera la eliminacién. De hecho,
se analiza una matriz tridiagonal especial.

La matriz misma puede verse en la ecuacién (6). Proviene del intercambio de una
ecuacién diferencial con una ecuacién matricial. El problema continuo pide por u(x) en ca-
da x, por lo que una computadora no es capaz de resolverlo exactamente. Debe ser aproxi-
mado por un problema discreto: mientras més incégnitas se tienen, mejor es la precisién y
mayor el gasto. Como un problema continuo sencillo aunque también bastante tipico, nues-
tra eleccidn se dirige a la ecuacidn diferencial

d*u
dx?

Esta es una ecuacién lineal para la funcién incégnita w(x). Cualquier combinacién
C + Dx puede sumarse a cualquier solucién, ya que la segunda derivada de C + Dx no
contribuye con nada. La incertidumbre que dejan estas dos constantes arbitrarias Cy D se
elimina mediante una “condicidn a la frontera” en cada extremo del intervalo:

u(0) =0, u(l) = 0. (2)

El resultado es un problema de dos puntos con valor en la frontera, que describe un fend-
meno que no es transitorio, sino de estado estacionario; por gjemplo, la distribucién de tem-
peratura en una varilla cuyos extremos estin fijos a 0°, y con una fuente de calor fix).

Recuerde que nuestro objetivo es producir un problema discreto; en otras palabras, un
problema en dlgebra lineal. Es por ello que sélo es posible aceptar una cantidad finita de in-
formacién sobre f{x), por ejemplo, sus valores en n puntos equidistantes x = b, x = 24, . . .,
x = nh. Para la solucién verdadera u se calculan valores aproximados u,, . . ., i, en €508
mismos puntos. En los extremos x = Oy x = 1 = (n + 1)A, los valores en la frontera son
g = 0y, = 0.

La primera pregunta es: Cémo se sustituye la derivada d%/dx?? La primera deriva-
da puede ser aproximada deteniendo Au/Ax en un tamafio de paso finito, y no permitiendo
que h (o Ax) tienda a cero. La diferencia Au puede ser hacia adelante, hacia atrds, o cen-
trada:

Au _ uCx +B) = u(r)

= f({x), 0<x< L (1)

- - . +h) — —h
o bien, u(x) —ulx —h) o bien, u(x Yy = u(x ) 3
Ax h h 2h
La dltima expresién es simétrica respecto a x, y es la més precisa. Para la segunda deriva-
da hay justo una combinacién que sélo utiliza los valores de x y x + h:
. . d*u APu u(x +h) —2u(x) +ulx —h)
Segunda diferencia o AR /o .

Lo anterior también tiene el mérito de ser simétrico con respecto a x. Para repetir, el miem-
bro derecho tiende al valor verdadero de d%w/dx? cuando i — 0, aunque es necesario de-
tenerse en una A positiva.

En cada punto de la malla, x = jh, la ecuacién —d?u/dx* = f(x) se sustituye por su
anslogo discreto (5). Se multiplicé por h* para alcanzar n ecuaciones Au = b:

€

Ecuacién en diferencias  —u ;. +2u; —u;— = k> f(jh) para j=1,....n (5

Las ecuaciones primera y Gltima (f = 1 y j = a) incluyen ug = 0y 1,4, = 0, que se cono-
cen a partir de las condiciones a la frontera. Estos valores deben desplazarse al miembro
derecho de la ecuacidn si se desea que sean distintos de cero. La estructura de estas n ecua-
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ciones (5) puede visualizarse mejor en forma matricial. Se escoge /2 = é para obtener una
matriz A de 5 por 5: ‘

2 -1 ug fin)
-1 2 -1 Uy f(2h)
Ecuacién matricial -1 2 -1 us| =h* | F3h)|. )
-1 2 =1 {u Flah)
-1 2| us F(5R)

A partir de este momento se trabajard con la ecuacion (6). Tiene una matriz de coeficien-
tes bastante regular, cuyo orden n puede ser muy grande. La matriz A tiene muchas propie-
dades especiales, de las cuales tres son fundamentales:

1. Lamatriz A es fridiagonal. Todos los elementos diferentes de cero estdn en la diago-
nal principal ¥ en las dos diagonales adyacentes. Fuera de esta banda todos los ele-
mentos son a; = 0. Estos ceros traerdn una simplificacién considerable para la elimi-
nacién gaussiana.

2. La matriz es siméfrica. Cada elemento ay es igual a su imagen especular a;;, de modo
que AT = A. La triangular superior U es la traspuesta de la triangular inferior L, y
A = LDLT. Esta simetria de A refleja la simetria de d%u/dx®. Una derivada impar co-
mo duldx o d’uldx® destruiria la simetrfa.

3. La matriz es positiva definida. Esta propiedad adicional indica que los pivotes son po-
sitivos. Los intercambios de renglones son innecesarios en la teorfa y en la practica.
Esto contrasta con la matriz B, al final de esta seccién, que no es positiva definida. Sin
ningiin intercambio de renglones, es totalmente vulnerable al redondeo.

La caracteristica de positiva definida retine todo este curso (jen el capftulo 61)

. Ahora se vuelve al hecho de que A es tridiagonal. ;Cudl es el efecto de esto en 1a eli-
minacién? La primera etapa del proceso de eliminacién produce ceros abajo del primer
pivote:

2 -1 2 -1
— — 3 .
Eliminacién ! _? é -1 0 2 !
en A: Paso 1 - —1 2 -l
-1 2 -1 -1 2 ~1
-1 2 -1 2

En comparaci6n con una matriz general de 5 por 5, este paso presenta dos simplificaciones
importantes:

1. Abajo del pivote s6lo hay un elemento diferente de cero.
2. Elrengldn del pivote es muy corto.

. . . 1 . o 4 e, . .
El multiplicador £,, = —3 proviene de una divisidn. El nuevo pivote, %, proviene de una

simple multiplicacién-sustraccidn. Ademés, se preserva el patrén tridiagonal: Toda etapa
de la eliminacién acepta las simplificaciones a) v b).
El resultado final es la factorizacién LDU = LDL" de A. ;Observe los pivotes!

2 1 -1
} 1 3 : 2
A= -3 1 3 1 =2
3 3 3 s 4
-4 1 [ 5
5 5 1
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Los factores L'y U de una matriz tridiagonal son bidiagonales. Los tres factores juntos tie-
nen la misma estructura de banda de tres diagonales esenciales (3n — 2 pardmetros) que A.
También observe que L y U son traspuestas entre si, como era de esperar por la simetria.
Todos los pivotes 2/1, 3/2, 4/3, 5/4, 6/5 son positivos. Su producto es el determinante de
A: det A = 6. Resulta evidente que los pivotes convergen a 1 cuando n se hace grande. Es-
tas matrices hacen muy felices a las computadoras.

Estos factores holgados L y U cambian por completo el conteo de operaciones de cos-
tumbre. La eliminacién en cada columna requiere sélo dos operaciones, como arriba, y hay
n columnas. En vez de las n*/3 operaciones, sdlo se necesitan 2n. Los sistemas tridiagona-
les Ax = b pueden resolverse casi de inmediato. El costo de resolucion de un sistema tri-
diagonal es proporcional a n.

Una matriz de banda tiene a; = 0 excepto en la banda [i — j| < w (véase la figura
1.8). El “semiancho de banda” es w = 1 para una matriz diagonal, w = 2 para una matriz
tridiagonal, v w = n para una matriz completa. Para cada columna, la eliminacién requie-
re w(w — 1) operaciones: un renglén de longitud w actia sobre w — 1 abajo. La elimina-
cidn en las n columnas de una matriz de banda requiere alrededor de w*n operaciones.

Figura 1.8  Una matriz de banda A y sus factores Ly U.

Cuando w tiende a n, la matriz se vuelve completa, y el conteo es aproximadamente 7°.
Para un conteo exacto, la esquina inferior del miembro derecho ya no tiene espacio para un
ancho de banda w. El niimero preciso de divisiones y multiplicaciones-sustracciones que
producen L, D, U (sin suponer que A es simétrica) es P = % w{w -~ DBn—-2w + 1). Para
una matriz completa con w = x, se recupera P = % n(n - 1){n + 1). Este es un ndmero en-
tero, yaque n~ 1, n, y n + 1 son enteros consecutivos, y uno de ellos es divisible entre 3.

Este es el tltimo conteo de operaciones, y se recalca la cuestién mds importante. Una
matriz de diferencias finitas como A tiene una inversa completa. Al resolver Ax = b, en rea-
lidad se estd en una peor situacion si se conoce A~ que si se conocen L'y U. La multipli-
cacién de A~ por b requiere #? pasos, mientras para la eliminacién hacia adelante y la sus-
titucion hacia atrss que producen x = U™ 'c = U™ 'L™'p = A™'b, son suficientes 4n pasos.

Esperamos que este ejemplo haya reforzado la comprension que el lector tiene sobre
la eliminacién (jde la cual ahora suponemos que estd perfectamente entendida!) Se trata de
un ejemplo genuino de los grandes sistemas lineales que en realidad se encuentran en la
préctica. En el siguiente capitulo la atencién se centra en la existencia y unicidad de x, pa-
ra m ecuaciones en n incégnitas.

Error por redondes

Fn teoria, el caso no singular se ha completado. Hay un conjunto completo de pivotes (con
intercambios de renglones). En la prictica, mds intercambios de renglones pueden ser
igualmente necesarios, o bien, la solucién calculada puede convertirse ficilmente en inatil.
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Dedicaremos dos pdginas (completamente opcionales en clase) para hacer mds estable la
eliminacidn: por qué es necesaria y cémo se lleva a cabo.

Para un sistema de tamafio moderado, por ejemplo de 100 por 100, la eliminacién im-
plica alrededor de 330 000 operaciones (% n*). Con cada operacién es necesario esperar un
error por redondeo. Normalmente, se mantiene fijo un nimero de digitos significativos (por
ejemplo tres para una computadora extremadamente débil). Asf, la adicién de dos nimeros
de tamafios diferentes proporciona un error:

Error por redondeo 0.456 + 0.00123 — 0.457 pierde los digitos 2y 3.

;Cémo contribuyen todos estos errores individuales al error final en Ax = b?

Este problema no es facil. Fue atacado por John von Neumann, quien era el matem4-
tico mas reputado en la época en que las computadoras repentinamente hacian posible un
millén de operaciones. De hecho, la combinacién de Gauss y Von Neumann proporciona
al simple algoritmo de eliminacién una historia extraordinariamente distinguida, aunque
incluso Von Neumann sobreestimsé el error por redondeo final. Quien encontrd la forma co-
rrecta para contestar la pregunta fue Wilkinson, cuyos libros se han convertido en cldsicos.

Dos ejemplos sencillos ilustrardn tres cuestiones importantes sobre el error por redon-
deo. Los ejemplo son

1. 1

1. 1.0001

Mal acondicionade A = { 1 Lk

} Bien acondicionado B = {0'0001 1-}

A es casi singular, mientras B estd lejos de ser singular. Si el ditimo elemento de A se mo-
difica ligeramente a a,, = 1, entonces A es singular. Considere dos miembros derechos
bastante parecidos:

u + v =72 u + v =2
u + 1.0001lv =2 # + 1.0001v = 2.0001

La solucién del primero es u = 2, v = 0. La solucién del segundo es u = v = 1. Un cam-

bio en el quinto digito de b fue amplificado a un cambio en el primer digito de la solucion.

Ningiin método numérico es capaz de evitar esta sensibilidad a pequeiias perturbaciones.

El mal acondicionamiento puede desplazarse de un lado a otro, pero no es posible eliminar-

lo. La verdadera solucién es muy sensible, y la solucién calculada no puede dejar de serlo.
El segundo punto es como sigue.

10 Incluso una matriz bien acondici
 goritmo deficiente,

Lamentamos decir que para la matriz B, la eliminacién gaussiana directa es un algoritmo
deficiente. Suponga que .0001 es aceptado como el primer pivote. Luego, 10 000 veces el
primer renglén se resta del segundo. El elemento inferior derecho se convierte en ~9999,
pero el redondeo hasta tres cifras proporcionarfa —10 000. Cualquier traza del elemento 1
desaparecerfa:

Eliminacién en B con 0.0001u +v =1 0.0001u +v =1
un pivote pequefio utv=2 —999%vy = —9998.
El redondeo produce —10 000v = —10 000, o bien v = 1. Esto es correcto hasta tres cifras

decimales. La sustitucién hacia atrds con el v = .9999 correcto proporciona u = 1:
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Resultado correcto  0.0001u + 0.9999 = 1, o bien, u = 1.

En vez de lo anterior, al aceptar v = 1, que es erréneo sélo en la cuarta cifra decimal, se
obtiene u = O:

Resultado errdénesc  0.0001u + 1 = 1, o bien, u = 0.

La u calculada es completamente errénea. B estd bien acondicionada pero la eliminacién
es violentamente inestable. L, D, y U estdn completamente fuera de escala con B:

B = 1 0] 10.0001 0 1 10000
10000 1 0 —9999] |0 1 ’

El pequefio pivote 0.0001 trajo insensibilidad, y el remedio es evidente: intercambiar
renglones.

Para B, el pivote 0.0001 podria compararse con el pivote posible 1 que estd abajo de él. Un
intercambio de renglones tendrfa lugar de inmediato. En términos matriciales, esta es una
multiplicacién por una matriz de permutacién P = [‘l’ (‘)] La nueva matriz C = PB tie-
ne buenos factores:

c=[ 1 1_[ v ot o]
0.0001 1] ~ |0.0001 1] [0 0.9999] |0

Los pivotes para C son 1 y 0.9999, mucho mejores que 0.0001 y —9999 para B.

La estrategia del pivoteo completo también busca en todas las dltimas columnas el pi-
vote més grande posible. No sélo podria ser necesario un intercambio de renglones, sino
también uno de columnas. (Esto es la posmultiplicacién, por una matriz de permutacién).
La dificultad al ser tan conservador es el gasto, y el pivoteo parcial es bastante adecuado.

Finalmente se ha llegado al algoritmo fundamental del dlgebra lineal numérica: la eli-
minacién con pivoteo parcial. Algunos refinamientos adicionales, como, ver si es nece-
sario reescalar todo un renglén o toda una columna siguen siendo posibles. Pero esencial-
mente, el lector sabe ahora lo que hace una computadora con un sistema de ecuaciones
lineales. En comparacién con esta descripcién “tedrica” —encontrar A™}, y multiplicar
A~ 'b— nuestra descripcién ha consumido bastante del tiempo (v paciencia) del lector.
Desearia que hubiese una forma mas facil de explicar c6mo x se encuentra realmente, aun-
que no creo que la haya.

Conjunto de problemas 1.7

1. Escriba los factores LDU = LDLT de A en la ecuacién (6) cuando n = 4. Encuentre €l
determinante como el producto de los pivotes en D.

2. Modifique a,; en la ecuacién (6) de a;y = 2 a ay; = 1, y encuentre los factores LDU
de esta nueva matriz tridiagonal.
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Ejercicios de repaso 65

3. Encuentre la matriz Ao de Spor § (4 = é) que aproxima

d*u

ftulo
I F(x), Cap

ﬂl—(O) = gﬂ(1) =0,
dx dx 1.1
sustituyendo estas condiciones a la frontera por u, = u; y ug = us. Compruebe que
su A, multiplicada por el vector constante (C, C, C, C, C) produce cero; Ap es sin-
gular. De manera semejante, si #(x) es una solucién del problema continuo, enton-
ces también lo es u(x) + C.

4. Escriba Ja ecuacién de la matriz de diferencias finitas de 3 por3(h = % ) para 1.2

d%u
—— ey =,

) u(0) = u(l) =0.

5. Conh = % y fx) = 47° sen 27, la ecuacién en diferencias (5)es

2 -1 0 Juy e 1
-1 2 -1 Uz = '4— 01.
0 -1 2 Us —1
Resuelva para u;, u,, 13 ¥ encuentre su error en comparacién con la solucién verdade-
rau=sen2mxenx =}, x= 5, yx= 3.

13

6. ;Cudl es el sistema de 5 por 5 que sustituye a (6) si las condiciones en la frontera se

cambian a u(0) = 1, u(1) = 0?
1.5
Los problemas 7 a 11 son sobre el error por redondeo y los intercambios de renglones. 16
7. Calcule H™! en dos formas para la matriz de Hilbert de 3 por 3
1

H =
1.7

1.8

L A e
Wl Bfes L3

[T S T

primero por cdlculo exacto y luego redondeando cada nimerc hasta tres cifras. Esta
matriz H estd mal acondicionada v los intercambios de renglones no son de utilidad.

8. Para la misma matriz H, compare los miembros derechos de Hx = b cuando las solu-
cionessonx = (1, 1, Dy x = (0, 6, —3.6).

9. Reswelva Hx = b = (1,0,...,0) para la matriz de Hilbert de 10 por 10 con hy =
(i + j - 1), usando cualquier cédigo de computadora para ecuaciones lineales. Lue- :
go, intercambie un elemento de b por .0001, y compare las soluciones. b 1.10

1.9

10. Compare los pivotes en eliminacién directa con los del pivoteo parcial para la signien-

te matriz.
A= [0.001 0 }

1 1000
1.11

(En realidad, éste es un ejemplo que requiere reescalamiento antes de la eliminacién.)

11. Explique por qué el pivoteo parcial produce multiplicadores £; en L que satisfacen [, : 112
= 1. {Puede proporcionar un ejemplo de 3 por 3 con todos los la;l = 1 cuyo dltimo
pivote sea 47 Este es el peor de los casos, ya que cada elemento es cuando mucho mul-
tiplicado por 2 cuando |¢,] < 1.

Ejercicios de repaso

a) Escriba las matrices de 3 por 3 con elementos
H
ay =i—j y bij::;-

b) Calcule los productos AB, BA y A%
Para las matrices
1o
=l i

1 2
2=[o 3
calcule ABYy BAyA™ vy B~ y (AB)™ L.
Encuentre ejemplos de matrices de 2 por 2 con g;, = % para las cuales

a) A? =1, by A~' = AT c) A=A,
Resuelva por eliminacién y sustitucién hacia atrds.
U +w =4 v+ w=0
u+v =3 y u +w =0
u+tv+w==6 u+v = 6,

Factorice las matrices precedentes en A = LU o bien PA = LU.

a) Hay 16 maitrices de 2 por 2 cuyos elementos son 1s y 0s. ;Cudntas son invertibles?

b) (;Mucho mds dificil!) Sial azar se escriben 1s y Os en los elementos de una ma-
triz de 10 por 10, ;qué es mds probable: que la matriz sea invertible o que sea
singular?

Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son 1s y —1s. ;Cudntas son invertibles?

;Como estan relacionados los renglones de EA con los renglones de A en los casos

siguientes?

1 00 111 0 0 1
E=10 2 0 obien,E=[O 0 0]0bien,E= 0 1 0}
4 0 1 1 00

Escriba un sistema de 2 por 2 que tenga una infinidad de soluciones.

Encuentre inversas, si existen, por inspeccién o por eliminacién de Gauss-Jordan:

1 01 210 1 1 -2
A=11 10 y A=11 2 1 y A= 1 -2 1.
0 1 1 0 1 2 -2 1 1

Si E es de 2 por 2 y suma la primera ecuacién a la segunda, ;cudles son las matrices

E?y F®y 8E?

(Falso o verdadero? Proporcione una explicacion si es verdadero y un contragjem-

plo si es falso:

1) SiA es invertible vy sus renglones aparecen en orden invertido en B, entonces B
es invertible.
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1.13

1.14

1.15

L.16

1.17

1.18

1.19

1.20

2) SiAy B son simétricas, entonces AB es simétrica.

3) SiAvy B soninvertibles, entonces BA es invertible.

4) Toda matriz no singular puede factorizarse en el producto A = LU de una trian-
gular inferior L y una triangular superior U.

Resuelva Ax = b resolviendo los sistemas triangulares Lc = by Ux = c:

1 0 0]12 2 4 0
A=LU=14 1 0|0 1 3|, b= |0
1 0 110 0 1 1

¢ Qué parte de A™! encontré con esa b particular?

De ser posible, encuentre matrices B de 3 por 3 tales que

a) BA = 24 paratoda A.

b) BA = 2B para toda A.

¢} BA tenga los renglones primero y dltimo de 4, invertidos.
d) BA tenga las columnas primera y dltima de A, invertidas.

Encuentre el valor de ¢ en la siguiente inversa de n por 7.

n ~1 -o~1 ¢ 1 1

. -1 n =1 1 1 ¢ - 1
A = = .

St ] ) R entonces A panrl IR

-1 -1 -1 n 1 1 1 ¢

;Para qué valores de k el sistema

kx + y=1
x +ky=1
no tiene solucidn, tiene una, solucién, o bien tiene una infinidad de soluciones?

Encuentre la factorizacién simétrica A = LDLT de
1 2 0
A=12 6 4 y A= [‘; ﬂ
0 4 11

Suponga que A es la matriz identidad de 4 por 4, excepto por un vector v en la co-
lumna 2:

I vy 0 O
=0v200
A=10 v 1 0
OUA,O].

a) Factorice A en LU, suponiendo v, ¥ 0.
b) Encuentre A™', que tiene la misma forma que A.

Resuelva por eliminacién, o demuestre que no hay solucién:

u+ v+ w=0 u+ v+ w=0
w+ 20+ 3w =0 y -+ v+3w=0
3u+5v+Tw =1 3u + Sv +Tw = 1.

i

i

Las matrices de permutacién de n por n constituyen un ejemplo importante de un
“grupo”. Si se multiplican, se sigue permaneciendo dentro del grupo: tienen inversas

1.21
1.22

1.23

1.24

1.25

1.26

1.27

1.28
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en el grupo; la identidad est4 en el grupo; y laley P(PoP3) = (P, P,)P; es verdade-

ra, ya que es verdadera para todas las matrices.

a) (Cuéntos miembros pertenecen a los grupos de las matrices de permutacién de 4
por 4 y de n por n?

b) Encuentre una potencia k de modo que todas las matrices de permutacién de 3
por 3 cumplan P* = .

Describa los renglones de DA y las columnas de AD si p = [g ‘5’]
a) SiA es invertible, ;cudl es la inversa de AT?
b) Si A también es simétrica, ;cudl es la traspuesta de A™1?

¢) Tlustre ambas férmulas cuando A == {f E

Experimente con n = 2 y n = 3, para encontrar

2 31" 2 31 J2 3]

o 0]’ o 1) o 1] -
Empiece con un primer plano ¢ + 2v — w = 6, para encontrar la ecuacién de lo si-
guiente:

a) El plano paralelo que pasa por el origen.
by Un segundo plano que también contenga los puntos (6,0, 0) y (2, 2, 0).
¢) Un tercer plano que se corte con los planos primero y segundo en el punto (4, 1, 0).

¢ Qué multiplo del renglén 2 se resta del renglén 3 en la eliminacién hacia adelante
de A?

1 0 Ot 2 O
A=12 1 0] ]0 1 5]
0 5 110 0 1

Cémo sabe el lector (sin multiplicar estos factores) que A es invertible, simétrica, y

tridiagonal? (Cudles son los pivotes?

a) (Cudl es el vector x que hace Ax = columna 1 de A + 2(columna 3), para una
matriz A de 3 por 37

b) Obtenga una matriz que cumpla columna 1 + 2(columna 3) = 0. Compruebe que
A es singular (menos de 3 pivotes), y explique por qué, éste debe ser el caso.

(Falso o verdadero? Proporcione un contraejemplo si es falso, y una explicacién si
es verdadero:

9]

2)
3)

Si L, U, = LU, (las matrices U son triangulares superiores con diagonal diferen-
te de cero, y las matrices L son triangulares inferiores con diagonal de 1s), enton-
ces L, = L, y U, = U,. La factorizacién LU, es {nica.

SiA?+ A = I entonces A”! = A + I,
Si todos los elementos en la diagonal de A son cero, entonces A es singular.

Al tanteo o con la eliminacién de Gauss-Jordan calcule

-1

1 0 o] 1 o o]™" 1 00
¢ 1 0], ¢ 10 , e 1t o0
m 0 1 m 0 1 0 m 1
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1.29 Escriba las matrices de 2 por 2, tales que
a) Invierten la direccién de cada vector.
b) Proyectan cada vector sobre el gje x.
¢) Hacen girar 90° a cada vector en sentido contrario al sentido de movimiento de
1as manecillas del reloj.
) Reflejan cada vector a 45° respecto a la recta x; = xp.

Capftulo

Espacios vectonales

2.1 ESPACIOS Y SUBESPACIOS VECTORIALES

La eliminacion puede simplificar, elemento por elemento, el sistema lineal Ax = b, Por for-
tuna, también simplifica la teorfa. Las preguntas bésicas de existencia y unicidad: jexiste
una solucién?, ;no existe ninguna solucién?, o bien, jexiste una infinidad de soluciones?
Todas estas preguntas podrén responderse mdés facilmente después de aplicar la elimina-
cién. Para tratar estas interrogantes se requiere una seccién mds, con la finalidad de encon-
trar todas las soluciones para un sistema de m por 7. Asi el ciclo de ideas estard completo.

Sin embargo, la eliminacién sélo produce un tipo de entendimiento sobre Ax = b.
Nuestro objetivo principal es lograr una comprensién distinta y mds profunda. Se trata del
corazén del dlgebra lineal.

Para la nocién de espacio vectorial, de inmediato se empieza con los espacios més im-
portantes, que se denotan por RY, R%, R®, . . . ; el espacio R” consta de todos los veciores co-
lumna con n componentes. (Se escribe R porque los componentes son nimeros reales). R? se
representa por el plano x-y de costumbre; las dos componentes del vector se convierten en las
coordenadas x v y del punto correspondiente. Las tres componentes de un vector en R® pro-
porcionan un punto en el espacio tridimensional. Bl espacio unidimensional R’ es una recta.

Lo importante para el dlgebra lineal es que la extensién a n dimensiones es directa. Pa-
ra un vector en R’ sélo se requieren siete componentes, incluso si es dificil visualizar la
geometria. En todos los espacios vectoriales son posibles dos operaciones:

Es posible sumar dos vectores cualesquiera, y todos los vectores pueden multipli-
carse por escalares.
En otras palabras, puede trabajarse con combinaciones lineales.

La suma obedece la ley conmutativa x + y = y -+ x; existe un “vector cero” que cumple
0 + x = x; y hay un vector “—x" que satisface —x + x = 0. Ocho propiedades (incluyen-
do las tres anteriores) son fundamentales: la lista completa se proporciona en el problema
5 al final de esta seccién. Un espacio vectorial real es un conjunio de vectores junto con
reglas para la suma vectorial y la multiplicacién por niimeros reales. La suma y la mul-
tiplicacién deben producir vectores en el espacio, y deben cumplir las ocho condiciones.
Normalmente, estos ocho vectores pertenecen a uno de los espacios R”; son vectores
columna normales. Si x = (1, 0, 0, 3), entonces las componentes de 2x (y también de x + x)
son 2, 0, 0, 6. La definicién formal permite que otros entes sean *“vectores”, en el supuesto
de que la adicién y la multiplicacién por escalares estén bien. Se proporcionan tres ejernplos:
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Ejemplo 1

1. El espacio dimensional infinito R”. Sus vectores tienen una infinidad de componen-
tes, como en x = (1,2, 1,2, .. .). Las leyes para x -+ y y cx permanecen sin cambio.

2. El espacio de las matrices de 3 por 2. {En este caso los “vectores™ son matrices! Es
posible sumar dos matrices, y A + B = B -+ A; existe una matriz cero, etc. Este espa-
cio es casi el mismo que R®. (Las seis componentes estén dispuestas en un rectangu-
lo, en vez de en una columna.) Cualquier eleccién de m y n proporcionaria, como
ejemplo semejante, el espacio vectorial de todas las matrices de m por n.

3. El espacio de las funciones f(x). Aquf se admiten todas las funciones fque estén de-
finidas en un intervalo fijo, por ejemplo 0 =< x =< 1. El espacio incluye a f(x) = 2,
g(x) = senx, susuma (f + g)(x) = 2 + sen x, y todos los mltiplos como 3x%y —sen
x. Los vectores son funciones, y la dimensién es de alguna manera un infinito mdas
grande que para R”.

En los ejercicios se proporcionan otros ejemplos, pero los espacios vectoriales que mds
requerimos, estin en otra parte: se encueniran dentro de los espacios estdndares R”. De-
seamos describirlos y explicar por qué son importantes. Geométricamente, piense en el es-
pacio tridimensional de costumbre R? y elija cualquier plano que pase por el origen. Ese
plano es un espacio vectorial por derecho propie. Siun vector en el plano se multiplica por
3, o por —3, se obtiene un vector en el mismo plano. Si se suman dos vectores en el plano,
su suma permanece en el plano. Este plano-que pasa por (0, 0, 0) ilustra uno de los concep-
tos mas importantes en el 4lgebra lineal; se trata de un subespacio del espacio original R,

DEFINICION Un subespacio de un espacio vectorial es un conjunto no vacio que satisfa-
ce los requisitos de un espacio vectorial: las combinaciones lineales permanecen en el

subespacio.
i) Sise suman dos vectores cualesquiera en el subespacio, x +'y estd én el subespacio.
ii) Si cualquier vector x en el subespacio se multiplica por cualquier escalar ¢, cxestd.en
el subespacio.

Observe cémo se recalca la palabra espacio. Un subespacio es un subconjunto “cerra-
do” bajo la suma y la multiplicacién por un escalar. Estas operaciones cumplen las reglas
del espacio huésped, ya que se sigue estando dentro del subespacio. Las ocho propieda-
des requeridas siguen cumpliéndose en el espacio mas grande, por lo que se cumplen au-
tomAticamente en todo subespacio. Observe en particular que el vector cero pertenece a
todo subespacio. Este hecho se debe a la regla ii): el escalar se escoge como ¢ = 0.

Fl subespacio més pequefio Z contiene s6lo un vector: el vector cero. Se trata de un
“espacio con dimensién cero”, que sélo contiene el punto en el origen. Las reglas ) y ii) se
cumplen, ya que la suma 0 + O estd en este espacio con un punto, as{ como todos los mul-
tiplicadores c0. Este es el espacio vectorial mds pequerio posible: el espacio vacio no estd
permitido. En el otro extremo, el subespacio mds grande es todo el espacio original. Si el
espacio original es R3, entonces es facil describir los subespacios posibles: R? mismo, cual-
quier plano que pase por el origen, cualquier recta que pase por el origen, o sGlo el origen
(el vector cero).

La diferencia entre un subconjunto y un subespacio se aclarard mediante ejemplos. En
cada caso, es posible sumar vectores, y multiplicar por escalares sin salir del espacio?

Considere todos los vectores en R? cuyas componentes son positivas ¢ Cero. Este subcon-
junto es el primer cuadrante del plano x-y; las coordenadas satisfacen x =0y y = 0. No es
un subespacio, aunque contiene al cero, y la adicién permanece dentro del subconjunto. Se
viola la regla ii), ya que si el escalar es —1 y el vector es [1 1], entonces el maltiplo
cx = [—1 —1] esté en el tercer cuadrante, no en el primero.

Ejemplo 2
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Si se incluye el tercer cuadrante junto con el primero, la multiplicacién por un escalar
est4 bien. Todo miltiplo cx permanece en este subconjunto. No obstante, ahora se viola la
regla i), ya que al sumar [1 2] + [—2 —1] se obtiene [—1 1], que no esté en ninguno de los
cuadrantes mencionados. El menor subespacio que contiene al primer cuadrante es todo el
espacio R2.

Empiece por considerar el espacio vectorial de todas las matrices de 3 por 3. Un subespa-
cio posible es el conjunto de las matrices triangulares inferiores. Otro es el conjunto de las
matrices simétricas. A + By cA son triangulares inferiores si A y B son triangulares infe-

riores, y son simétricas si A y B son simétricas. Por supuesto, la matriz cero, estd en ambos
subespacios.

El espacio columna de 4

A continuacién se proporcionan los ejemplos clave: el espacio columna y el espacio nu-
Io de una matriz A. El espacio columna contiene a todas las combinaciones lineales de
las columnas de A. Es un subespacio de R™. Se ilustra con un sistema de m = 3 ecuacio-
nes en n = 2 incégnitas:

1 0 b
La combinacién de las columnas es igual a b 5 4 {u} = b; . (1)
2 4| LY bs

Con m > n se tienen més ecuaciones que incégnitas; en cuyo caso normalmente no hay so-
lucidn. El sisterna s6lo es resoluble para un subconjunto muy “delgado” de todas las bs po-

sibles. Una forma para describir este subconjunto delgado, es tan simple que es facil
ignorarla.

Esta descripeidn sdlo implica un replanteamiento de Ax = b por columnas:

1 0 by
Combinacién de columnas « |5| +v |4] = |by|. @
2 4 b3

Fstas son las mismas tres ecuaciones en dos inc6gnitas. Ahora el problema es: encontrar nid-
meros u y v que multiplican a las columnas primera y segunda para producir . El sistema es
resoluble exactamente cuando estos coeficientes existen, y el vector (i, v) es la solucién x.

Se est4 afirmando que los miembros derechos obtenibles b son rodas las combinaciones
de las columnas de A. Un miembro derecho posible es la columna en sf; los pesos son u = 1
y v = 0. Otra posibilidad es la segunda columna: ¥ = 0 y v = 1. Otra tercera posibilidad es
el miembro derecho b = 0. Conu = 0y v = 0, el vector b = Q siempre puede obtenerse.

Es posible describir todas las combinaciones de las dos columnas geométricamente;
Ax = b puede resolverse si 'y sélo si b estd en el plano generado por los dos vectores co-
lumna (véase 1a figura 2.1). Este es el conjunto delgado de bs obtenibles. Si b estd fuera del
plano, entonces no es una combinacién de las dos columnas. En ese caso Ax = b no tiene
solucién.

Lo importante es que este plano no sélo es un subconjunto de R?; es un subespacio.
Se trata del espacio columna de A, que consta de todas las combinaciones lineales de las
columnas. Se denota por C(A). Es facil comprobar los requerimientos i) y ii) para un subes-
pacio de R™
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perpendicular
al plano

columna 1 =

DN Ot e

espacio columna

Figura 2.1 El espacio columna C(A), un plano en el espacio tridimensional.

i) Suponga que by b’ estin en el espacio columna, de modo que Ax = b para alguna x
v Ax' = b’ para alguna x’. Luego, A(x + x') = b + &', de modo que b + b’ también
es una combinacién de las columnas. El espacio columna de todos los vectores obte-
nibles & es cerrado bajo la suma. ‘

i) Sib estd en el espacio columna C(A), también lo estd cualquier miltiplo cb. Si algu-
na combinacién de columnas produce b (por ejerplo Ax = b), entonces al multiplicar
esa combinacidn por ¢ produce cb. En otras palabras, A(cx) = cb.

Para otra matriz A, las dimensiones de la figura 2.1 pueden ser muy distintas. El espa-
cio columna més pequefio posible (con sélo un vector) proviene de la matriz cero A = 0.
La tinica combinacién de las columnas es » = 0. En el otro extremo, suponga que 4 es la
matriz identidad de 5 por 5. Entonces C(J) es todo R7; las cinco columnas de / pueden com-
binarse para producir cualquier vector pentadimensional b. Esto no es en absoluto especial
de la matriz identidad. Cualquier matriz de 5 por 5 que sea no singular tiene como espa-
cio columna tode R>. Para una matriz asi, Ax = b puede resolverse por eliminacion gaus-
siana; hay cinco pivotes. En consecuencia, todo b estd en C(A) para una matriz no singnlar.

Ahora puede darse cuenta de cémo el capitulo 1 estd contenido en este capitulo. En
aquél se estudiaron matrices de n por n cuyo espacio columna es R”. Ahora se permiten
matrices singulares, y matrices rectangulares de cualquier forma. As{, C(A) puede estar en
alguna parte entre el espacio cero y todo el espacio R™. Junto con este espacio perpendicu-
lar, constituye uno de nuestros dos métodos para comprender Ax = b.

El espacio nulo de A

El segundo método para tratar Ax = b es “dual” al primero. No sdlo se tiene interés en
los miembros derechos obtenibles b, sino también en las soluciones x que los obtienen.
El miembro derecho b = 0 siempre permite la solucién x = 0, aunque puede haber una
infinidad de otras soluciones. (Siempre hay, en caso de que haya mds incdgnitas que
ecuaciones, n > m). Las seluciones de Ax = § constituyen un espacio vectorial: el es-
pacio nulo de A.

2.1 Espacios y subespacios vectoriales 73

Se cumple el requerimiento i): Si Ax = 0 y Ax” = 0, entonces A(x + x") = 0. El requeri-
miento ii} también se cumple: Si Ax = 0 entonces A(cx) = 0. jAmbos requerimientos fa-
llan si el miembro derecho no es cero! Sélo las soluciones de una ecuacién homogénea
(6 = 0) constituyen un subespacio. Es facil encontrar el espacio nulo para el ejemplo que
acaba de proporcionarse; es lo més pequefio posible:

1 0 0
5 4 H = |o|.
2 4|l 0
La primera ecuacién proporciona u = 0, y entonces la segunda ecuacidn obliga a que v =
0. El espacio nulo s6lo contiene al vector (0, 0). Esta matriz tiene *“columnas independien-
tes”, un concepto clave que se presentard en breve.

La situacién cambia cuando una tercera columna es una combinacién de las dos pri-
meras:

1 0 1
Espacio nulo mas grande B = |5 4 9|
2 4 6

B tiene el mismo espacio columna que A. La nueva columna est4 en el plano de la figura
2.1; es la suma de los dos vectores columna con los que se empezd. Sin embargo, el espa-
cio nulo de B contiene al vector (1, 1, —1), por lo que automadticamente contiene a cual-
quier muiltiplo (c, ¢, —¢):
1 0 1 c 0
El espacio nulo es una recta 5 4 9 cy = |0].
2 4 6| |~c 0

El espacio nulo de B es la recta que contiene a todos los puntos x = ¢,y = ¢,z = —c. (La
recta pasa por el origen, como debe hacer cualquier subespacio). Lo que se desea es poder
encontrar, para cualquier sisterma Ax = b, y encontrar C{A) y N(A): todos 1os miembros de-
rechos obtenibles b, y todas las soluciones de Ax = 0.

Los vectores b, estén en el espacio columna y los vectores x estdn en el espacio nulo.
Se calculardn las dimensiones de estos espacios, y un conjunto idéneo de vectores para ge-
nerarlos. Esperamos terminar comprendiendo todos los cuatro subespacios que estén estre-
chamente relacionados entre s{ y con A: el espacio columna de A, el espacio nulo de 4, y
sus dos espacios perpendiculares.

Conjunto de problemas 2.1

1. Construya un subconjunto del plano x-y R? que sea
a) cerrado bajo la suma y resta, pero no bajo la multiplicacién por un escalar.
b} cerrado bajo la multiplicacién por un escalar, pero no bajo la suma vectorial.
Sugerencia: Empiece con u y v; sume y reste para el inciso a). Intente cu y cv para el
inciso b).

2. ;Cudles de los siguientes subconjuntos de R? son realmente subespacios?
a) El plano de vectores (&, by, b3) cuya primera componente es b; = 0.
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b) El plano de vectores b con by = 1.

¢) Los vectores b con byby = O (esta es la unién de dos subespacios, el plano
b, = 0y el plano b; = 0).

d) Todas las combinaciones de dos vectores dados (1, 1,0) y (2, 0, 1).

e) El plano de vectores (b, b,, b;) que satisface by — by + 3b; = 0.

Describa el espacio columna, y el espacio nulo de las matrices

_[r -1 _fo o 3 _fo oo
S A I A

0 0 O

¢Cudl es el menor subespacio de matrices de 3 por 3 que contiene a todas las matrices
simétricas, y a todas las matrices triangulares inferiores? ;Cudl es el mayor subespa-
cio que est4 contenido en cada uno de estos dos subespacios?

Se requiere que la suma y la multiplicacién por un escalar cumplan las ocho siguien-
tes condiciones:

a) Suponga que la adicién en R? suma un 1 extra a cada componente, de modo que
(3, 1) + (5.0) es igual a (9, 2) en vez de (8, 1). Si la multiplicacién por un escalar
permanece sin cambio, ;qué reglas se rompen?

b) Demuestre que el conjunto de todos los nitmeros reales positivos conx + y y ¢x
vueltos a definir como de costumbre, ignal a xy y x°, es un espacio vectorial. ;Cudl
es el “vector cero”?

¢) Suponga que (x;, x,) + (yy, ¥») se define como (x; + ya, x5 + y). Con cx = (cxy,
¢x,) de costumbre, ;cudles de las ocho condiciones no se cumplen?

Sea P el plano en tres dimensiones con ecuacién x + 2y + z = 6. ;Cudl es la ecua-
cién giel plano P, que pasa por el origen y es paralelo a P? ;P y Py, son subespacios
de R*?

(Cuéles de los siguientes son subespacios de R™?

a) Todas las sucesiones como (1, 0, 1, 0, . . . ) que incluyen una infinidad de ceros.
by Todas las sucesiones (x;, x,, . . .) con x; = O a partir de un punto.

¢} Todas las sucesiones decrecientes: x,..; = x; para cada j.

d) Todas las sucesiones convergentes: la x; tiene lfmite cuando j — oo.

e) Todas las progresiones aritméticas: X1 — X; es la misma para toda J.

/) Todas las progresiones geométricas (x,, kx; k%x;, . .. ) permitiendo toda k y x;.

(Cudles de las siguientes descripciones con correctas? Las soluciones x de

Xy
1o _Jo
Ax”[l 0 2} 2 'H
X3

10.

11.

i2.

13.

14.

15.

16.

17.

i8.

AL COMNORPDINM DEL URUGUAY
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constitupgns Lyl ith & » - ooln URUGUAY
a) Un plaIlO. [REN S R N T § VO L TP LS FLY
b) Una recta.
¢) Un punto.

d) Un subespacio.
e) El espacio nulo de A.
5 El espacio columna de A.

Demuestre que el conjunto de matrices no singulares de 2 por 2 no es un espacio vec-
torial. También demuestre que el conjunto de matrices singulares de 2 por 2 no es un
espacio vectorial.

La matriz A = [% :% es un “vector” en el espacio M de todas las matrices de 2

por 2. Escriba el vector cero en este espacio, el vector %A y el vector —4. ;Qué ma-
trices estdn en el menor subespacio que contiene a A?

a) Describa un subespacio de M que contenga a A = [é 8] peroncaB = [g _?].
b) 8i un subespacio de M contiene a A y a B, ;debe contener a I?

¢) Describa un subespacio de M que contenga matrices diagonales diferentes de cero.

Las funciones f(x) = x% y g(x) = 5x son “vectores” en el espacio vectorial F de todas
las funciones reales. La combinacién 3f(x) — 4g(x) es la funcidn A (x) = . ¢Cudl
regla se rompe si al multiplicar f(x) por ¢ se obtiene la funcién f(cx)?

Si la suma de los “vectores” f(x) v g (x) en F se define como f(g(x)), entonces el “vec-
tor cero” es g{x) = x. Considere la multiplicacién por un escalar de costumbre ¢f (x),
y encuentre dos reglas que no se cumplen.

Describa el menor subespacio del espacio vectorial M de las matrices de 2 por 2 que

contiene
1 0 0 1 1 0 1 0
ofoo v ool o lod v i

oo o] @ fo oo o il

Sea P el plano en R® con ecuacién x + y — 2z = 4. {El origen (0, 0, 0) no estd en P!
Encuentre dos vectores en P, v compruebe que su suma no estd en P.

P, es el plano que pasa por (0, 0, 0) y es paralelo al plano P del problema 15. ;Cudl es
la ecuacién de Py? Encuentre dos vectores en Py, y compruebe que su suma estd en Pp.

Los cuatro tipos de subespacios de R son planos, rectas, R® mismo, o Z que s6lo con-
tiene a (0, 0, 0).

@) Describa los tres tipos de subespacios de R

b) Describa los cinco tipos de subespacios de R*.

a) La interseccién de dos planos que pasan por (0, 0, 0) probablemente es una s
aunque puede ser un . {No puede ser el vector cero Z!

) La interseccién de un plano que pasa por (0, 0, 0) con una recta que pasa por (0, 0,
0) probablemente esun ____, aunque puede serun _.

¢) Si 8 y T son subespacios de B3, su interseccién 8 M T (vectores en ambos subes-
pacios) es un subespacio de R>. Compruebe los requerimientos sobre x + y y cx.
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19. Suponga que P es un plano que pasa por (0, 0, 0) y que L es una recta que pasa por
(0, 0, 0). El menor espacio vectorial que contiene tanto 2 P como a L es o

20. (Falso o verdadero? para Wi = todas las matrices de 3 por 3 (compruebe la suma uti-
lizando un ejemplo).
a) Las matrices simétricas sesgadas en M (con AT = —A) constituyen un subespacio.
b) Las matrices simétricas en M (con AT # A) constituyen un subespacio.
¢) Las matrices que tienen a (1, 1, 1) en su espacio nulo constituyen un subespacio.

Los problemas 21 a 30 son sobre espacios columuna C{4), y la ecuacién Ax = b.

21. Describa los espacios columna (rectas o planos) de estas matrices particulares:

1 27 10 1 0
A=10 0| y B=10 2| y C=12 Ol
0 0 100 0 0

22. ;Para qué miembros derechos (encuentre una condicién sobre by, by, b3) los siguien-
tes sistemas son resolubles?

1 4 2] [x by ] L4 1

=2 8 4| |xn|=|bk|. b |2 9[;]-192

-1 —4 =2} |x bs | -1 —4| 72 bs
23. Al sumar el rengién 1 de A al renglén 2 se obtiene B. Al sumar la columna 1 a la co-
lumna 2 se obtiene C. Una combinacién de las columnas de también es una com-
binacién de las columnas de A. De las siguientes matrices, ;cudles tienen la misma

columna ?

12 _[r 2] _J1 3
A=[2 4} Y B"{s 6 Y € [2 6}‘

24. ;Para qué vectores (by, b,, bs) los siguientes sistemas tienen una solucién?

1 1 11 [ by 11 1] Ix by
0o 1 1 X2 = bz Y 0 1 1 X2 = bz .
0 0 1 X3 b3 _O 0 0 X3 b3

25. (Recomendado) Si a una matriz A se surna una columna extra b, entonces el espacio co-
lumna se vuelve mds grande, a menos que . Proporcione un ejemplo en el que el
espacio columna se vuelva més grande, y un ejemplo en que no lo haga. jPor qué
Ax = b es resoluble exactamente cuando el espacio colurmna no se vuelve méas grande
al incluir a b7

26. Las columnas de A B son una combinacién de las columnas de A. Esto significa: £l
espacio columna de A B estd contenido en (y quizé es igual a) el espacio columna de
A. Proporcione un'ejemplo en el que los espacios columna de A y AB no sean iguales.

27. SiA es cualquier matriz invertible de 8 por 8, entonces su espacio columna es .
Por qué?

28. ;Falso o verdadero? (proporcione un contracjemplo si es falso).
@) Los vectores b que no estdn en el espacio columna C(A) constituyen un subespacio.
b) Si C{A) contiene sélo al vector cero, entonces A es la matriz cero.

¢) El espacio columna de 24 es igual al espacio columna de A.
d) El espacio columna de A — [ es igual al espacio columna de A.
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29. Construya una matriz de 3 por 3 cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 0) ya(l,Q,
1) peronoa (1, 1, 1). Construya una matriz de 3 por 3 cuyo espacio columna sea sé-
1o una recta.

30. Sielsistema de 9 por 12 Ax = b es resoluble para toda b, entonces C(A) =

31. ¢Por qué R? no es un subespacio de R*?

2.2 COMO RESOLVERAx =0YAx = h

El capitulo 1 se centrd en matrices invertibles cuadradas. Habia una solucién de Ax = b,
que era x = A”'b. Esta solucién se encontré por eliminacién (v no calculando A™%). Una
matriz rectangular trae nuevas posibilidades: U puede no tener un conjunto completo de pi-
votes. Esta seccién aborda el tema de ir de U a una forma reducida R: la matriz mds sim-
ple que puede obtenerse con eliminacién. R revela de inmediato todas las soluciones.

Para una matriz invertible, el espacio nulo sélo contiene a x = 0 (multiplicado Ax = 0
por A™1). El espacio columna es todo el espacio (Ax = b no tiene solucién para toda b). Las
nuevas preguntas surgen cuando el espacio nulo contiene mds que al vector cero y/o el es-
pacio columna contiene menos que todos los vectores:

1. Cualquier vector x, en el espacio nulo puede sumarse a una solucién particular x,,. Las
soluciones de todas las ecuaciones lineales tienen esta forma: x = x, + x,:

Solucién completa Ax, = b, y Ax = 0 producen A(x, + x,,) = b.

2. Cuando el espacio columma no contiene a toda & en R™, se requieren las condiciones
sobre b para hacer resoluble a Ax = b.

Un ejemplo de 3 por 4 es un tamaifio aceptable. Se escribirdn todas las soluciones de
Ax = 0. Se enconirardn las condiciones para que b esté en el espacio columna (de modo
que Ax = b sea resoluble). El sistema de 1 por 1 Ox = b, con una ecuacién y una incégni-
ta, presenta dos posibilidades:

Ox = b no tiene soluciones a menos que b = 0. El espacio columna de la matriz cero de
1 por 1 sélocontienea b = 0,

Ox = 0 tiene una infinidad de soluciones. El espacio nulo contiene a toda x. Una solu-
cién particular es x,, = 0, y la solucién completa es x = x, + x, = 0 + (cualquier x).

Admito que es sencillo. 8i se pasa a una matriz de 2 por 2, la cuestién se vuelve mds inte-

11

resante. La matriz { 2 2

] no es invertible: y + z = b; y 2y + 2z = b, suele no tener

solucién.

No hay solucidn a menos que b, = 2b,. El espacio columna de A sélo contiene bs
que son muiltiplos de (1, 2).

Cuando by = 2b,, hay una infinidad de soluciones. Una solucién particular de
y+z=2y2y+ 2z=4esx, = (1, 1). El espacio nulo de A en la figura 2.2 con-
tiene a (—1, 1) y a todos sus miltiplos x,, = (—c, ¢):

Solucién y+ oz =2 lto o = 1 +e -1 _jl-e
completa 2y +27 =4 OO ISSUSHOPOL X, TE =y 1 1+c|
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espacio nuloI Az :—-‘0\ \

1 1}y 212
Figura 2.2 Las rectas paralelas de soluciones de Ax, =0y {2 2] i‘ z} {4] .

Forma escalonada U y forma reducida por renglones B

Se empieza por simplificar la matriz de 3 por 4, primero a Uy luego a R:

El pivote a;; = 1 es diferente de cero. Las operaciones eiementalgs Fle costumbre pf;)((i:g—
cen ceros en la primera columna abajo de este pivote. Las malas noticias aparecen en
lumna 2:

\:1} = solucidn particular mas corta Zp
1

m — solucién particular MATLAB A b
Y

i

1 3 3 2
complo basico A= | 2 6 9 T}
Ejemplo 1 3 3 4

1 3 3 2
En la columna 2 no hay pivote A— (()) g f; Zé

El candidato a segundo pivote se volvié cero: esto es inac.eptable. Apa;o de esle cero EZ be\;ié
ca un elemento diferente de cero, intentando realizar un intercambio de reng ?n?.  este
caso el elemento en cuestion también es cero. Si A fuese Fuadrada, lo antepor ing 1(;11’11: Hcllas
12 matriz es singular. Con una rmatriz singular, de cualquier forma es de esp;rara;}; > m'en:
y no hay ninguna razén para detenerse. Todo lo que puede hacerse €s proge er o cfe ilen
te columna, donde el elemento pivote s 3. Al restar dos veces el segundo renglo

cero, se llega a U:

1 3 3 2
i lonada U v=10 0 3 3|
Matriz esca 6 0 0 0

Hablando estrictamente, se procede a la caarta columna. En la tercera.posxclon plv?te hzaiya
un cero, y no puede hacerse nada. U es triangular superior, pero sus pwo:es n? e:stan;de;1 N
diagonal principal. Los clementos diferentes de cero de {J muestran un “patron fasfci‘ e
do”, o forma escalonada. Para el caso de 5 por 8§ en la figura 2.3, los elementos indicado!
con un asterisco pueden O nO ST CEro.

W

Esta forma escalonada U, siempre puede obtenerse, con cero abajo de los pivotes:

Los pivotes son los primeros elementos diferentes de cero en sus re.nglgr/xes.

Abajo de cada pivote hay una columna de ceros, obtiamda por ehnunacxon& .
Cada pivote estd a la derecha del pivote en el renglc')n de arriba. Esto produc p
trén escalonado, y los renglones cero aparecen al dltimo.
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Figura 2.3 Flementos de una matriz escalonada U/ de 5 por 8 y su forma reducida R.

Debido a que se empezé con A y se termind con U, seguramente el lector pregunta-
rd: ;Se tiene A = LU como antes? No hay razén para lo contrario, ya que los pasos de eli-
minacién no cambiaron. Cada paso sigue restando un miltiplo de un renglén de un renglén
abajo de él. El inverso de cada paso, suma el miltiplo que fue restado. Estos inversos vie-
nen en el orden correcto para colocar los muitiplicadores directamente en L:

1 0 0O
Triangular inferior [ = [ 2 1 0] y A=LU.
-1 2 1

Observe que L es cuadrada. Tiene el mismo ndmero de renglones que Ay U.

La tinica operacién que no es necesaria en nuestro ejemplo, aunque si es necesaria en
términos generales, es el intercambio de renglones por una matriz permutacién P. Debido
a que cuando no hay pivotes disponibles se prosigue con la siguiente columna, no es nece-

sario suponer que A es no singular. A continuacién se proporciona PA = LU para todas las
matrices:

Ahora viene R. Es posible avanzar més que hasta U, con la finalidad de hacer ain
més sencilla a la matriz. El segundo renglén se divide entre su pivote 3, de modo que fo-
dos los pivotes son 1. Luego, el renglén pivote se utiliza para obtener cero arriba del pi-
vote. Esta vez, se resta un renglén de un rengldn mds arriba. El resultado final (la mejor
forma que puede obtenerse) es la forma escalonada por renglones R:

1 3 3 2 1 3 3 2 1 3 6 -1
6 0 3 3Z — 0011 — |6 0 1 1| =R
0 0 0 O 0 0 0 O O 6 ¢ 0

La matriz R es el resultado final de la eliminacién sobre A. MATLAB usa el comando R =
rref(A). jPor supuesto, rref(R) proporciona nuevamente R!

{Cudl es la forma reducida por renglones de una matriz invertible cuadrada? En este
caso R es la matriz identidad. Hay un conjunto completo de pivotes, todos iguales a 1, con
ceros arriba y abajo. Asi, rref(A) = [ cuando A es invertible.

Para una matriz de 5 por 8 con cuatro pivotes, en la figura 2.3 se muestra la forma re-
ducida R. Sigue conteniendo una matriz identidad en los cuatro renglones pivete, y en

las cuatro columnas pivote. A partir de R répidamente se encuentra el espacio nulo de A.
Rx = 0 tiene las mismas soluciones que Ux = 0 y Ax = 0.
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Variables pivote y variables libres

Nuestra meta es leer todas las soluciones de Rx = 0. Los pivotes son cruciales:

u

Espacio nulo de R 1 3 06 -1 v 0
(las columnas pivote Rx=10 0 1 1,4 =)0}
estdn en negritas) o 00 O y 0

Las incognitas «, v, w, y s¢ presentan por grupos. Un grupo contiene las variables pivote,
las que corresponden a las columnas con pivotes. Las colurnnas primera y tercera contie-
nen a los pivotes, de modo que # y w son las variables pivote. El otro grupo esté integra-
do por las variables libres, que corresponden a las columnas sin pivotes. Fstas son las
columnas segunda y cuarta, por lo que las variables libres son v y .

Para encontrar la solucién més general de Rx = 0 (o, de manera equivalente, de Ax =
0), es posible asignar valores arbitrarios a las variables libres. Suponga que estos valores se
denominan simplemente v y y. Las variables pivote estdn determinadas completamente en
términos de v y y:

u+3v—-y=0  produce u=—-3v-+y

R =
*=0 w+y=0  produce w = -y )

Hay un “doble infinito” de soluciones, con v y y libres e independientes. La solucién com-
pleta es una combinacién de dos soluciones especiales:

El espacio nulo contiene a *3vv+ Y

-3
tedas las combinaciones de x = =v (1) g @
0

las soluciones especiales —’;’, 1

Por favor, observe nuevamente esta solucién completa de Rx = 0 y Ax = 0. La solucién
especial (—3, 1, 0, 0) tiene a las variables libres v = 1, y y = 0. Las variables libres de la
otra solucién especial (1,0, —1, 1) son v = 0, y y = 1. Todas las soluciones son combina-
ciones lineales de estas dos soluciones. La mejor forma de encontrar todas las soluciones
de Ax = Q es a partir de las soluciones especiales:

1. Después de liegar a Rx = 0, identificar las variables pivote, y las variables libres.

2. Asignar a una variable libre el valor 1, igualar a cero las demds variables libres, y re-
solver Rx = 0 para las variables pivote. Esta x es una solucién especial.

3. Cada variable libre produce su propia “solucién especial” por el paso 2. Las combina-~
ciones de las soluciones especiales constituyen el espacio nulo: todas las soluciones
de Ax = 0.

Dentro del espacio tetradimensional de todos los vectores posibles x, las soluciones de
Ax = 0 constituyen un subespacio bidimensional: el espacio nulo de A. En el ejemplo,
N(A) es generado por los vectores especiales (—3,1,0,0) v (1,0, —1,1). Las combinacio-
nes de estos dos vectores producen todo el espacio nulo.

Aqui hay un pequefio truco. Las soluciones especiales son especialmente faciles a
partir de R. Los néimeros 3 y 0y —1y 1 estdn en las “columnas no pivoie” de R. Para
encontrar las variables pivote (no las libres), invierta sus signos en las soluciones es-
peciales. Escribiré las dos soluciones especiales de la ecuacién (2) en una matriz N, de
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espacio nulo, para que el lector vea el patrén claro:

-3 1! noeslibre
Matriz del espacio nulo N = 1 0| eslibre
(las columnas son soluciones especiales) - 0 —1! noeslbre

0 11 eslibre

Los valores de las variables libres son 1 y 0. Cuando las columnas libres se movieron al
miembro derecho de la ecuacién (2), sus coeficientes de 3y Oy —1 y 1 cambiaron de sig-
no. Esto determing las variables pivote en las soluciones especiales (las columnas de N).

Este es el momento de reconocer un teorema extremadamente importante. Suponga
que una matriz tiene mds columnas que renglones, n > m. Debido a que m renglones pue-
den aceptar cuando mucho a m pivotes, por lo menos debe haber n — m variables libres.
Hay atin mds variables libres si algunos renglones de R se reducen a cero; pero no impor-
ta el caso: por lo menos una variable debe ser libre. A esta variable libre puede asignarse
cualquier valor, lo cual lieva a la siguiente conclusion:

Debe haber una infinidad de soluciones, ya que cualquier multiplo cx tambi€n satisfa-
ce A(cx) = 0. El espacio nulo contiene a la recta que pasa por x. Y si hay variables libres
adicionales, el espacio nulo se convierte en mds que justo una recta en el espacio n-dimen-
sional, El espacio nulo tiene la misma “dimensién” que el niimero de variables libres, y
las soluciones especiales.

La idea central: la dimensidn de un subespacio, se precisard en la siguiente seccion.
Para el espacio nulo se cuentan las variables libres. jPara el espacio columna se cuentan las
variables pivote!

Comoresolver Ax = b, Ux =cyRx =d

Elcaso b # O es bastante distinto al caso b = 0. Las operaciones en los renglones sobre A
también deben actuar sobre el miembro derecho (en b). Se empieza con las letras (by, b,
b3) para encontrar la condicién de solubilidad para que b esté en el espacio columna. Lue-
go se escoge b = (1, 5, 5) y se encuentran todas las soluciones x.

Para el ejemplo original Ax = b = (b}, by, b3), a ambos lados se aplican las operacio-
nes que llevaron de A a U. El resultado es un sistema triangular superior Ux = ¢:

1 3 3 2 ij by
Ux = ¢ 0 0 3 3 w = by — 2by . 3
0 0 0 O y by — 2by + 5by

El vector ¢ en el miembro derecho, que aparecia después de los pasos de eliminacién ha-
cia adelante, es justo L™'b, como en el capitulo previo. Ahora se inicia con Ux = c.

No resulta evidente que estas ecuaciones tengan una solucién. La tercera ecuacion pre-
senta serias dudas, ya que su miembro izquierdo es cero. Las ecuaciones son inconsisten-
tes a menos que by —2b, + 5b, = 0. Aunque haya més incognitas que ecuaciones, puede
1o haber solucién. Conocemos otra forma para contestar la misma pregunta: Ax = b pue-
de resolverse si y s6lo si b estd en el espacio columna de A. Este subespacio proviene de
las cuatro columnas de A (jno de U!):
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Las columnas de 4 1 3 3 2
“oeneran’ el 24, 61, 91, 71.
espacio columna -1 -3 3 4

Aunque hay cuatro vectores, sus combinaciones sélo llenan un plano en el espacio tridimen-
sional. La columna 2 es tres veces la columna 1. La cuarta columna es igual a la tercera me-
nos la primera. Estas columnas dependientes, la segunda y la cuarta, son exactamente las
que carecen de pivotes.

El espacio columna C(A) puede describirse en dos formas distintas. Por una parte, es
el plano generado por las columnas 1y 3. Las otras columnas estdn en ese plano, y o con-
tribuyen con nada nuevo. De manera equivalente, es el planc de todos los vectores b que
cumplen by — 2b, + 5b, = 0; esta es la restriccién si el sistema ha de ser resoluble. ;To-
da columna satisface esta restriccion, de modo que estd forzada sobre b! Geométrica-
mente, se verd que el vector (5, —2, 1) es perpendicular a cada columna.

Si b pertenece al espacio columna, las soluciones de Ax = b son féciles de encontrar.
La dltima ecuacién en Ux = ¢ es 0 = 0. A las variables libres v y y, es posible asignarles
valores cualesquiera, como antes. Las variables pivote u y w siguen determindndose por
sustitucién hacia atrds. Para un ejemplo especifico con by — 2b, + 5b; = 0, se escoge
b=(1,5,5)

13325 1
Ax = b 2 6 9 7| =15
-1 -3 3 4] |7 5

La eliminacién bacia adelante produce U a la izquierda y ¢ a la derecha:

1332‘; 1
Ux = ¢ 003 3 |" =3
000 of |7 0

La tltima ecuacién es 0 = 0, como era de esperarse. La sustitucién hacia atrds proporciona

3w+3y =3 ] w= 1-y
u+3v+3w+2y=1 o u = —2—3v +y.

De nuevo, hay una infinidad de soluciones: v y y son libres; u y w no lo son:

U -2 -3 1
_fvl _1 0 1 0

x=1,0 = 1 + v 0 +y 1l 4y
y 0 0 1

Lo anterior contiene todas las soluciones de Ax = 0, més la nueva x, = (—2,0,1,0). Es-
ta x, es una solucidn particular de Ax = b. Los dos tltimos términos con v y y producen
mds soluciones (ya que cumplen Ax = 0). Toda solucién de Ax = b es la suma de una so-
lucion particular, y una solucién de Ax = &

“11738
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La solucién particular en la ecuacién (4) proviene de haber resuelto la ecuacién con to-
das las variables libres iguales a cero. Esta es la Gnica parte nueva, porque el espacio nu-
Io ya estaba calculado. Cuando la ecuacién en el recuadro se multiplica por A, se obtiene
Axcomplcta =b+ 0.

Geométricamente, las soluciones llenan de nuevo una superficie bidimensional, pero
no es un subespacio. No contiene a x = 0. Es paralelo al espacio nulo que se tenfa ante-
riormente, desplazado por una solucién particular x,,, como se rauestra en la figura 2.2. La
ecuacién (4) es una forma aceptable de escribir la respuesta:

1. ReducirAx=balUx=c.

2. Con las variables libres = 0, encontrar una solucién particular de Ax, = by Ux, = c.

3. FEncontrar las soluciones especiales de Ax = 0 (o de Ux = 0 o de Rx = (). Cada varia-
ble libre, a su vez, es 1. Asf, x = x, -+ (cualquier combinacién x, de soluciones

especiales).

Cuando la ecuacién era Ax = 0, jla solucién particular era el vector cero! Esto se ajusta al
patrén, AUNGUE Xparpentar = O 0O S escribi6 en la ecuacion (2). Ahora x,, se sum6 a las so-
luciones del espacio nulo, como en la ecuacién (4). ‘

Pregunta: ;jc6mo la forma reducida R hace ain més clara esta solucién? Se verd en el
ejemplo. La ecuacidén 2 se resta de la ecuacién 1, y luego la ecuacitn 2 se divide entre su
pivote. En el miembro izquierdo, esto produce R, como antes. En el miembro derecho, es-
tas operaciones cambian ¢ = (1, 3, 0) a un nuevo vectord = (—2, 1, O):

U

Ecuacién reducida é g ? ‘i Vi = —% &)
Rx =d w| .
6 66 O y 0

La solucién particular x,, (una de muchas opciones) tiene las variables libres v = y = O.
Las columnas 2 y 4 pueden ignorarse. Luego, de inmediato se tieneu = —2y w = 1, exac-
tamente como en la ecuacién (4). Los elementos de 4 van directamente hacia x,,. (Esto
se debe a que la matriz identidad se encuentra en las columnas pivote de R!

A continuacién se resumird esta seccién, antes de presentar otro ejemplo. La elimina-
cién revela las variables pivote y las variables libres. Si hay r pivotes, entonces hay r va-
riables pivote, y n — r variables libres. A este nimero importante r se asigna un nombre:
se trata del rango de la mairiz.

Ahora el lector puede ver cémo es crucial el rango r. Este cuenta los renglones pivote en
el “espacio renglén” y las columnas pivote en el espacio columna. En el espacio nulo hay
n — r soluciones especiales. Hay m — r condiciones de solubilidad sobre b o c o d.




84

Capitulo 2 Espacios vectoriales

Otro ejemplo desarrollade

La representacion completa utiliza eliminacién, y columnas pivote para enconirar el espa-
cio columna, el espacio nulo y el rango. La matriz A de 3 por 4, tiene rango 2:
1x, +2x; +3x3 + Sx4 = by
Ax =b es 2x; +4x, +8x; +12x4 = b2 6)
3x; + 6xp + Txz + 13x4 = b3

Reducir [A b] a [U ¢, para llegar a un sistema triangular Ux = ¢.

Encontrar la condicién sobre by, by, b; para tener una solucion.

Describir el espacio columna de A: ;Cudl plano en R3?

Describir el espacio nulo de A: ;Cudles soluciones especiales en R*?

Encontrar una solucién particular de Ax = (0, 6, —6) vy la solucién completa x, + X
Reducir [U ¢] a [R d]: soluciones especiales de Ryx,ded

H

B

o s

Solucién (;Observe c6mo el miembro derecho se incluye como una columna adicionall)

1. Los multiplicadores en la eliminaci6n son 2y 3y —1,tomando [A bla {Ucl

12 3 5 b 1 2 3 5k 1 2 3 5k
2 4 8 12 by|—1|0 0 2 2|bp—2b)— 0 O 2 2ib— 2k
3 6 7 13 b 0 0 -2 ~2\b3— 3b 0 0 0 0|bs+ by— 5h

2. La dltima ecuacién muestra la condicién de solubilidad b3 + b, — 5b, = 0. As{,0=0.
3. Flespacio columna de A es el plano que contiene 2 todas las combinaciones de las co-
lumnas pivote (1, 2,3)y (3,8, 7). Segunda descripcién: El espacio columna contie-
ne a todos los vectores con by + b, — 5b; = 0. Esto hace resoluble a Ax == b, de modo
que b estd en el espacio columna. Todas las columnas de A pasan esta prueba bs +
by — 5by = 0. Esta es la ecuacion del plano (en la primera descripcion del espacio

columna).
4. Las soluciones especiales en IV tienen las variables libres x, = 1, x4, = 0y x; = 0,
x4 = 1t
Matriz del espacio nulo -2 -2
Seoluciones especiales de Ax = 0 N = 1 0
Sustitucién hacia atrasen Ux = 0 0 -1l
Simplemente cambia signos en Rx = 0 0 1

5. Seelige b = (0, 6, —6), que tiene by + by — 5b; = 0. La eliminacién lleva Ax = b a
Ux = ¢ = (0, 6, 0). Se sustituye hacia atrds con las variables libres = O:

-9
1ib

Solucién particular de Ax, = (0,6, —6)  x, = (3) o5 Hbre

0| es libre

La solucién completa de Ax = (0, 6, —6) es (esta x,) + todas las x,).
6. Fnla R reducida, la tercera columna cambia de (3,2, 0) 2 (0, 1, 0). El miembro dere-
cho ¢ = (0, 6, 0) se convierte en d = (—9, 3, 0). Asf, —9 y 3 van hacia x,;:

1 2 3 50 120 2]-9
U c]=]0 0 2 2|6/ —[R d =00 11} 3¢
000 0[O0 0000 O
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, Esa matriz final [R d] es rref( [A b]) = rref( [U ¢]). Los ntimeros 2y 0y 2 y 1 en las
columnas libres de R tienen signo opuesto en las soluciones especiales (la matri i
nulo N). Rx = d, revela todo. Z espacio

Conjunto de problemas 2.2

1. Construya un sistema con més incognitas que ecuaciones, pero sin solucién. Cambie
el miembro derecho a cero, y encuentre todas las soluciones x,,.
2. Reduzca A y B a forma escalonada para encontrar sus rangos. ;Qué variables son li-

bres?
1 2 0 1 1 2 3
A=10 1 1 0 B=14 5 6].
1 2 0 1 7 8 9

Encuentre las soluciones especiales de Ax = 0 y Bx = 0. Encuentre todas las solucio-
nes.

3. Encuentre la forma escalonada de U, las variables libres, y las soluciones especiales:
101 0 3 &
4 [0 2 0 6}’ b“{b'
Ax = b es consistente (tiene una solucién) cuando b satisface b, = . Encuentre
1a solucién completa en la misma forma que la ecuacion (4).

4. FEfectie los mismos pasos que en el problema previo para encontrar la solucién com-
pleta de Mx = b:

0 0 by

_ |1 2 e
M=14 of b"b3'

3 6 by

5. Escriba las soluciones completas x = x, + x, de estos sistemas, como en la ecuacién

(4
[122}:‘]=H '22]3=1
2 4 5 w 4 2 4 4 w {4]
6. Describa el conjunto de miembros derechos b obtenibles (en el espacio columna) para

1 0 b,
0 1 H= b1,
2 3| " e

B e

al encontrar las restricciones sobre b que hacen que la tercera ecuacion sea 0 = 0 (des-
pués de la eliminacion). ;Cudl es el rango, y una solucién particular?

7. Encuentre el valor de ¢ que hace posible resolver Ax = b, y resuélvalo:

u -+ v+ 2w =2
20 +3v— w=3735
3u + 4dv + w = c.
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8. ;Cudles deben ser las condiciones sobre by y by (en caso de haber alguna) para queé
Ax = b tenga solucién?

1 203 _ bil
= b= .
A= [2 40 7]’ {bz

Encuentre dos vectores en el espacio nulo de A, asf como la solucién completa de

Ax = b.
9. @) Encuentre las soluciones especiales de Ux = 0. Reduzea U a R, y repita lo ante-

nor: .
1 2 3 4 x; 0
Ux=0012 x = {0}.

3
0000 0

X4

b) Si el miembro derecho se cambia de (0, 0,0 ala, b,0) cudles son todas las solu-

ciones?
1. Encuentre un sistema Ax = b de 2 por 3 cuya solucién completa es
1 1
x= 12| +w|3].
0 1

Encuentre un sistema de 3 por 3 con estas soluciones exactamente cuando b, + b=
b3.

11. Escriba un sistema Ax = b de 2 por 2 con muchas soluciones x,,, pero sin solucion xp.

(En consecuencia, el sistema no tiene solucién.) (Cudles bs permiten una X,

. . . 9
12. ;Cudles delas siguientes reglas proporcionan una definicién correcta del rango de A?

@) El nimero de renglones diferentes de ceroen R.
b) El ntimero de columnas menos el ndmero total de renglqnes.
¢) El ndmero de columnas menos el ndmero de columnas libres.

d) El ndmero de 1s en R. o
13. Encuentre las formas escatonadas reducidas por renglén R, y el rango de las siguien-
tes matrices:
@) La matriz de 3 por 4 de todos los 1s.“
) La matriz de 4 por 4cona; = (— 1)‘_’.
¢) La matriz de 3 por 4 con a; = (— 1y.
14. Encuentre R para cada una de las siguientes matrices {en bloque), asi como las solu-
ciones especiales:

0 0 O A A
A=10 0 3 B=[a A] c=[A Ol'
2 4 6
15. Si primero aparecen las 7 primeras variables pivote, entonces 1a R reducida debe ver-
se como
I F Iesderporr
“lo o Fesderporn—r

. . I
Cusl es la matriz espacio nulo N que contiene las soluciones especiales?
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16. Suponga que todas las r variables pivote aparecen al iltimo. Describa los cuatro blo-
ques en la forma escalonada reducida de m por n (el bloque B debe ser de r por r):

_|A B
r=[2 3]
;Cudl es la matriz espacio nulo N de las soluciones especiales? ;Cudl es su forma?

17. (Problema tonto) Describa todas las matrices A y A, de 2 por 3 con formas escalona-
das por renglones R; y R,, tales que R, + R, es la forma escalonada por renglones de
A, + A,. (Escierto que R, = A; y R, = A, en este caso?

18. Si A tiene r columnas pivote, entonces AT tiene r columnas pivote. Proporcione un
ejemplo de 3 por 3 para el que los nimeros de columna son distintos para A y AT,

19. ;Cudles son las soluciones especiales de Rx = 0y R%y = 0 para las siguientes R?

1 0 2 3 0 1 2
R=10 1 4 5 R= 10 0 0j.
0 0 0 0 6 0 0

20. Siel rango de A es 1, entonces tiene una submatriz S de r por r que es invertible. En-
cuentre esa submatriz S a partir de los renglones pivote, y las columnas pivote para ca-

da A:
01 ¢
I 2 3 1 2 3
A={ ] A=[ } a=10o 0 o
1 2 4 2 4 6 0 0 1

21. Explique por qué los renglones pivote y las columnas pivote de A (no R) siempre pro-
porcionan una submatriz invertible de A de r por r.

22. Encuentre los rangos de AB y AM (matriz de rango 1 multiplicada por una matriz de

rango 1)
12 21 4 1os
A’[z 4] y B"[3 1.5 6} y M“[c bc}'

23. Al multiplicar las matrices derango 1 A = uvT y B = wz" se obtiene uz® multiplica-
da por el nimero . El rango de AB es 1 a menos que = 0.

24. Toda columna de AB es una combinacién de las columnas de A. Asi, las dimensiones
de los espacios columna proporcionan rango(AB) =< rango(A). Problema: También
demuestre que rango(AB) = rangoe(B).

25. (Importante) Suponga que A y B son matrices de n por n, y que AB = . A partir de ran-

g0(AB) = rango(A), demuestre que el rango de A es n. Asf, A es invertible, y B debe ser
su inversa por ambos lados. En consecuencia, BA = [ (jlo cual no es tan evidente!).

26. SiAesde2por3y Cesde3 por 2, a partir de su rango demuestre que CA # I. Pro-
porcione un ejemplo en el que AC = [. Para m << n, una inversa derecha no es una in-
versa izquierda.

27. Suponga que A y B tienen la misma forma escalonada reducida por renglones R. Ex-
plique c6mo cambiar de A a B, mediante operaciones elementales en los renglones.
Asi, B es igual a una matriz multiplicada por A.

28. Toda matriz de m por n de rango r se reduce a (m por r) multiplicada por (r por ny:

R
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Escriba la matriz de 3 por 4 4, al inicio de esta seccifn, como el producto de la ma-
triz de 3 por 2 a partir de 1as columnas pivote, y la matniz de2pordde R:

1 3 3 2
A= 2 6 9 7
-1 -3 3 4

29, Suponga que A esuna matriz de m por n de rango r. Su forma escalonada riducida fs
R. Describa exactamente la forma escalonada reducida por renglones de R* (no AY).

30, (Recomendado) Ejecute los seis pasos que estdn despuss de la ecuacién (6) para en-

contrar el espacio columna, ¥ el espacio nulo de Ay la solucién de Ax = b:

2 4 6 4 by 4
A=12 5 7 6 p= b =13
2 3 5 2 b3 5
31. Para cada c, encuentre R, ¥ 1as soluciones especiales de Ax = 0:
11 2 2 N-c 5
A=12 2 4 4 y A=y 0 el
1 ¢ 2 2

32, ;Cudl es la matriz espacio nulo N (de soluciones especiales) para A, B, c?
I I
= =1 I I|.
A=[II]yB[OO]yC[ ]

Los problemas 33 a 36 son sobre la solucién de Ax = b. Siga los pases proporciona-
dos en el texto para enconirar X, ¥ Xn. Reduzca la matriz aumentada [A Bl.

33. Encuentre las soluciones completas de

x
x+3y+3z=1 1 3 1 2 vl ;
2% + 6y +9z2 =35 M 2 6 48 zl 1
“‘X“‘3}’+32=5 0 0 2 4 :

el si 2 -
34. ;Cuél debe serla condicién sobre by, by, b3, para que el sistema sea r.esoluble. Inclu
ya a b como una cuarta columna en [A b]. Encuentre todas las soluciones cuando se

cumple esa condicion:
x +2y - 2z = b

2x + 5y —4z = b,

4x +9y — 8z = bs. ’

35, ;Cudles sonlas condiciones sobre by, by, b3 by paraque cada uno de los sigaientes 518~
temas sea resoluble? Despeje x:

12 by 12 3, by
2 4| [x] _ |&2 246x;=b2_
2 5| |x] b 25 7 X3 bs
39 I 3 9 12 b4

36. ;Cudles vectores (s, by, bay estén en el espacio columna de A7 ;Cuéles combinacio-
nes de los renglones de A proporcionan cero?

1 2 1 111
a A=12 6 3 B A= |1 2 4|
0 2 5 2 4 8
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37. (Por qué no es posible que un sistema de 1 por 3 tenga x, = (2, 4, 0) y x,, = cualguier
miltiplo de (1, 1, 1)?

38. @) Si Ax = b tiene dos soluciones x; ¥ x,, encuentre dos soluciones de Ax = 0.
b) Luego, encuentre otra solucién de Ax = b.

39, Explique por qué las siguientes afirmaciones son falsas:
a) La solucién completa es cualquier combinacién lineal de x,, y x,,.
b) Un sistema Ax = b tiene cuando mucho una solucién particular.

¢) La solucién x, con todas las variables libres iguales a cero es 1a solucién mas bre-
ve (longitud minima ||x]}). (Encuenire un contragjemplo de 2 por 2).

d) Si A es invertible, entonces no hay solucién x,, en el espacio nulo.

40. Suponga que la columna 5 de U no tiene pivote. Entonces x5 es una variable .El
vector cero (es) (no es) la tnica solucién de Ax = 0. Si Ax = b tiene una solucién, en-
tonces tiene soluciones.

41. Si se conocen x, (variables libres = 0) y todas las soluciones especiales de Ax = b,
encuenire x, y todas las soluciones especiales para los siguientes sistemas:

Ax =2b (4 A] m =b m [x] = m.

42. SiAx = b tiene una infinidad de soluciones, ¢ por qué es imposible que Ax = B (nue-
vo miembro derecho) tenga una sola solucidén? ;Es posible que Ax = B no tenga so-
lucién?

43. Escoja el nimero g de modo que (de ser posible) los rangos sean a) 1, b) 2, ©) 3:

6 4 2
A= -3 -2 —1 y B=[3 ! 3}.
9 6 ¢ q9 2 ¢
44. Proporcione ejemplos de matrices A para las cuales el nimero de soluciones de Ax =
b sea
a) 0 o 1, dependiendo de 5.
b) oo, sin importar b.
¢) 0 o oo, dependiendo de b.
d) 1, sin importar b.

45. Bscriba todas las relaciones conocidas entre rymy nsidAx = b
a) No tiene soluci6n para alguna b.
b) Tiene una infinidad de soluciones para toda b.

¢) Tiene exactamente una solucién para alguna b, y ninguna solucion para otra b.
d) Tiene exactamente una solucién para toda b.

46. Apligue la eliminacién de Gauss-Jordan (el miembro derecho se convierte en una co-
lumna extra) a Ux = 0y Ux = c. Obtenga Rx = 0y Rx = d:

wol=[s 238 v wa=f5id

Resuelva Rx = O para encontrar x,, (su variable libre es x, = 1). Resuelva Rx = d pa-
ra encontrar x, (su variable libre es x; = 0).
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47. Aplique eliminacin con 1a columna extra para obtener Rx = 0y Rx = d:

3 0 6 0 3 0 6 8

Resuelva Rx = 0 (variable libre = 1). {Cuéles son las soluciones de Rx = d?

48. Reduzca lo siguiente a Ux = ¢ (eliminacién gaussiana), y luego a Rx = d:

o 2 31 |™ 2

1 o
Ax=11 3 2 0 =\ 5| =0b
2 06 4 9| 10
Xa

Encuentre una solucién particular x, ¥ todas las soluciones x,, del espacio nulo.

49, Encuentre Ay Beonla propiedad mencionada, o bien, explique por qué no es posible.

! 0
a) Latnica solucién de Ax = {g]es x = [1]

1
b) La tnica solucién de Bx = [$]es x = M

1 0
50. La solucién completa de Ax = [;l es x = [0] +c {1] Encuentre A.

51. El espacio nulo de una matriz A de 3 por 4 es la recta que pasa por (2,3, 1,0)
a) (Cudl es el rango de A y la solucién completa de Ax = 07
by ;Cudl es la forma escalonada reducida exacta por renglones R de A?

52. Reduzca las siguientes matrices A y B a sus formas escalonadas ordinarias U:

1 2 2 4 6 2 4 2
@ A=1|1 23 69 b) B= |0 4 4}.
0o 0t 2 3 0 8 8

Encuentre una solucién especial para cada variable libre, y describa cada solucién de
Ax = Oy Bx = 0. Reduzca las formas escalonadas U a R y d.estaque con un recuadro
los renglones pivote y las columnas pivote de la matriz identidad.

53, ;Falso o verdadero? (En caso de ser cierto, proporcione una razén, O un Contragjen-
plo si es falso.)
a) Una matriz cuadrada no tiene variables libres.
») Una matriz invertible no tiene variables libres.
¢) Una matriz de m por 1 0o tiene mds de n variables pivote.
d) Una matriz de m por n no tiene més de m variables pivote.

54. ;Existe una matriz de 3 por 3 sin elementos Cero para lacual U=R=17
55. Escriba tantos 1s como pueda en una matriz escalonada U de 4 por 7,y enuna forma
reducida R cuyas columnas pivote sean 2,4,5.

56. Suponga que la columna 4 de una matriz de 3 por § es toda igual a Qs. Entonces x, €5
ciertamente una variable . La solucién especial para esta variable es el vector

x =
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57. Suponga que las columnas primera y Gltima de una matriz de 3 por 5 son iguales (di-
ferentes de cero). Entonces es una variable libre. Encuentre las soluciones espe-
ciales para esa variable.

58. La ecuacién x — 3y — z = O determina un plano en R>. ;Cudl es la matriz A en esta
ecuacién? ;Cudles son las variables libres? Las soluciones especiales son 3, 1, O y
____. Fl plano paralelo x — 3y — z = 12 contiene al punto particular (12, 0, 0). Todos
los puntos en este plano tienen la forma siguiente (escriba las primeras componentes):

x
y{ = |0} +y 1| +z]0].
z 0 0 1

59, Suponga que columna 1 + columna 3 + colurmna 5 = 0 en una matriz de 4 por 5 con
cuatro pivotes. ;Cudl columna carece seguramente de pivote? (Y cudl es la variable
libre?) ;Cusl es la solucién especial? ;Cudl es el espacio nulo?

En los problemas 60 a 66 se solicitan matrices (de ser posible) con ciertas propiedades.

60. Construya una matriz cuyo espacio nulo conste de todas las combinaciones de (2, 2,
,Oy@G, 1,0, 1.

61. Construya una matriz cuyo espacio nulo conste de todos los multiplos de 4,3,2, 1).

62. Construya una matriz cuyo espacio columna contengaa (1, 1,5)ya (0, 3, 1), y cuyo
espacio nulo contenga a (1, 1, 2).

63. Construya una matriz cuyo espacio columna contenga a (1,1, 0)ya (0, 1, 1), y cuyo
espacio nulo contenga a (1,0, 1) ya (0, 0, D).

64. Construya una matriz cuyo espacio columna contenga a (1, 1, 1) y cuyo espacio nulo
es la recta de mdltiplos de (1, 1, 1, 1).

65. Construya una matriz de 2 por 2 cuyo espacio nulo sea igual a su espacio columna.
66. ;Por qué ninguna matriz de 3 por 3 tiene un espacio nulo igual a su espacio columna?

67. La forma reducida R de una matriz de 3 por 3 con elementos elegidos aleatoriamente

casi seguramente es . ;Cuél R es virtualmente cierta si la matriz aleatoria A es de
4 por 37

68. Demuestre con un ejemplo que las tres siguientes afirmaciones suelen ser falsas:
a)y Ay AT tienen el mismo espacio nulo.
b) Ay AT tienen las mismas variables libres.
¢) Si R es la forma reducida de rref(A), entonces RT es rref(AT).

69. Si las soluciones especiales de Rx = O estén en las columnas de estas N, vuelva hacia
atrés para encontrar los renglones diferentes de cero de las matrices reducidas R:

2 3 0
N=11 0 y N=10 y N= (matriz vacia de 3 por 1).
0 1 1

79. Explique por qué A y —A siempre tienen la misma forma escalonada reducida R.
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Eiemplo 1

Ejemplo 2

2.3 INDEPENDENCIA LINEAL, BASEY DIMENSION

Por si mismos, los ndmeros my 1 proporcionan una representacion incompleta del verda-
dero tamafio de un sistema lineal. La matriz de nuestro ejemplo tenia tres renglones y cua-
tro columnas, aungue el tercer renglén era sélo una combinacién de los dos primeros.
Despusés de la eliminacién se convirtié en un renglén cero. No afectd el problema homo-
géneo Ax = 0. Las cuatro columnas también fracasaron en cuanto a set independientes, y
el espacio columna degenerd en un plano bidimensional.

Fl ndmero importante que estd comenzando a surgir (el tamafio verdadero) es el rango
r. El rango se introdujo como el niimero de pivotes en el proceso de eliminacién. De mane-
ra equivalente, la matriz final U tiene r renglones diferentes de cero. Esta definicién hubie-
ra podido proporcionarse a una computadora, aungue seria erréneo dejarla ahi, porque el
rango posee un significado simple e intuitivo: EI rango cuenta el nimero de renglones ge-
nuinamente independientes en la matriz A. Lo que se busca son definiciones matemadticas,
més que computacionales.

El objetivo de esta seccidn es explicar y usar cuatro conceptos:

1. Independenciao dependencia lineal.

3.  Generaci6n de un subespacio.

3. Base de un subespacio (un conjunto de vectores).
4. Dimensi6n de un subespacio (un pimero).

o

El primer paso €8 definir independencia lineal. Dado un conjunto de vectores vy, . - -,
v, S€ buscan sus combinaciones ¢yvy + cavp + 00 T Gl La combinacién trivial, con
todos los pesos ¢; = O, evidentemente produce el vector cero: Ov, + -+ Oy, =0.La
pregunta s si ésta es 1a tinica forma de producir cero. En caso afirmativo, los vectores son
independientes.

Si con cualquier otra combinacién de los vectores se obtiene cero, entonces son de-

pendientes.

La dependencia lineal es f4cil de visualizar en el espacio tridimensional, cuando todos
1os vectores salen del origen. Dos vectores son dependientes si estan en la misma recta. Tres
vectores son dependientes si estdn en el mismo plano. Una eleccion aleatoria de tres vec-
tores, sin ningiin accidente especial, debe producir independencia lineal (no estdn en un
plano). Cuatro vectores siempre son linealmente dependienies en R’

8i v, = vector cero, entonces el conjunto es linealmente dependiente. Puede elegirse ¢; =
3 y todas las demds ¢; = 0; esta es una combinacién no trivial gque produce Cero.

Las columnas de la matriz

1 3 3 2
A= 2 6 9 5
-1 -3 3 0]

son linealmente dependientes, ya que la segunda columna es tres veces la primera. La com-
binacién de las columnas con pesos —3, 1, 0, 0 proporciona una columna de ceros.

Eiemplo 3

Eiemplo 4
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) Los renglqnes también son linealmente dependientes; el rengldn 3 es dos veces el
glén 2 menos cinco veces el rengldn 1. (Esto es lo mismo que la combinacién de by, b fsz
que tuvo que desaparecerse en el miembro derecho para que Ax = b fuera consislt:e i, Z
menos que by —2b, + 56, = 0, la tercera ecuacién no se convierte en 0 = 0). o

Las columnas de la siguiente matriz triangular son linealmente independientes:

3 4 2
No hay ceros en ladiagonal A= 10 1 5
0 06 2
Se busca una combinacién de las columnas que produzca cero:
3 4 2 0
Se resuelve 4¢c = 0 ¢ 10| +e 1] +c3|5] =10
0 0 2 0

Hay que demostrar que ¢, ¢, ¢; estdn obligados todos a ser cero. La iltima ecuacién
proporciona c; = 0. Luego, la siguiente ecuacién proporciona ¢, = 0, y al sustituir en la
primera ecuacién se obliga a que ¢; = 0. La tinica combinacién que produce ¢l vector

zem es la c{:)ombinacién trivial. El espacio nulo de A contiene séio al vector cero ¢; =
2= €3 = Y.

Las columnas de A son independientes exactamente cuando N(A) = (vector cero).

Un razonamiento Seme'ante es Va]. d() pata 10 ren, loﬂes de A, que taIIlbleIl 501 1nd5“
1 8 g
pendlentes. f;uponga que

c1(3,4,2) +¢2(0, 1,5) +¢5(0,0,2) = (0,0,0).

A partir de las primeras componentes se encuentra que 3¢; = 0 o ¢, = 0. Luego, las segun-
das componentes proporcionan ¢, = 0, y finalmente ¢; = 0.

. Lgs renglones diferentes de cero de una matriz en forma escalonada U deben ser in-
'ependientes?. Adema§, si se eligen las columnas que contienen a los pivotes, también son

linealmente independientes. En el ejemplo previo, con

Dos renglones independientes 1 3 3 2
Dos columnas independientes u=10 0 3 14,
0 0 0 O

las cglumnas pivote 1 y 3 son independientes. Ningin conjunto de tres columnas es inde-
pf:fldxente., y ciertamente tampoco ninguno de cuatro. Es cierto que las columnas 1 y 4 tam-
bién son independientes, pero si el dltimo 1 cambia a 0, entonces serfan dependientes. Por
tanto, lo que garantiza su independencia son las columnas que contienen a los il;otes
A continuacién se proporciona la regla general: tF .

10 -0
;oo 0

: 0
000 1

]
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Estas columnas ey, . - - , €, Tepresentan vectores unitarios en las direcciones coordenadas;
en R%,
1 0 0 0
0
0 1 1o _
ey = K €y = ol ey = i , e4 0
0 0 0 1

Ejemplo 5

j 4 i i . Estos es
La mayor parte de los conjuntos de cuatro vectores en R* son independientes

podrian ser el conjunto méas seguro.

a independencia de un conjunto de Vectores vy, - « - » Un» éstos deben

omprobar 1
b oo sisterna Ac = 0; los vectores son de-

ibi esuelve el
escribirse en las columnas de A. Luego ser . : '
pendientes si hay otra solucién aparte de ¢ = 0. Si no hay ve'mables l}brles (r;mgo gén%?-
existe espacio nulo excepto ¢ = 0; los vectores son independientes. Si el rango es1
que 7, entonces por 1o menos una variable libre puede ser diferente de cero v las columnas
£

son dependientes.

Un caso reviste especial importancia. Considere que los n vectores tenen m compo-

z de m por n. Ahora suponga que n > m. jHay dema-
ientes! No puede haber n pivotes, ya que no hay
que n. Todo sistema Ac = 0con

nentes, de modo que A es una matrl

siadas columnas para Ser independ
suficientes renglones pata acomodarlos. El rango €s menor

més incégnitas que ecuaciones tiene soluciones ¢ # 0.

El lector reconocera esto como una forma disfrazada de 2C: Todo sistema Ax = 0 de m por

n tiene soluciones diferentes de cero st n > m.

en R? no pueden ser independientes:
1 2 1
A= {1 3 2]'
atrar la combinacién de las columnas con la

1 2 1
A—->U={0 1 1].

Si a la variable libre ¢; s€ asigna el valor 1, entonces la sustitucién hacia atrés en Uc =d0
—1, ¢; = 1. Con estos res pesos, la primera columna menos la segunda

Las tres siguientes columnas

P co que se obtiene Cero se resuelve
ara en

Ac = Ot

proporciona ¢y = :
maés la tercera es igual a cero: Dependencia.

Como generar un subespacio

se entiende por el hecho de que un conjunto de vectores

A continuacién se definird lo que :
lumna de A es generado por las columnas. Su combina-

generen un espacio. El espacio co
cién produce todo el espacio:

un spaCiQ vectorial V consta de todas lasc
tonces estos vectores generan

oml

2HSE ;

Ejemplo 6

Ejemplo 7
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Se permite que una combinacién distinta de ws proporcione el mismo vector v. Las ¢s no
necesitan ser tnicas, porque el conjunto generador puede ser excesivamente grande: pue-
de incluir el vector cero, e incluso a todos los vectores.

Los vectores w; = (1,0, 0), w, = (0, 1, 0), y ws = (—2, 0, 0), generan un planc (el plano
x-y) en R3. Los dos primeros vectores tambi€n generan este plano, mientras w; y ws s6lo
generan una recta.

El espacio columna de A es exactamente el espacio generado por sus columnas. El espa-
cio renglén es generado por los renglones. La definicién se hace para ordenar. Al multipli-
car A por cualquier x se obtiene una combinacién de las columnas; es un vector Axenel
espacio columna.

Los vectores de coordenadas ¢, . . . , €, que provienen de la matriz identidad generan
R”™. Todo vector b = (b, . . ., b,) es una combinacién de estas columnas. En este ejemplo
los pesos son las componentes b; mismas: b = bye, + - -+ + b,e,. Sin embargo, ilas co-
lumnas de otras matrices también generan R™!

Base de un espacio vectorial

Para decidir si b es una combinacién de las columnas, se intenta resolver Ax = b. Para de-
cidir si las columnas son independientes, se resuelve Ax = 0. La generacién implica al es-
pacio columna, y la independencia implica al espacio nulo. Los vectores de coordenadas
ey, ..., e, generan R" y son linealmente independientes. En términos bastos, nirgiin vec-
tor en ese conjunto se desperdicia. Esto conduce al concepto crucial de base.

Los vectores generan el espacio

Esta combinacién de propiedades es absolutamente fundamental para el dlgebra lineal.
Significa que todo vector en el espacio es una combinacién de los vectores de la base, ya
que éstos generan el espacio. También significa que la combinacién es dnica: Si v = a;v,
+ .-« + g, y también v = byjv, + - - - + b, entonces al restar se obtiene 0 = Z(a; —
b,)v,. Es ahora que entra en juego la independencia: todo coeficiente a; — b; debe ser cero.
En consecuencia, a; = b,. Hay una y sélo una forma de escribir v como una combinacion
lineal de los vectores de la base.

Hubiera sido mejor decir de una vez que los vectores de coordenadas e;, . . ., €, O
son la dnica base de R”. Algunas cosas en dlgebra son tnicas, pero no ésta. Un espacio vec-
torial tiene una infinidad de bases distintas. Siempre que una matriz cuadrada es inverti-
ble, sus columnas son independientes, de modo que son una base de R”. Las dos columnas
de la siguiente matriz no singular constituyen una base de R%

=)

Todo vector bidimensional es una combinacién de estas columnas (jindependientes!).
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Ejemplo 8

Ejemplo 9

El plano x-y de la figura 2.4, es justo RZ. El vector vy en si es linealmente irzxdependiente,
pero fracasa en generar R2, Los tres vectores vy, Uy, Us c1emente generan R?, pero no son
independientes. Dos vectores cualesquiera de €s0s, por e;emp%o v, ¥ Vo, tienen ambas pr§~
piedades: generan el espacio y son independientes. Asi, consfituyen una base. Observe de
AUEVO qUe Un espacio vectorial no tiene una base inica.

Y
Vs

V2

vy

Figura 2.4 Conjunto generador vy, Uy, Us. Bases vy, U2 ¥ V1> Vs Y Vg, Uz

Las cuatro siguientes columnas generan el espacio columna U, pero no son independien-

tes:
1 3 3 2
Matriz escalonada U =10 0 3 1
0 0 0 O

Hay muchas posibilidades para la base, pero se propone una opeion especifica: Las colum-
mera y la tercera, que corresponden a las varia-

nas que contienen pivotes (en este €aso lapri ! .
bles bésicas) constifuyen una base de espacio columna. Estas columnas son mfiependwmes,
y es facil ver que generan el espacio. De hecho, el espacio colurna de U s Just’o 6.31 plft/no
x-y dentro de R3. C(U) no es lo mismo que el espacio columna C(A4) antes de la eliminacion;

sin embargo, el mimerp de columnas independientes no cambia.

mnas de cualquier matriz generan Su espacio columna. Si son
olumna, sin importar que la matnz sea
una base para todo el espacio R”,

En resumen: Las colu
independientes, constituyen una base del espacio ¢
cuadrada o rectangular. Si se pide que las columnas sean
entonces la matriz debe ser cuadrada e invertible.

Dimension de un espacio vectorial

Un espacio tiene una infinidad de bases distintas, aunque todas estas opciones tienen algo
en comiin. El niimero de vectores de la base es una propiedad del espacio en si:

Hay que demostrar este hecho: Todas las bases posibles contienen el mismo ndme-
s vectores en cada base; su dimension

ro de vectores. El plano x-y en la figura 2.4 tiene do
es 2.

S, T
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fiensiones se requieren tres vectores, ya sea a lo largo de los ejes x-y-z 6 en otras

v

En tres di

tres direcciones (jlinealmente independientes!) La dimension del espacio B es n. La di-
mensién del espacio columna de U en €l ejemplo 9 era 2; era un “subespacio bidimensio-
nat de R®.” La matriz cero es mds bien excepcional, ya que su espacio columna contiene
sélo al vector cero. Por convencionalismo, el conjunto vacio es una base de ese espacio, y
su dimensidn es cero.

A continuacién se presenta el primer gran teorema en dlgebra lineal:

Demostracidn  Suponga que hay méds ws que vs (n > m). Se llegard a una contradiccion.
Debido a que las vs constituyen una base, deben generar el espacio. Toda w; puede escri-
birse como una combinacion de las vs: si W, = aj vy, + ©*  F GV, e8ta es la primera
columna de una multiplicacién de matrices VA:

an
W= lw w ... Wa| = V1 ... Unm : = VA.

Qmy

No se conoce cada ay, pero s la forma de A (es de m por 7). El segundo vector w, también
es una combinacién de las vs. Los coeficientes de esa combinacién llenan la segunda co-
lumna de A. La clave es que A tiene un rengldn para cada v y una columna para cada w. A
es una matriz corta pero ancha, ya que n > m. Hay una solucion diferente de cero para
Ax = 0. Asi, VAx = 0, que es Wx = 0. {Una combinacidn de las ws da cero! Las ws po-
drian no ser una base, de modo que no es posible que n > m.

Sim > n, se intercambian las vs y las ws y se repiten los mismos pasos. La tnica for-
ma de evitar una contradiccién es si m = n. Asi se termina la demostracion de que m = 7.
Repitiendo: La dimensidn de un espacio es el nimero de vectores que hay en cada base. &

Esta demostracidn se usé antes para demostrar que todo conjunto de m -+ 1 vectores
en R™ debe ser dependiente. Las vs y las ws no necesitan ser vectores columna: la demos-
tracion fue toda concerniente a la matriz A de coeficientes. De hecho, puede verse este re-
sultado general: En un subespacio de dimension k, ningiin conjunto de mds de k vectores
puede ser independiente, y ningiin conjunto con menos de k vectores puede generar el es-
pacio.

Hay otros teoremas “duales”, de los cuales sélo se menciona uno. Puede empezarse con
un conjunto de vectores que sea demasiado pequefio o demasiado grande, y terminar con la
base siguiente:

La cuestién es que una base es un conjunto independiente maximal. No puede hacerse
més grande sin perder independencia. Una base también es un conjunto independiente mi-
nimal. No es posible hacerlo més pequefio y seguir generando el espacio.

El lector debe observar que el término “dimensional” se utiliza en dos sentidos diferen-
tes. Se habla sobre un vector tetradimensional, haciendo referencia a un vector que estd en
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. ; o 9. Suponga que vy, U, U3 ¥ U, SON vectores en R®
. : ; . 1o es el conjunto de . 1 U2, U3 ¥ Uy .
i spacio tetradimensional; un ejemp .
R*. Ahora se ha definido un subesp : ﬁlti,m a son cero. Los elementos de a) Estos cuatro vectores son dependientes porque
vectores que estan en RS cuyas componentes pnmeg? ¥ sionales como (0, 5, 1,3 4, 0). , b) Los dos vectores v, y v, son dependientes porque .
. . . 11 p Wy 1y Jy T ;
este subespacio tetradimensional sc7 vectorest'k;‘exa rllmé?gebra lineal. Nunca se utilizan ex- : ¢) Los vectores v, y (0, ¢, 0) son dependientes porque .
i e se utiliza € .
Una nota final sobre el lenguaje qu b

3 (19 4 i baSe?’.
presiones como “1a base de una matriz”, “rango de un espacio” o “dimension df" uzf 1

i i i6 o columna 10 que es 1gual al ran-
Estas frases carecen de sentido. Esla dzmenszqn c{el espacio ¢
go de una matriz, COMO S€ demostrara en la siguiente seccion.

16. Encuentre dos vectores independientes en el plano x + 2y — 3z — ¢ = 0 en R*. Lue-

go encuentre tres vectores independientes. ;Por qué no cuatro? ;De cudl matriz es és-
te el espacio nulo?

Los problemas 11 a 18 son sobre el espacio generado por un conjunto de vectores.
Considere todas las combinaciones lineales de los vectores.

g Conjunto de problemas 2.3

Los problemas 1 a 10 son sobre independencia, ¥ dependencia lineal.

11. Describa el subespacio de R (;es una recta, un plano o R3?) generado por

1. Demestre que v;, Uz, U3 SOB independientes pero que vy, Vz, Vs, V4 SO dependientes: a) Los vectores (1, 1, =1y y (—1, —1, 1).

. > b) Los vectores (0, 1, 1) y (1, 1, 0) y (G, 0, 0).
1 1 _ I e = 13 ¢) Las columnas de una matriz escalonada de 3 por 5 con 2 pivotes.
v = |0 Uy = é us = ) 4 4 d) Todos los vectores con componentes positivas.
)
. 12. El vector b estd en el subespacio generado por las columnas de A cuando hay una so-
= ien Ac = 0. Las vs van en las columnas de A
Resuelva ¢, + « - - + Cave = Q0 bien

lucién de

Y I 2 g . El vector ¢ eSta’. en el eSpaClO I‘engl( 144 (!e A C“ando hay una S:] 2

de . (Falso o verdadero?: Si el vector cero estd en el espacio renglén, los renglo-
i 1 1 0 0 0 nes son dependientes.
-1 _ |0 10 L=t e 1 s = ? . 13. Encuentre las dimensiones de
w=1| ol 27| V3 ol 4 -1 0 - a) El espacio columna de 4,
0 0 -1 0 -1

b) El espacio columna de U,
¢) El espacio renglén de A,
d) El espacio renglén de U.

Este nimero es la del espacio generado por las vs.

3. Demuestre quesia =0, 4 = 0 o bien f = 0 (3 casos), entonces las columnas de U son

S (Cudles de estos dos espacios son iguales?
dependientes:
a b ¢ 11 0 110
U=1{0 d e A=11 3 1 y U=10 2 1
0 0 f 31 -1 60 06 O

4. Sia,d, fenelproblema3 son todos distintos de cero, demuestre que 1a dnica solucion

. . 14. Escojax = (x;, Xy, X3, X4) en R*, Tiene 24 reordenamientos como (x,, Xy, X3, X. X4
de Ux = 0 es x = 0. Asi, las columnas de U son independientes. ] 10 %20 X3, X4 (%3, Xy, X3, X4) Y (X4

X3, X1, Xz). Estos 24 vectores, incluyendo x mismo, generan un subespacio S. Encuen-

5. Decida la dependencia o independencia de tre vectores especificos x de modo que la dimensién de Ssea: a) 0, b) 1, ¢) 3, d) 4.

a) Los vectores (1, 3,2), 2,1,3),y(3.2, D .
) Los vectores (1, -3,2),(2,1, =3)y (—3,2, 1) .

6. Escoja tres columnas independientes de U. Luego elija otras dos. Haga lo mismo pa-
ra A. (Encontr$ bases para estos espacios?

15. v + wy v — w son combinaciones de v y w. Escriba v y w como combinaciones de

v + wy v — w. Los dos pares de vectores el mismo espacio. ;Cudndo constitu-
yen una base para el mismo espacio?

16. Establezca si los siguientes vectores son o no linealmente independientes, resolvien-

2 3 41 23 41 do vy + Uy 33 T vy = O
Joe ol 4|08 70 i 1 0 0
U=10 00 9 000 1 0 0 1
0000 4 6 8 2 Ut = g V2= ) vs =gl va = gl
. M 3 = W —
i tores independientes, demuestre que las diferencias vy = Wy 0 0 ] 1
7. Siwy tﬁz’ wison o =W —-pw son dependientes. Encuentre una combinacién de g o »
Wa, Vp = Wy — W3, Y U3 1 2 También decida si generan R*, intentando resolver c;v; + - -+ + ¢cuua = (0,0,0, ).
las vs que dé cero.

i = + w
8.  Siw,, wy, W3 SON VECLores independientes, demuestre que las sumas vy zﬁz >
) g » . -
v "‘hw + Wy, ¥ V3 = Wy + Wy 00 independientes. (Escriba cjvy + C2Uz2 T €3U3
2 = Wy ) :
0 en términos de las ws. Encuentre, ¥ resuelva ecuaciones para las ¢s.)

17. Suponga que los vectores cuya independencia habréd de comprobarse se escriben en los
renglones, en vez de en las columnas de A. ;C6mo decide el proceso de eliminacién
de A a U si los vectores son o no independientes?
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18. Paradecidirsibestdenel subespacio generado por Wy, - - - » We considere que los vec-
tores w son las columnas de A, e intente resolver Ax = b. (Cudl es el resultado para
Hw =110, w,=(22 D, ws= 0,0,2),b=(3,4,57?

b) wy = (1s 2"O)v Wa = (27 5’ O)» Wy = (01 O, 2), Wa = (0, 0, 0), Y Cualquier b7

Los problemas 19 a 37 son sobre los requerimientos para una base.

19. Siwvy, ...,V 8010 linealmente independientes, €l espacio que generan tiene dimension
. Bstos vectores son una para ese espacio. Si los vectores son las columnas

de cualquier matriz de  por 71, eNONCES es que n.

20. Encuentre una base para cada uno de los siguientes subespacios de R*:
a) Todos los vectores cuyas componentes son iguales.
b) Todos los vectores tales que la suma de sus componentes es Cero.
¢) Todos los vectores perpendiculares a 1,1,0,00y (1,0, 1, 1.
d) El espacio columna (en R?) y el espacio nulo (en RS de U = |4 9 5 ? é} .

21. Encuentre tres bases distintas para el espacio columna de la matriz U anterior. Luego
encuentre dos bases distintas para el espacio renglén de U.

22. Suponga que vy, Uz, - - - » Vg SO seis vectores en R*.
a) Bstos vectores (generan)(no generan)(podﬁan. generar) R
b) Estos vectores (son)(no son)(podrian ser) linealmente independientes.
¢) Cuatro cualesquiera de esos vectores (son)(no son){podrian ser) una base de R*.
d) Si esos vectores sOn las columnas de A, entonces Ax = b (tiene)(no tiene)(podria
tener) una solucién.

23, Las columnas de A son n Vectores de R™. Si son linealmente independientes, jcudl es
el rango de A7 51 generan R™, ;cudl es el rango? Si son una base de R, entonces ;qué

ocwrre?

24. Encuentre una base del plano x — 2y +3z=0en R3, Luego encuentre una base pa-
ra la intersecci6én de ese plano con el plano xy. Luego encuentre una base de todos los
vectores perpendiculares al plano.

25, Suponga que las columnas de una matriz invertible A de 5 por 5 son una base de R°.
a) La ecuacién Ax = 0 sélo tiene la solucién x = 0 porque
b) Sibestaen RS, entonces Ax = b es resoluble porque .

Conclusion: A es invertible. Su rango es 5.

26. Suponga que S es un subespacio pentadimensional de R®, ;Falso o verdadero?
@) Toda base de 8§ puede extenderse a una base de RS sumando un vector mas.
b) Toda base de R® puede reducirse a una base de § quitando un vector.

29. U se obtuvo a partir de A restando el rengién 1 del renglén 3:

13 2 13 2
aA=10 1 1) y uU=|0 11
13 2 000

Encuentre bases de los dos espacios columna. Encuentre bases de los dos espacios refn-
gién. Encuentre bases de los dos espacios nulos.

2.3 independencia lineal, base y dimension 101

28. LFasl§o o verdadero? (proporcione una razén aceptable).
zg E; Las co'lumnas de una matriz son dependientes, también lo son los renglones.
= ezgac%o coiumna ge una matriz de 2 por 2 es el mismo gue su espacio renglén
acio columna de una matriz de 2 por 2 tiene la mi i i6 ‘
‘ a mi
e P sma dimensién que su es-
d) Las columnas de una matriz son una base para el espacio columna.

29. ;Para cudles nimeros ¢ y d el rango de las siguientes matrices es 27

1 2505
A=10 0 ¢ 2 2 y B=[CdJ‘
0 00 d 2 d ¢

30. Localice los pivotes, para encontrar una base del espacio columna de

05 4 3
g |00 21
0000
0000

E .

; :gl)ge;e ca(ri; colgznna que no estd en la base como una combinacién de las columnas
base. ambién egcuentre una matriz A con esta forma escalonada U, pero cuyo

espacio columna sea diferente. ’

31. : s
Encuentre un contraejemplo de la siguiente afirmacidn: Si vy, v,, v3, v4 €5 una base

del eSpaClO VeCIOIlal R 3 y 1 &» €8s un Sube p ’
) spacio, entonces a.l un SubCOH unto de 13.5
g

32. Encuentre l.as dimensiones de los signientes espacios vectoriales:
a) El espacio de todos los vectores en R* tales que la suma de sus componentes es cero
b) El espacio nulo de la matriz identidad de 4 por 4. ‘
¢) El espacio de todas las matrices de 4 por 4.

33. Suponga que se sabe que la dimensién de V es k. Demuestre que
a) cualesquiera k vectores independientes en V son una base;
b) cualesquiera k vectores que generan V son una base.

En i i
; otras Paiabras, si se sabe que el nimero de vectores es correcto, entonces una de las
os propiedades de una base implica a la segunda.

34, . . .
Sem%;e(sitrﬁe que si V vy W son subespacios vectoriales tridimensionales de R>, entonces
yd eben tener en comtn un vector diferente de cero. Sugerencia: Empiece con ba-
ses de los dos subespacios, formando seis vectores en total.

35. ;Falso o verdadero?

a) Si las columnas de.: A son linealmente independientes, entonces Ax = b tiene exac-
tamente una solucién para toda .

b) Una matriz de 5 por 7 nunca tiene colurnnas linealmente independientes.

36. Si A es una matri 2
A e <tnz/ de 64 por 17 con rango 11, ;cudntos vectores independientes cum-
p = (7 ;cudntos vectores independientes cumplen ATy =07

37. Encuentre una base de cada uno de los sigui i
s siguientes subespacios d tri :
a) Todas las matrices diagonales. pacios de matrices de 3 por

b) Todas las matrices simétricas (47 = A).
¢) Todas las matrices sesgadas simétricas (AT = —A).
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i ¢ »* son funciones.
Los problemas 38 a 42 son sobre espacios en los que los “vectores

El lector puede adivinar cudl debe ser el procedimiento. Cuando la eliminacién sobre
A produce una matriz escalonada U o una reducida R, para cada uno de los subespacios aso-
ciados con A se encuentra una base. Luego tiene que considerarse el caso extremo de ran-

i &=3 g0 total:
b) Encuentre una funcién particular que cumpla 5 .

. d -
38. «) Encuentre todas las funciones que cumplen 2 =0

i 4y = ) . _ ; _ _
B e o e Cuando el rango es lo mds grande posible, r = nor = mor = m = n, la matriz tie-

L = + Bcos2x + ne una inversa izquierda B, o una inversa derecha C o una A™! por ambos lados.
39. El espacio coseno F, contiene todas las combinaciones y(x) =Acosx . ’ ;

C cos 3x. Encuentre una base del subespacio que cumple y(0) = 0.

< ouiente: E Con la finalidad de organizar todo el andlisis, cada uno de los cuatro subespacios se abor-
40. Encuentre una base para el espacio de las funciones que cumplen lo sigmente: dard a su vez. Dos de ellos son conocidos y dos son nuevos.
dy : 1. Elespacio columna de A se denota por C(A). Su dimensién es el rango r.
a) = 2y =0. 2. El espacio nulo de A se denota por N(A). Su dimensién es n — r.
dy v o 3. Elespacio rengldn de A es el espacio columna de AT. Es C(AT), y es generado por los
by ————- =Y
dx X

renglones de A. Su dimensién también es 7.

El espacio nulo izquierdo de A es el espacio nulo de AT. Contiene a todos los vecto-
res y, tales que ATy = 0, y se escribe N(AT). Su dimensién es

i distintas de x. El espacio vectorial 4
e (%), y2(x), y3(x) son tres funciones . .
. iﬁgztge?igs ggriérar t?ene dimensién 1, 2, 3. Proporcione un ejemplo de y1, Y2, ¥3 que
muestre cada posibilidad.

La cuestidn sobre los dos tltimos subespacios es que provienen de A*. Si A es una ma-
mios p(x) de grado = 3. Enguentre v triz de m por #, es posible ver cudles espacios “huéspedes” contienen a los cuatro subespa-
cios, al observar el nimero de componentes:

42. Encuentre una base para el espacio de los polino
una base para el subespacio de p(1) = 0.

4 i i6 ¢inco ma-
3. 1Escriba la matriz identidad de 3 por 3 como una combinacion de las otras
- b

8 . . - T . n
O tamices son linealmente inde- ; g espacio nuio N (A? y 51 ;;Tglo relnglon C(A { son subespacios de R™. . ~
trices permutaci6n! Luego demuei)t};az;?n roporcions cero, verifique los elementos 5 espacio nulo izquierdo N(A") y el espacio columna C(A) son subespacios de R™.
dientes. (Suponga gque una com ! 7 ~ .
g:\:a lgrlz)bar(qug cada término es cero.) Las cmco perlmutaClOﬂelS f:r?a:z: 13;:1 del su Los renglones tienen # componentes y las columnas tienen m. Para una matriz sencilla
. . mas de renglones y coiu ) ; como
bespacio de matrices de 3 por 3 cuyas s 5 : 1 0 0
44. Repaso: [En cusles de los siguientes incisos se muestran bases de R*? A=U =R = {O o O]’
ay (1, % ??Uy( 2(03 1:1)‘(13(' L 1.0, 1, ~1). . el espacio columna es la recta que pasa por [ | ]. El espacio renglén es la recta que pasa por
p 1,1, -, - > 1)’ (0’ 5 0) [1 0 0]". Estd en R®. El espacio nulo es un plano en R? y el espacio nulo izquierdo es una
c) 8, é, g,i‘”l, 2’ 1)’ ((}, 8, 6). recta en R*
d) y dy L)\ TR Lr )y T ’ . K O 8]
e A es de 5 por 4 con rango 4. Demuestre que Ax = b no tiene so- N(A) contiene 1| y |0 N(AT) contiene 0
45. Repasor Sug(:ionlga qut:iz [A b} de 5 por 5 es invertible. Demuestre gue Ax = b es reso- 0 1 ’ 1
lucién cuando la ma
luble cuando [A b] es singular. " Observe que todos los vectores son vectores columna. Incluso los renglones estdn traspues-
‘ ; . . T :
% T CUATRO SUBESPACIO S FUND AMENTALES ’ tos, y el espacio renglén de A es el espacio columna de A*. Nuestro problema es relacionar

- SpaC O para (de p éS de a ehminacion) con }:3
La eccion a terior se centrd mas en deflnlclones que en constr ucciones. Se Sabe 10 que es atro e 108 U ! z
S SO

SeCCH i S

" P ‘ s s s 1 ‘ i 2
do con una descripcién explicita de Ejemplo ) |
e eomesons el n base xplc b U003 3 povencae a=| 2 & 5 7|
i {a convenien a. _ 5
= Sufzzii(g:s’.;zgos pueden describirse en dos formas. Primero, puede proporcionarse un

i j : 1 es-
subconjunto de vectores que generain el espacio. (E]emplg. Las columgag gneréi:;in 1?1- =
acio columna.) Segundo, pueden especificarse las condiciones que deve u;; i
3ectores en el espacio. (Ejemplo: El espacio nulo consta de todos los vectores g
= 0' - s * "
plen éj prim;ra descripcién puede incluir vectores indtiles (columnas depgndlente;})c; I;: sg_
gunda descripeidn puede incluir condiciones repetidas (renglones dependientes). P

i6 ocedimiento
sible escribir una base por inspeccion, de modo que se requiere un pr
sistermatico.

Como novedad, los cuatro espacios se considerardn en un orden més interesante.

3. El espacio renglén de A Para cada matriz escalonada como U, el espacio renglén es evi-
dente. Contiene a todas las combinaciones de los renglones, como ocurre con cualquier es-
pacio renglén, aunque aqui el tercer renglén no contribuye a nada. Los dos primeros
renglones son una base del espacio renglén. Una regla semejante es vélida para toda ma-
triz escalonada U o R, con r pivotes y r renglones diferentes de cero: los renglones dife-

rentes de cero son una base, y la dimension del espacio renglén es r. Esto facilita tratar
con la matriz original A.
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La razén es que cada operacién elemental deja sin cambio el espacio renglén. Los renglo-
nes en U son combinaciones de los renglones originales en A. En consecuencia, el espacio
renglén de U no contiene nada nuevo. Al mismo tiempo, debido a que cada paso puede in-
vertirse, nada se pierde; los renglones de A pueden recuperarse de /. Bs cierto que los ren-
glones de A y U son distintos, pero las combinaciones de los renglones son idénticas:
smismo espacio!

Observe que no se empezo con los m renglones de A, que generan el espacio renglon,
y que se eliminanm — 7 de ellos para terminar con una base. Segtin 2L, hubiera podido ha-
cerse lo anterior. Sin embargo, podria ser dificil decidir cusles renglones preservar, ¥ cué-
les eliminar, por lo que fue mas f4cil considerar los renglones de U diferentes de cero.

2. Fl espacio nulo de A La eliminacién simplifica un sistema de ecuaciones lineales
sin cambiar las soluciones. Bl sistema Ax = 0 se reduce al sistema Ux = 0, y este proceso
es reversible. El espacio nulo de A es el mismo que el espacio nulo de Uy R. S6lo r de
las ecuaciones Ax = b son independientes. Al elegir las n — r “soluciones especiales”
de Ax = O se obtiene una base definida para el espacio nulo:

Esta es exactamente la forma en que se ha venido resolviendo Ux = 0. El ejemplo bésico
anterior tiene pivotes en las columnas 1 y 3. En consecuencia, sus variables libres son las
columnas segunda y cuarta, vy ¥ La base del espacio nulo es

-3 1
v=1 1 v =0 0

Soluciones especiales X = ; Xy = .
y=0 of  y=1 -1

Cualquier combinacién ¢yx; + X, tiene a ¢y en su componente v, y & ¢z € Su componen-
te y. La dnica forma en que ¢1x, + cx, =0esquec, = 6 = 0, de modo que estos vec-
tores son independientes. También generan ¢l espacio nulo; la solucién completa es vx; +
V. Asf, losn — r = 4 — 2 vectores son una base.

El espacio nulo también se denomina kernel de A, y su dimensién n — res la nulidad.

1. Fl espacio columna de A FEl espacio columna a veces se denomina rango. Esto es
consistente con la idea de costumbre que se tiene respecto del contradominio como el con-
junto de todos los valores posibles f(x); x estd en el dominio v f(x) estd en el contradomi-
mio. Hn nuestro caso, la funcién es flx) = Ax. Su dominio consta de todas las x en R”; su
contradominio consta de todos los vectores posibles Ax, que es el espacio columna. (En una
edicién previa a €sta se denomind R(A).

El problema consiste en encontrar base para los espacios colurna de Uy A. Estos es-
pacios son distintos (jsimplemente observe las matrices!) aungue su dimensién es 1a misma.

Las columnas primera y tercera de U son una base de su espacio columna. Se trata
de las columnas que contienen a los pivotes. Cualquier otra columna es una combinacién de
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estas dos. Ademads, lo mismo es cierto para la A original; aun cuando sus colu i
ferentes. Las columnas pivote de A sor una base de su espacio columna LamJnas Sc(i) o
lumna es tres veces la primera, justo como en U. La cuarta columna es i 1;a1 a (S eglu o 3)
— (columna %). El mismo espacio nulo indica estas dependencias. ¢ columna )
‘ Lo antenor. se debe a que Ax = 0 exactamente cuande Ux = 0. Los dos sistem:
equivalentes y tienen las mismas soluciones. La cuarta columna de U también era as1 .
na 3) — (columna 1). Toda dependencia lineal Ax = 0 entre las columnas de A es C(CO oo
sada por una dependencia Ux = 0 entre las columnas de U, con exactamente los isos
coeficientes. Si un conjunto de columnas de A es independiente, entonces tambi ’mllsmos
las columnas correspondientes de U, y viceversa. ’ e e o
Con la finalidad de encontrar una base del espacio columna C(A), se usa lo que ya
ha hecho para U. Las r columnas que contienen a los pivotes son una !’Jase del esqa oo
lumna de U. Estas mismas 7 columnas se elegirdn en A: pasese

{El espacio renglén y el espacio ¢ i i i i6 /
o e espacio Te glén y pac olunyna tienen la misma dimensidn r! Este es uno de
°0 4s importantes en dlgebra lineal. A menudo se abrevia como “rango de los
;info nes 1—— rango de las columnas”. Expresa un resultado que, para una matriz aleatoria
1 p(;r 2 no es para nada evidente. También dice algo sobre las matrices cuadradas: Si
SZS r;zng or;es de w(za matriz cuadrada son linealmente independientes, entonces también lo
n las columnas (y viceversa). De nuevo, est i
. , €5to no parece autoevidente §
et (por lo menos, no
Para ver otra vez que la dimensidn del espacio columna y del espacio renglén de U es

r, considere una s%tuacién tipica con rango r = 3. La matriz escalonada U ciertamente tie-
ne tres renglones independientes:

*
U= *

14
o ol &
o ol %
o o %

kS
da
0

O % %

ds
0 00 0 0 O

Se aﬁ’nna.que U también tiene tres columnas independientes y no més que tres. Estas colum-
nas sélo tienen tres componentes diferentes de cero. Si puede demostrarse que. las columnas
pivote: la primera, la cuarta, y la sexta, son linealmente independientes, entonces debe haber
una base (jpara el espacio columna de U, no el de A!) Suponga que un,a combinacién d

tas columnas pivote produjo cero: o

d * * 0
o d

C1 O + Cy 02 -+ C3 ;3 = 8 N
0 0 . |0 0

Trabajando hacia arriba como de costumbre, c3 debe ser cero porque ¢l pivote ds # 0; asi
¢, debe set cero porque el pivote d, # 0; y finalmente ¢; = 0. Con esto se estaka:ce 1;1 in:
depenfiencxa y se completa la demostracién. Como Ax = 0 siy sélo si Ux = 0, las colum-
nas pnmf:fa, cuarta v sexta de A, sin importar cudl era la matriz original 4, que ni siquiera
se conocid en este ejermnplo, son una base de C(A).
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El espacio columna y el espacio renglén se vuelven evidentes despusés de la elimina-
cién sobre A. A continuaci6n se abordard el cuarto subespacio fundamental, que se ha man-
tenido silenciosamente fuera de la vista. Debido a que los tres primeros espacios eran C(A),
N(A) v C(AT), el cuarto espacio debe ser NV (A™). Es el espacio nulo de la traspuesta, o el es-
pacio nulo izquierdo de A. A%y = ( significa que yTA = 0, y el vector aparece en el miem-
bro izquierdo de A.

4. Fl espacio nulo izquierdo de A (= espacio nulo de AT) Si A es una matriz de m por
n, entonces AT es de n por m. Su espacio nulo es un subespacio de R™; el vector y tiene m
componentes. Si se escribe como yTA = 0, estas componentes multiplican los rengiones de
A para producir el renglén cero:

A=y - ym]{ A }=[0~.o].

La dimensién de este espacio nulo N(AT) es fécil de encontrar. Para cualquier matriz,
el niimero de variables pivote mds el niimero de variables libres debe corresponder al ni-
mero total de columnas. Para A, erar + (n — r) = n. En otras palabras, el rango més las
nulidades igual a n:

dimension de C(A) + dimensién de N(A) = niimero de columnas.
Esta ley se aplica igualmente a AT, que tiene m columnas. AT es tan buena matriz como A.
Pero la dimension de su espacio columna también es r, de modo que

r + dimensién (N(AT)) = m. 1

Las m — r soluciones de y'A = 0 se esconden en alguna parte durante la eliminacién.
Los renglones de A se combinan para producir los m — r renglones cero de U. Se empieza
con PA = LU, o con L™'PA = U. Los Gltimos m — r renglones de la matriz invertible L™'P
deben ser una base de las ys en el espacio nulo izquierdo, ya que multiplican a A para pro-
ducir los renglones cero en U.

En el ejemplo de 3 por 4, el rengl6n cero era ¢l renglén 3 — 2(renglén 2) + 3(rengién
1). En consecuencia, las componentes de y son 5, —2, 1. Esta es la misma combinacién que
en by — 2b, + Sbyenel miembro derecho, Io cual lleva a 0 = 0 como la ecuacién final.
Ese vector y es una base para el espacio nulo izquierdo, cuya dimensiénesm — r =23 —
2 = 1. Es el tdltimo renglén de L™'P, y produce el renglén cero en U, y a menudo puede
verse sin necesidad de calcular L1 Cuando se est4 desesperado, siempre €S posible resol-
ver precisamente ATy = 0.

Me doy cuenta de que hasta el momento, en este libro, no se ha proporcionado ningu-
na razén para tener cuidado sobre N(A™). Es correcto pero no convincente si en cursivas se
escribe que el espacio nulo izquierdo siempre es importante. En la siguiente seccién se me-
jora el tema de encontrar un significado fisico para y, 2 partir de laley de la corriente de
Kirchhoff.

Ahora ya se conocen las dimensiones de los cuatro espacios. Pueden resumirse en una
tabla, y adn asi falta mucho para poder indicarlas como el

Ejemplo 1

0Li73 6
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A = 12 ti =
3 6 enem = n =2, yrangor = 1.

1. El espacio co{umnfz contiene a todos los multiplos de [;] La segunda columna estd
en la misma direccién y no contribuye con nada nuevo.

2. E , . P -
| espacio nulo contiene a todos los miltiplos de [ ﬂ Este vector satisface Ax = 0.

3. El espacio renglén contiene a todos los multiplos de [;] Lo escribo como un vector
columna porque, hablando estrictamente, est4 en el espacio columna de A™.

4. El espacio nulo izquierdo contiene a todos los mdltiplos de y = ["3]. La suma de los
reng‘lones de A con coeficientes —3 y 1 es cero, de modo que ATy z] 0

En este ejemplo todos los cuatro subespacios son rectas. Esto es accidentall y proviene de

r=lyn—r=1lym-—r=1Enlafi
. . gura 2.5 se muestra
perpendiculares. jEsto no es accidental! e dos pares de rectas son

. w/ o ea-- Azy :';: .+ = ¢ espacio columna,
+ :‘_:L ““““ ___-—""Ail“:’/’b" C(A)
| e =T mudltiplos d
i I.m=x7+$n | iplos de (1, 3)
£
- ek
! m =TT Aﬂ:n =0
Zn
espacio renglén C(AT) 1 espacio nulo V| (A4) 1 2 1 risflif;(ljos ‘(1110 (I;r (Aj)
’ . T = e ’ -
miltiplos de (1, 2) T multiplos de (2, —1) [3 6} B )

Figura 2.5 Los cuatro subespacios fundamentales (rectas) de la matriz singular A.

Lad Sx el xfl,tuno elemer}to de A se cambia de 6 a 7, todas las dimensiones son diferentes.
a dimension d’el espacio columna y el espacio rengién es » = 2. El espacio nulo y el es-
pacio nulo izquierdo sélo contienen a los vectores x = Q y y = 0. La matriz es invertible

Existencia de inversas

Se sabe que si A tiene una inversa izquierda (BA = I) y una inversa derecha (AC = )
tonce?s las dos inversas son iguales: B = B(AC) = (BA)C = C. Asi, por el rango de, -
matriz, es facil decidir cudles matrices tienen en realidad estas invers;s En térmi%los el;r;a
rales, una inver"sa existe solo cuando el rango es lo mds grande posib‘le. e
El rango siempre cumnple r = m y también r = n. Una matriz de m por r no puede
tener’mas de m renglones independientes o » columnas independientes. No hay espacio pa-
ra mds de m pivotes, o més de n. Se quiere demostrar que cuando » = m hay una inI\)/ersa ge-
'recha, y que Ax = b siempre tiene una solucién dnica. Cuando r = n, hay una in
izquierda y la solucién (si existe) es Unica. Y e
S6lo una matriz cuadrada puede tener ambos r = m y r = n, y en consecuencia solo

una matriz cuadrada puede tener existencia y unicidad. S6lo una matriz cuadrada tiene una
inversa por ambos lados.
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Ejemplo 2

En el caso de existencia, una solucion posible es x = Cb, ya que entonces Ax =

ACbH = b. Sin embargo, hay otras soluciones si hay otras inversas derechas. El ntimero de

soluciones cuando las columnas generan R™es 1 000.
En el caso de unicidad, si hay una solucién de Ax

puede no haber solucién. El nimero de soluc;one‘s es O ol. iy derecha, en ca-
Hay férmulas sencillas para encontrar las mejores inversas izquierday Ger s

= b, debe ser x = BAx = Bb. Pero

so de existir:
- - Ty—1
Inversas por unlade B = (ATA) ATy C = ATAAD ™.

Ciertamente BA = Iy AC = I. Lo que no es tan cierto es que AT/} y AAT son realmzz%e t%z:
vertibles. Fn el capitulo 3 se demostrard que ATA tier}e inversa si elrangoesn, y . 1‘31
ne inversa cuando el rango es m. Asi, las férmulas .txicnen sentido exactamente cuando
rango es lo més grande posible, y se encuentran las inversas por un lado.

Considere una matriz sencilla de 2 por 3 con rango 2:
A= 4 0 O
05 of

Debido a que r = m = 2, el teorema garantiza una inversa derecha C:

Lo
: 10
400 _
Acs[o 5 0] 0 3 “‘[0 1}'

Hay muchas inversas derechas porque el Gltimo renglén de C’ es corgpletgmente grbltr.andoz;
Este es un caso de existencia pero no de unicidad. La matriz A no tiene mnversa }zqulgc ia
porque la dltima columna de BA es ciertamente cero. La inversa derecha especifica C =

AT(AAT)™! elige que c31 Y €3, Sean Cero:

o O b
<o

La mejor inversa derecha AT(aaH ™ = g g [0 L =

&y b

Esta es la seudoinversa: una forma de escoger la mejor C en la seccidn 6.3. La traspuesta
de A, lleva a un ejerplo de una infinidad de inversas izquierdas:

R B R
BAT = 05/ =19 1}

Ahora, la que es completamente arbitraria es la dltima columna de B. La mejor dmversa iz~
’ . . i — 4 . . 99 ua{}‘
quierda (también la seudoinversa) tiene by; = byz = 0. Hste es un "caso de unicidad”, ¢

do el rango €s ¥ = n.
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No hay variables libres, ya que n — r = 0. Si existe una solucidn, es tnica. El lector pue-
de ver cudndo este ejemplo tiene una solucién ¢ no tiene solucién.

4 0 . by

0 5 { 1} = 1 b,y | esresoluble exactamente cuando b; = 0.
X2

0 0 b3

Una matriz rectangular no puede tener tanto existencia como unicidad. Si m es diferente de
n, entonces no puede cumplirse r =myr=n.’

Una matriz cuadrada constituye el caso opuesto. Si m = n, no puede cumplirse una pro-
piedad sin la otra. Una matriz cuadrada tiene una inversa izquierda si y sélo si tiene una
inversa derecha. Sélo hay una inversa; a saber, B = C = A™%. Cuando la matriz es cuadra-
da, la existencia implica la unicidad y la unicidad implica la existencia. La condicién para
invertibilidad es el rango total: » = m = n. Cada una de las siguientes condiciones es una
prueba necesaria y suficiente:

1. Las columnas generan R”, de modo que Ax = b tiene por lo menos una solucién para
toda b.
2. Las columnas son independientes, de modo que Ax = 0 sélo tiene la solucién x = 0.

Esta lista puede hacerse mucho mds grande, especialmente si se piensa en los capitulos ul-
teriores. Cada condicién es equivalente a cualquier otra, lo cual asegura que A es invertible.

3. Losrenglones de A generan R”.

4. Los renglones son linealmente independientes.

5. Es posible completar la eliminacién: PA = LDU, con todos los n pivotes.
6. El determinante de A es diferente de cero.

7. El cero no es un valor caracteristico de A.

8. A%A es positiva definida.

A continuacién se presenta una aplicacion tipica a polinomios P(¢) de gradon — 1. El
dnico de estos polinomios que se hace ceroenty, .. ., t, es P(¢r) = 0. Ningtin otro polino-
mio de grado n — 1 puede tener n raices. Esto es unicidad, e implica existencia: Dados va-
lores cualesquiera b, . . . , b, existe un polinomio de grado n — 1 que interpola estos
valores: P(;) = b;. La cuestién es que estd tratando con una matriz cuadrada; el ndimero n
de coeficientes en P(f) = x; + xyt + « - - + x,#* ! corresponde al nimero de ecuaciones:

1 1'12 s t?ul X1 by

Interpolacién 1 6 8 - gt X2 by
P(t) = b S : :
1ot 2 ... Xn b,

Esta matriz de Vandermonde es de n por n y con rango total. Ax = b siempre tiene una so-
lucién: un polinomio puede pasar por cualquier b; en puntos distintos #. Después se encon-
trard realmente el determinante de A; no es cero.

Matrices de rango 1

Por iltimo llega el caso més sencillo, cuando el rango es 1o mds peguerio posible (excepto
por la matriz cero con rango 0). Uno de los temas bésicos de las matematicas es, dado algo
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complicado, demostrar cémo puede descomponerse en piezas sencillas. Para el dlgebra li-
neal, las piezas sencillas son las matrices de rango 1.

2 1 1
420 2 =
Rangel A=| o 4 gltener’ 1.
-2 -1 -1

Cada renglén es un miltiplo del primer renglén, de modo que el espacio renglén es unidi-
mensional. De hecho es posible escribir toda la matriz como el producto de un vector co-
lumna y un vector renglén:

2 1 1 {2 1 1]
A = (columna)(renglén) g i i = i
-2 -1 -1 -1

El producto de una matriz de 4 por 1 y una matriz de 1 por 3 es una matriz de 4 por 3. El
rango de este producto es 1. Al mismo tiempo, las columnas son todos los mudltiplos del
mismo vector columna; el espacio columna comparte la dimensién r = 1, y se reduce a una
recta.

Toda matriz con range 1 tiene la forma sencilla A = uv® = columna por renglon.

Todos los renglones son muiltiplos del mismo vector v', y todas las columnas son mudlti-
plos de u. El espacio rengl6n y el espacio columna son rectas: el caso mas sencillo.
Conjunto de problemas 2.4

1. Falso o verdadero: Sim = n, entonces el espacio renglén de A es igual al espacio co-
lumna. Sim < n, entonces el espacio nulo tiene una dimension mayor que

3. Encuentre la dimensién, y construya una base para los cuatro subespacios asociados
con cada una de las siguientes matrices

0 1 4 0] o1t 40
A“’[ozso_ y U“{oooo]'
3. Encuentre la dimensién y una base para los cuatro subespacios fundamentales de
1 2 0 1] 1 2 01
A=10 1 1 0 y U=1{0 1 1 0L
1 2 0 1] 0 0 0 O

4. Describa los cuatro subespacios en el espacio tridimensional asociados con

01 0
A=10 0 1
0 0 0

5. Siel producto AB es la matriz cero, AB = 0, demuestre que el espacio columna aso-
ciado de B estd contenido en el espacio nulo de A. (También, el espacio renglén de A
est4 en el espacio nulo izquierdo de B, ya que cada renglén de A multiplica B para ob-~
tener un renglén cero.)

10.

i1

12

s

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Suponga que A es cualquier matriz de m
por n de rango 7. ;En qué condici
estos ndmeros gor o clones sobre
a) A tiene una inversa por ambos lados: AA™! = ATIA =7
b) Ax = b tiene una infinidad de soluciones para toda b?

(iP(g qque no existe ninguna matriz cero cuyos espacios renglén y nulo contengan a (1,
, 1)?

Sup?nga que la Gnica solucién de Ax = 0 (m ecuaciones en n incégnitas) es x = 0.
(Cudl es el rango y por qué? Las columnas de A son linealmente .

Encuentre una matriz de 1 por 3 cuyo espacio nulo conste de todos los vectores en R®

tal;:s que x; + 2x, + 4x; = 0. Encuentre una matriz de 3 por 3 con el mismo espacio
nulo.

Si A); = b siempre tiene por 1o menos una solucién, demuestre que la tnica solucién
de A'y = Oesy = 0. Sugerencia: ;Cudl es el rango?

Si Ax = 0 tiene una solucién diferente de cero, demuestre que ATy = ffalla en ser re-
soluble para algunos miembros derechos f. Construya un ejemplo de A y f.

Encuentre el rango de A, y escriba la matriz como 4 = uv’

1 00 3 s
A=10 0 0 0 yAz[“}.
200 6 6 -6

Si se proporcionan a, b, ¢ con a # 0, escoja d de modo que el rango de

A={i cbi] =yl

sea 1. ;Cudles son los pivotes?
Encuentre una inversa izquierda y/o una inversa derecha (cuando existan) para
1 0
11t 10
A—[Oll] y M=|11| ¥ T=[g b].
0 1 a

Si las columnas de A son linealmente independientes (A es de m por n), entonces el
rango es , el espacio nulo es , Y existe una inversa .

(l'gna para;ioja) Supo’?ga que A tiene una inversa derecha B. As{, AB = I conduce a
ATAB =,A 0 B = (ATA)"'AT. Sin embargo, satisface BA = I; es una inversa izquier-
da. ;Cuél paso no estd justificado?

Encuentre una matriz A cuyo espacio renglén sea V, y una matriz B cuyo espacio nu-
lo sea V, si V es el subespacio generado por

1 1 1
1y, 21, 51.
0 0 0
Encuentre una base de cada uno de los cuatro subespacios de
0123 4 1 0 0 012 3 4
A=101246!=11120 0 0012
00012 0 1 1 0000O
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19. SiA tiene los mismos cuatro subespacios fundamentales que B, jes cierto que A = ¢B?

20. a) Si el rango de una matriz de 7 por 9 es 5, jcudles son las dimensiones de los cua-
tro subespacios? ;Cuénto es la suma de los cuatro subespacios?
b) Si el rango de una matriz de 3 por 4 es 3, jcudles son el espacio columna y el es-
pacio nulo izquierdo?

21. Construya una matriz con la propiedad requerida, o explique por qué no es posible.

1 Q . § . i 2
a) El espacio columna contiene a {1] , [o} , el espacio renglén contiene a [2} , [ 5} .
of |1

3
1 - .
b) El espacio columna tiene como base a {2} , €l espacio nulo tiene como base a [2{} .
3

¢) La dimensi6n del espacio nulo = 1 + dimensi6n del espacio nulo izquierdo.
. . 3

d) El espacio nulo izquierdo contiene a [é] el espacio renglén contiene a {1 .

&) Espacio renglén = espacio columna, espacio nulo # espacio nulo izquierdo.

22. Sin eliminacién, encuentre las dimensiones y bases de los cuatro subespacios de

0 3 3 3 11
A=1]0 0 0 0 y B=1|4 4
01 0 1 55

23. Suponga que una matriz A de 3 por 3 es invertible. Escriba bases de los cuatro subes-
pacios de A, y también para la matriz de 3 por 6 B = [A Al

24. ;Cusles son las dimensiones de los cuatro subespacios de 4, B,y C, sil es la matriz
" identidad de 3 por 3, y O es la matriz cero de 3 por 27

[1 0] ¥y B:BT (H y C=][0].

25. ;Cuéles subespacios son iguales para las siguientes matrices de tamafios distintos?

vw s [l el v (4]

Demuestre que el rango de estas tres matrices es el mismo: .

A =

26. Silos elementos de una matriz de 3 por 3 se escogen aleatoriamente entre 0y1, (',C}lé—
les son las dimensiones més probables de los cuatro subespacios? ;Qué ocurre si la
matriz es de 3 por 5?

(Importante) A es una matriz de m por n con rango r. Suponga que hay miembros de-
rechos & para los cuales Ax = & no tiene solucion.

a) ;Cudles designaldades (< o =) deben ser ciertas entre m, 1, ¥ r?
b) ;Cémo se sabe que ATy = O tiene una solucién diferente de cero?

27.

Construya una matriz con (1, 0, 1) y (1, 2, 0) como una base para su espacio ren-
glén v su espacio columna. ;Por qué esta base no puede ser una base del espacio
renglén y del espacio nulo?

28.

29. Sin calcular A, encuentre bases de los cuatro subespacios fundamentales:

1 0 0 1 2 3 4
A=16 1 0 01 2 3
9 8 1 0 0 1 2

3s.

36.

37.

30. Si se intercambian los dos primeros renglones de una matriz A, cudles de los cuatro

31.

32.

33.

34.
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subespacios permanecen igual? Siy = (1, 2, 3, 4) estd en el espacio nulo izquierdo de i
A, escriba un vector en el espacio nulo izquierdo de la nueva matriz. ‘

Explique por qué v = (1, 0, —1) no puede ser un renglén de A y también estar en el
espacio nulo. .

Describa los cuatro subespacios de R® asociados con

0 10 1 1 0
A=10 0 1 y I+A=10 1 1]
0 0 0 0 0 1

(Espacio nulo izquierdo) Sume la columna extra b, y reduzca A a forma escalonada:

1 2 3 b 1 2 3 p
[A b]=1]4 56 by|— |0 =3 —6 by—4b
7 8 9 by 0 0 0 by—2b+b

Una combinacién de los renglones de A produjo el renglén cero. {Qué combinacién
es? (Observe by — 2b, + by en el miembro derecho.) ;Cudles vectores estdn en el es-
pacio nulo de A%, y cudles estdn en el espacio nulo de A?

Siga el método del problema 33 para reducir A a forma escalonada, y busque los ren-
glones cero. La columna b indica cudles combinaciones de los renglones se tomaron.

1 2 &
1 2 p5 2 3 b;
4 6 b 2 5 b,

A partir de la colurana b después de la eliminacién, lea m — r vectores de la base en
el espacio nulo izquierdo de A (combinaciones de renglones que proporcionan cero).

Suponga que A es la suma de dos matrices de rango 1: A = uv™ + wz’.
a) ;Cudles vectores generan el espacio columna de A?

b) ;Cudles vectores generan el espacio renglén de A?

c¢) Elrangoesmenosde 2Zsi ____osi
d) Calcule Aysurango,siu=z=(1,0,0)yv=w = (0,0, 1).

Sin multiplicar las matrices, encuentre bases de los espacios renglén y columna de A:
b2 3 0 3

4 5 11 2f

2 7

(Cémo se sabe a partir de estas formas que A no es invertible?

A =

i Falso o verdadero? (Segiin corresponda, proporcione una razén o un contragjemplo.)
a)Ay AT tienen el mismo niimero de pivotes.

b) Ay AT tienen el mismo espacio nulo izquierdo.

¢) Si el espacio renglén es igual al espacio columna, entonces AT = A.

d) 8i AT = —A, entonces el espacio renglén de A es igual al espacio columna.
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38. SiAB = 0, las columnas de B est4n en el espacio nulo de A. Si estos vectores estdn en
R", demuestre que rango(A) + rango(B) = n.

39, ;Es posible completar un juego de “gato” (tic-tac-toe) (3 unos y 4 ceros en A) de mo-
do que rango(A) = 2, pero que en ningidn lado se tenga una jugada ganadora?

40. Construya una matriz de 2 por 3 de rango 1. Copie la figura 2.5, y ponga un vector en
cada subespacio (dos en el espacio nulo). ;Cudles vectores son ortogonales?

41. Vuelva a dibujar la figura 2.5 para una matriz de 3 por 2 derango r = 2. (Cuél subes;
pacio es Z (s6lo el vector cero)? La parte del espacio nulo de cualquier vector x en R

es x, =

25 GRAFICAS Y REDES
eccién previa. Desde un punto de

No estoy muy contento con la matriz de 3 por4enlas ; :
vista tedrico, era bastante satisfactoria; los cuatro subespacios eran calculables y sus di-
mensiones r, n — r, r, m — r eran diferentes de cero. Sin embargo, el ejemplo no fue pro-
ducto de una verdadera aplicacién. No mostrd cuan fundamentales realmente son estos
subespacios. .

En esta seccién se presenta una clase de matrices rectangulares con dos ventajas. Son
sencillas y son importantes. Son matrices de incidencia de grdficas, y cada elemento es 1,
—1, 0 0. Lo extraordinario es que lo mismo es cierto-de L, U y vectores de la base para los
bespacios desempefian un papel central en la teorfa de redes.

cuatro subespacios. Estos su la
Se recalca que el término “grafica” no se refiere a la grafica de una funcién (como una pa-

rdbola paray = *%). Hay un segundo significado, completamer}tc distinto, mefls’ préximg a
Ias ciencias de la computacién que al cédlculo, que &s facil exphczju'. Esta seccidn es op’czo-
nal, pero constituye una oportunidad para ver en accién a las matrices rectangulares, asf co-
mo la forma en que la matriz simétrica cuadrada ATA aparece al ﬁnal.‘ '

Una grdfica consta de un conjunto de vértices o nodos ¥ un conjunto fie aristas que
unen a los nodos. La grafica de la figura 2.6 tiene 4 nodos y 5 aristas. N(}) t}ene una anst’a
entre los nodos 1 v 4 (v las aristas de un nodo hacia sf mismo estdn prohibidas). Esta gra-
fica es dirigida, debido a la flecha que hay en cada arista. .

La matriz de incidencia arista-nodeo es de 5 por 4, con un renglén para cada .arxsta.
Si la arista va del nodo j al nodo k, entonces ese renglén tiene —1 en la columna jy + 1
en la columna k. La matriz de incidencia A se muestra junto a la gréfica (aunque tz.miblen
podria recuperarse la gréfica si s6lo se contara con A). El renglén 1 muestra la arista del
nodo 1 al nodo 2. Bl renglén 5 proviene de la quinta arista, que va del nodo 3 al nodo 4.

ista 1
. arista ) L1 0 o
/) . 5@‘5 . -1 0 1 8
arista 2 2> arista 4 A= 0 -1 1
0 —1 0 1
3 4 6 0 -1 1
arista 5 nodo 1 2 3 4

Figura 2.6 Grafica dirigida (5 aristas, 4 nodos, 2 circuitos) y su matriz de incidencia A.
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Observe las columnas de A. La columna 3 proporciona informacién sobre el nodo 3:
indica qué arista entra y qué arista sale. Las aristas 2 y 3 entran, la arista 5 sale (con el sig-
no menos). Algunas veces A se denomina matriz conectividad o matriz topologia. Cuando
la gréfica tiene m aristas y » nodos, A es de m por 2 (y normalmente m > n). Su traspues-
ta es la matriz de incidencia “nodo-arista”.

Cada uno de los cuatro subespacios fundamentales tiene un significado en términos de

la grafica. Es posible hacer algo de 4lgebra lineal, o escribir sobre voltajes y corrientes.
iHaremos ambas cosas!

Espacio nulo de A: Existe una combinacién de columnas que proporcione Ax = 07
Normalmente, la respuesta se obtiene a partir de la eliminacién, aunque aquf viene a pri-
mera vista. La suma de las columnas es la columna cero. El espacio nulo contiene a x =
(1,1, 1, 1), ya que Ax = 0. La ecuacién Ax = b no tiene una solucién tnica (en caso de te-
ner alguna solucién). Cualquier “vector constante” x = (c, ¢, ¢, ¢) puede sumarse a cual-
quier solucién particular de Ax = b. La solucién completa tiene esta constante arbitraria ¢
(como la +C cuando se integra en célculo).

Esto tiene un significado si se piensa que x,, x,, X3, x, son los potenciales (voltajes)
en los nodos. Las cinco componentes de Ax proporcionan las diferencias de potencial a tra-
vés de las cinco aristas. La diferencia a través de la arista 1 es x, — x;, proveniente del +1
en el primer renglén.

La ecuacién Ax = b solicita: Dadas las diferencias by, . . ., bs, encontrar los potencia-
les verdaderos xy, . . . , x4. {Pero esto es imposible de hacer! Todos los potenciales pueden
aumentarse o disminuirse por la misma constante ¢, y las diferencias permanecen sin cam-
bio, 1o cual confirma que x = (¢, ¢, ¢, ¢) estd en el espacio nulo de A. Estos son los dnicos
vectores en el espacio nulo, ya que Ax = 0 significa igual potencial a través de cada arista.
El espacio nulo de esta matriz de incidencia es unidimensional. El rango es 4 — 1 = 3,

Espacio columna: ;Para cusles diferencias by, . . . , bs es posible resolver Ax = b? Para
encontrar una prueba directa, considere la matriz. El renglén 1 més el renglén 3 es igual al
renglén 2. En el miembro derecho se requiere b, + b3 = b, o ninguna solucién es posi-
ble. De manera semejante, el renglén 3 mas el renglén S es igual al renglén 4. El miembro
derecho debe satisfacer b3 + bs = by, para que la eliminacién llegue a 0 = 0. Repitiendo,
si b estd en el espacio columna, entonces

bl-b2+b3=0 y b3—b4+b5=0. (1)

Continuando la investigacién, también se encuentra que los renglones 1 + 4 son iguales a
los renglones 2 + 5. Pero esto no es nada nuevo: al restar las ecuaciones en (1) en realidad
se obtiene b, + by = b, + bs. Hay dos condiciones sobre las cinco componentes, ya que
la dimensién del espacio columna es 5 — 2. Estas condiciones provienen de la eliminacién,
pero aqui tienen un significado sobre la gréfica.

Circuitos: La ley del voltaje de Kirchhoff establece que la suma de las diferencias de po-
tencial alrededor de un circuito debe ser cero. Alrededor del circuito superior en la figura 2.6,
las diferencias satisfacen (x; — x;) + (x3 — x,) = (x3 — x,). Estas diferencias son b, + b; =
b,. Para recorrer todo el circuito y regresar al mismo potencial, se requiere by + bs = b,.

el espacio columna es Ia ley del voltaje de Kirch-
zal dlr:_edgdqr_‘ de un. ir(;fuito debe ser cero.
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Espacio nulo izquierdo: Para resolver ATy = 0, se encuentra su significado en la grafi-
ca. El vector y tiene cinco componentes, una para cada arista. Estos ntmeros representan
corrientes que circulan a lo largo de las cinco aristas. Debido a que AT es de 4 por 5, las
ecuaciones ATy = 0 proporcionan cuatro condiciones sobre estas cinco corrientes. Se trata
de condiciones de “conservacién” en cada nodo: En cada nodo, ¢l flujo de entrada es

igual al fluje de salida:
-y — Y2 = La corriente total hacia el nodo 1 es cero
- - = hacia el nodo 2
ATy =0 Y1 T Y3 T Ya -
y2+y3 —ys =0 hacia el nodo 3

ya +ys =0 hacia el nodo 4

La belleza de la teorfa de redes es que tanto A como AT tienen papeles importantes.

Resolver ATy = 0 significa encontrar un conjunto de corrientes que no se “‘amontone”
en ningtn nodo. El tréfico continda circulando, y las soluciones mds sencillas son las co-
rrientes alrededor de circuitos pequefios. Nuestra gréfica tiene dos circuitos, ¥ alrededor
de cada circuito se envfa 1 amp de corriente:

Vectores de circuito yI =[1 —1 1 0 0] ¥ yI=[0 0 1 -1 1].

Cada circuito produce un vector y en el espacio nulo izquierdo. La componente +1lo—1
indica si la corriente va en el sentido de la flecha o en contra. Las combinaciones de y; ¥
y, llenan el espacio nulo izquierdo, por lo que y; ¥ y; son una base (la dimensién tendria
gueserm—r=25=3= 2). De hecho, y, — ¥, = (1, —1,0, 1, —1) proporciona el gran
circuito alrededor de la parte externa de la gréfica.

El espacio columna y el espacio nulo izquierdo estdn relacionados estrechamente. El
espacio nulo izquierdo contiene a y; = (1, —1,1,0,0),y los vectores en el espacio colum-
na satisfacen by — by + by = 0. Asf, yTb = 0 jlos vectores en el espacio columna y en el
espacio nulo izquierdo son perpendiculares! Esto pronto se convertird en la parte dos del
“Teorema fundamental del dlgebra lineal.”

Espacio renglon: El espacio renglon de A contiene vectores en R*, pero no a todos los
vectores. Su dimensién es el rango 7 = 3. Con la eliminacién se encuentran tres renglones
independientes, y también es posible ver la gréfica. Los tres primeros renglones son depen-
dientes (renglén 1 + renglén 3 = renglén 2,y estas aristas forman un circuito). Los ren-
glones 1, 2, 4 son independientes porque las aristas 1, 2, 4 no contienen circuitos.

Los renglones 1, 2, 4 son una base del espacio renglén. En cada renglon, la suma de
los elementos es cero. Toda combinacion (fy, f2. f5. fa) en el espacio renglén tiene la misma
propiedad:

fen el espacio renglén fi + 2 T f5 + f: =0 x enelespacionulox =c(1,1,1, ) (2)

Nuevamente, esto ilustra el teorema fundamental: el espacio renglén es perpendicular al es-
pacio nulo. Sif estd en el espacio renglén y x estd en el espacio nulo, entonces FTx=0.

Para AT, la ley basica de la teorfa de redes es la ley de la corviente de Kirchhoff. El flu-
jo total hacia cada nodo es cero. Los ndmeros fi, f, f 4 son fuentes de corriente hacia los
nodos. La fuente f, debe equilibrar a —y; — ¥, que es el flujo que sale del nodo 1 (a lo lar-
go de las aristas 1 y 2). Estaes 1a primera ecuacién en ATy = f. De manera semejante en 1os
otros tres nodos, la conservacién de la carga requiere flujo de entrada = flujo de salida. Lo
hermoso es que AT es exactamente la mairiz derecha de la ley de la corriente.

e b
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Arboles generadores y renglones independientes

Toda Qomponente de y; y ¥, en el espacio nulo izquierdo es 1 0 —1 o O (provenientes de
los flujos en el circuito). Lo mismo es cierto para x = (1, 1, 1, 1) en el espacio nulo, y to-
dos los elementos en PA = LDU! La cuestién clave es que todo paso de la eliminacié’n tie-
ne un significado para la gréfica.

El significado puede observarse en el primer paso de la eliminacién para la matriz A: res-
te el renglon 1 del renglon 2. Esto sustituye a la arista 2 por una nueva arista “1 menos .2”;

arista 1
r
P renglén 1 1 1 0 0
- g -
arista 2 P rengldn2 -1 0 1 0
_ ~aristal-— 2 renglén 1 — 2 0 1-1 0

Ese‘z paso de la eliminacién destruye una arista y crea una nueva arista. Aqui la arista “1 — 27
es justo la arista 3 anterior en direccidén opuesta. El siguiente paso de la eliminacién produce
ceros en el renglén 3 de la matriz. Esto demuestra que los renglones 1, 2, 3 son dependien-
tes. Los renglones son dependientes si las aristas correspondientes contienen un circuito.

Al final de la eliminacién se tiene un conjunto completo de r renglones independien-
tes. Estas r aristas constituyen un drbol: una gréfica sin circuitos. Nuestra gréfica tiene
r = 3,y las aristas 1, 2, 4 forman un 4rbol posible. El nombre completo es drbol generador
porque el drbol “genera” todos los nodos de la grafica. Un drbol generador tiene  — 1 aris-
tas si la grdfica es conexa, y si se incluye una arista mds se obtiene un circuito.

‘ En el lenguaje del dlgebra lineal, n — 1 es el rango de la matriz de incidencia A. La
d};:;lensién del espacio rengldn es n — 1. El drbol generador que se obtiene de la elimina-
cién constituye una base para el espacio renglén: cada arista del arbol corresponde a un ren-
glén en la base.

El teorema fundamental del digebra lineal relaciona las dimensiones de los subespacios:

Espacio nulo: dimensién 1, contieneax = (1,..., 1).

Espacm columna: dimensién r = n — 1, cualesquiera n — 1 columnas son indepen-
dientes.

Espacio renglén: dimensidén r = n — 1, renglones independientes de cualquier arbol
generador.

Espacio nulo izquierdo: dimensién m — r = m — n + 1, contiene ys de los circuitos.

Estos cuatro espacios proporcionan la férmula de Euler, que de alguna manera es el pri-
mer teorema en topologia. Cuenta aristas de dimensién cero menos aristas unidimensiona-
les més circuitos bidimensionales. Ahora cuenta con una demostracién del dlgebra lineal
para cualquier grafica conexa: -

(# de nodos) — (# de aristas) + (# de circuitos) = (n) ~(m) +(m ~n+ 1) =1 (3)
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Para un simple circuito de 10 nodos y 10 aristas, el nimero de Euler es 10 — 10 + 1. 8i
todos v cada uno de esos 10 nodos estAn unidos a un undécimo nodo en el centro, enton-
ces 11 — 20 + 10 sigue siendo 1.

Todo vector f en el espacio columna tiene #f=f+ -+ f, =0 lasuma de las
corrientes provenientes del exterior es cero. Todo vector b en el espacio columna tiene
yTb = 0; la suma de las diferencias de potencial es cero alrededor de todos los circuitos.
En algin momento, x y y 8€ vinculardn mediante una tercera ley (ley de Ohm para cada
resistor). Primero nos quedamos con la matriz A para presentar una aplicacién que parece

frivola pero no lo es.

Clasificacion de los equipos de fitbol

Al final de esta temporada, los equipos de ftbol colegial son clasificados segiin varias en-
cuestas. La clasificacién es esencialmente un promedio de opiniones, y algunas veces se
vuelve vaga después de las primeras doce universidades. Se desea clasificar a todos los
equipos de acuerdo con una base més matematica.

El primer paso es reconocer la gréfica, Si el equipo j jugé contra el equipo k, entonces
entre ambos hay una arista. Los equipos son los nodos, y los juegos son las aristas. Hay unos
cientos de nodos y algunos miles de aristas, a las que se asignard una direccidn mediante una
flecha que va del equipo visitante al equipo local. En la figura 2.7 se muestra parte de la Li-
ga Ivy, asf como algunos equipos serios, y también una universidad que no es famosa por sus
logros en fiitbol colegial. Afortunadamente para esa universidad (en donde estoy escribien-
do estas lineas), la gréifica no es conexa. En términos matemdaticos, no es posible demostrar
que el MIT no es el nimero 1 (a menos que ocurra que juegue contra alguien).

Harvard Yale Michigan UsC Texas
————— *
!
i
® ]
MIT !
i
————— &
Princeton Purdue Ohio State Notre Dame Georgia Tech

Figura 2.7 Parte de la gréfica de fitbol americano colegial.

Si el fidtbol fuese perfectamente consistente, a cada equipo podria asignarse un “po-
tencial” x;. Asf, si un equipo visitante v juega con el equipo local h, entonces ganarfa el
equipo que tuviera mayor potencial. En el caso ideal, la diferencia b en el resultado seria
exactamente igual a la diferencia x, — x, en sus potenciales. {Ni siquiera tendrfan que ju-
gar! Habrfa acuerdo por completo en que el mejor equipo es aquel con mayor potencial.

Este método presenta dos dificultades (por lo menos). Se esta intentando encontrar un
ndmero x para cada equipo, ¥y s€ desea x, — x, = b, para cada juego. Esto significa unos
cuantos miles de ecuaciones y s6lo unos cuantos cientos de incégnitas. Las ecuaciones
X, — %, = b; van a un sistema lineal Ax = b, donde A es una matriz de incidencia. Todo
juego tiene un renglén, con +1 en la columna A, y —1 en la columna v, con la finalidad de
indicar qué equipos jugaron ese partido. :

Primera dificultad: Si b no estd en el espacio columna no hay solucién. Los resultados
deben ajustarse perfectamente o no es posible encontrar potenciales exactos. Segunda difi-
cultad: Si A tiene vectores diferentes de cero en su espacio nulo, los potenciales x no estan
bien determinados. En el primer caso x no existe; en el segundo, x no es dnico. Quiza es-

tén presentes ambas dificultades.
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El espacio nulo siempre contiene el vector de 1s, ya que A s6lo ve las diferenci
X, = X,. Para determinar los potenciales, arbitrariamente podria asignarse potencial cnczas
Hztrvard. (Estoy hablando matemadticamente, no asumiéndolo como un hecho) Peroesriolz
gréfica no es conexa, entonces toda pieza por separado de la grafica contribuyé aun ve
tor en el espacio nulo. Incluso estd el vector con xyyr = 1y todos los demés x; = 0. Es nC“
cesario unir no s$6lo a Harvard sino a un equipo en cada pieza. (No hay nada ée inj.usto :r;
asignar potencial cero; si todos los demds potenciales estdn abajo de cero, entonces el equi
po élfimdo se ciasiﬁcfa primero.) La dimensién del espacio nulo es el mimf;ro de piezas d?i 1:
tgix;l O;C.:a. y no habré forma de clasificar una pieza contra otra, ya que éstas no juegan par-

Parece que el espacio columna es mds dificil de describir. ;Cuéles resultados se ajus-
tan perfectamente bien a un conjunto de potenciales? Ciertamente Ax = b es ixresolublje s
Harv:cu‘d derrota a Yale, Yale derrota a Princeton y Princeton derrota a Harvard. Més que lo
anterior, la suma de las diferencias en los resultados de ese circuito de juegos dt:’be serfj cero

Ley de Kirchhoff para diferencias en los resultados byy + byp + bpy = 0.

Es'ta también es una ley del dlgebra lineal. Ax = b puede resolverse cuando b satisface las
mismas dependencias lineales que los renglones de A. As{, la eliminacién llevaa 0 = O

) En realidad, casi con toda certeza b no estd en el espacio columna. Los resultados ae
futbol no son tan consistentes. Para obtener una clasificacién es posible utilizar minimos
cuadr‘ados: hager a Ax lo mds préximo posible de b. Eso se verd en el capitulo 3, y sélo se
menciona un ajuste. El ganador obtiene un bono de 50 e incluso 100 puntos por, arriba de
la diferencia en resultados. En caso contrario, ganar por 1 estd demasiado préximo a per-
;ier por 1l ;iEsto hace que las clasificaciones calculadas se aproximen bastante a las enoges-
@ezcz inc;;tg; ;.‘(eflgc;ts()l'\fotre Dame) proporcioné un anélisis completo en Management

Después de escribir esta subseccién, encontré lo siguiente en el New York Times:

Bn sus clasificaciones finales en 1983, la computadora ubicé a Miami (10-2) en sép-
timo lugar, arriba de Tennessee (9-1-2). Pocos dias después de su publicacién, al de-
partam-ento dc? deportes del Times empezaron a llegar paquetes con naranjas }; cartas
de enojo, enviados por los fandticos descontentos de Tennessee. La irritacién surgié
del hecho de que Tennessee apabullé a Miami 35-7 en el tazén del azicar. Las :n~
cuestas finales de AP y UPI clasificaron en cuarto lugar a Tennessee, con Miami bas-
tante més abajo. 7

A}.ler en la mafiana llegaron nueve envases de naranjas al muelle de carga. Fueron
enviadas al hospital Bellevue con una advertencia de que la calidad y contenido de
las naranjas era incierto.

Tanto, para esta aplicacién del dlgebra lineali.
Redes y mateméticas discretas aplicadas

Una gréfica se vuelve una red cuando a las aristas se asignan nimeros ¢y, . . . , G, El nti-
mero ¢; puede ser la longitud de la arista i, o su capacidad, o su rigidez Esi co’ntgne aun
resorte), ¢ su conductancia (si contiene un resistor). Estos nimeros van en una matriz dia-
gor}al C que es de m por m. C refleja “propiedades materiales”, en contraste con la matriz
de incidencia A, que proporciona informacién de las conexiones.

Nuestra déscdpcién serd en términos de electricidad. Sobre la arista 7, la conductancia
es ¢; y la resistencia es l/c,. La ley de Ohm establece que la cormriente y; que pasa
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por el resistor es proporcional a la cafda de tensidn e;:
Ley de Obm y; = ¢; &; {(corriente) = (conductancia)(caida de tensidn).

Lo anterior también se escribe £ = IR, caida de tensidn igual a la corriente multiplicada
por la resistencia. Como una ecuacién vectorial sobre todas las aristas a la vez, la ley de
Ohmesy = Ce.

Para completar el marco de referencia se requieren la ley del voltaje y laley de la co-
rriente de Kirchhoff:

La suma de las caidas de tensién alrededor de cada circuito es cero.
La suma de las corrientes y; (y /) bacia cada nodo es cero.

LVK:
LCK:

La ley del voltaje permite asignar potenciales x;, . . ., X, 2 los nodos. Luego, las diferen-
cias alrededor de un circuito proporcicnan una sumatoria como (x, — x1) + (x3 — x2) +
(x, — x3) = 0, enlaque todo se cancela. La ley de la corriente pide sumar las corrientes
hacia cada nodo por la multiplicacion de ATy. Si no hay fuentes de corriente externas, la
ley de la corriente de Kirchhoff es Aty = 0.

La otra ecuacién es la ley de Ohm, pero es necesario encontrar la cafda de tensién e a
traves del resistor. Con la multiplicacién Ax se obtuvo la diferencia de potencial entre los
nodos. Al invertir los signos, —Ax proporciona la caida en potencial. Parte de esta cafda
puede deberse a una bateria en la arista de intensidad b;. El resto delacaldaese = b —

Ax a través del resistor:
Ley de Ohm  y = C(b — Ax) obien Cl'y + Ax = b. 4

Las leyes fundamentales de equilibrio combinan las leyes de Ohm v Kirchhoff en un
problema central de las matemdticas aplicadas. Estas ecuaciones aparecen en todas partes:

&)

Ecuaciones de equilibrio

Este es un sistemna lineal simétrico, del cual ha desaparecido e. Las incognitas son las co-
rrientes y y los potenciales x. Usted ve la matriz simétrica por bloques:

-1
Forma de blogues [CAT é} B } = Bc} 6)

Para eliminacién por blogues el pivote es ¢, el multiplicador es A*C, y 1a sustraccion
manda a AT abajo del pivote. El resultado es

(" e B[ e

La ecnacién s6lo para x estd en el renglon inferior, con la matriz simétrica ATCA:

Ecuacién fundamental ~ A €))

Luego, la sustitucién hacia airds en la primera ecuacién produce y. Nada misterioso: se sus-
tituye y = C(b — Ax) en ATy = fpara obtener (7).

Observacién importante Un potencial debe fijarse de antemano: x, = 0. El n-€simo no-
do esté conectado a tierra, y la n-ésima columna de la matriz de incidencia original se ha

Ejemplo 1

61i73 86
2.5 Gréficas y redes 121
eliminado. La matriz resultante es lo que ahora se entiende por A, sus n — 1 columnas son

independientes. I:a .matriz cuadrada ATCA, que es 1a clave para resolver la ecuacién (7) pa-
ra x, es una matriz invertible de ordenn — 1:

n—1porm mporm mporn -1 n—lpotn—1

SRININEE

Suponga que una baterfa b5 y una fuente de corriente f, (¥ cinco resistores) conectan cua-
tro nodos. El nodo 4 estd conectado a tierra y el potencial x, = 0 es fijo.

U Ry
9 Z1
Us
Rs Ry
Y2
T3 z4 =0

By Ya -

La primera cuestién ¢s la ley de la corriente ATy = fen los nodos 1, 2, 3;

-y —y3 —y5 = 0 -1 0 -1 0 -1
b2 Bl 7 = f, tiene AT=| 1 -1 0 0 0Of.
y2 + ¥y —ya =0 0 1 1 -1 0

Para el nodo 4 no se ha escrito ninguna ecuacién, donde la ley de la corriente es y, + ys +
f> = 0. Esto se concluye al haber sumado las otras tres ecuaciones. e

La otra ecuacién es ™'y + Ax = b. Los potenciales x estdn conectados a las corrien-
tes ¥ por la ley de Ohm. La matriz diagonal C contiene las cinco conductancias ¢; = 1/R,
El miembro derecho explica la baterfa de intensidad b5 en la arista 3. La forma d:a bioqu;
tiene a C™ly + Ax = b arriba de ATy = f:

Ry -1 1 o [l [O]

103 0 -1 1 |y 0

B R, -1 0 1 b
{ch A} m - R o o -1||n o
A Ol |lx Rs —1 0 ol |ys = 0
—1 0 -1 o -1 x 0

1 -1 0 0 0 . P

i 0 1 i -1 0 X3 0

El sistema es .de 8 por 8, con cinco corrientes y cuatro potenciales. La eliminacion de las
ys reduce al sistema de 3 por 3 ATCAx = ATCb — f. La matriz ATCA contiene los recipro-
cos ¢; = 1/R; (porque en la eliminacién se dividen los pivotes). También se muestran el
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cuarto renglén y la cuarta columna, provenientes del nodo conectado a tierra, fuera de la
matriz de 3 por 3:

¢y +c3 +cs —Cy -3 —C5 (nodo 1)

ATCA = -y ¢+ —cy 0 (nodo 2)
—C3 —C; cateztey —Cq (nodo 3)

—Cs 0 ~C4 ¢y +c5 (nodo4)

El primer elementoes 1 + 1 + 1,0 ¢; + ¢3 + ¢5 cuando se incluye C, ya que las aristas
1, 3, 5 tocan el nodo 1. El siguiente elemento diagonales 1 + 1 0 ¢; + ¢,, provenientes de
las aristas que tocan al nodo 2. Fuera de la diagonal, las ¢s aparecen con signo menos. Las
aristas hacia el nodo 4 conectado a tierra pertenecen al cuarto renglén y a la cuarta colum-
na, que se borran una vez que la columna 4 se elimina de A (haciendo invertible a AT~ CA).
La matriz de 4 por 4 debe cumplir que la suma de todos los renglones y todas las colum-
nas es cero, y que (1, 1, 1, 1) debe estar en el espacio nulo.

Observe que ATCA es simétrica. Tiene pivotes positivos y proviene del marco de re-
ferencia bésico de las matemdticas aplicadas que se ilustra en la figura 2.8.

z Aty=f |7

3

A | (Ley del voltaje) AT | (Ley de la corriente )

h— e=pb— Ax

[ Frnd
C (Ley de Ohm ) y=Ce
Figura 2.8 Marco de referencia para equilibrio: fuentes b y f, tres pasos para ATCA.

En mecdnica, x y y se vuelven desplazamientos y esfuerzos. En fluidos, las incégni-
tas son la presién y el caudal de flujo. En estadistica, e es el error y x es el mejor ajuste
por minimos cuadrados a los datos. Estas ecuaciones matriciales y las ecuaciones diferen-
ciales correspondientes se encuentran en nuestro libro de texto Introduction to Applied
Mathematics, y en el nuevo Applied Mathematics and Scientific Computing. (Consulte la
pégina www.wellesleycambridge.com.)

Este capitulo termina en un punto culminante: el planteamiento de un problema fun-
damental en mateméticas aplicadas. A menudo para esto se requiere mds habilidad que pa-
ra la solucidn del problema. En el capftulo 1 se resolvieron ecuaciones lineales como
primer paso del dlgebra lineal. Para plantear las ecuaciones se requiere el conocimiento
mds profundo del capitulo 2. La contribucién de las matemdticas, y de la gente, no es la
computacién sino la inteligencia.

Conjunto de problemas 2.5

1. Parala gréfica triangular de 3 nodos de la siguiente figura, escriba la matriz de inci-
dencia A de 3 por 3. Encuentre una solucién de Ax = 0, y describa todos los otros vec-
tores en el espacio nulo de A. Encuentre una solucién de ATy = 0, y describa todos los
otros vectores en el espacio nulo izquierdo de A.

2. Parala misma matriz de 3 por 3, demuestre directamente a partir de las columnas que
todo vector & en el espacio columna satisface b, + b, — by = 0. Deduzca el mismo
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nodo 1 T1
arista 3
Y Y2
T4

nodo 2 arista 2 nodo 3 T2 Ys T3

hecho a partir de los tres renglones: las ecuaciones en el sistema Ax = b. ;Qué signi-
fica esto sobre las diferencias de potencial alrededor de un circuito?

Demuestre directamente a partir de los renglones que todo vector fen el espacio ren-
gl6n satisface f; + f, + f; = 0. Deduzca el mismo hecho a partir de las tres ecuacio-
nes ATy = f. ;Qué significa esto cuando las f's son corrientes hacia los nodos?

Calcule la matriz ATA de 3 por 3, y demuestre que es simétrica aunque singular: ;qué '

vectores estdn en su espacio nulo? Al eliminar la dltima columna de A (y también el
Gltimo renglén de AT) se queda con la matriz de 2 por 2 en la esquina superior izquier-
da; demuestre que es no singular.

Escriba la matriz diagonal C con elementos ¢y, ¢;, ¢3 en medio, y calcule ATCA. De-
muestre nuevamente que la matriz de 2 por 2 en la esquina superior izquierda es in-
vertible.

Escriba la matriz de incidencia A de 6 por 4 para la segunda gréfica en la figura. El
vector (1, 1, 1, 1) estd en el espacio nulo de A, pero ahora ahf hay m — n + 1 = 3 vec-
tores independientes que satisfacen ATy = 0. Encuentre tres vectores y, y #nalos con
los circuitos en la grdfica.

Si esa segunda gréfica representa seis juegos entre cuatro equipos, y las diferencias en
los resultados son by, . . . , bg, (cudndo es posible asignar potenciales x;, . . ., x4 de
modo que la diferencia de potenciales coincida con las bs? Usted estd encontrando
(a partir de las leyes de Kirchhoff o por eliminacién) las condiciones que hacen reso-
luble a Ax = b.

Escriba las dimensiones de los cuatro subespacios fundamentales para esta matriz de
incidencia de 6 por 4, y una base para cada subespacio.

Calcule ATA y ATCA, donde la matriz diagonal C de 6 por 6 tiene los elementoé
€y - - . » Cs (COmoO puede afirmar a partir de la gréfica dénde aparecen las ¢s en la dia-
gonal principal de ATCA?

10. Trace una gréafica con aristas numeradas y dirigidas (y con nodos numerados) cuya

matriz de incidencia es

1 1 0 o
-1 0 1
A=1 90 1 0 -1
0 0 -1 1

Esta grafica, jes un &rbol? (los renglones de A, json independientes?) Demuestre que
al eliminar la Gltima arista se obtiene un drbol generador. Asi, los renglones restantes
son una base de -
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11. Sin la dltima columna de la A precedente, y con los ndmeros 1,2, 2, 1 en la diagonal
de C, escriba el sistema de 7 por 7

Cly + Ax = 0
ATy =f

Al eliminar yy, y2, Y3, Ya s€ queda con tres ecuaciones ATCAx = —fpara x,, X, X3. Re-
suelva las ecuaciones cuando f = (1, 1, 6). Con estas corrientes entrando en los nod_os
1,2, 3 de la red, ;cudles son los potenciales en los nodos y las corrientes en las aris-
tas?

12. SiA es una matriz de incidencia de 12 por 7 de una gréfica conexa, z,c'uél es su rango?
(Cuéntas variables libres hay en la solucién de Ax = b? ;Cudntas variables libres hay
en la solucién de ATy = F? ;Cuéntas aristas deben eliminarse para obtener un 4rbol

generador?
13. En la gréfica anterior con 4 nodos y 6 aristas, encuentre todos los 16 4rboles genera-
dores.

14. Si MIT derrota a Harvard por 35 a 0, Yale empata con Harvard, y Princeton derrota a
Yale por 7 a 6, jqué diferencias en los resultados en los otros tres juegos gH—P, MIT-P,
MIT-Y) permiten diferencias de potencial que coincidan con las diferencias en los re-
sultados? Si las diferencias en los resultados se conocen en un 4rbol generador, enton-
ces se conocen para todos los juegos.

15. En nuestro método de clasificacién de fiitbol, jes necesario considerar la fuerza de la
oposicién, o ya estd considerada?

16. Sientre cada par de nodos hay una arista (una grafica completa), g,cue’mta§ aristas hay?
La gréfica tiene n nodos, y no se permiten aristas de un nodo hacia si mismo.

17. Para las dos gréficas que se muestran a continuacion, compruebe la férmula de Euler:
(# de nodos) — (# de aristas) + (# de circuitos) = 1.

18. Multipligue matrices para encontrar ATA, y conjeture cSmo provienen sus elementos
de la grafica:
@) La diagonal de ATA indica cuédntos {cudntas) hay en cada nodo.
b) Los elementos —1 o 0 fuera de la diagonal indican cudles pares de nodos son .
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2.6 TRANSFORMACIONES LINEALES

Se sabe cémo una matriz mueve los subespacios alrededor cuando se multiplica por A. El
espacio nulo se va al vector cero. Todos los vectores van hacia el espacio columna, ya que
Ax siempre es una combinacién de las columnas. Pronto vera algo hermoso: que A lleva su
espacio renglén en su espacio columna, y que sobre estos espacios de dimensién r es 100%
invertible. Esta es la verdadera accién de A. Parcialmente estd escondida por los espacios
nulos y los espacios nulos izquierdos, que estdn a dngulos rectos y llevan su propio cami-
no (hacia cero).

Lo que importa ahora es lo que ocurre densro del espacio, lo cual significa dentro del
espacio n-dimensional, si A es de n por n. Esto requiere un andlisis mds detallado.

Suponga que x es un vector #-dimensional. Cuando A se multiplica por x, transforma
ese vector en uno nuevo Ax. Esto ocurre en todo punto x del espacio n-dimensional R". La
matriz A transforma todo el espacio, o lo “mapea en s{ mismo”. En la figura 2.9 se ilustran
cuatro transformaciones que provienen de estas matrices:

c O 1. Un miltiplo de la matriz identidad, A = cl, alarga cada vector
A= {o c] por el mismo factor ¢. Todo el espacio se dilata o contrae (o de al-
guna forma pasa por el origen y sale por el lado opuesto, cuando
C es negativo).
0 -1 2. Una matriz retacidn hace girar a todo el espacio alrededor del
A= !: 1 O} origen. Este ejemplo gira 90° a todos los vectores, transformando

cada punto (x, y) en (—y, x).

_Jo 1 3. Una matriz reflexién transforma a todos los vectores en su ima-
A= [1 0] gen especular. En este gjemplo el espejo es larecta x = y a 45°,
¥ un punto como (2, 2) permanece sin cambio. Un punto como (2,
—2) se invierte en (—2, 2). Sobre una combinacién como v = (2,
2) + (2, =2) = (4, 0), la matriz preserva una parte e invierte la

otra. El resultado es Av = (2,—-2) + (=2, 2) = (0, 4).
jEsa matriz reflexién es también una maitriz permutacién! Al-
gebraicamente es tan sencillo, mandar (x, y) a (y, x), que la repre-

sentacién geométrica se ocultd.

1 0 4. Una matriz proyeccién transforma todo el espacio en un subespa-
{ } cio de dimensién inferior (no invertible). El ejemplo transforma
cada vector {x, y) en el plano hasta el punto més préximo (x, 0)
sobre el eje horizontal. Este eje es el espacio columna de A. El eje
v que proyecta a (0, 0) es el espacio nulo.

(cx,cy)/ ‘F"‘\\
s

19. ;Por qué el espacio nulo de ATA contiene a (1, 1, 1, 1)7 ;Cudl es su rango?

|
i A . s ! N
20. ;Por qué una grafica con n = 6 nodos tiene m = 15 aristas? Un arbol generador que : |
; ; : . -2 . g4 4 ,
une a todos los seis nodos tiene aristas. Hay n"~?% = 6% drboles generadores! (z,y) |
‘ |

21. La matriz de adyacencia de una gréafica tiene M; = 1 si los nodos i y j estdn unidos . e e e 1
2 arista (en caso contrario M, = 0). Para la grifica del problema 6 con 6 nodos o _ 5 3 ‘ B |
?O; lfilr"listas escfriba M y también MUz. ;Por qué (Mz)ij cuenta el nimero de rutas de 2 , alargamiento rotacion de 90° reflexién (espejo a 45°) proyeccién sobre el eje

pasos del nodo i al nodo j? | Figura 2.9 Transformaciones del plano realizadas por cuatro matrices.
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Estos ejemplos pudieron presentarse en wes dimensiones. Hay matrices para alargar la
Tierra, hacerla girar o reflejarla a través del plano del ecuador (el Polo Norte se transforma
en el Polo Sur). Hay una matriz que proyecta todo sobre ese plano (ambos polos al centro).
También es importante reconocer que las matrices no pueden hacer todo, y que algunas
transformaciones T(x) no son posibles con Ax:

i) Es imposible mover el origen, ya que A0 = 0 para toda matriz.

ii) Siel vector x se va en x’, entonces 9x debe irse en 2x’. En general, cx debe irse en cx’,
ya que A(cx) = c(Ax).

iii) Silos vectores x y y se van en %'y y', entonces su suma x + y sé debeirenx’ + ¥,
yaque A(x + y) = Ax + Ay.

La multiplicacién de matrices impone estas reglas sobre la transformacién. La segundare-
gla contiene a la primera (tome ¢ = 0 para obtener AO = 0). La regla iii) se vio en accién
cuando (4, 0) se reflejé a través de la recta a 45°. Se separ6 en (2, 2) + (2, —2) y ambas
partes fueron reflejadas por separado. Lo mismo puede hacerse para las proyecciones: se-
parar, proyectar por separado, y sumar las proyecciones. Estas reglas son vélidas para cual-
quier transformacion que provenga de una matriz.

Esta importancia les ha ganado una denominacién: Ias transformaciones que cumplen
las reglas i) a iii) se denominan transformaciones lineales. Las reglas pueden combinarse
en un requerimiento:

Cualquier matriz Heva de inmediato a una transformacidn lineal. La pregunta més intere-
sante es en la direccién opuesta: ;Toda transformacion lineal lleva a una matriz? El obje-
tivo de esta seccidn es encontrar la respuesta: si. Este es el fundamento de un método del
4lgebra lineal —empezar con la propiedad 1) y desarrollar sus consecuencias—; €sto €s
mucho més abstracto que el método mds importante de este libro. Aqui se eligié empezar
directamente con matrices, y a continuacién se verd c6mo representan transformaciones li-
neales.

Una transformacién no necesita ir de R" al mismo espacio R”. Se permite absolutamen-
te transformar vectores en R” en vectores en otro espacio distinto R™. {Esto es exactamen-
te lo que hace una matriz de m por n! Bl vector original x tiene n componentes, y el vector
transformado Ax tiene m componentes. La regla de linealidad la cumplen igualmente las ma-
trices rectangulares, de modo que éstas también producen transformaciones lineales.

A estas alturas del libro, no hay razén para detenerse. Las operaciones sobre la condi-
cién de linealidad 1) son la suma y la multiplicacién por un escalar, aunque x y y no nece-
sitan ser vectores columna en R" Estos no son los vinicos espacios. Por definicion,
cualquier espacio vectorial permite las combinaciones cx + dy, los “vectores” son x y ¥,
aunque en realidad pueden ser polinomios, matrices o funciones () y y(9). En la medida
en que la transformacién cumpla 1a ecuacién 1), es lineal.

Como ejemplos se toman los espacios P, donde los vectores son polinomios p(t) de
grado a. Se denotan como p = dg + at + -+ -+ a,t" y la dimensitn del espacio vectorial
esn + 1 (debido a que con el término constante, hay » + 1 coeficientes).

Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejemplo 3
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La operacidn de diferenciacion, A = d/dt, es lineal:

d
Ap() = —(ao vt + -t aut) =ay oo+ na,t"t. 2

E} espacio nulo de esta A es el espacio unidimensional de constantes: dag/dr = 0. El espa-
cio columna es el espacio n-dimensional P,_; el miembro derecho de la ecuacién (2)

siempre estd en ese espacio. La suma de la nulidad (= 1) y el rango (= n) es la dimensién
del espacio original P,,.

La integracion desde O hasta ¢ también es lineal (leva P, a P, 1)

t
Ap(t) = / (ag + -+ at™ydt = agpt + - - +—C2l——t"“. 3
s} n+ 1
Es}a vez no hay espacio nulo (jexcepto por el vector cero, como siempre!) pero la integra-
c'lon nc’) prf)duce todos los polinomios en P, ;. El miembro derecho de la ecuacién (3) no
uepe (;ermmo constante. Probablemente los polinomios constantes sean ¢l espacio nulo iz-
quierdo.

La multiplicacién por un polinomio fijo como 2 + 3¢ es lineal:

Ap(ty = (2 +3t)ao + - -+ + aut") = 2ap + -+ - + 3a,t"t

De nuevo, esto transforma P, en P, sin espacio nulo excepto p = 0.

En estos ejemplos (y en casi todos los ejemplos), no es dificil comprobar la linealidad.
Ir.xcluso, dificilmente parece interesante hacerlo. Si hay linealidad, practicamente es impo-
sible ignorarla. é pesar de ello, se trata de la propiedad més importante que puede tener una
u‘.ansformacién. Por supuesto, la mayor parte de las transformaciones no son lineales: por
ejemplo, para elevar al cuadrado al polinomio (Ap = %), o sumar 1 (Ap = p + 1), o pre-
servar los coeficientes positivos (A(r — ) = ). Son las transformaciones lineales, y sélo
éstas, 1o que lleva a las matrices. ’

Transformaciones representadas por matrices

La linealidad tiene una consecuencia crucial: Si se conoce Ax para cada vector en una ba-
se, entonces se conoce Ax para cada vector en todo el espacio. Suponga que esta base
consta de los n vectores x;, . . . , X,,. Cualquier otro vector x es una combinacién de estos
vectores particulares (generan el espacio). Asi, la linealidad determina Ax:

Linealidad si x = c;x; + ++ - + c,x, entonces Ax = ¢ (Ax)) + -« + c,(Ax,). 4

Una vez que la transformacién T{x) = Ax ha decidido qué hacer con los vectores de la ba-
se, ya no tiene libertad disponible. El resto es determinado por la linealidad. El requeri-
miento 1) para dos vectores x y y lleva a la condicién 4) para n vectores Xy, . . ., X,. La
transformacién tiene manos libres con los vectores en la base (son independientes). Una
vez que éstos se establecen, también se establece la transformacién de cada vector.

*En orden de importancia, quizd en segundo lugar est€ la invertibilidad.




128

Capitulo 2 Espacios vectariales

Ejemplo 4 . Qué mansformacion lineal lleva x; ¥ x, a Ax, y Ax,7

1 2 0 p
X = [0} sevaen Ax; = 3 Xy = 1:1] sevaen Axp; = 6.
4 8

Debe ser la multiplicacién T(x) = Ax por la matriz

2 4
A= 13 6}.
4 8

Frmpezando con una base distinta (1, 1) y (2, —1), esta misma A también es la tinica trans-

formaci6n lineal con
6
Am= o y A{_ﬂ=0.
12 0

Luego se encuentran matrices que representan diferenciacién e integracién. Primero
debe decidirse sobre una base. Para los polinomios de grado 3 hay una eleccién natural
para los cuatro vectores de la base:

Base de P pr=1, ppy=1t, ps =13 ps=1.
Esta base no es tnica (punca lo es), pero se requiere de una eleccién, y ésta es la mas con-
veniente. Las derivadas de estos cuatro vectores de la base son 0, 1, 21, 35

Accion ded/dt Ap, =0, Ap, =p1, Aps=2p;, Aps=23p;. 6}

“djde” actia de inmediato exactamente como una matriz, pero jcudl matriz? Suponga que
se esté trabajando en el espacio tetradimensional de costumbre con la base de costumbre,
1os vectores de coordenadas p; = (1,0,0,0), p, = (0, 1,0,0), p5 = (0,0, 1, 0), ps, = (0,
0, 0, 1). La matriz es decidida por la ecuacién (5):

Matriz diferenciacién A, =

OO
OO0 -
OO
O W OO

Ap, es su primera columna, que es cero. Ap, es la segunda columna, que es py. Aps €8 2p;,
y Ap, s 3ps. El espacio nulo contiene a p; (la derivada de una constante es cero). El espa-
cio columna contiene a py, ps, p» (1a derivada de una cibica es una cuadrética). La deriva-
da de una combinacién como p = 2 + ¢ — £ — £ es decidida por la linealidad, y no hay
nada nuevo en eso: es la forma en que todos diferenciamos. Serfa absurdo memorizar la de-
rivada de cada polinomio.

La matriz puede diferenciar este p(#), jporque las matrices incluyen linealidad!

2

OO O

cCovo

OWoo

Ll
I
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En breve, la matriz contiene toda la informacion esencial. Si se conoce la base, y se cono-
ce la matriz, entonces se conoce la transformacidn de cada vector.

La codificacién de la informacién es sencilla. Para transformar un espacio en s mis-
mo, basta una base. Una transformacién de un espacio en otro requiere una base para cada
espacio.

ayyr tazyy s tanym.

Para la matriz diferenciacidn, la columna 1 provino del primer vector de la base,
p1 = 1. Su derivada es cero, de modo que la columna 1 es cero. La dltima columna provi-
no de (d/d)e® = 3£ Debido a que 3#* = Op, + Op, + 3p; + Op,, la tltima columna con-
tenfa a 0, 0, 3, 0. La regla (6) construye la matriz, columna por columna.

Para la integracién se hace lo mismo. Ahf se va de ciibicas a cudrticas, transformando
V = P; en W = P,, por lo que se requiere una base de W. La elecci6n natural es y, = 1,
Yo = 1,y3 = 1, y, = P, ¥s = %, generando los polinomios de grado 4. La matriz A es de m
por n, o de 5 por 4. Proviene de la aplicacién de la integracién a cada vector de la base de
V:

£ '3
1
/1dt=t obien, Ax; =y, ..., /t3dt=—t4 o bien, Ax4=1y5.
0 0 4 4
0 0 0 0
1 0 0 O
Matriz integracién A =10 2 0 0]
1
00t o0
00 0 !

La diferenciacion y la integracion son operaciones inversas. O por lo menos la integracién
seguida de la diferenciacién regresa a la funcién original. Para hacer que esto ocurra para
las matrices, se requiere la matriz diferenciacién de cudrticas a ctibicas, que es de 4 por 5:

Ags = Agit Ay =

SOOO

QOO m

SONNO

SWOO

HOOO
ey

La diferenciacién es una inversa izquierda de la integracién. jLas matrices rectangulares
no pueden tener inversas por ambos lados! En el orden opuesto, A, Age = I no puede ser
cierto. El producto de 5 por 5 tiene ceros en su columna 1. La derivada de una constante
es cero. En las otras columnas A, Aq; e la identidad, v la integral de la derivada de ¢”
es 17,
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Rotaciones @, proyecciones P y reflexiones H

Esta seccién empieza con rotaciones de 90°, proyecciones sobre el eje x, y reflexiones a
través de la recta a 45°. Sus matrices son especialmente sencillas:

0 -1 1t o 101
i I R |
(rotacion) (proyeccién) (reflexién)

Las transformaciones lineales subyacentes del plano x-y también son sencillas. Sin embar-

g0, las rotaciones a través de otros dngulos, las proyecciones sobre otras rectas, y las refle-

xiones en otros espejos son casi tan faciles de visualizar. Siguen siendo transformaciones

lineales, suponiendo que ¢l origen esté fijo: A0 = 0. Deben estar representadas por matri-
0 . .

ces. Usando la base natural [}] y [$], se desea descubrir estas matrices.

1. Rotacién En la figura 2.10 se muestra la rotacién de un dngulo 6. También muestra
el efecto sobre los dos vectores de la base. La primera va a (cos 6, sen 6), cuya longitud si-
gue siendo 1; estd en la “recta §”. El segundo vector base (0, 1) rotaen (—sen 6, cos 6). Por
la regla (6), estos niimeros van a las columnas de la matriz (se usa c para cos 6y s para sen
8). Esta familia de rotaciones O, constituye una oportunidad perfecta para probar la corres-
pondencia entre las transformaciones y las matrices:

(La inversa de Qg es igual a Q ., (rotacion hacia atrés por un dngulo )7 Si.

e I B

(El cuadrado de Qg es igual a QO (rotacién por un éngulo doble)? Si.
2 c —=s) Je —s] _[c2—s* —2cs | _ |cos20 —sen2d
=15 clls ol | 22s -5 sen28  cos26 |
LEl producto de Qg y O, es igual a Qo+ {rotacién por un dngulo 8 y luego )7 Si.

_ [cos6cosp —senfseng - - - -] _ |cos(@ @) - - - }
Qo Qy = senf cos @ + cos@seng sen (8 + ¢)

o G

Figura 210 Rotacién en un dngulo § (izquierda). Proyeccién sobre la recta 6 (derecha).
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El dltimo caso contiene a los dos primeros. La inversa aparece cuando ¢ es —8, y el cua-
drado aparece cuando ¢ es + 0. Estas tres ecuaciones fueron decididas por identidades tri-
gonométricas (y constituyen una nueva manera de recordar estas identidades). No es
accidental que la respuesta a las tres preguntas sea si. La multiplicacion de matrices se de-
fine exactamente de modo que el producto de las matrices corresponda al producto de las
transformaciones.

Para Agie Aine 12 transformacion compuesta era la identidad (y A, A g aniquilaron a
todas las constantes). Para rotaciones, el orden de la multiplicacién no importa. Asi, U =
V = W es el plano x-y, y @@, es lo mismo que 0,0,. Para una rotacién y una refle-
Xidn, el orden si es importante.

Nota técnica: Para construir las matrices, se requieren bases de Vy W, y luego para U y
V. Al mantener la misma base para V, el producto de matrices va correctamente de la ba-
se en U a la base en W. Si la transformacién A se distingue de su matriz (sea ésta [A]), en-
tonces la regla del producto 2V se vuelve extremadamente concisa: [AB] = [A][B]. Laregla
para multiplicar matrices, en el capitulo 1 estaba totalmente determinada por este requeri-
miento: debe corresponder al producto de transformaciones lineales.

2. Proyeccién En la figura 2.10 también se muestra la proyeccién de (1, 0) sobre la recta
6. La longitud de la proyeccién es ¢ = cos 8. Observe que el punto de proyeccién no es (¢,
§), como yo consideraba erréneamente; la longitud de ese vector es 1 (es la rotacién), de
modo que es necesario multiplicar por ¢. De manera semejante, la longitud de la proyec-
cién de (0, 1) es s, y cae en s(c, ) = (cs, s°). Asi se obtiene la segunda columna de la ma-
triz proyeccién P:

2
" c* cs
Proyeccién sobre larecta@ P = [ 2}.
cs 5

Esta matriz no tiene inversa, porque la transformacién no tiene inversa. Los puntos sobre
la recta perpendicular son proyectados sobre el origen; esa recta es el espacio nulo de P.
jLos puntos sobre la recta 8 son proyectados sobre si mismos! Proyectar dos veces es lo
mismo que proyectar una vez, y P = P:

pt = 2 es 2 _ CZ(CZ +S2) CS(CZ +SZ) -p
cs s* es(c? +5%) s+ 5 :

Por supuesto, ¢ + s = cos? 8 + sen® 8 = 1. Una matriz proyeccion es igual a su propio
cuadrado.

3. Reflexién Enlafigura 2.11 se muestra la reflexién de (1, 0) en la recta 8. La longitud
de la reflexidn es igual a la longitud del original, como era después de la rotacién; sin em-
bargo, en este caso la recta 6 permanece donde est. La recta perpendicular invierte la direc-
cién; todos los puntos pasan directamente a través del espejo. La linealidad decide el resto.

. » _[2c2 =1 2cs
Matriz reflexién H = [ 2cs 252 — 1}-
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NS RN

S 26 -1  2cs
{1} M H=2P-1I= { 2cs 287 — 1]
imagen -+ original = 2 X proyeccion
Hr+z=2Px

ol-Bl- L

Figura 2.11  Reflexion a través de la recta 6: geometria y matriz.

La matriz H posee la extraordinaria propiedad H? = I. Dos reflexiones devuelven el origi-
nal. Una reflexion es su propia inversa, H = H~ ! 1o cual resulta evidente a partir de la geo-
metrfa pero es menos evidente a partir de 1a matriz. Un método es a través de la relacion
de las reflexiones con las proyecciones: H = 2P — [. Esto significa que Hx + x = 2Px: la
imagen mds el original es igual a dos veces la proyeccién. También confirma que H:=1r

H=@QP—D?=4P>—4P +1 =1, yaque P> =P.

Otras transformaciones Ax pueden incrementar la longitud de x; el alargamiento y €l
esfuerzo cortante se encuentran en los ejercicios. Cada ejemplo tiene una matriz que lo re-
presenta, lo cual constituye la cuestién mas importante de esta seccién. Sin embargo, tam-
bidn estd la cuestion de elegir una base, y se recalca que la matriz depende de la eleccion
de la base. Suponga que el primer vector en la base esté sobre la recta 6 y que el segundo

vector en la base es perpendicular:

i) La matriz proyeccion es regresada por P = [(1) g}, Fsta matriz se construye como
siempre: su primera columna proviene del primer vector en la base {proyectado en
si mismo). La segunda columna proviene del vector en la base que es proyectado en
cero.

ii) Para reflexiones, esa misma base proporciona H = [ (1) ‘ﬂ .Fl segundo vector en la

base es reflejado sobre su negativo para producir esta segunda columna. La matriz H
sigue siendo 2P — I cuando la misma base se usa para H y P.

iii) Para rotaciones, la matriz no cambia. Estas rectas siguen rotando un dngulo 6, y

0= {: ”i} como antes.

Toda la cuestion de elegir la mejor base es absolutarnente fundamental, por lo que en el ca-
pitulo 5 se abordard nuevamente. Fl objetivo es hacer diagonal a la matriz, como se logré
para Py H. Para hacer diagonal a O se requieren vectores complejos, ya que todos los vec-
tores reales estdn rotados.

Aqud se menciona el efecto que tiene sobre la matriz un cambio de base, mientras las
transformaciones lineales permanecen igual. La matriz A {0 Q, o P, o H) se modifica a
571AS. Asf, una simple transformacion es representada por varias matrices (mediante ba-
ses diferentes, tomadas en cuenta por S). La teoria de los vectores caracteristicos conduce
a la férmula S™*AS, as{ como a la mejor base.
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Conjunto de problemas 2.6

1.

o

10.

11.

12.

13.

;Qué matriz tiene el efecto de rotar cada vector un dngulo de 90° y luego proyectar el
resultado sobre el eje x7 ;Qué matriz representa la proyeccioén sobre el eje x seguida
de la proyeccién sobre ¢l eje y? -

El producto de 5 reflexiones y 8 rotaciones del plano x-y, produce una rotacién o una
reflexién?

. _ [z o . e
La matriz A = [0 1 ] produce un alargamiento en la direccién x. Trace el circulo

2% + ¥ = 1y a su alrededor trace los puntos (2x, y) que resultan de la multiplicacién
por A. ;Qué forma tiene esa curva?

Toda recta sigue siendo recta después de una transformacidn lineal. Si z estd a la mi-
tad entre x y y, demuestre que Az estd a la mitad entre Ax y Ay.

. _ [t o s g
Lamatriz A = [3 1 } produce una transformacién por esfuerzo cortante, que deja el

eje y sin cambio. Bosqueje este efecto en el eje x, indicando lo que ocurre a (1, 0) y
2,0 ¥ (—1,0), y cémo se transforma todo el gje.
(Cudles son las matrices de 3 por 3 gque representan las transformaciones que
a) proyectan cada vector sobre el plano x-y?
b) reflejan cada vector a través del plano x-y?
¢) rotan el plano x-y un dngulo de 90°, dejando sélo al eje 27
d) rotan un dngulo de 90° al plano x-y, luego al plano x-z, y luego al plano y-z7
e) realizan las tres rotaciones, pero cada una de un dngulo de 180°7
En el espacio P de polinomios ctibicos, ;qué matriz representa d%/ds*? Construya la

matrig de 4 por 4 a partir de la base estdndar 1, ¢, £, £. Encuentre su espacio nulo y su
espacio columna. ;Qué significan éstos en términos de polinomios?

De 193 ciibicos P; hasta los polinomios de cuarto grado P,, ;qué matriz representa la
mu}nphcamén por 2 + 37 Las columnas de la matriz A de 5 por 4 provienen de la
aplicacién de la transformacién a 1, 1, 2, £°.

Las soluciones de la ecuacién diferencial d%u/dt? = u forman un espacio vectorial (ya
que las combinaciones de soluciones siguen siendo soluciones). Encuentre dos solu-
ciones independientes, con la finalidad de obtener una base para ese espacio solucién.

Con valores iniciales 4 = x y du/dr = y en t = 0, ;qué combinacién de los vectores
en la base del problema 9 resuelve u” = u? Esta ransformacién de valores iniciales a
solucién es lineal. ;Cudl es sumatrizde 2 por2 (usandox =1,y =0yx =0,y =1
como base de V, y su base de W)?

ggmpruebe directamente a partir de ¢® + 5* = 1 que las mairices reflexién satisfacen
= ]

Suponga que A es una transformacién lineal del plano x-y en si mismo. ;Qué hace
AW x +y) = A7 lx + A~y ? Si A estd representada por la matriz M, explique por
qué A~ estd representada por M.

El producto {AB)C de transformaciones lineales empieza con un vector x y produce
u = Cx. Luego, la regla 2V aplica AB a u y llega a (AB)Cx.
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14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24.

25.

a) (Este resultado es el mismo si se aplican por separado C, luego By por ultimo A?

b) ;Este resultado es el mismo si se aplica BC seguido de A? Los paréntesis son inne-
cesarios v la ley asociativa (AB)C = A(BC) se cumple para transformaciones linea-
les. Bsta es la mejor demostracién de la misma ley para matrices.

Demuestre que T2 es una transformacion lineal si T es lineal (de R® a R%).
El espacio de todas las matrices de 2 por 7 tiene los cuatro “vectores” en la base

1 0 0 1 0 0 0 0

0 ’ 0 ’ 1 o) 0o 1y
Para la transformacién lineal de trasposicion, encuentre su matriz A respecto a esta ba-
se. jPor qué A* = I?
Encuentre la matriz permutacién ciclica de 4 por 4: (x;, X2, X3, x,) se transforma en
Ax = (x5, X3, X4, %1). (Cudl es el efecto de A2? Demuestre que A> = ATL

Encuentre la matriz A de 4 por 3 que representa un desplazamiento derecho: (x1, X2,
x3) se transforma en (0, x;, X, x3). También encuentre la matriz desplazamiento iz-
quierdo B de R* de regreso a R?, transformando (xy, X, X3, xg) en (xy, X3, X4). (Cudles
son los productos AB y BA?

En el espacio vectorial P; de todos los p(x) =ap +ayx + arx? + azx’, sea S el sub-

conjunto de los polinomios con f(; plx) dx =0. Compruebe que S es un subespacio
y encuentre una base.

Una transformacién no lineal es invertible si T(x) = b tiene exactamente una solucién
para toda b. El ejemplo si T(x) = 2 no es invertible porque x> = b tiene dos solucio-
nes para b positiva y ninguna solucién para b negativa. ;Cudles de las siguientes trans-
formaciones (de los ndmeros reales R! a los nimeros reales R') son invertibles?
Ninguna es lineal, ni siquiera ¢).

ay T(x) =x b T(x) =e".

) Tx)y=x+1L d) T(x) =cosx.

(Cudl es el eje y el dngulo de rotacién para la transformacién que lleva (x;, X, x3)a
(2, X3, X1)7?

Una transformacion lineal debe dejar fijo at vector cero: T(0) = 0. Demuestre esto a

partir de T(v + w) = T(v) + T(w) escogiendo w = . También demuéstrelo a par-
tir del requerimiento T{cv) = ¢T(v) escogiendo ¢ =

(Cusles de las siguientes transformaciones no son lineales? La entrada es v = (vy, ¥2)-

ay T@) = (vy,v1). b T) = (v, v1)
o T) =(O,v). dy T(w) =(0,1).

Si §y T son lineales con S(v) = T(v) = v, entonces (S(T(v)) = v o v*?

Suponga que T(v) = v, excepto que T(0, vy) = (0, 0). Demuestre que esta transforma-
¢i6n satisface T(cv) = ¢T(v) pero no T(v + w) = T(w) + T(w).

;Cuéles de las siguientes wransformaciones satisfacen T(v + w) = T(v) + T(w), y cud-
les satisfacen T(cv) = ¢T(v)?

a) T() = v/ [vl. by TW) = v +vy +vs.
¢y Tw) = (vy,2vs, 3v3). dy T{(v) = la mayor componente de v.

gii73 6%
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26. Para las siguientes transformaciones de V = R? en W = R?, encuentre T(T(v))

27.

28.

29.

30.

ay Tw = —v.

by T =v+(1,1).

¢y T(v) = 90° rotacién = (—vq, v ().

d) Tw) = proyeccién == (M, w)
2 2

£

La transformacién “ciclica” T se define por T(v,, vy, v3) =
, Vs, = (Up, V3, . C
T(T(T(w)))? ;Cusl es TH®)? v (¥ o w0 (G0 o5

Enc'uentre el contradominio y el kernel (estos términos son nuevos para designar el es-
pacio columna y el espacio nulo) de 7.

@) T(v,v3) = (v, v1). By T(vy, v, v3) = (v1,v2).

) T,y =(0,0. & T,vy) = (v, v1).

Ur.la‘ transformacién lineal de V a W tiene una inversa de W a V cuando el contrado-
minio es todo W y el kernel s6lo contiene a v = 0. ;Por qué estas transformaciones
no son invertibles?

ay T(v,vz) = (v2,v2) W =R

by T(u,va) = (v, v2,v 1) W=R.

o) T(v,vz) = v W =R

Suponga que una T lineal transforma (1, 1) en (2, 2) y (2, 0) en (0, 0). Encuentre T(v)
cuando

a) v =(2,2). by v=0G,1. ¢ v=(11. 4 v=/{(a,b).

Los problemas 31 a 35 pueden ser més dificiles. El espacio de entrada V contiene a to-
das las matrices M de 2 por 2.

31.

32.

33.

34.

M es cualquier matrizde 2por2y A4 = [ ; Z] La transformacién lineal T se define

;oma(;?T(m = AM. ;Cudles reglas de la multiplicacién de matrices muestran que T es
ineal?

_ v 2 .. .
Suponga que A = [3 6] . Demuestre que la matriz identidad I no esté en el contra-

dominio de 7. Encuentre una matriz M diferente de cero tal que T(M) = AM es cero.

Suponga gue T transpone a toda matriz M. Intente encontrar una matriz A que haga
AM = M " para toda M. Demuestre que ninguna matriz A puede hacer lo anterior. Pa-
ra los profesores: ;Esta es una transformacién lineal que no proviene de una matriz?

La tr‘ansformacién 'T que transpone a toda matriz es definitivamente lineal. ;Cudles de
las siguientes propiedades adicionales son ciertas?

a) T? = wransformacién identidad.

. b) El kernel de T es la matriz cero.

35.

¢) Todas las matrices estdn en el contradominio de 7.
d) T(M) = —M es imposible.
Suponga que T(M) = [(’) 8] [M] [8 ?] Encuentre una matriz con 7(M) # 0.

]?escriba todas las matrices con T(M) = O (el kernel de 7) y todas las matrices de sa-
lida T(M) (el contradominio de 7).
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Los probiemas 36 a 40 son sobre cambio de base.

36.

37.

38.

35.

490.

41.

42.

43.

45.

46.

47.

48.

a) ;Qué matriz transforma (1, 0) en (2, 5) ¥ (0, D en (1, 3)?
b) ;Qué matriz transforma (2, S)en (1, My (1,3) en (0, 1)?
¢) (Por qué ninguna matriz transforma (2, 6) en (1, 0) y (1, 3) en (0, 1)?

a) (Qué matriz M transforma (1, 0) y (0, Den (r, D y (s, w)?
b) ;Qué matiz N transforma (g, )y (b, D en (1,0 y (0, 1)?
¢) ;Qué condicién sobre a, b, ¢, d hace imposible €l inciso b)?

a) ;Cémo M y N del problema 37 producen una matriz que transforma (a, ¢) en (, )
y (b, d) en (s, u)?
b) Qué matriz ransforma (2, 5) en (1, Dy (1, 3) en (0, 2)7

Si se conservan los mismos vectores en la base pero se escriben en ofro orden, la ma-
triz de cambio de base M es una matriz . 8i los vectores en la base se preservan
en orden pero se cambian sus longitudes, entonces M es una matriz

La matriz que transforma (1, Oy (0, Den (1, y (1,5 es M = . La combina-
cién a(l,4) + b(1, 5)iguala (1, 0) tiene (a, b) = (,). {Cémo se relacionan estas coor-
denadas de (1, 0) con M o M ™17

(Cudles son las tres ecuaciones para A, B, Csilapardbola ¥ = A + Bx + Cx* es igual
adenx =g, Senx =5b, y6enx = c?Encuentre el determinante de la matriz de 3
por 3. ;Para qué nimeros g, b, ¢ es imposible encontrar esta pardbola 7

Suponga que v, v,, U SON vectores caracteristicos para 7. Esto significa que T(v,) =
A parai = 1,2, 3. ;Cudl es la matriz para 7 cuando las bases de entrada y de salida
son las vs?

Toda transformacion lineal invertible puede tener a 7 como su matriz. Para la base de
salida se elige w; = T(v,). ;Por qué T debe ser invertible?

Suponga que T es una reflexion a través del eje x y que S es una reflexién a través del
eje y. El dominio V es el plano x-y. 8i v = (x, y), ;cudl es S(7(v))? Encuentre una des-
cripcidn més sencilla del producto S7.

Suponga que T es una reflexién a través de la recta a 45°, y que § es una reflexién a
través del eje y. Siv = (2, 1), entonces T(v) = (1, 2). Encuentre S(T(v)) y T(S(v)). Con
esto se demuestra que en general ST 5 TS.

Demuestre que el producto ST de dos reflexiones es una rotacién. Multiplique estas
matrices reflexién para encontrar el dngulo de rotacidn:

cos 26 sen 26 cos 2u sen 2o
sen26 —cos 26 sen20 —cos2a |’

La matriz de Hadomard de 4 por 4 estd integrada completamente por +1y —1:

11 1 1
=11 -1
H=17 1 1 <l

1 -1 -1 1

Encuentre B! y escriba v = (7, 5, 3, 1) como una combinacién de las columnas de H.

Suponga que se tienen dos bases vy, ..., v,y Wy, ..., w, de R". Siun vector tiene coe-
ficientes b; en una base y ¢; en la otra base, jcudl es la matriz de cambio de base en

=

!
!
]
;
!
!

49.

50.
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b= Mc? Empigce con .. - - - HEP SRGENTINA
bivg + - +byu, = Vb = ciwy + - Fow, = We.

Su respuesta representa 7(v) = v con base de entrada de vs y base de salida de ws. De-
bido a que las bases son distintas, la matriz no es /.

;Falso o verdadero? Si se conoce T(v) para n vectores diferentes de cero en R”, enton-
ces se conoce T{(v) para cada vector en R”,

(Recomendado) Suponga que todos los vectores x en el cuadrado unitario 0 < x; = 1,
0 = x; = 1 se wransforman en Ax (A es de 2 por 2).

ay (Cudl es la forma de la regién transformada (toda Ax)?

b) ¢ Para qué matrices A esta regién es cuadrada?

¢) (Para qué matrices A es una recta?

d) ;Para qué matrices A la nueva 4rea sigue siendo 17

Capitulo

2.1

2.3

2.5

Ejercicios de repaso

Encuentre una base para los siguientes subespacios de R*:

a) Los vectores para los cuales x; = 2x,.
b) Los vectores para los cuales x; + x, + x3 = 0y x3 + x, = 0.
¢) El subespacio generado por (1, 1, 1, 1), (1, 2,3, 4, v (2, 3, 4, 5).

Proporcione una base para describir un subespacio bidimensional de R® que no con-
tenga ninguno de los vectores de coordenadas (1, 0, 0), (0, 1, 0), (G, 0, .

(Falso o verdadero? Proporcione un contracjemplo si es falso:

a) S8i los vectores x,, . . ., X, generan un subespacio S, entonces dim § = m.

b) La interseccidn de dos subespacios de un espacio vectorial no puede ser vacfa.

¢) SiAx = Ay, entonces x = y.

d) El espacio renglén de A tiene una base tnica que puede calcularse reduciendo A
a forma escalonada.

€) Si una matriz cuadrada A tiene columnas independientes, también A2 tiene co-
lumnas independientes.

(Cudl es la forma escalonada U de A?

1 2 0 2 1
A= |—-1 -2 1 1 07.
1 2 =3 -7 =2

;Cudles son las dimensiones de sus cuatro subespacios fundamentales?
Encuentre el rango y el espacio nulo de

0 0 1
A=10 0 1 y B=
1 1 1




138

Capitulo 2 Espacios vectoriales

2.6 Encuentre bases para los cuatro subespacios fundamentales asociados con
1 2 _10 0 _{1 1 06 0
4= {3 6}’ B= [1 2}’ c= [o 10 1}'

277  ;Cuél es la solucién més generalde u + v+ w =1L u — w = 27

2.8 ) Construya una matriz cuyo espacio nulo contenga al vector x = (1, 1, 2).
b) Construya una matriz cuyo espacio nulo izquierdo contengaay = (1, 5).
¢) Construya una matriz cuyo espacio columna sea generado por (1, 1, 2) y cuyo
espacio renglén sea generado por (1, 5).
d) Si se tienen tres vectores cualesquiera en R® y tres vectores cualesquiera en R,
Jexiste alguna matriz de 6 por 5 cuyo espacio columna es generado por los pri-
meros tres y cuyo espacio renglén es generado por los segundos tres?

2.9  En el espacio vectorial de matrices de 2 por 2,
a) ¢el conjunto de matrices con rango 1 es un subespacio?
by ;qué subespacio es generado por las matrices permutacién?
¢) 1qué subespacio es generado por las matrices positivas (todos los a; > 0)7
d) (qué subespacio es generado por las matrices invertibles?

2.10 Invente un espacio vectorial que contenga a todas las transformaciones lineales de ‘

R" a R”. Defina una regla para la suma. ;Cudl es la dimensién del espacio vecto-
rial?

2.11 a) Encuentre el rango de A, y proporcione una base de su espacio nulo.

A=LU=

OO ON

1

2 1

2 1 1

3 2 41

by Los 3 primeros renglones de U son una base del espacio renglén de A: ;falso o
verdadero?
Las columnas 1, 3, 6 de U son una base del espacio columna de A: (falso o ver-
dadero?
Los cuatro renglones de A son una base del espacio renglén de A: falso o ver-
dadero?

¢) Encuentre tantos vectores b linealmente independientes como sea posible para
los cuales Ax = b tenga una solucidn.

d) En la eliminacién sobre A, jqué muiltiplo del tercer renglén se resté para elimi-
nar el cuarto renglén?

2,12 SiAesunamatrizde nporn — 1,y surango es n — 2, ;jcudl es la dimensién de su
espacio nulo?

2.13  Use eliminacién para encontrar los factores triangulares en A = LU, si

A=

[STR SIS Y
TSR
6 0 N
[STRES I Y

{Qué condiciones deben imponerse a los nimeros a, b, ¢, d para que las columnas sean li-
nealmente independientes?

i e NN i . e

Ejercicios de repaso 139

2.34 ;Losvectores (1, 1, 3), (2, 3, 6), vy (1, 4, 3) son una base de R>?

215 ;Qué se sabe de C(A) cuando el niimero de soluciones de Ax = b es
a) 0o 1, dependiendo de b.
b) oo, independientemente de b.
¢) 0o oo, dependiendo de b.
dy 1, sin importar b.

2.16 En el gjercicio anterior, ;cémo estd relacionado r con m y n en cada ejemplo?
2.17 Sixesun vectoren R”, y x'y = 0 para toda y, demuestre que x = 0.
2.18 SiA es una matriz de 7 por # tal que A% = A y rango A = n, demuestre que A = I.

2.19 ;Qué subespacio de matrices de 3 por 3 es generado por las matrices elementales
Ej, con 1s en la diagonal y cuando mucho un elemento diferente de cero debajo de
la diagonal?

2.20 ;Cuantas matrices permutacién de 5 por 5 hay? ;Son linealmente independientes?
(Generan el espacio de todas las matrices de 5 por 5? No es necesario que las escri-
ba todas.

2.21 ;Cudl es el rango de la matriz de » por n con todos los elementos igual a 1?7 ;Qué
puede decir sobre la “matriz de tablero de ajedrez”, con a; = 0 cuando i + j es par,
ay; = 1 cuando i + j es impar?

2.22 a) ;Qué condiciones deben imponerse a b para que Ax = b tenga una solucién, pa-
ra las siguientes A y b?

1 20 3 by
A=10 0 0 0| y b=|b].
2 4 0 1 bs

b) Encuentre una base para el espacio nulo de A.

¢) Encuentre la solucién general de Ax = b, cuando exista una solucién.
d) Encuentre una base para el espacio columna de A.

e) ;Cudl es el rango de AT?

2.23 (Cémo puede construirse una matriz que transforme los vectores de coordenadas e,
€, e en tres vectores dados vy, v,, v37 ;Cudndo es invertible esa matriz?

2.24 Siey, ey, e; estin en el espacio columna de una matriz de 3 por 5, ¢ésta tiene inver-
sa izquierda? ;Tiene inversa derecha?

2.25 Suponga que T es una transformacién lineal sobre R® que transforma cada punto (z,
v,wyen (u + v + w, u + v, u). Describa lo que T~ hace al punto (x, y, 2).

2.26 [Falso o verdadero?
a) Todo subespacio de R* es el espacio nulo de alguna matriz.
b) Si A tiene el mismo espacio nulo que A”, entonces la matriz debe ser cuadrada.
¢) La transformacién que manda x a mx + b es lineal (de R! a RY).

2.27 Encuentre bases para los cuatro subespacios fundamentales de

120 3 .
o222
Ar=lo 0 0 of ¥ A=l [ 4]
00 0 4
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2.28

2.2%

2.30

231
232

233

a) Silos renglones de A son lincalmente independientes (A es de m por n), entonces
el rango es , €l espacio columna es y el espacio nulo izquierdaes .

b) Si A es de 8 por 10 con un espacio nulo bidimensional, demuestre que Ax = b
puede resolverse para toda b.

Describa las transformaciones lineales del plano x-y que estdn representadas con la
base estandar (1, 0) y (0, 1) por las matrices

_j1 o _ 11 0 1 0 1
w=lo ] w=f i s=[0 ]
a) SiA es cuadrada, demuestre que el espacio nulo de A? contiene al espacio nulo
de A.

b) También demuestre que el espacio columna de A? estd contenido en el espacio
columna de A.

¢Cuéndo se cumple A* = 0 para la matriz A = w7 de rango 17

a) Encuentre una base para el espacio de todos los vectores en RS con x; + x, =
X3t x4 = X5 + Xg.

b) Encuentre una matriz cuyo espacio nulo sea ese subespacio.

c) Encuentre una matriz cuyo espacio columna sea ese subespacio,

Suponga que las matrices PA = LU son

01000 0 1 -3 2
10002 -1 4 2 1
000 1[4 -2 9 1 4
0010 |2 -1 5 -15
100 0] 2 -1 4 2 1
_j0o1 000 0 1 -3 2
11100 00 0 2
21010 00 00

a) ;Cudl es el rango de A?

b) (Cudl es una base para el espacio renglén de A?

) (Falso o verdadero?: Los renglones 1, 2, 3 de A son linealmente independientes.
d) ;Cudl es una base para el espacio columna de A?

e) (Cudl es la dimensién del espacio nulo izquierdo de A?

5 (Cuél es la solucidén general de Ax = 0?

Capitulo

Ortogonalidad

3.1 VECTORES Y SUBESPACIOS ORTOGONALES

Una base es un conjunto de vectores independientes que genera un espacio. Geométrica-
mente, es un conjunto de ejes coordenados. Un espacio vectorial se define sin estos gjes,
aunque cada vez que pienso en el plano x-y, en el espacio tridimensional 0 en R", ahf es-
tén los ejes. jSuelen ser perpendiculares! Los ejes coordenados producto de la imaginacion
prdcticamente siempre son ortogonales. Al elegir una base, se tiende a elegir una ortogo-
nal.

Uno de los fundamentos del dlgebra lineal es el concepto de base ortogonal. Se re-
quiere una base para convertir construcciones geométricas en cédlculos algebraicos, y se
necesita una base ortogonal para que estos célculos sean sencillos. Especializacion mds
detallada hace casi Optima la base: los vectores deben tener longimud 1. Para una base or-
tonormal (vectores unitarios ortogonales) se encuentra que

1. lalongitud |ix}| de un vector;
2. laprueba x*y = 0 para vectores perpendiculares; y
3. c6mo crear vectores perpendiculares a partir de vectores linealmente independientes.

Mas que justamente vectores, los subespacios también pueden ser perpendiculares. Se
descubrira, de manera tan hermosa y simple que serd una delicia ver, que los subespacios
fundamentales se encuentran a dngulos rectos. Estos cuatro subespacios fundamentales
son perpendiculares por pares, dos en R™ y dos en R". Esto completard el teorema funda-
mental del dlgebra lineal, .

El primer paso es encontrar la longitud de un vector, que se denota por ||x||, y en
dos dimensiones proviene de la hipotenusa de un tridngulo rectdngulo (véase la figura
3.1a). E1 cuadrzado de la longitud fue proporcionade hace mucho tiempo por Pitdgoras:
Ix)? = x? + x2.

(0,0,3),

- 1(1, 2, 3) tiene longitud +/14
e I A L N R ;
5 = 12422 : -
14 = 12422432 '
(110) : . v, (07270)
(1,0,0)%- - - - - ™(1,2,0) tiene longitud v/3

Figura 3.1 Longitud de los vectores (x;, x) ¥ (Xy, X2, X3)-
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En el espacio tridimensional, x = (x, Xy, x3) es la diagonal de una caja (véase la figu-
ra 3.15). Su longitud proviene de dos aplicaciones de la férmula de Pitdgoras. El caso bi-
dimensional se ocupa de (x,, x5, 0) = (1, 2, 0) a través de una base. Esto forma un dngulo
recto con el lado vertical (0, 0, x3) = (0, 0, 3). La hipotenusa del tridngulo en negritas (nue-

vamente Pitdgoras) es la longitd ||x|| que se busca:
lxll = \/xf +xF +x3.

Laextensién ax = (x, ..., x,) en n dimensiones es inmediata. Por el teorema de Pi-
tgoras multiplicado por n — 1 veces, Iz longitud de ||x|| en R” es la raiz cuadrada positi.-
va de x%x:

Longitud en 3 dimensiones  [|x||* = 1 +22 +3% y

Longitad al cuadrado 1

La suma de cuadrados corresponde a xTx, y la longitud de x = (1, 2, —3) es +/14:
1
Tx=[1 2 =3]| 2| =12 +22+(-3)? = 14,
-3

Vectores ortegonales

¢Cémo decidir si dos vectores x y y son perpendiculares? ;Cudl es la prueba de ortogona-
lidad en la figura 3.2? En el plano generado por x y y, estos vectores son ortogonales en el
supuesto de que formen un tridngulo rectdngulo. Volvamos a a® + b? = ¢%:

Lados de un trigngulo rectangulo [[x[* + y[I* = [x — y[I% )]
Al aplicar la férmula de la longitud (1), esta prueba de ortogonalidad en R™ se vuelve
(f+eHxl) + OGP+ V) = G — v — R
El miembro derecho contiene un término ~2x; y; extra de cada (x; — y)*
miembro derecho = (x{ + -+ +x2) = 201y + o+ Fx.y0) + (Y4 - +yP).
Se tiene un tridngulo rectdngulo cuando la suma de los términos del producto cruz x,y; es

cero;

Vectores ortogonales

3

Esta sumatoria es x"y = X x,y; = y®x, el vector renglén xT multiplicado por el vector co-
lumna y:

yi
Producto interno  x"y = [x; ... x,] || =xp + 0 F Xy 4

n

Ejemplo 1

|
|
I
}
|
]
{
|
}
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-1 V35 |4 Angulo recto
2 =3
V5 V20
2Ty =0 xTy<O\::\\\ 2Ty > 0

mayor que 90°:‘.: ~ menor que 90°

Figura 3.2 Tridngulo rectdngulo con 5 + 20 = 25. Angulo con linea punteada 100°, 4n-
gulo con linea discontinua 30°.

Algunas veces este niimero se denomina producto escalar o producto punto, y se denota por
(x, ¥) 0 x - y. Aqui se usard el nombre de producto interno v se preservars la notacién x7y.

La longitud al cuadrado es el producto interno de x consigo mismo: xTx = x7 + -+ +
x3 = |lx|{*. El tnico vector con longitud cero —¢l tnico vector que es ortogonal a si
mismo— es el vector cero. Este vector x = 0 es ortogonal a cada vector en R".

(2,2, —~1)esortogonal a (—1, 2, 2). La longimd de cadauno es /4 +4 + 1 = 3.

Hecho dtil: Si los vectores diferentes de cero vy, . . . , v, son mutuamente ortogonales
(cada vector es perpendicular a los demds), entonces estos vectores son linealmente in-
dependientes.

Demostracion Suponga que ¢ v, + - - - + cyu = 0. Para demostrar que ¢; debe ser cero,
se toma el producto interno de ambos miembros con v,. Debido a la ortogonalidad de las
vs, se queda con un solo término:

v}r(clvl A+ b)) = clv}'vl = (), (5)

Los vectores son diferentes de cero, de modo que vTy, # 0 y en consecuencia ¢; = 0.
Lo mismo se cumple para cada ¢, La Gnica combinacién de las vs que produce O tiene a
todas las ¢; = O: jindependencia!l g

Los vectores coordenados ¢, . . . , e, en R” son los vectores ortogonales mds impor-
tantes. Estos son las columnas de la matriz identidad. Constituyen la base mis sencilla de
R”, y son vectores unitarios: la longitud de cada uno es |je;| = 1. Apuntan a lo largo de los
ejes de coordenadas. Si estos vectores se rotan, el resultado es una nueva base ortonor-
mal: un nuevo sistema de vectores unitarios mutuamente ortogonales. En R? se tiene cos®
6 + sen? 8 = 1:

Vectores ortonormales en R” v, = (cos 6, sen ) v v, = (—sen 6, cos 8).

Subespacios ortogonales

A continuacién se abordard la ortogonalidad de dos subespacios. Cada vector en un subes-
pacio debe ser ortogonal a cada vector en el otro subespacio. Los subespacios de R® pue-
den tener dimensién 0, 1, 2, o 3. Estos subespacios estén representados por rectas ¢ planos
que pasan por el origen, y en casos extremos, s6lo por el origen o todo el espacio. El
subespacio {0} es ortogonal a todos los subespacios. Una recta puede ser ortogonal a otra
recta, o puede ser ortogonal a un plano, pero un plano no puede ser ortogonal a un plano.
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Debo admitir que el muro frontal y el muro lateral de una habitacién se ven como pla-
nos perpendiculares en R®. Pero segiin nuestra definici6n, jno es asf! Hay rectas vy wen
los muros frontal y lateral que no se encuentran a dngulos rectos. La recta que corre a lo
largo de la arista pertenece a ambos muros, y ciertamente no es ortogonal a s{ misma.

O] Oparatodavy w

Suponga que V es el plano generado por v; = (1,0,0,0) vy v, = (1, 1,0, 0). Si W es el
plano generado por w = (0, 0, 4, 5), entonces w es ortogonal a ambos vectores vs. La rec-
ta W es ortogonal a todo el plano V.

En este caso, con subespacios de dimensiones 2 y 1 en R?, hay espacio para un tercer
subespacio. Larecta L que pasa por z = (0, 0, 5, —4) es perpendicular a Vy W. Asf, la su-
ma de las dimensiones es 2 + 1 + 1 = 4. ;Qué espacio es perpendicular a los tres, V, W,
yL?

Los importantes subespacios ortogonales no se presentan accidentalmente, y se pre-
sentan por pares. De hecho, los subespacios ortogonales son inevitables: jSon los espacios
Jundamentales! E] primer par lo constituyen el espacio nulo y el espacio renglon. Estos
son subespacios de R™ los renglones tienen n componentes, como el vector x en 4x = 0.
Es necesario demostrar, usando Ax = 0, que los renglones de A son ortogonales al vector
x en el espacio nulo.

Primera demostracién Suponga que x es un vector en el espacio nulo. Entonces Ax = 0, y
este sistemna de m ecuaciones puede escribirse como renglones de A que multiplican a x:

i - renglén 1 n 0

Todo renglén es |- -renglén 2 --- *2 0
ortogonal a x Ax = = |1 ®

-renglén m - .. x, 0

La cuestién importante ya est4 presente en la primera ecuacién: el renglon 1 es orto-
gonal a x. Su producto interno es cero: esa es la ecuacién 1. Todo miembro derecho es ce-
ro, de modo que x es ortogonal a todo renglén. En consecuencia, x es ortogonal a toda
combinacidn de los renglones. Cada x en el espacio nulo es ortogonal a cada vector en el
espacio renglén, de modo que N(A) L C(AD).

El otro par de subespacios ortogonales proviene de ATy = 0, 0 yTA = O:

)’TAz[)ﬁ ym] Q)

e~ s
3 pHe~on
I
=)

L

El vector y es ortogonal a cada columna. La ecuacién asf lo indica, a partir de los ceros en
el miembro derecho. En consecuencia, y es ortogonal a toda combinacién de las columpas.

Eiemplo 3

i
!
)
!
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Es ortogonal al espacio columna, y se trata de un vector tipico en el espacio nulo izquier-
do: N(AT) L C(A).Esto es lo mismo que la primera mitad del teorema, con A sustitui-
da por AT. | ]

Segunda demostracion El contraste con esta “demostracién libre de coordenadas” debe ser
de utilidad para el lector. Constituye un método de razonamiento més “abstracto”. Me gus-
taria saber cudl de las dos demostraciones es més clara y mejor comprendida.

Si x estd en el espacio nulo, entonces Ax == 0. Si v estd en el espacio renglén, es una
combinacién de los renglones: v = Az para algtin vector z. Asf, en una linea:

vTx = (AT)Tx = 2TAx = 70 = 0. (8
]

Espacio nulo | Espacio renglén

Suponga que el rango de A es 1, de modo que su espacio columna y su espacio renglén son
rectas:

Matriz de rango 1

Los renglones son miiltiplos de (1, 3). El espacio nulo contiene a x = (-3, 1), que es orto-
gonal a todos los renglones. El espacio nulo y ¢l espacio renglén son rectas perpendicula-
res en R

[1 3] [_ﬂ:o yt 2 6] {_ﬂ=0 y [39 [_ﬂ=o.

En contraste, los otros dos subespacios estdn en R3. El espacio columna es la recta que pa-
sa por (1, 2, 3). El espacio nulo izquierdo debe ser el plano y, + 2y, + 3y; = 0. Esta ecua-
cién es exactamente el contenido de y'4 = 0.

Los dos primeros subespacios (las dos rectas) tienen dimensiones 1 + 1 = 2 en el es-
pacio R>. El segundo par (recta y plano) tienen dimensiones 1 + 2 = 3 en el espacio R>,
En general, el espacio renglén y el espacio nulo tienen dimensiones cuya suma es r + (n -
r) = n. La suma de las dimensiones del otro par es igual a r + (m — r) = m. Estd ocurrien-
do algo mds que la ortogonalidad, por lo que pido paciencia al lector para abordar otra cues-~
tién adicional: las dimensiones.

Con toda certeza es verdad que el espacio nulo es perpendicular al espacio renglién,
aunque ésta no es toda la verdad. N(A) contiene a todo vector ortogonal al espacio ren-
glén. El espacio nulo fue formado a partir de fodas las soluciones de Ax = 0.

DEFINICION Dado un subespacio V de R”, el espacio de todos los vectores ortogonales
a V se denomina compleme onal de V. Se denota por V1 = “V perp.”

Con esta terminologia, el espacio nulo es el complemento ortogonal del espacio ren-
glén: N(A) = (C(AT)*. Al mismo tiempo, el espacio renglén contiene a todos los vec-
tores que son ortogonales al espacio nulo. Un vector z no puede ser ortogonal al espacio
nulo sino fuera del espacio rengldn. Al agregar z como un rengldn extra de A se agranda el
espacio renglén, aunque se sabe que hay una férmulafijar + (n—r) = n:

Férmula de la dimensién  dim(espacio renglén) + dim(espacio nulo) = nimero de
columnas.

Todo vector ortogonal al espacio nulo estd en el espacio renglén: C(AT) = (N( ANt
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El mismo razonamiento aplicado a AT produce el resultado dual: E! espacio nulo iz-
quierdo N(AT) y el espacio columna C(A) son complementos ortogonales. La suma de sus
dimensiones es igual a (m — r) + r = m. Esto completa la segunda mitad del teorema fun-
damental del 4lgebra lineal. La primera mitad proporciond las dimensiones de los cuatro
subespacios, incluyendo el hecho de que rango renglén = rango columna. Ahora se sabe
que estos subespacios son perpendiculares. Més que eso, los subespacios son complemen-
tos ortogonales.

El espacio nulo es el complemento ortogonal del espacio renglén en R™.
El espacio nulo izquierdo es el complemento ortogonal del espacio columna en R™.

Para repetir, el espacio renglén contiene todo lo que es ortogonal al espacio nulo. El espa-
cio columna contiene todo lo que es ortogonal al espacio nulo izquierdo. Esta es sélo una
oracién, escondida a medio libro, pero jdecide cudles ecuaciones pueden resolverse! Si se
mira directamente, Ax = b requiere que b esté en el espacio columna. Si se mira indirecta-
mente, Ax = b requiere que b sea perpendicular al espacio nulo izquierdo.

El método directo fue “b debe ser una combinacién de las columnas”. El método indirecto
es “b debe ser ortogonal a cada vector ortogonal a las columnas”. Esto no se ve como una
mejorfa (para plantearlo en términos suaves). Pero si sélo uno o dos vectores son ortogona-
les a las colummas, resulta mucho mds ficil comprobar estas una o dos condiciones y'b =
0. Un buen ejemplo es la ley del voltaje de Kirchhoff en la seccidén 2.5. Verificar cero alre-
dedor de los circuitos es mucho mds facil que reconocer combinaciones de las columnas.

Cuando la suma de los miembros izquierdos de Ax = b es cero, entonces los miem-
bros derechos también tienen que cumplir lo siguiente:

Xy — Xy = bl 1 —1
Xy — x3 = by es resoluble si y s6losi by +by +b3 =0. Aqui A =| 0 1 —1}.
X3 —Xp & b3 -1 0 1

Esta prueba b, + b, + by = 0 hace que b sea ortogonal ay = (1, 1, 1) en el espacio nulo
izquierdo. Por el teorema fundamental, b es una combinacién de las columnas!

La matriz y los subespacios

Se recalca que V y W pueden ser ortogonales sin ser complementos. Sus dimensiones tam-
bién pueden ser pequefias. La recta V generada por (0, 1, 0) es ortogonal a la recta W ge-
nerada por (0, 0, 1), pero V no es W=. El complemento ortogonal de W es un plano
bidimensional, y la recta es s6lo parte de W, Cuando las dimensiones estdn correctas, los
subespacios ortogonales son necesariamente complementos ortogonales.

SiW =V entonces V=WrydimV + dim W = n.

En otras palabras, V** = V. Las dimensiones de V y W estén correctas, y todo el espacio
R” se ha descompuesto en dos partes perpendiculares (véase la figura 3.3).
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W W
Dos ejes ortogonales en R® Recta W perpendicular al plano V
No son complementos ortogonales Complementos ortogonales V = W+
v - A v

Figura 3.3 Complementos ortogonales en R>: un plano y una recta (no dos rectas).

Al separar R” en dos partes ortogonales, cada vector se separa enx = v + w. El vec-
tor v es la proyeccién sobre el subespacio V. La componente ortogonal w es la proyeccién
de x sobre W. En la siguiente seccién se muestra cémo encontrar estas proyecciones de x.
Estas conducen a lo que quizi es la figura més importante del libro (véase la figura 3.4).

En la figura 3.4 se resume el teorema fundamental del digebra lineal. Ilustra el verda-
dero efecto de una matriz: lo que ocurre al interior de la multiplicacién Ax. El espacio ma-
lo es llevado al vector cero. Todo Ax estd en el espacio columna. Nada se manda al espacio
nulo izquierdo. La verdadera accidn es entre el espacio rengldn y el espacio columna, y €l
lector ver4 esto 2l analizar un vector tipico x. Este contiene una “ cornponente del espacio
renglén” y una “componente del espacio nulo”, con x = x, + x,,. Cuando esto se multipli-
ca por A, se trata de Ax = Ax, + Ax,:

La componente del espacio nulo se va en cero: Ax, = 0.
La componente del espacio renglén se va al espacio columna: Ax, = Ax.

Por supuesto, todo va al espacio columna: la matriz no puede hacer otra cosa. He intenta-
do hacer los espacios renglén y columna del mismo tamafio, con dimensién igual r.

espacio &r

Figura 3.4 La verdadera accién Ax = A(Xrengion T+ ¥auto) d€ cualquier matriz de m por 7.




148

Capftulo 3 Ortogonalidad

Demostracién Todo b en el espacio columna es una combinacién Ax de las columnas. De
hecho, b es Ax,, con x, en el espacio rengldn, ya que la componente del espacio nulo da
Ax, = 0. Si otro vector x’ en el espacio renglSn proporciona Ax. = b, entonces A(x, —
x,) =b—b = 0. Esto coloca a x, —x, en el espacio nulo y en el espacio renglén, lo cual
1o hace ortogonal a s{ mismo. En consecuencia, es cero, y x, = x/. Exactamente un vector
en el espacio renglén es llevado a b. o

Toda matriz transforma su espacio renglon sobre su espacio columna.

Sobre estos espacios r-dimensionales, A es invertible. Sobre su espacio nulo, A es cero.
Cuando A es diagonal, se observa que la submatriz invertible preserva los 7 no ceros.

AT va en direccién opuesta, de R™ a R” y de C(A) de vuelta a C(AT). Por supuesto, jla
traspuesta no es la inversa! AT mueve correctamente los espacios, pero no los vectores in-
dividuales. Este honor corresponde a2 A™ en caso de existir, y sélo existe si 7 = m = n. No
puede pedirse que A™! regrese todo un espacio nulo a partir del vector cero.

Cuando A~ no existe, el mejor sustituto es la seudoinversa A™. Esta matriz invierte A
donde es posible hacerlo: A¥Ax = x para x en el espacio renglén. Sobre el espacio nulo iz-
quierdo, nada puede hacerse: Ay = 0. Asf, A™ invierte A cuando ésta es invertible, y tiene
el mismo rango 7. Una férmula para A" depende de la descomposicién del valor singular,
tema para el cual antes se requiere saber algo sobre valores caracteristicos (o singulares).

Conjunto de problemas 3.1

1. Encuentre las longitudes y el producto interno de x = (1,4, 0,2) yy = (2, =2, 1, 3).

2. Proporcione un ejemplo en R? de vectores linealmente independientes que no sean or-
togonales. También, proporcione un ejemplo de vectores ortogonales que no sean in-
dependientes.

3. Dos rectas en el plano son perpendiculares cuando el producto de sus pendientes es
—1. Aplique este hecho a los vectores x = (X1, x,) Y ¥ == (3, ¥»), cuyas pendientes son
X,/%, ¥ ¥2/¥1, para deducir nuevamente la condicién de ortogonalidad xTy = 0.

4. Coémo puede saberse si el i-€simo renglén de una matriz invertible B es ortogonal a la
j-6simna columna de B!, si i # j?

5. De los siguientes vectores, vy, vy, Us, Uy (Qué pares son ortogonales?

1 4 1 1

vy = 2 , U2 F 0 > V3 = -1 y Vg = !
-2 4 —1 1

1 0 —1 1

6. Encuentre todos los vectores en R? que son ortogonales a (1, 1, 1) v (1, —1, 0). Escri-
ba una base ortonormal a partir de estos vectores (vectores unitarios mutuamente or-
togonales).

7. Encuentre un vector x ortogonal al espacio renglén de A, un vector y ortogonal al es-
pacio columna, y un vector z ortogonal al espacio nulo:

1
A= 12
3

[ O SN V]

1
31,
4

10.

11.

12.

13.

14.
15,

16.
17.

18.

19.

21.

22.
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Si V y W son subespacios ortogonales, demuestre que el tinico vector que tienen en
comiin es el vector cero: YV N'W = {0}

Encuentre el complemento ortogonal del plano generado por los vectores (1, 1, 2) v
(1, 2, 3), considerando que son los renglones de A y resolviendo Ax = 0. Recuerde que
el complemento es toda una recta.

Escriba una ecuacién homogénea en tres incégnitas cuyas soluciones sean la combi-
nacién lineal de los vectores (1, 1, 2) v (1, 2, 3). Esta es el inverso del gjercicio pre-
vio, aunque en realidad ambos problemas son el mismo.

A menudo, el teorema fundamental se plantea en forma de la alternativa de Fredholm:
Para A y b cualesquiera, uno y sélo uno de los siguientes sistemas tiene una solucién:

iy Ax = b,
i) ATy =0, yTb # 0.

Ya sea que b esté en el espacio columna C(A) o que en N(AT) exista una y tal que
y'b % 0. Demuestre que esto es contradictorio, ya que ambos i) y ii) tienen soluciones.

Encuentre una base para el complemento ortogonal del espacio renglén de A:
1 0 2
4= [1 1 4} :

Separe x = (3, 3, 3) en una componente del espacio renglén x, y una componente del
espacio nulo x,,.

Tlusire la accién de AT mediante una figura que corresponda a la figura 3.4, mandan-
do C(A) de vuelta al espacio renglén y el espacio nulo izquierdo a cero.
Demuestre que x — y es ortogonal ax + y si y sdlo si [lx|| = [|¥l.

Encuentre una matriz cuyo espacio renglén contenga a (1, 2, 1) y cuyo espacio nulo a
(1, =2, 1), o demuestre gue no puede existir una matriz asi.

Encuentre todos los vectores que son perpendiculares a (1, 4,4, 1)y (2,9, 8, 2).

5i V es el complemento ortogonal de W en R”, jexiste una matriz con espacio ren-
glén V y espacio nulo W? Empiece con una base de V, y obtenga tal matriz.

Si § = {0} es el subespacio de R* que sélo contiene al vector cero, jcudl es §+78i8
es generado por (0, 0, 0, 1), zcudl es §+7 ;Cual es (§H)7
i Por qué son falsas las siguientes afirmaciones?

a) Si 'V es ortogonal a W, entonces V- es ortogonal a W+.
b) V es ortogonal a W y W ortogonal a Z hace que V sea ortogonal a Z.

Sea S un subespacio de R". Explique el significado de (§+)* = 8, y por qué es ver-
dadera.

Sea P el plano en R? con ecuacién x + 2y — z = 0. Encuentre un vector perpendicu-
lar a P. ;Qué matriz tiene al plano P como espacio nulo y qué matriz tiene a P como
su espacio renglén?

Sea § el plano de R* que contiene a todos los vectores con x; + x; + X3 + Xy = 0. En-
cuentre una base para el espacio S+ gue contenga a todos los vectores ortogonales a 8.
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23.

24

b

25.

26.

27.

28.

29.

36.

31.

32.

33.

Construya una matriz no simétrica de 2 por 2 con rango 1. Copie la figura 3.4 y escri-
ba un vector en cada subespacio. ;Qué vectores son ortogonales?

Vuelva a dibujar la figura 3.4 para una matriz de 3 por 2 con rango r = 2. ;Cudl subes-
pacio es Z (s6lo el vector cero)? La parte del espacio nulo de cualquier vector x en R?
€s x,, =

Construya una matriz con la propiedad requerida o escriba una razén que explique por
qué es imposible hacerlo.

1 2 1
a) El espacio columna contiene a[ g} y l:-g } el espacio columna contiene a [ i }
) ) 1 2 1
b} El espacio renglén contiene a § y —g , el espacio nulo contiene a1 |
-~ 1

1 1 0
) Ax = {z:{ tiene una solucién y AT {o} = [0}
1 0 0
d) Cada renglén es ortogonal a cada columna (A no es la matriz cero).
€) La suma de las columnas es una columna de Os y la suma de los renglones es un
renglén de 1s.

Si AB = (, entonces las columnas de B estdn en las (los) de A. Los renglones de
A estdn en las (los) de B. (Por qué A y B no pueden ser matrices de 3 por 3 con
rango 27

a) Si Ax = b tiene una solucién y ATy = 0, entonces y es perpendicular a .
b) Si ATy = c tiene una solucién y Ax = 0, entonces x es perpendiculara ____.
El siguiente es un sistema de ecuaciones Ax = b sin solucidn:
x+2y+2z =35

2x +2y +3z =35

3x +4y +5z =9,
Encuentre ndmeros y,, y» ¥ y3; que multipliquen las ecuaciones de modo que sumen
0 = 1. ;Encontré un vector y, en cudl subespacio? El producto interno y*b es 1.

En la figura 3.4, ;cémo se sabe que Ax, es igual a Ax? ;C6émo se sabe que este vector

estd en el espacio columna? Si A = U }] y x = {é}, ;cudl es x,?

Si Ax estd en el espacio nulo de A”, entonces Ax = 0. Razén: Ax también estd en el

de A y los espacios son . Conclusidn: A”A tiene el mismo espacio nulo que A.

Suponga que 4 es una matriz simétrica (AT = A).

ay (Por qué su espacio columna es perpendicular a su espacio nulo?

by SiAx = 0 y Az = 5z, ;cudles subespacios contienen a los “vectores caracteristicos”
x y z7 Las matrices simétricas tienen vectores caracteristicos perpendiculares
(consulte la seccién 5.5).

(Recomendado) Dibuje la figura 3.4 con la finalidad de mostrar cada subespacio para
_ 11 2 )
bl o=l

Encuentre las piezas x,. y x,, ¥ trace idéneamente la figura 3.4, si

1 -1
A=10 0 v x={§].
0 0
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Los problemas 34 a 44 son sobre subespacios ortogonales.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42,

43.

44,

Escriba bases de los espacios ortogonales V y W en las columnas de las matrices V'y
W. ; Por qué VTW = matriz cero? Esto corresponde a vTw = 0 para vectores.

El piso y la pared no son subespacios ortogonales porque comparten un vector dife-
rente de cero (a lo largo de la recta en que se unen). jDos planos en R® no pueden ser
ortogonales! Encuentre un vector en ambos espacios columna C(A) y C(B):

12 5 4
A=]1 3 y B=16 3.
12 51

Este es un vector Ax y también gy . Piense en la matriz [A B] de 3 por 4.

Extienda el problema 35 a un subespacio p-dimensional V y un subespacio g-dimen-
sional W de R". ;Qué desigualdad sobre p + ¢ garantiza que V se corta con W en un
vector diferente de cero? Estos subespacios no pueden ser ortogonales.

Demuestre que cada y en N(A") es perpendicular a cada Ax en el espacio columna,
usando la abreviatura para matrices de la ecuacién (8). Empiece con ATy = 0.

(Si '8 es el subespacio de R® que sélo contiene al vector cero, jcudl es §17 Si § es ge-
nerado por (1, 1, 1), ;cusl es S7 Si § es generado por (2, 0, 0) y (0, 0, 3), ;cudl es §+7

Suponga que S s6lo contiene a (1, 5, 1) y a (2, 2, 2) (no es un subespacio). Entonces
S+ es el espacio nulo de la matriz A = . §* es un subespacio aun cuando S no lo
sea.

Suponga que L es un subespacio unidimensional (una recta) en R>. Su complemento

ortogonal L™ es el (la) perpendicular a L. Luego, (L))" es un (una) per-
pendicular a L*. De hecho, (L.1)* es lo mismo que

Suponga que V es todo el espacio R*. Entonces V* sélo contiene al vector . As,
(VHles . De modo que (V)" es 1o mismo que .

Suponga que S es generado por los vectores (1, 2, 2, 3) y (1, 3, 3, 2). Encuentre dos

vectores que generen a S*. Esto es lo mismo que resolver Ax == 0 jpara cudl A?

Si P es el plano de los vectores en R* que satisfacen x; + x, + x5 + x4 = 0, escriba
una base de P, Escriba una matriz cuyo espacio nulo sea P.

Si un subespacio S est4 contenido en un subespacio V, demuestre que S§* contiene a V.

Los problemas 45 a 50 son sobre columnas y renglones perpendiculares.

4s.

46.

47.

Suponga que una matriz de n por n es invertible: AA™! = I. Entonces, la primera co-
lumna de A™! es ortogonal al espacio generado por ;cudles renglones de A?

Encuentre ATA si las columnas de A son vectores unitarios, todos mutuamente perpen-
diculares.

Construya una matriz A de 3 por 3 sin elementos cero cuyas columnas sean mutua-
mente perpendiculares. Calcule ATA. (Por qué es una matriz diagonal?

Lasrectas 3x +y = by y 6x + 2y = b, son . Son la misma recta si . En ese
caso, (by, b,) es perpendicular al vector . El espacio nulo de la matriz es la recta
3x+y= . Un vector particular en ese espacio nulo es
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49, ;Por qué es falsa cada una de las siguientes afirmaciones?
a) (1, 1, 1) es perpendicular a (1, 1, —2), de modo que los planos x +y + z= 0y
x + y — 2z = 0 son subespacios ortogonales.
b) El subespacio generado por (1, 1,0, 0, 0) v (0, 0, 0, 1, 1) es el complemento orto-
gonal del subespacio generado por (1, —1,0,0,0)y (2, —~2, 3, 4, —4).
¢) Dos subespacios que sélo se cortan en cero son ortogonales.

50. Encuentre una matriz con v = (1, 2, 3) en el espacio renglén y en el espacio colum-
na. Encuentre otra matriz con v en el espacio nulo y en el espacio columna. ;En cud-
les pares de subespacios puede no estar v?

51. Suponga que A es de 3 por 4, que Bes de 4 por 5, y que AB = 0. Demuestre que ran-
go(A) + rango(B) = 4.

52. El comando N = null(A) produce una base del espacio nulo de A. As{, el comando
B = null(N") produce una base para el de A.

3.2 COSENOS Y PROYECCIONES SOBRE RECTAS

Los vectores con x'y = 0 son ortogonales. Ahora se quiere permitir productos internos dis-
tintos de cero, y dngulos que no sean rectos. Se desea relacionar los productos internos con
los 4ngulos, y también con las traspuestas. En el capitulo 1 la traspuesta se construyd dén-
dole la vuelta a una matriz como si fuese algin tipo de panqué. Es necesario mejorar lo an-
terior.

Algo es inevitable: el caso ortogonal es el mds importante. Suponga que se desea en-
contrar la distancia de un punto b a la recta en direccién del vector a. En esa recta se bus-
ca el punto p mds préximo a b. La clave estd en la geometria: la recta que une b con p (la
recta discontinua en la figura 3.5) es perpendicular a a. Este hecho permite encontrar
la proyeccién p. Aun cuando a y b no sean ortogonales, el problema de la distancia auto-
madticamente supone ortogonalidad.

\ a

— proyeccion de b sobre
9 P = la recta que pasa por a

Figura 3.5 La proyeccion p es el punto (sobre la recta que pasa por a) més préximo a b.

La situacitn es la misma que cuando se tiene un plano (o con cualquier subespacio S)
en vez de una recta. De nuevo, el problema es encontrar €l punto p en ese subespacio que
sea el més proximo a b. Este punto p es la proyeccidn de b sobre el subespacio. Una rec-
ta perpendicular de b a § corta al subespacio en p. Geométricamente, asf se obtiene la dis-
tancia entre puntos b y subespacios 8. Sin embargo, hay dos preguntas que es necesario
plantear:
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1. Esta proyeccién, jrealmente se presenta en aplicaciones practicas?
2. Si se tiene una base del subespacio S, ;hay una férmula para la proyeccién p?

Ciertamente, las respuestas son si. Este es exactamente el problema de la solucion por
minimos cuadrados de un sistema sobredeterminado. El vector b representa los datos pro-
venientes de experimentos ¢ cuestionarios, y contiene demasiados errores para ser encon-
trado en el subespacio S. Cuando se intenta escribir » como una combinacién de los
vectores de la base de 8, no es posible hacerlo, ya que las ecuaciones son inconsistentes, y
Ax = b no tiene solucién.

El método de minimos cuadrados selecciona a p como la mejor opcidn para sustituir
a b. No puede haber duda sobre la importancia de esta aplicacién. En economia y estadis-
tica, los minimos cuadrados introducen el andlisis de regresisn. En geodesia, el departa-
mento de agrimensura de Estados Unidos abord6 2.5 millones de ecuaciones en 400 000
incégnitas.

Una férmula para p es facil cuando el subespacio es una recta. Entonces b se proyec-
tard sobre a de varias formas, vy la proyeccion p se relacionard con varios productos inter-
nos vy dngulos. La proyeccién sobre un subespacio de dimensién mayor es por mucho el
caso mds importante; corresponde a un problema de minimos cuadrados con varios pard-
metros, y se resolverd en la seccién 3.3. Las férmulas son incluso més sencillas cuando se
produce una base ortogonal de S.

Preductos internos y cosenos

A continuacidn se abordaré el andlisis de los productos internos y los dngulos. Pronto se
verd que no es el dngulo, sino el coseno del dngulo, el que esti relacionado directamente
con los productos internos. Se acude a la trigonometria en el caso bidimensional para en-
contrar la relacién. Suponga que los vectores a y b forman dngulos o y 8 con el eje x (véa-
se la figura 3.6).

{cos 9} b= (b, bs)
send 16— al|

a = (a1, as)
5 1} x

0
lu~i=cos€

Figura 3.6 Coseno del dngulo 6 = 8 — « usando productos internos.

La longitud }gj| es la hipotenusa del tridngulo OaQ. Asi, €l seno y el coseno de « son

ay ay

Tl % T el

sen o =
Para el 4ngulo B, el seno es b,/|jb]), y el coseno es b,/|)b). El coseno de § = 3 — o provie-
ne de una identidad inolvidable:

a1b1 -+ azbz
Férmula del coseno cosf = cos Bcosa +sen Ssena = W- H
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El numerador en esta férmula es exactamente el producto interno de a y b. Esto es propor-
cional a la relacién entre a*b y cos 6

Esta férmula es dimensionalmente correcta: si se duplica la longitud de b, entonces tanto
el numerador como el denominador se duplican, y €l coseno permanece sin cammbio. Al in-
vertir el signo de b, por otra parte, se invierte el signo de cos 8 y el dngulo cambia por 180°.

Hay otra ley de trigonometria que conduce directamente al mismo resultado. No es tan
inolvidable como la férmula de la ecuacién (1), aunque relaciona las longitudes de los la-
dos de cualquier tridngulo:

Ley de los cosenos [|[b — a||* = ||b]> + llall* = 2[Ib]| lall cos 6. &

Cuando 6 es un 4ngulo recto, se acude al teorema de Pitagoras: 16 — all? = 161> + lla|l®.
Para cualquier 4ngulo 8, la expresion {|b — a[[2 es (b — a)*(b ~ a), y la ecuacidn (3) se con-
vierte en

b'b —24"b + a%a = bTb + aTa — 2||b|| la] cos 8.

Al cancelar bTb y a*a en ambos miembros de esta ecuacién, se reconoce la férmula (2) pa-
ra el coseno: gTp = |jall ||| cos 8. De hecho, esto demuestra la férmula del coseno en n
dimensiones, ya que sélo es necesario preocuparse sobre el tridfngulo plano Oab.

Proyeccidn sobre una recta

Ahora se desea encontrar el punto proyeccién p. Este punto debe ser algin mdltiplo
p = xa del vector dado a: cada punto sobre la recta es un miltiplo de a. El problema es
calcular el coeficiente X . Todo lo que se requiere es el hecho geométrico de que la recta
desde b al punto mds préximo p = ¥a es perpendicular al vector a:
ath
(b —Xa) L a, obien a™(b —%a) =0, obien ¥ = o 4

Asi se obtiene la férmula para el ndimero X vy la proyeccién p:

Esto permite volver a trazar la figura 3.5 con una férmula correcta para p (véase la figura 3.7).

Lo anterior conduce a la desigualdad de Schwarz en la ecuacién (6), que es la desi-
gualdad maés importante en matemdticas. Un caso especial es el hecho de que las medias
aritméticas % (x + y) son més grandes que las medias geométricas /Xy. (Esto es equiva-
lente —consulie el problema 1 al final de esta seccién~ a la desigualdad del tridngulo para
vectores.) Parece que la desigualdad de Schwarz surge casi accidentalmente de la afirmacién

Ejemplo 1
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b
!
!
ve=b—p
\ a
\ T
. a'b
p=72a=——a
9 aTa
Op a’h

Figura 3.7 Proyeccién p de b sobre a, = e T
¢ Y p de bsobre a, con cos § = 7 = oI

de que [le||? = ||b — p}|> en la figura 3.7 no puede ser negativa:

T 2 Tpy2 Tp N2 T TN — (4 ThY2
1 aba =b~fb_2(ab) =<ab)aTa=(bb)(aa) (a'h) -

ata ata ata (a¥a) -
Lo anterior indica que (27h)(a"a) = (¢"h)?, y luego se toman las rafces cuadradas:

b - 0.

lab] < llal 1511

Segrin la férmula (2), la razén entre a*b y ||af] |b]] es exactamente |cos 8]. Debido a que
todos los cosenos estdn en el intervalo —1 = cos # =< 1, esto constituye otra demostracidn
de la ecuacién (6): la desigualdad de Schwarz es lo mismo que |cos 8] = 1. De alguna ma-
nera es una demostracién que se entiende mds facilmente debido a que los cosenos son bas-
tante conocidos. Cualquier demostracién estd bien en R”, aunque debe observar que la aqui
proporcionada provino directamente del célculo de ||b — p||% Esto permanece no negativo
cuando se introducen nuevas posibilidades para las longitudes y los productos internos. El
nombre de Cauchy también est4 ligado a esta desigualdad |a*b| = ||lafl &l jy los rusos se
refieren a ella como la desigualdad de Cauchy-Schwarz-Buniakowsky! Los historiadores
expertos en matemdticas parecen coincidir en que la reclamacién de Buniakowsky es legi-
tima.

Una observacién final sobre |a”b| < lla|| ||b]]. La igualdad se cumple siy sélo si b es
un mudltiplo de a. Bl dnguloes 8 = 0°0 6 = 180°y el coseno es 1 o —1. En este caso b es
idéntico a su proyeccién p, y la distancia entre b y la recta es cero.

Proyectar b = (1, 2, 3) sobre la recta que pasa por ¢ = ( 1, 1, 1) para obtener ¥ y p:

ath 6
X = == =2,
* T 3
La proyeccién es p = Xa = (2,2, 2). El dngulo entre a y b tiene
~/ Tp 6
cosf = M = ___1_2_ y también cosf = g

bl Vi4 lal 6l V3v/14

La desigualdad de Schwarz |a™b| < [ja| ||b]l es 6 < ~/3+/14. Si 6 se escribe como /36,
esto es lo mismo que /36 < +/42. El coseno es menor que 1, ya que b no es paralelo a a.
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Ejemplo 2

Matriz proyeccibn de rango 1

La proyeccién de b sobre la recta que pasa por g estd en p = a(a®h/aTa). Esta es nuestra
férmula p = Xa, aunque aqui se ha escrito con un leve giro: El vector a aparece antes que
el mimero ¥ = a¥h/a"a. Detrds de este cambio aparentemente trivial hay una razén, La
proyeccién sobre una recta es llevada a cabo por una matriz proyeccion P, y escrita en es-
te nuevo orden puede verse de qué se trata. P es la matriz que multiplica a b y produce p:

a'b . ;
P=aqa o de modo que la matriz proyeccién es
a

%

Esto es una columna multiplicada por un renglén —una matriz cuadrada— dividida entre
el ntimero a'a.

La matriz que proyecta sobre la recta que pasapora = (1, 1, 1) es

. 111
aa’ 1 f ? 3

— — — 1
P“;{;“gi L1 1=15 5 3
111

3 3 3

Esta matriz tiene dos propiedades que serdn consideradas como tipicas de las proyecciones:

1. P es una matriz simétrica.
2. Su cuadrado es ella misma: P? = P,

P?b es la proyeccién de Pb, |y Pb ya estd en la rectal Asf, P°b = Pb. Esta matriz P tam-
bién constituye un gran ejemplo de los cuatro subespacios fundamentales:

El espacio columna consta de la recta que pasa pora = (1, 1, 1).
El espacio nulo consta del plano perpendicular a a.
Elrangoes r = 1.

Toda columna es un multiplo de a, as{ como también lo es P5 = Xa. Los vectores que pro-
vectan hacia p = 0 son especialmente importantes. Satisfacen a™» = 0 —son perpendicula-
res a a 'y su componente a lo largo de la recta es cero. Estén en el espacio nulo = plano
perpendicular.

En realidad, este ejemplo es demasiado perfecto. Tiene el espacio nulo ortogonal al es-
pacio columna, que se ha vuelto loco. El espacio nulo debe ser ortogonal al espacio ren-
glon. Pero como P es simétrica, sus espacios renglén y columna son el mismo.

Observacion sobre la escalacion La matriz proyeccién aa™/a’a es igual a a si se duplica:

2 2 R

a= |2| proporciona P = — (2|2 2 = L 1 1
; prop 0|2 [ 2] 5 3 3| como antes.

L |

3 3 3

La recta que pasa por a es la misma, y eso es todo lo que le importa a la matriz proyeccién.
8i la longitud de @ es 1, el denominador es a¥a = 1 y la matriz es justo P = aa’.

Ejemplo 3
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Proyectar sobre la “direccién 6” en el plano x-y. La recta pasa por a = (cos 8, sen 6) y la
matriz es simétrica con P2 = P:

Aqui,cescosf,sessenfy ¢? + s* = 1 en el denominador. Esta matriz P se descubri6 en
la seccidn 2.6 sobre transformaciones lineales. Ahora, P se conoce en cualquier ndmero de
dimensiones. Se recalca que produce la proyeccién p:

Para proyectar b sobre a, es necesario multiplicar la matriz prayeccion P:p = Pb.

Traspuestas de productes internos

Por 1ltimo, los productos internos se relacionan con AT, Hasta el momento, A” es simple-
mente la reflexidn de A a través de la diagonal principal: los renglones de A se convierten
en las columnas de AT, y viceversa. El elemento en el rengldn i, columna j de A es el ele-
mento (j, i) de A:

Traspuesta por reflexién (AD);; = (A) ;.

Hay un significado més profundo de AT Su estrecha relacién con los productos internos
constituye una nueva y mucho més “abstracta” definicidn de la traspuesta:

ante la siguiente propiedad:

Esta definicidn constituye otra {mejor) manera de comprobar la férmula AB)T = B"4". La
ecuacion (8) se aplica dos veces:

Primero se mueve A y luego se mueve B (ABx)Ty = (Bx)T(ATy) = xT(BTATy).

La traspuesta se da vuelta en orden inverso sobre el lado derecho, justo como hacen las

inversas en la férmula (AB)~! = B™'A™!. Se hace mencién nuevamente que estas ?os
. - “ - b .__.1 T — "r —

férmulas se encuentran para producir la extraordinaria combinacién (A7) = (4*)7".

Conjunto de problemas 3.2

1. @) Dados dos ntimeros positivos cualesquiera x y y, escoja el vector b iguala (//%, /)
y escoja a = (. /7, +/%). Aplique la desigualdad de Schwarz para comparar la media
aritmética } (x + ) con la media geométrica /xy.

b) Suponga que se empieza con un vector que va del origen al punto x, ¥ que luego se
surna un vector de longitud ||y]] que une x con x + y. El tercer lado del tnangu.lo va
del origen a x + y. La desigualdad del tridngulo establece que esta distancia no
puede ser mayor que la suma de las dos primeras distancias:
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10.
1.

12.
13.

lx + ¥l < lixlf + Iyl

Después de elevar al cuadrado ambos miembros, y desarrollar (x + y)T(x + y), reduz-
ca lo anterior a la desigualdad de Schwarz.

Compruebe que la longitud de la proyeccién en la figura 3.7 es Ipll = [[bllcosé,
aplicando la férmula (5).

;Qué midltiplo de @ = (1, 1, 1) estd més préximo al punto b = (2, 4, 4)? También en-
cuentre el punto més préximo a a sobre la recta que pasa por b.

Explique por qué la desigualdad de Schwarz se vuelve igualdad cuando a y b estén so-
bre la misma recta que pasa por el origen, y s6lo en ese caso. ;Qué ocurre si estdn en
lados opuestos del origen?

En n dimensiones, ;qué dngulo forma el vector (1, 1, . .., 1) con los ejes de coorde-
nadas? ;Cudl es la matriz proyeccién P sobre ese vector?

La desigualdad de Schwarz puede demostrarse en una linea si a y b se normalizan de-
lante del tiempo para que sean vectores unitarios:

laThl = ‘Zajb,-

;Cudl de los problemas previos justifica el paso de en medio?

lg;1? +1p;12 1 1
< Ziajub,s < Z —’—E——i— =3 + 5= llall H51f.

Escoja el vector correcto b en la desigualdad de Schwarz para demostrar que
(a1 + -+ +a,)* < n(af +oeee +a3).

(Cudndo se cumple la igualdad?

La molécula de metano CH, est4 dispuesta como si el 4tomo de carbono estuviese en
el centro de un tetraedro regular con cuatro dtomos de hidrégeno en los vértices. Si los
vértices estédn en (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), y (0, 1, 1) —observe que la longitud de
todas las seis aristas es +/2, de modo que el tetraedro es regular—, ;cudl es el coseno
del 4ngulo formado por los rayos que van del centro (£, 1, 1) a los vértices? (El sngu-
lo de enlace en si mide aproximadamente 109.5°, un viejo conocido de los qufmicos.)

Eleve al cuadrado la matriz P = aa’/a"a, que proyecta sobre una recta, y demuestre

que P? = P. (jObserve el niimero a’a en medio de la matriz aa*aa™!)

La matriz proyeccidn P, jes invertible? ; Por qué?

a) Encuentre la matriz proyeccién P, sobre la recta que pasa por a = B} y también
la matriz P, que proyecta sobre la recta perpendicular a a.

b) Calcule P + P,, P,P,, y explique.
Encuentre la matriz que proyecta todo punto en el plano sobre la recta x + 2y = (.

Demuestre que la traza de P = aa'/a"a ~que es la suma de sus elementos diagona-
les— siempre es igual a 1.

3.2 Cosenos y proyecciones s@e réctag-» 7 3 1@9

14. ;Cu4l matriz P proyecta todo punto de R> sobre la recta de interseccion de los planos
x+y+ir=0yx—1t=07?

15. Demuestre que la longitud de Ax es igual a la longitud de ATxsi AAT = ATA.
16. Suponga que P es la matriz proyeccién sobre la recta que pasa por a.
a) (Por qué el producto interno de x con Py es igual al producto interno de Px con y?

b) (Son iguales los dos dngulos? Encuentre sus cosenos sia = (1, 1, —1), x = (2,0,
D,yy=(2,1,2).

¢) (Por qué el producto interno de Px con Py siempre es el mismo? ;Cudl es el dngu-
1o entre Px y Py?

En los problemas 17 a 26 se piden proyecciones sobre rectas. También los errores
e = b —p, y las matrices P.

17. Proyecte el vector b sobre la recta que pasa por a. Compruebe que e es perpendicular

aa
1 1 1 —~1
a b= 2 y a= |1 by b= |3 y a=|—-3].
2 1 1 -1

18. Trace la proyeccién de b sobre a y también calctilela a partir de p = Xa:
cos 6 _ It iy _ |1
o o-[i] v el oe=f] v el

19. En el problema 17, encuentre la matriz proyecciéon P = aa¥lata sobre la recta que pa-
sa por cada vector a. En ambos casos, compruebe que P? = p. Multiplique Pb en ca-
da caso para calcular la proyeccién p.

20. Construya las matrices proyeccién P, y P, sobre las rectas que pasan por cac}a vector
a del problema 18. (Es cierto que (P, + P,)y* = P, + P,? Esto seria cierto si PP, =
0.

Para los problemas 21 a 26, consulte lIas figuras que se muestran a continuacién.

N L

2 Pay 7 1
aZ el 2 = a; = [Ojt
-1 Py Pyay

; 26
Problemas 21 a 23 - Problemas 24 a

21. Construya las matrices proyeccién aa*/aTa sobre las rectas que pasan por a; = (—’- 1,
2,2)y a, = (2,2, —1). Multiplique estas matrices proyeccion, y explique por qué su
producto PP, es lo que es.
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22. Pf?yecte b = (1, 0, 0) sobre las rectas que pasan por a, y a, del problema 21 y tam-
bién sobre az = (2, — 1, 2). Sume las tres proyecciones p, + p, + ps.

23. Continuando con los problemas 21 y 22, encuentre la matriz proyeccién P; sobre a; =
(2, =1, 2). Compruebe que P, + P, + P; = I, {La base a,, a,, a; es ortogonal!

24. Proyecte el vector b = (1, 1) sobre las rectas que pasan por a; = (1, 0) y a, = (1, 2).

Trace las proyecciones p; y p, ¥ sume p; + p,. La suma de las proyecciones no es b
porque las as no son ortogonales.

25. En el problema 24, 1a proyeccién de b sobre el plano de a, y a, es igual a b. Encuentre

P=AMATA) 'ATpara A = [a) a;] = [é é}.

26. Proyecte a; = (1, O).sobre a, = (1, 2). Luego proyecte el resultado de vuelta sobre a,.
Trace estas proyecciones y multiplique las matrices proyeccién P, P,: ;Esta es una
proyeccién?

3.3 PROYECCIONES Y MiNIMOS CUADRADOS

Hasta el momento, Ax = b tiene una solucién o no. Si b no estd en el espacio columna C(4),
entonces ¢l sistema es inconsistente y la eliminacién gaussiana fracasa. Casi seguramente,
esta falla ocurre cuando hay muchas ecuaciones y s6lo una incégnita:

Mas ecuaciones 2x = by
que incoégnitas: 3x = by
0o hay solucién? 4x = b;.

Este sistemna es resoluble cuando la razén entre by, b, vy b5 es 2:3:4. La solucién x existe s6-
lo si b est4 sobre la misma recta que la columna a = (2, 3, 4).

A pesar de su irresolubilidad, las ecuaciones inconsistentes se presentan todo el tiem-
po en la préctica. {Es necesario resolverlas! Una posibilidad es determinar x con base en
una parte de ese sistema e ignorar el resto; esto es dificil de justificar si todas las m ecua-
ciones vienen de la misma fuente. En vez de esperar que en algunas ecuaciones no haya
error y que en otras el error sea grande, es mucho mejor escoger la x que minimiza un error
promedio E en las m ecuaciones.

El “promedio” més conveniente proviene de la suma de los cuadrados:

Error al cuadrado E* = (2x — b))% + (3x — by)? + (4x — b3)2.

Si hay una solucién exacta, el error minimo es £ = 0. En el caso mds probable en que b no
sea proporcional a a, la grafica de £ es una pardbola. El error minimo esté en el punto més
bajo, donde la derivada es cero:

2

dE
T = 2[(2x — b1)2 + (3x — by)3 + (4x — b3)4] = 0.

Al despejar x, 1a solucién por minimos cuadrados de este sisterna modelo ax = b se deno-
ta por x:
_ 2b1 + 3b2 +4b3 _ aTb
2 +32+42  gig
En el numerador se reconoce a'b, y en el denominador, a%a.
El caso general es el mismo. ax = b se “resuelve” al minimizar

Solucién por minimoes cuadrados ¥

E? = |lax — b? = (a1x — by)? + -+ + (amx — by)?.

ANMACIONAL
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La derivada de E? es cerc en'et pufito ™) 'si

((.113:\ — bl)al 4o +(am35 - bm)am = {J,

Se est4 minimizando la distancia de b a la recta que pasa por g, y en célculo se obtiene
la misma respuesta, X = (a;by + + - - +anbn ) a? + -+ - +al), que se obtuvo antes con
la geometria:

Puede darse cuenta de que seguimos regresando 2 la interpretacion geométrica de un
problema de minimos cuadrados: minimizar una distancia. Al igualar a cero la derivada de
E2, el calculo confirma la geometrfa de la seccién previa. El vector error e que une b con
p debe ser perpendicular a a:

Tp
Ortogonalidad deaye o' (b —%a) =a'b— E;—aTa = Q.
a*a

Como observacién al margen, observe el caso degenerado a = 0. Todos los mdltiplos
de a son cero, y la recta es s6lo un punto. En consecuencia, p = 0 es el tinico candidato pa-
ra la proyeccién. Sin embargo, la férmula para ¥ se convierte en una expresion 0/0 sin sen-
tido, y correctamente refleja el hecho de que X estd completamente indeterminado. Todos
los valores de x proporcionan el mismo error E = ||0x — b, de modo que E? es una recta
horizontal en vez de una pardbola. La “seudoinversa” asigna el valor definitivo ¥ = 0, que
es una eleccién més “simétrica” que cualquier otra.

Problemas de minimos cuadrados con varias variables

Ahora ya estamos listos para dar un paso importante: proyectar b sobre un subespacio —en
vez de hacerlo simplemente sobre una recta. Este problema se presenta de Ax = b cuando
A es una matriz de m por n. En vez de una columna y una incdgnita x, ahora la matriz tie-
ne n columnas. El nidmero m de observaciones sigue siendo mayor que el ntimero » de in-
cGgnitas, por lo que es de esperar que Ax = b sea inconsistente. Quizd no haya una eleccion
de x que se ajuste perfectamente a los datos b. En otras palabras, probablemente el vector
b no sea una combinacién de las columnas de A; estd fuera del espacio columna.

De nuevo el problema es escoger ¥ con la finalidad de minimizar el error, y de nuevo
esta minimizaci6n se hace en el sentido de minimos cuadrados. El error es E = |Ax — bl ¥
es exactamente la distancia de b al punto Ax en el espacio columna. Buscar la solucién
por minimos cuadrados %, que minimiza E, es lo mismo que ubicar el punto p = AX que
estd més proximo a b que cualquier otro punio en el espacio columna.

Para determinar ¥ puede usarse geometria o célculo. En n dimensiones es preferible
utilizar geometrfa; p debe ser la “proyeccién de & sobre el espacio columna”. El vector
error ¢ = b — AR debe ser perpendicular a ese espacio (véase la figura 3.8). Encontrar
7 v la proyeccién p = AX es tan fundamental que se hace de dos maneras:

1. * Todos los vectores perpendiculares al espacio columna estén en el espacio nulo iz-
quierdo. Asi, el vector error ¢ = b — A% debe estar en el espacio nulo de AT

AT(b — A%) =0 obien
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T
columna a; aje =0
afe =0
se combinan en

ATe = AT(b— AZ) =0
columna ag

Figura 3.8 Proyecci6n sobre el espacio columna de una matriz de 3 por 2.

2. El vector error debe ser perpendicular a cada columna ay,...,a,deA:
al(b ~ A%) =0 al

: o bien : b—ax | =0
al(b — AX) =0 al

Esto es nuevamente AT(b — AX) = 0 y ATAY = ATh. El método del cdlculo consis-
te en tomar derivadas parciales de E? = (Ax — b)T(Ax — b). Asi se obtiene lo mismo
que 2ATAx — 2ATb = 0. La forma més ripida es multiplicar la ecuacion irresoluble Ax
= b por A™. Con todos estos métodos equivalentes se obtiene una matriz de coeficientes

T - - .
cuadrada A*A. Bs simétrica (jsu traspuesta no es AAT!) y es la matriz fundamental de este
capftulo.

En estadistica, las ecuaciones ATAX = ATb se conocen como ecuaciones normales

Se escoge un ejemplo en donde nuestra intuicién es tan buena como las formulas:

1 2 4 ]
A=11 3|, b= ’ Ax = b no tiene solucién
0 0 6 ATAZ = A™b proporciona la mejor x.

Ambz‘zs.colun}nas terminan con un cero, de modo que C(A) es el plano x-y dentro del espa-
cio tridimensional. La proyecciénde b = (4, 5, 6) es p = (4, 5, 0); las componentes x y y
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permanecen igual pero z = 6 desaparece. Este hecho lo confirman las ecuaciones normales:
[110]1%2[2 5}

2 3 0 0 0 5 13

RG]

1 2 5 4
Proyeccién p = AX 1 3 [1} = |5].
0 O 0

ATA

i

If

T =(ATA)"'ATh

W

il

En este caso especial, lo mejor que puede hacerse es resolver las dos primeras ecuaciones
de Ax = b. Asi, X, =2 y % = 1. Es seguro que el error en la ecuaci6n Ox; + Ox, = 6 es
el 6.

Observacién I Suponga que b estd realmente en el espacio columna de A: ¢s una combi-
nacién b = Ax de las columnas. Entonces, la proyeccién de b sigue siendo b:

b en el espacio columna p = A(ATA) 'ATAx = Ax = b.
El punto p més préximo es justo b mismo, lo cual es evidente.

Observacién 2 En el otro extremo, suponga que b es perpendicular a cada columna, de
modo que ATh = 0. En este caso b se proyecta al vector cero:

b en el espacio nulo izquierdo p = A(ATA)'ATH = A(ATA)TI0 =0.

Observacidon 3 Cuando A es cuadrada e invertible, el espacio columna es todo el espacio.
Cada vector se proyecta en sf mismo, p es ignala b, y X =x:.

SiA esinvertible p = A(ATA)'ATb = AATY(AT)'ATh = b.

Este es el inico caso en que es posible separar (ATA)Y™', y escribirla como ATHaDHL
Cuando A es rectangular esto no es posible. ’

Observacidn 4 Suponga que A sdlo tiene una columna, que contiene a a. Entonces la ma-
triz ATA es el nimero aa y ¥ es a*b/a’a. Se regresa a la primera férmula.

La matriz producto cruz A'A

La matriz ATA es ciertamente simétrica. Su traspuesta es (ATA)T = ATA™T, que es ATA de
nuevo. Su elemento £, j (y el elemento j, i) es el producto interno de la columna de A con
la columna j de A. La cuestién clave es la invertibilidad de ATA, y por fortuna

ATA tiene el mismo espacio nulo que A.

Ciertamente, si Ax = 0, entonces ATAx = 0. Los vectores x en el espacio nulo de A también
estan en el espacio nulo de ATA. Para ir en la otra direccidn, debe empezarse suponiendo
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que ATAx = 0, y tomar el producto interno con x para demostrar que Ax = 0
xTATAx =0, obien, |[Ax||*> =0, obien, Ax =0.

Los dos espacios nulos son idénticos. En particular, si las columnas de A son independien-
tes (y s6lo x = O estd en su espacio nulo), entonces lo mismo es cierto para ATA:

Despugs se demostrard que ATA también es positiva definida (todos los pivotes y los valo-
res caracter{sticos son positivos).

Este caso es por mucho el més comiin e importante. La independencia no es tan difi-
cil en un espacio m-dimensional si m > n. Esto se supone de aquf en adelante.

Matrices proyeccion

Se ha demostrado que el punto mds préximo abes p = A(ATA) "V ATb. Esta formula ex-
presa en términos matriciales la construccion de una recta perpendicular de b al espacio
columna de A. La matriz que proporciona P es una mairiz proyeccién, denotada por P:

1€

Matriz proyeccién

Esta matriz proyecta cualquier vector b sobre el espacio columna de A.” En otras palabras,
p = Pb es la componente de b en el espacio columna, y el error e = b — Phes la compo-
nente en el complemento ortogonal. (j/ — P también es una matriz proyeccidn! Proyecta b
sobre el complemento ortogonal, y la proyeccién es b — Pb.)

En breve, se tiene una férmula matricial para separar cualquier & en dos componentes
perpendiculares. P estd en el espacio columna C(A), y la otra componente (J — P)b estd en
el espacio nulo izquierdo N(AT), que es ortogonal al espacio columna.

Las matrices proyeccion pueden entenderse geométrica y algebraicamente.

Demostracion Es facil ver por qué P? = P. §i se empieza con cualquier b, entonces Pb
estd en el subespacio sobre el que se estd proyectando. Cuando se vuelve a proyectar na-
da cambia. El vector Pb ya esté en el subespacio, y P(Pb) sigue siendo Pb. En otras pala-
br‘fas, Pi=p DQS © tres o cincuenta proyecciones proporcionan el mismo punto p que la
primera proyeccién:

P?=A(ATAYTATA(ATA) AT = A(ATA) 14T = p.

- . ; .
Puede haber un riesgo de confusi6n con las matrices permutacién, que también se denotan por P, aunque el ries-
go debe ser pequefio, y trataremos que nunca aparezcan ambas en la misma pagina.

Ejemplo 1
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Para demostrar que P también es simétrica, se toma su traspuesta. Las traspuestas se
multiplican en orden invertido, y se usa la simetria de (ATAY™!, para regresar a P:

PT=(ATT(ATA)HTAT = A((ATAT AT = A(ATA) AT = P

Para la conversa, a partir de P2 = Py P¥ = P es necesario deducir que Pb es la pro-
yeccién ortogonal de b sobre el espacio columna de P. El vector error b ~ Pb es orfogo-
nal al espacio. Para cualquier vector Pc en el espacio, el producto interior es cero:

(b— Pb)TPc=b"(1—PY Pc=0b"(P—P)c=0.
Asi, b — Pb es ortogonal al espacio, y Pb es la proyeccin sobre el espacio columna. B

Suponga que A es verdaderamente invertible. Si es de 4 por 4, entonces sus cuatro colum-
nas son independientes y su espacio columna es todo R*. ;Cudl es la proyeccion sobre to-
do el espacio? Es la matriz identidad.

P =A(ATA)TIAT = AATHAT) AT = 1. )
La matriz identidad es simétrica, 72 = I, y el error b ~ Ib es cero.

La cuestién con todos los otros gjemplos es que lo que ocurrié en la ecuacién (5) no
se permite. Para repetir: No es posible invertir las partes por separado AT v A cuando estas
matrices son rectangulares. La que es invertible es la matriz ATA.

Ajuste de datos por minimos cuadrados

Suponga que se realiza una serie de experimentos, y se espera que la salida b sea una fun-
cién lineal de la entrada ¢. Se busca una lfnea recta b = C + Dt. Por gjemplo:

1. En instantes diferentes se mide la distancia a un satélite en su camino a Marte. En es-
te caso ¢ es el tiempo v b es la distancia. A menos que el motor esté encendido o la gra-
vedad sea intensa, el satélite se movers casi a velocidad constante v: b = by + vt

2. FEn una estructura se hace variar la carga, y se mide el movimiento que esto produce.
En este experimento ¢ es la carga y b es la lectura en el medidor de deformacidn.
A menos que la carga sea tan grande que el material se vuelva pléstico, en la teoria de
la elasticidad es normal una relacién lineal b = C + Dr.

3, Elcosto de produccién de ¢ libros como éste es casi lineal, b = C + Dt, con la edicién
y la composicién en C y luego la impresién y la encuadernacién en D. Asf, C es el cos-
to de preparacién y D es ¢l costo por cada libro adicional.

(Cémo calcular C y D? Si no hay error experimental, entonces dos mediciones de b
determinan la recta b = C + Dt. Pero si hay error, es necesario estar preparado para “pro-
mediar” los experimentos y encontrar una recta 6ptima. {Esta recta no debe confundirse
con la recta que pasa por a sobre la cual se proyecté b en la secci6n previal De hecho, ya
que hay dos incégnitas por determinar: C y D, ahora se proyecta sobre un subespacio bidi-
mensional. Un experimento perfecto debe proporcionar una C 'y una D perfectas:
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Ejemplo 2

C + Dty = b
C + D = b2
&)

C + Dt, = b,.

Este es un sistema sobredeterminado, con m ecuaciones y sélo dos incégnitas. Si hay erro-
res presentes, el sistema no tiene solucién. A tiene dos columnas, y x = (C, D):

1 4 by

1 5 C by X

- [D} = 2k obien, Ax =2b. 7
1 2, by

La mejor solucién (C, D) es la ¥ que minimiza el error al cuadrado E*
Minimizar E° = ||b — Ax|* = (b; = C — Dt))> + - -+ +(b,, — C — Dt,,))2.

Elvector p = AX est4 lo més préximo posible a b. De todas Ias rectas b = C + D, se es-
t4 eligiendo la que mejor se ajusta a los datos (véase la figura 3.9). En la gréfica, los erro-
res son las distancias verticales b — C — Dt a la recta (jno son distancias perpendiculares!)
Son las distancias verticales las que se elevan al cuadrado, se suman, y minimizan.

®

espacio
columna

) e e

a) b)
Figura 3.9 La aproximacién por una recta corresponde a la proyeccién p de b.

En la figura 3.9a se muestran tres mediciones b,, b,, by:
b=1ent=—1, b=1lenct=1, b=3ent=2.
Observe que no se requiere que los valores r = —1, 1, 2 sean equidistantes. El primer pa-

$0 es escribir las ecuaciones que se cumplirian si una recta pudiera pasar por todos los
tres puntos.
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Entonces C + Dr coincidiria exactamente con b:

C - D=1 1 -1 c 1
Ax=b es C+ D =1 obien |1 1 {D]= 1i.
C +2D =3 1 2] 3

Si estas ecuaciones Ax = b pudieran resolverse, no habria errores. No es posible resolver-
las porque los puntos no estan en una recta. En consecuencia, se resuelven por minimos
cuadrados:

o~

e T 3 21[¢] _ s
oameas [~

La mejor soluciénes C = 2, D = 2, y lamejorrectaes 2 + %z

Observe las hermosas relaciones entre las dos figuras. El problema es el mismo pero
el arte lo muestra distinto. En la figura 3.95, b no es una combinacién de las columnas
(1,1, Dy (=1, 1, 2). En la figura 3.9, los tres puntos no estdn sobre una recta. (Los mfni-
mos cuadrados sustituyen los puntos b que no estdn sobre una recta por puntos p que sf es-
tan! Al no ser posible resolver Ax = b, se resuelve AX = p.

La recta 2 + %; tiene alturas 2, L y I en los instantes de medicién -1, 1, 2. Estos

=
puntos estén sobre una recta. En consecuencia, el vector p = (% 1—733 1) esté en el espa-

cio columna. Este vector es la proyeccidn. La figura 3.9b estd en tres dimensiones (o en m
dimensiones si hay m puntos) y la figura 3.9a estd en dos dimensiones (o en »n dimensio-
nes si hay n pardmetros).

Al restar p de b, los errores son e = (%, —§, #). Estos son los errores verticales en la
figura 3.94, y son las componentes del vector discontinuo de la figura 3.95. Este vector
error es ortogonal a la primera columna (1, 1, 1), yaque 2 — § + £ = 0. Es ortogonal a la

- 26 18 = :
segunda columna (—1, 1, 2) porque —% — 2 + = = (. Es ortogonal al espacio columna,

y estd en el espacio nulo izquierdo.

Pregunta: Si las mediciones b = (2, —$, 2) fuesen estos errores, ;cudl serfa la mejor
recta y el mejor X ? Respuesta: La recta cero, que es el eje horizontal, y ¥ = 0. Proyecci6n
a cero.

Facilmente pueden resumirse las ecuaciones para ajustar una recta. La primera colum-
na de A contiene a los 1s y la segunda columna a los tiempos #,. En consecuencia, A™A con-
tiene a la suma de los 1s y los ¢, asi como a ¢

Observacion Las matemdticas de los minimos cuadrados no estén limitadas a ajustar los
datos por rectas. En muchos experimentos no hay razén para esperar una relacién lineal, y
no tendrfa sentido buscar una. Suponga que se manipula material radiactivo. La salida b es
la lectura de un contador Geiger en varios instantes ¢. Podria saberse que se estd trabajan-
do con una mezcla de dos productos guimicos, de los cuales se conocen sus vidas medias
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(o tasas de desintegracién), aunque se ignora la cantidad que se estd manipulando de cada
producto. Si estas dos cantidades desconocidas son C y D, entonces las lecturas del conta-
dor Geiger se comportarfan como la suma de dos exponenciales (v no como una recta):

b=Ce ™+ De™™, (8)
En la prictica, el contador Geiger no es exacto. En vez de ello, se toman lecturas
by, ..., b, enlos instantes 1y, . . . , ,,, ¥ la ecuacién (8) se cumple aproximadamente:

Ce™ + De™ = b,
Ax =b es :
Ce™n + De i 2 b,

Si hay més de dos lecturas, m > 2, entonces con toda probabilidad no es posible re-
solver para C y D. Sin embargo, €l principio de minimos cuadrados proporciona valores
6ptimos C y D,

La situacién serfa completamente diferente si se conocieran las cantidades Cy D, y
estuviera intentdndose descubrir las tasas de desintegracién A y 1. Este es un problema de
minimos cuadrados no lineales, y es més dificil. Sin embargo, aiin se forman E?, y la su-
ma de los cuadrados de los errores, y se minimizan. Pero igualar a cero las derivadas no
proporciona ecuaciones lineales para las A y u Optimas. En los ejercicios sélo se conside-
ran minimos cuadrados lineales.

Minimos cuadrades ponderados

Un problema sencillo de minimos cuadrados es estimar ¥ del peso de un paciente a partir
de dos observaciones, x = b, y x = b,. A menos que by = b, la situacién supone resolver
un sistema inconsistente de dos ecuaciones en una incégnita:

m [x] = [Z;]

Hasta el momento, b, y b, se han aceptado como igualmente confiables. Se buscaba el va-
lor ¥ que minimizaba E? = (x — b:)? + (x — b))%

fffi ={ en X = M

dx 2
El ¥ 6ptimo es el promedio. La misma conclusion se obtiene a partirde ATAY = ATb. De
hecho, ATA no es una matriz de 1 por 1, v la ecoacién normal es 2% = b; + b,.

Ahora se supone que dos observaciones no son confiables en la misma medida. El va-
lor x = by puede obtenerse a partir de una escala mds precisa, o bien, en un problema es-
tadistico, de una muestra més grande, que x = &,. A pesar de ello, si b, contiene alguna
informacidn, no es aconsejable depender totalmente de b;. El compromiso mds sencillo es
asignar valores distintos w? y w3, y escoger ¥ que mindmice la suma ponderada de cua-
drados:

Error ponderado  E? = wi(x — b)) + wi(x — by)%.

Siw, > w,, entonces a b; se asigna mayor importancia. El proceso de minimizacién (de-
rivada = Q) intenta con mayor ahinco hacer pequefio a (x — b;)*:

dE?
— =2[wi(x —b) +wi(x ~b)] =0 en

dx ©

Ejemplo 3
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En vez del promedio de b, y b, (para w, = w, = 1), Xw es un promedio ponderado de
los datos. Este promedio estd mas préximo de &, que de b,.

El problema normal de minimos cuadrados que llevaba a Xw proviene de cambiar
Ax = b al nuevo sistema WAx = Wb. Con esto, la solucién cambia de ¥ a ¥w. La matriz
WTW se voltea sobre ambos lados de las ecuaciones normales ponderadas:

+Qué ocurre con la representacion de b proyectada en AX7 La proyeccién AXw sigue
siendo el punto en el espacio columna més préximo a b. Pero la expresién “més préximo”
adquiere un nuevo significado cuando la longitud implica a W. La longitud ponderada de x
es igual a la longitud ordinaria de Wx. Perpendicularidad ya no significa y'x = 0; en el nue-
vo sistema la prueba es (W) (Wx) = 0. La matriz WW aparece en medio. En este nuevo
sentido, la proyeccién AXw ¥y el error & — AXw nuevamente son perpendiculares.

El dltimo pérrafo describe todos los productos internos: provienen de matrices inver-
tibles W. Sélo implican a la combinacién simétrica C = WTW. El producto interno de x y
yes y¥Cx. Para una matriz ortogonal W = Q, cuando esta combinacién es C = o0 =1,
el producto interno no es nuevo o diferente. La rotacién del espacio deja sin cambio al pro-
ducto interno. Cualquier otra W cambia la longitud y el producto interno.

Para cualquier matriz invertible W, estas reglas definen un nuevo producto interno y una
nueva longitud:

Ponderado por W (x, y)w = (Wy)T(Wx)

Debido a que W es invertible, a ningdn vector se asigna la longitud cero (excepto al vector
cero). Todos los productos internos posibles —que dependen linealmente de x y y — son po-
sitivos cuando x = y # 0, y se encuentran de esta manera, para alguna matriz C = W W.

En la préctica, [a cuestién importante es la eleccién de C. La mejor respuesta provie-
ne de los expertos en estadistica, originalmente de Gauss. Puede saberse que el error me-
dio es cero. Este es el “valor esperado” del error en b, jaunque en realidad se espera que el
error no sea cero! También es posible conocer el promedio del cuadrade del error; €sta es
la varianza. Si los errores en las b, son independientes entre si, y sus varianzas son 07, en-
tonces los pesos correctos son w; = 1/0;. Una medicién més precisa, que significa menor
varianza, obtiene un mayor peso.

Ademds de tener confiabilidad desigual, las observaciones pueden no ser indepen-
dientes. Si los errores vienen por parejas ~las encuestas para presidente no son indepen-
dientes de las encuestas para senador, y ciertamente tampoco de las encuestas para
vicepresidente— entonces W tiene términos fuera de la diagonal. La mejor matriz no ses-
gada C = W'W es la inversa de la matriz de covarianza, cuyo elemento i, j es el valor es-
perado de (error en b;) multiplicado por (error en b)). Entonces, la diagonal principal de c!

contiene a las varianzas 67, que son el promedio de (error en b))%

y Ixflw = {Wxl. (10)

Suponga que dos compafieros en una partida de bridge conjeturan (después de pujar) la

cantidad de picas que tienen. Para cada conjetura, los errores —1, 0, 1 pueden tener la mis-
ma probabilidad, % Asi, el error esperado es cero y la varianza es %—:

E(e) = (—1) + £(0) + §(1) =0
E(e) = (=D + 3(0)? + 3(1)* =

Wi
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Las dos conjeturas son dependientes, porque estdn basadas en la misma puja, pero no son
idénticas, porque los compaiieros tienen manos distintas. Considere que la posibilidad de
que los compafieros tengan muchas picas o tengan pocas picas es cero, pero que la posi-
bilidad de errores opuestos es % Entonces E(e ;) = é—(—— 1), y la inversa de la matriz de

covarianza es WTW:
-1
E(@%) E(elez) _l_ % '—% _ 21 B 3 i
[E(elez) E(e%) _,% % 1 2 =C =W'W,

Esta matriz va en medio de las ecuaciones normales ponderadas.

Conjunto de problemas 3.3

1. Encuentre la mejor solucién por minimos cuadrados ¥ de 3x = 10, 4x = 5. ;Cudl es
el error E? que se minimiza? Compruebe que el vector error (10 — 3%, 5 — 4%) es
perpendicular a la columna (3, 4).

2. Suponga que los valores b; = 1 y by = 7 multiplicados por ¢, = 1 y t, = 2 son ajus-
tados por una recta b = Dt que pasa por el origen. Resuelva D = 1 y 2D = 7 por mi-
nimos cuadrados. Dibuje la mejor recta.

3. Resuelva Ax = b por minimos cuadrados, y encuentre p = AX si

1 0 1
A=10 1], b= |1].
11 0
Compruebe que el error b — p es perpendicular a las columnas de A.
4. Escriba E? = [lAx — b|I? e iguale a cero sus derivadas respecto de u v v, si
1 0 1
u
A= 10 11, x=[J, b= 3]
11 v 4

Compare las ecuaciones resultantes con ATAXY = ATh, confirmando que el célculo,
as{ como la geometria, proporcionan las ecuaciones normales. Encuentre Ia solucién
X ylaproyeccién p = AX . jPor qué p = b?

§. El siguiente sistema no tiene solucién:

1 -1 4
Ax=11 0 {C}= 5| =».
Pl o

Dibuje y resﬁelva un ajuste por una recta que lleve a la minimizacién de la cuadritica
(C—D—~4)?%+(C =52+ (C+ D - 9?2 ;Cudl es la proyeccién de b sobre el
espacio columna de A?

6. Encuentre la proyeccidn de b sobre el espacio columna de A:

1
A= I —1y, b= {2].
7

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.
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Separe ben p + g, con p en el espacio columna y g perpendicular a este espacio. ;Cuél
de los cuatro subespacios contiene a g7

Encuentre la matriz proyeccién P sobre el espacio generadopora; = (1,0, Dya, =
1,1, -1

Si P es la matriz proyeccién sobre un subespacio k-dimensional 8 de todo el espacio
R”, (cudl es el espacio columna de P, y cuél es su rango?

a) Si P = PTP, demuestre que P es una matriz proyeccion.
b) (Sobre qué subespacio proyecta la matriz P = 07

Si los vectores a,, a,, y b son ortogonales, ;cudles son ATA y AT5? ;Cudl es 1a pro-
yeccién de b sobre el plano de a, y a,?

Suponga que P es la matriz proyeccién sobre el subespacio S y que O es la matriz pro-
yeccién sobre los complementos ortogonales S*. ;Cuéles son P + 0 y PQ? Demues-
tre que P — ( es su propia inversa.

Si V es el subespacio generado por (1, 1, 0, 1) y (0, 0, 1, 0), encuentre
2) Una base para el complemento ortogonal V=,

b) La matriz proyeccién P sobre V.

¢) El vector en V més préximo al vector b = (0, 1,0, —1) en V*.

Encuentre el mejor ajuste por una recta (minimos cuadrados) de las mediciones

b=4 en t=-2, b=3 en = -1,
=1 en =0, b=0 en t=72.

Luego encuentre la proyeccién de b = (4, 3, 1, 0) sobre el espacio columna de

1 -2

R

A=11 o
1 2

Los vectores g, = (1, 1,0) y @, = (1, 1, 1) generan un plano en R®. Encuentre la ma-

triz proyeccién P sobre el plano, y encuentre un vector b diferente de cero que sea pro-
yectado en cero.

Si P es la matriz proyeccién sobre una recta en el plano x-y, dibuje una figura para des-
cribir el efecto de la “matriz reflexién™ H = I - 2P. Explique geométrica y algebrai-
camente por qué H? = L

Demuestre que si la longitud de u es uno, entonces la matriz P = uu™ de rango 1 es
una matriz proyeccibmn: tiene las propiedades i) y ii) enunciadas en 3N. Si se escoge
u = a/|lal|, P se convierte en la matriz proyeccién sobre la recta que pasa por a, y Pb
es el punto p = Xa.Las proyecciones de rango 1 corresponden exactamente a proble-
mas de minimos cuadrados en una incégnita.

(Qué matriz de 2 por 2 proyecta el plano x-y sobre la recta de 45°x + y = 07
Se quiere ajustar un plano y = C + Dr + Ez para los cuatro puntos

y=3 en t=1,z=1 y=6 en t=0,z=3
y=35 en =2,z = = =

Il
—
<

i
o)
o
=]
o
o~

|

@
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19.

28.

21.

22.

23.

28.

26.

a) Encuentre 4 ecuaciones en 3 incOgnitas para hacer pasar un plano por los puntos
(en caso de que tal plano exista).

b) Encuenire 3 ecuaciones en 3 incOgnitas para la mejor solucién por minimos cua-
drados.

Si Po = A(ATA)'AT es la proyeccién sobre el espacio columna de A, ;cudl es la pro-
yeccién Pp sobre el espacio renglén? (jNo es PL!)

Si P es la proyeccién sobre el espacio columna de 4, ;cudl es la proyeccién sobre el
espacio nulo izquierdo?

Suponga que L, es la recta que pasa por el origen en la direccién de a; y que L, es la
recta que pasa por  en la direccién de a,. Para encontrar los puntos mds préximos x;a,
y b + x,a, sobre las dos rectas, escriba las dos ecuaciones para x; y x, que minimizan

lx1a) —x2a2 —bl|. Resuelvaparaxsia; = (1, 1,0), 6, = (0, 1, 0), b = (2, 1, 4).

Encuentre la mejor recta C + D¢ para ajustar b = 4, 2, —1, 0, O en los instantes 7 =
-2, —-1,0,1,2.

Demuestre que el mejor ajuste por minimos cuadrados a un conjunto de mediciones
Y1s - -+ - » Y POT Una recta horizontal (una funcién constante y = C) es su promedio
Nty

p” .

C

Encuentre el mejor ajuste por una recta a las siguientes mediciones, y dibuje su solucién:
y= 2 en t=~-1, y= 0 en t=090,
y=-3 en t=1, y= -5 en t=2.

Suponga que en vez de, por medio de una recta, los datos del problema 24 se ajustan
por una pardbola: y = C + Dt + EF. En €l sistema inconsistente Ax = b proveniente
de las cuatro mediciones, ;cudles son la matriz de coeficientes A, el vector desconoci-
do x, y el vector de datos b? No es necesario calcular %.

Bajo tortura, una persona de 1a Edad Media fue alargada las longitudes L = 5,6,y 7
pies bajo fuerzas aplicadas de /7 = 1, 2, y 4 toneladas. Suponga la ley de Hooke L =
a + bF para encontrar por minimos cuadrados la longitud normal g de la persona.

En los problemas 27 a 31 se presentan los conceptos béasicos de Ia estadistica: la base
de los minimos cuadrados.

27.

28.

29.

(Recomendado) Este problema proyecta b = (b, .. ., b,,) sobre la recta que pasa por
a=(1,...,1). Se resuelven m ecuaciones ax = b en 1 incégnita (por minimos cua-
drados).

a) Resuelva aTaX = o"h para demostrar que ¥ es la media (el promedio) de las bs.

b) Encuentre ¢ = b — aX, la varianza |||, y la desviacién estdndar |je||.

¢) La recta horizontal 5 = 3 es la mds préxima a b = (1, 2, 6). Compruebe que p =
(3, 3, 3) es perpendicular a e, y encuentre la matriz proyeccién P.

Primera suposicién detrds de los minimos cuadrados: La media de cada error de me-

dicién es cers. Multiplique los 8 vectores error b — Ax = (1.1, %1) por

(ATA)T'AT para demostrar que el promedio de los 8 vectores ¥ — x también es cero.
La estimacién ¥ es insesgada.

Segunda suposicién detrds de los minimos cuadrados: Los m errores ¢, son indepen
dientes de la varianza 0%, de modo que el promedio (b — Ax)(» — Ax)T es 621, Multi-
plique por la izquierda por (ATA)7'A” y por la derecha por A(4TA)™! para demostrar

30.

31.
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que el promedio de (F~x{Z—x)T es o?(ATA) . Esta es la fundamental mairiz de
covarianza para €l error en .

Un doctor toma 4 lecturas del ritmo cardiaco de una persona. L.a mejor solucién de
x=by,...,x=byesel promediox de by, ..., by. La matriz A es la columna de 1s.

En el problema 29 se proporciona el error esperado (X — x)? como g?(ATA)™! =
. Al promediar, la varianza cae desde o hasta o°/4.

Si se conoce el promedio %, de 9 ntmeros by, . . ., by, {cudn rdpido puede encontrarse
el promedio ¥, con un niimero mds b,,? La idea de minimos cuadrados recurrentes es
evitar la suma de 10 ntimeros. ;Qué coeficiente de ¥, proporciona correctamente X7

X0 = b + %o = F5(by + -+ +byo).

En los problemas 32 a 37, use cuatro puntos b = (B, 8, 8, 20) para producir ideas nuevas.

32.

33.

35.

36.

37.

38.

39,

40.

41.

Conb=20,8,820ent = 0,1, 3, 4, escriba y resuelva las ecuaciones normales
ATAT = ATh. Para la mejor recta como en la figura 3.9a, encuentre sus cuatro altu-

fonl ] 2 2 2
ras p; y sus cuatro errores ¢, /Cudl es el valor minimo £ 2=e? + g + e +ef?

(Larecta C + Dt pasa por los ps). Con b = 0, 8, 8, 20 en los tiempos ¢ = 0, 1, 3, 4,
escriba las cuatro ecuaciones Ax = b (irresoluble). Cambie las mediciones ap = 1, 5,
13, 17 y encuentre una solucién exacta de Ax = p.

Compruebe que e = b —p = (—1, 3, —35, 3) es perpendicular a ambas columnas de A.
;Cudl es la distancia mds corta ||l¢]] de b al espacio columna de A7

Para la parfbola més préxima b = € + Dt + Et? a los mismos cuatro puntos, es-
criba las ecuaciones irresolubles Ax = b en tres incdgnitas x = (C, D, E). Escriba las
tres ecuaciones normales ATAX = ATH (no se requiere su solucidén). Ahora se estd
ajustando una pardbola a los cuatro puntos; ;qué ocurre en la figura 3.957

Para la ctibica més préxima b = C + Dt + Et? + Ft* alos mismos cuatro puntos,
escriba las cuatro ecuaciones Ax = b. Resuélvalas por eliminacién. Ahora, esta cibi-
ca pasa exactamente por los puntos. ;Cudles son p y €7

El promedio de los cuatro tiempos es 7 = (0 + 1 + 3 + 4) = 2. El promedio de
las cuatro bs es b = (0 + 8 + 8 +20) = 9.

a) Compruebe que la mejor recta pasa por el punto central (7, B =1(2.9.

b) Explique por qué C + Dt = b proviene de la primera ecuacién en ATAX = ATh.

. Qué ocurre con el peso ponderado Ty = (w?b;, + wiby)/(w? + w}) siel primer pe-
so w, tiende a cero? La medici6n b, es completamente desconfiable.

A partir de m mediciones independientes &, . . ., by, del pulso de una persona, pon-
deradas por wy, . . . , W, jcudl es el promedio ponderado que sustituye a la ecuacidn
(9)? La respuesta es la mejor estimacién cuando las varianzas estadisticas son

o? = 1/w?

SiW = [5 ?] , encuentre el producto interno de x = (2,3) yy = (1, 1), asi como

la longitud W de x. ;Qué recta de vectores es W-perpendicular a y?

Encuentre la solucién ponderada por minimos cuadrados Xy de Ax = b:
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1 0 0 2 0 0
A= |1 1 b= 11 W=10 1 0
1 2 1 0 0 1

Compruebe que la proyeccién Axy sigue siendo perpendicular (jen el producto inter-
no W) al error & — AXw.

42. a) Suponga que usted adivina la edad de su profesor, cometiendo errores ¢ = —2, ~1,

5, con probabilidades %, i, ﬁ. Compruebe que el error esperado E(e) es cero, y
encuentre la varianza E(e?).

b) Si también el profesor adivina (o intenta recordar), cometiendo errores —1, 0, 1,
con probabilidades é —g— é ;qué pesos w; y w, proporcionan la confiabilidad de

su conjetura, asi como la confiabilidad de la conjetura del profesor?

3.4 BASES ORTOGONALES Y GRAM-SCHMIDT

En una base ortogonal, todos los vectores son perpendiculares entre si. Los gjes de coorde-
nadas son mutuamente ortogonales. Esta situacidn es casi éptima, y la Uinica mejorfa es f4-
cil de realizar: cada vector se divide entre su longitud con la finalidad de hacerlo un vecror
unitario. Asi se cambia una base orfogonal a una base ortonormal de gs:

0 siempre que i 5 j,

1 siempre que; = j,

El ejemplo mds importante es la base estdndar. Para el plano x-y, los ejes més cono-
cidos ey = (1,0) y e, = (0, 1) no sdlo son perpendiculares, sino que también son horizon-
tal y vertical, respectivamente. O es la matriz identidad de 2 por 2. En »n dimensiones, la

base estandar ey, . . ., ¢, nuevamente consta de las columnas de Q = I
1 o 0
Bise L, _lol aclo), o a0
estandar . . .
0 0 1

jEstano es la tinica base ortonormal! Es posible rotar los ejes sin modificar los d4ngulos rec-
tos a los que se cortan. Estas matrices rotacién constituyen ejemplos de Q.

Si se tiene un subespacio de R", los vectores estandar ¢; pueden no estar en ese subes-
pacio. Sin embargo, el subespacio siempre tiene una base ortonormal, que puede construir-
se en forma sencilla a partir de cualquier base dada. Esta construccién, que transforma un
conjunto sesgado de ejes en un conjunto perpendicular, se denomina ortogonalizacién de
Gram-Schmidi.

En resumen, los tres tSpicos fundamentales de esta seccién son:

1. La definicién y las propiedades de las matrices ortogonales Q.
2. Lasolucién de Ox = b, ya sea de n por n o rectangular (minimos cuadrados).
3.  Elproceso de Gram-Schmidt y su interpretacién como una nueva factorizacién A = QR.

Ejemplo 1

Ejemplo 2
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Matrices ortogonales

Cuando el renglén i de OF multiplica a la columna j de O, el resultado es gtq; = 0.
Sobre la diagonal, donde i = j, se tiene gTq; = 1. Esta es la normalizacién a vectores uni-
tarios de longitud 1.

Observe que QTQ = I'incluso si Q es rectangular. Pero entonces O es s6lo una inver-
sa izquierda.

0= [cos@ —-sen@], oT = 0 = { cosf senf }

sené cosd —send cosf

O hace girar a todo vector un 4ngulo 6, y O lo hace girar de regreso un 4ngulo —6. Resul-
ta evidente que las columnas son ortogonales, y son ortonormales porque sen® @ + cos?
¢ = 1. La matriz O7 es justo una matriz tan ortogonal como lo es Q.

Cualquier matriz permutacién P es una matriz ortogonal. Ciertamente, las columnas son
vectores unitarios y ortogonales, ya que el 1 aparece en un sitio distinto en cada columna:
La traspuesta es la inversa.

0 1 0 0 0 1
Si P=1{0 0 1|entonces P'=pT =11 0 0O
1 0 0 01 0

Una P antidiagonal, con P,5 = P,, = P3; = 1, lleva los ejes x-y-z en los ejes z-y-x:
un sistema “derecho” en un sistema “izquierdo”. Por tanto, hubiera sido erréneo sugerir
que cada Q ortogonal representa una rotacién. También se permite una reflexion.

P = }:? é} refleja cada punto (x, y) en (y, x), su imagen especular a través de la recta a

45°, Geométricamente, una ( ortogonal es el producto de una rotacién y una reflexién.

Queda por abordar una propiedad compartida por las rotaciones y las reflexiones, y de
hecho, por cualquier matriz ortogonal. No es compartida por las proyecciones, que no son
ortogonales y ni siquiera invertibles. Las proyecciones reducen la longitud de un vector,
mientras que las matrices ortogonales poseen una propiedad que es la mds importante y ca-
racteristica de todas:

*Matriz ortonormal hubiera sido un mejor nombre, pero ya es demasiado tarde para cambiar. También, no hay una
denominacién aceptada para una matriz rectangular con columnas ortonormales. Seguimos escribiendo O, pero
no se denominaré “matriz ortogonal” a2 menos que sea cuadrada.




176

Capitulo 3

Ortogonalidad

La preservacion de longitudes proviene directamente de 07Q = I
N1Ox)* = ||x))* debido a que (Qx)T(Qx) = x0T Qx = xTx. 3

Cuando el espacio se gira o refleja, se preservan todos los productos internos y las longi-
tudes.

A continuacién se abordard el célculo en que se utiliza la propiedad especial g7 =
Q1. 8i se tiene una base, entonces cualquier vector es una combinacién de los vectores de
la base. Esto es excepcionalmente simple para una base ortonormal, lo cual serd un con-
cepto clave detrds de las series de Fourier. El problema es encontrar los coeficientes de los
vectores de la base:

b se escribe como una combinacion b = xiq; + X3g2 + <+« + X,q,.

Para calcular x; hay un truco evidente. Ambos lados de la ecuacion se multiplican por g7,
En el miembro izquierdo estd g7 4. En el miembro derecho todos los términos desapare-
cen (porque gigq; = 0) excepto el primer término. Lo que queda es

%Tb = xl‘Z?Ql«

Debido a que g7g; = 1, se ha encontrado que x, = ¢g{b. De manera semejante, el segun-
do coeficiente es %2 = g7 b; este término permanece cuando se multiplica por g5 . Los otros
términos desaparecen por la ortogonalidad. Cada pieza de b tiene una férmula sencilla, y
al recombinar las piezas se recupera &

 Todo vector b es igual @

No puedo resistir escribir esta base ortonormal en una matriz cuadrada Q. La ecuacién
vectorial x,g; + - - +x,9, = b esidéntica a Qx = b. (Las columnas de @ multiplican a
las componentes de x). Su solucién es x = Q™ '5. Pero como Q™! = Q7 —aquf es donde en-
tra la ortonormalidad— la solucién también es x = QTh:

. S aib
qr qrb

Las componentes de x son los productos internos g; b, como en la ecuacién (4).

La forma matricial tambié€n muestra lo que ocurre cuando las columnas no son orto-
normales. Expresar & como una combinacién x;a; + - - - +x,a, es lo mismo que resolver
Ax = b. Los vectores de la base se van en las columnas de A. En ese caso, se requiere 4~ 1,
lo cual cuesta trabajo. En el caso ortonormal sélo se requiere Q7.

Observacion 1 Larazén a'b/a"a ya aparecié antes, cuando b se proyect$ sobre una rec-
ta. Aqui a es g,, el denominador es 1 y la proyeccién es (g7 b)q:. Por tanto, se tiene una
nueva interpretacién de la férraula (4): Todo vector b es la suma de sus proyecciones uni-
dimensionales sobre las rectas que pasan por las gs.
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Debido a que estas proyecciones son ortogonales, el teorema de Pitdgoras sigue siendo
vélido. El cuadrado de la hipotenusa sigue siendo la suma de los cuadrados de las compo-
nentes:

1517 = (qFB)* + (gIB)? + -+ +(qib)* quees [ QTH|% ©

Observacién 2 Debido a que 0T = Q™!, también se tiene que 9@ = I. Cuando Q vie-
ne antes que O, la multiplicacién toma los productos internos de los renglones de Q. (Pa-
ra QTQ eran las columnas.) Ya que ¢l resultado es nuevamente la matriz identidad, se llega
a una conclusion sorprendente: Los renglones de una matriz cuadrada son ortonormales
siempre que Io sean las columnas. Los renglones apuntan en direcciones completamente
distintas a las de las columnas, y geométricamente no veo por qué estdn obligados a ser or-

tonormales, pero lo son.
U3 U2 UG
Q=113 0 -2//6).
/3 —1~2 16

Columnas ortonormales
Renglones ortonormales

Matrices rectangulares con columnas ortonormales

Este capftulo es sobre Ax = b, cuando A no necesariamenie s cuadrada. Para Ox = b aho-
ta se admite la misma posibilidad: puede haber mds renglones que columnas. Los n vecto-
res ortonormales g; en las columnas de Q tienen m > n componentes. Asi, Q es una matriz
de m por n y no es de esperar poder resolver Ox = b de manera exacta. Se resuelve por mi-
nimos cuadrados.

Si hay justicia, las columnas ortonormales deben hacer mds sencillo el problema. Fun-
cion6 para matrices cuadradas, y ahora funcionard para matrices rectangulares. La clave
consiste en observar que se sigue teniendo 070 = 1. Asi, Q" sigue siendo la inversa iz-
quierda de Q.

Para minimos cuadrados, esto es todo 1o que se necesita. Las ecuaciones normales se
presentaron al multiplicar Ax = b por la matriz traspuesta, para obtener ATAT = ATh.
Ahora las ecuaciones normales son OTQ% = Q7b. {Pero 070 es 1a matriz identidad! En
consecuencia, ¥ = (7b, ya sea que Q es cuadrada y si X es una solucién exacta, 0 siQ
es rectangular y se requieren minimos cuadrados.

Las dltimas férmulas son como p = A% y P = A(ATA) "' AT. Cuando las columnas son
ortonormales, la “matriz producto cruz” ATA se convierte en Q'Q = I. La parte dificil de
los minimos cuadrados desaparece cuando los vectores son ortonormales. Las proyeccio-
nes sobre 10s ejes no se presentan por pares, y p es lasuma p = (gFb)g, + - +(g b)qn

Se recalca que estas proyecciones no reconstruyen 4. En el caso cuadradom = nsilo
hacian. En el caso rectangular m > n no lo hacen. Proporcionan la proyeccién p y no el
vector original b, que es todo lo que puede esperarse cuando hay mds ecuaciones que in-
cOgnitas, v las gs dejan de ser una base. La matriz proyeccién suele ser A(ATA)1AT,
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y aqui se simplifica a

Q)

Observe que Q70 es la matriz identidad de n por n, mientras QO es una matriz proyec-
cién £ de m por m. Es la matriz identidad sobre las columnas de @ (P las deja solas). Pero
QQF es 1a matriz cero sobre el complemento ortogonal (el espacio nulo de QF).

Eiemple 3  Elsiguiente caso es sencillo pero tipico. Suponga que un punto b = (x, , z) se proyecta so-
bre el plano x-y. Su proyeccién es p = (x, y, 0), y esta es la suma de las proyecciones por
separado sobre los ejes x y y:

1 x 0 0
g1 = |0 y (gibgi=|0|; q=|1 y (@3blga = |y|.
0 0 0 0

La matriz proyeccién global es

i 00
P=q1q?+q2qg= 0 1 0f, y P
0 0 0

NN
it
~

0
Proyeccion sobre un plano = suma de las proyecciones sobre q, y g, ortonormales.
Ejemplo 4 Cuando el promedio de los tiempos de medicién es cero, ajustar una recta conduce a co-

lumnas ortogonales. Considere ¢, = —3, £, = 0, #; = 3. Luego, el intento de ajustar y =
C + Dt produce tres ecuaciones en dos incégnitas:

C+ Dt =y 1 -3 c Vi
C + Dt = y;, obien, |1 0 [D} = Iyl
C + DZ‘3 = y3 1 3 Y3

Las columnas (1, 1, 1) y (—3, 0, 3) son ortogonales. Es posible proyectar y por separado
sobre cada columna, de modo que los mejores coeficientes € ¥ D pueden enconfrarse por
separado:

o [1 1 1] [)’1 Y2 }’3]T B = [*3 0 3] [yl Yo y3]T
12 4+ 12 4+ 12 ! (—3)2 + 02 + 32

Observe que C = (y; + y3 + ¥}/ 3 es}a media de los datos. C proporciona el mejor
ajuste por una recta horizontal, mientras D¢ es el mejor ajuste por una recta que pasa por
el origen. Las columnas son ortogonales, de modo que la suma de estas dos piezas por se-
parado constituye el mejor ajuste por cualquier recta. Las columnas no son vectores uni-
tarios, por lo que C y D tienen la longitud al cuadrado en el denominador.

Las columnas ortogonales son en mucho mejores, tanto que merece la pena cambiar a
ese caso. Si el promedio de los tiempos de observacién no es cero —es 7 = (f; + -« - -+

tw)/ m— entonces el origen del tiempo puede cambiarse por 7. En vez de y = C + Dt se

trabaja con y = ¢ +d(¢t — 7). {La mejor recta es la misma! Asf como en ¢l ejemplo, se en-
cuentra

g
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T
. [1 1] [}’1 .Ym] _»n o Y
12+ 12+ - +12 m
_ T
s l6=D o =D o ] T -Dy ®
(1 =2+ - F(tw —D? P CIET

El mejor € es la media, y también se obtiene una férmula conveniente para d. Los elemen-
tos fuera de la diagonal de lIa ATA anterior eran 31, y al cambiar el tiempo por 7 estos ele-
mentos se hacen cero. Este cambio es un ejemplo del proceso de Gram-Schmidt, que
ortogonaliza la situacion de antemano.

Las matrices ortogonales son cruciales en dlgebra lineal numérica, ya que no introdu-
cen inestabilidad. Mientras las longitudes permanecen igual, el redondeo estd bajo control.
La ortogonalizacién de vectores se ha convertido en una técnica esencial. Quizd s6lo esté
en segundo lugar, detrés de la eliminacién; y conduce a una factorizacién A = QR que es
casi tan famosa como A = LU.

El proceso de Gram-Schmidt

Suponga que se tienen tres vectores independientes g, b, c. Si son ortonormales, las co-
sas son fdciles. Para proyectar un vector v sobre el primero, se calcula {¢"v)a. Para pro-
yectar el mismo vector v sobre el plano de los dos primeros, simplemente se suma
(aTv)a + (bTv)b. Para proyectar sobre lo generado por 4, b, ¢, se suman {res proyeccio-
nes. Todos los cdlculos s6lo requieren los productos internos a¥v, by, y cTv. Pero para ha-
cer realidad esto, es obligado decir: “Si son ortonormales.” A continuacién se propone
encontrar una manera de hacerlos ortonormales.

El método es sencillo. Se tienen a, b, ¢ y se buscan ¢, ¢», ¢3. Con ¢, no hay proble-
ma: puede ir en la direccién de a. Se divide entre la longitud, de modo que g1 = a/|la|| es
un vector unitario. El verdadero problema empieza con g,, que debe ser ortogonal a g,. Si
el segundo vector & tiene cualquier componente en la direccidn de ¢, (que es la direccién
de a), es necesario restar esa componente:

Segundo vector B =b —(g'blg, 'y g2 = B/||B]. )]

B es ortogonal a g,. Es la parte de b que va en una nueva direccién, y no en la direccién de
a. En la figura 3.10, B es perpendicular a g,. Establece la direccién para g,.

Figura 3.10 La componente g, de b se elimina; a y B se normalizan en ¢, ¥ g».

En este punto ya e cuenta con g, ¥ ¢,. La tercera direccién ortogonal empieza con c.
No ests en el plano de g, y g5, que es el plano de a y b. No obstante, puede tener una com-
ponente en ese plano, y ésta, debe restarse. (Si el resultado es C = 0, esto indica que a, b,
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Ejemplo 5

¢ no eran indepeﬁdientes desde el principio.) Lo que queda es la componente C que se bus-
ca, la parte que estd en una nueva direccién perpendicular al plano:

Tercer vector C =c— (QFC)QI - (qfc}qz y g3 = C/|C]. (10)

Hsta es la idea de todo el proceso de Gram-Schmidt; restar de cada vector nuevo sus com-
ponentes en las direcciones ya establecidas. Esta idea se utiliza una y otra vez.” Cuando se
tiene un cuarto vector, se restan sus componentes en las direcciones de g4, g5, 3.

Gram-Schmidt Suponga que los vectores independientes son g, b, ¢:

i i
a= |0}, b= 101, c= {11.
i 0 0

Para encontrar g;, ¢l primer vector se hace unitario: g; = a/+/2. Para encontrar g, del se-
gundo vector se resta su componente en la primera direccién:

. 1 1 1/4/2 1 1
B=b~{qblgq =0 ——| 0 | == 0Of.
of Y2|uyvzl ?2|-1
El g, normalizado es B dividido entre su longitud, para producir un vector unitario:
1//2
0
—1/+/2

Para encontrar g5, de ¢ se resta su componente a lo largo de ¢, v g5

g2 =

C =c—(g/)q —(gFc) g

2 /42 /42 0
=|1] -+2| 0 | =42 0 = {1].
0 /2 ~1/~/2 0

Este vector ya es unitario, de modo que ¢s g5. Acudf a longitudes desesperadas para dismi-
nuir el ndmero de rafces cuadradas (la parte penosa del proceso de Gram-Schmidt), El re-
sultado es un conjunto de vectores ortonormales ¢, ¢, g5, que van en las columnas de una
matriz ortonormal Q:

/v2 1/v2 0
Base ortonormal Q=g g q3) = 0 0 1.
/2 ~1//2 0

"Si Gram fue el primero que tuvo esta idea, ;qué le quedS a Schmidt?

LI A S LR U EUAY
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Observacion sobre los cdlculos Considero que es mds facil calcular los ortogonales a, B,
C, sin forzar a que sus longitudes sean iguales a 1. Luego, las raices cuadradas entran sélo
al final, cuando se divide entre esas longitudes. El ejemplo anterior deberfa tener las mis-
mas By C, sin utilizar raices cuadradas. Observe el % de ¢*b/aa en vez del % de gb:

1 2 1 i
B = |0 — 3 0| yentonces C = [1]| — 0] —2] 0f.
0 1 0 1 -1

La factorizacién A = OR

Se empezd con una matriz A, cuyas columnas eran g, &, ¢. Se termina con una matriz (,
cuyas columnas son ¢y, ¢, 9. Cudl es la relacién entre estas matrices? Las matrices A y
O son de m por n cuando los n vectores estdn en el espacio m-dimensional, y debe haber
una tercera matriz que las relacione.

La idea es escribir las as como combinaciones de las gs. El vector b en la figura 3.10
es una comnbinacién de los g, y ¢, ortonormales, y se sabe de cudl combinacién se trata:

b =(q[b)q: + (g, b)qz.

Todo vector en ¢l plano es la suma de sus componentes g, y ¢,. De manera semejante, ¢ es
la suma de sus componentes gy, g2, ¢3' ¢ = (gFclq; + (grc)ga + (g7c)gs- Silo anterior

se expresa en forma matricial, se tiene la nueva factorizacién A = QR:
gia qfb gqjc
235 gjc| = QR (12)
gsc

Factores QR A=la b c|l=|qg g g

;Observe los ceros en la dltima matriz! R es triangular superior debido a la forma en que
se realizé el proceso de Gram-Schmidt. Los primeros vectores & ¥ g, €stdn sobre la misma
recta. Luego, ¢, ¥ g, estaban en el mismo plano que a, b. Los terceros veciores, ¢ ¥ g3 no
se requirieron sino hasta el paso 3.

La factorizacion QR es como A = LU, excepto que el primer factor O tiene columnas
ortonormales. El segundo factor se denomina R, porque los elementos diferentes de cero
estdn a la derecha de la diagonal (v la letra U ya se habfa utilizado). Los elementos fuera
de R fuera de la diagonal son los niimeros g5 = 1/ V2 Y gfce=qgic= 2, que se en-
contraron antes. Toda la factorizacién es

U2 U2 0] V2 WNZ V2
0o 1 1/+/2 2| = QR.
1

11 2
A=10 0 1] =] 0
1 00 /2 ~1/+2 ©
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Las longitudes de a, B, C se observan en la diagonal de R. Los vectores ortonormales g,
g2, g3, que constituyen todo el objeto de la ortogonalizacién, estén en el primer factor 0.
Tal vez QR no es tan elegante como LU (debido a las raices cuadradas). Ambas facto-
rizaciones revisten una imnportancia crucial en la teoria del dlgebra lineal, y absolutamente
fundamental en los célculos. Si LU es Hertz, entonces QR es Avis,
Los elementos r;; = gla; aparecen en la férmula (11), cuando |4 ;llg; se sustituye
por Az
a; = (g{a;)q + - +(q]-1a;)q,-1 + | A;llg; = Q Multiplicado por la columna j de R (13)

No debe olvidarse la cuestién més importante de la ortogonalizacién. Simplifica el
problema de minimos cuadrados a Ax = b. Las ecuaciones normales siguen siendo correc-
tas, pero ATA se vuelve mds ficil:

ATA = RTQTOR = R"R. 14
La ecuacién fundamental ATA¥ = ATh se simiplifica a un sistema triangular:
RTRZ = RTQ™» obien RZ = Q"b. (15)

En vez de resolver QRx = b, lo cual no es posible, se resuelve RX = QTDb, lo cual supo-
ne sélo sustitucién hacia atrds porque R es triangular. El costo real lo constituyen las mn?
operaciones del proceso de Gram-Schmidt, que son necesarias para encontrar en primer lu-
garaQyaR.

La misma idea de ortogonalidad se aplica a las funciones. Los senos y los cosenos son
ortogonales; las potencias 1, x, x* no lo son. Cuando f(x) se escribe como una combinacién
de senos y cosenos, se trata de una serie de Fourier. Cada término es una proyeccién so-
bre una recta; la recta en el espacio de funciones que contiene miiltiplos de cos nx o de sen
nx. Esta situacién es completamente paralela al caso vectorial, y es muy importante. Por dl-
timo, se tiene una tarea para Schmidt: ortogonalizar las potencias de x y producir los poli-
nomios de Legendre.

Espacios de funciones y series de Fourier
Esta seccién es breve y opcional, aunque tiene varias buenas intenciones:

1. Introducir el espacio vectorial de dimensién infinita méds famoso (el espacio de Hil-
bert)y;

2. Extender los conceptos de longitud y producto interno de vectores v a funciones f(x);

3. Identificar las series de Fourier como sumatorias de proyecciones unidimensionales
(las “columnas” ortogonales son los senos y los cosenos);

4. Aplicar el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt a los polinomios 1, x, %2, ...y

5. Encontrar la mejor aproximacién a f(x) mediante una recta.

Trataremos de seguir este esbozo, que abre una variedad de nuevas aplicaciones para
el dlgebra lineal de manera sistemadtica.

1. Espacio de Hilbert. Luego de estudiar R”, resulta natural pensar en el espacio R,
Contiene a todos los vectores v = (vy, vy, Us, . . . ) cOn una sucesién infinita de componen-
tes. En realidad, este espacio es demasiado grande cuando no hay control sobre el tamafio
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de las componentes v;. Una idea mucho mejor es preservar la conocida definicién de lon-
gitud, usando una suma de cuadrados, e incluir sélo aquellos vectores cuya longitud sea
finita:

Longitud al cuadrado Wi =vi+v+ovl+-- (16)

La serie infinita debe converger a una suma finita. Esto deja (1, 3, §,...) pero no (1, 1,
1,...). Los vectores con longitud finita pueden sumarse (v + w] < |jv]l + llwl) y mul-
tiplicarse por escalares, de modo que forman un espacio vectorial. Es el célebre espacio de
Hilbert.

Este espacio es la forma natural para hacer que las dimensiones se vuelvan infinitas, y
al mismo tiempo preservar la geometria del espacio euclidiano normal. Las elipses se con-
vierten en elipsoides de dimensidn infinita, y las rectas perpendiculares se reconocen exacta-
mente como antes. Los vectores v y w son ortogonales cuando su producto interno es cero:

Ortogonalidad vTw = vyw, + vawsy + vyws + -+ =0,

Se garantiza que esta sumatoria converge, y que para dos vectores cualesquiera sigue cum-
pliendo la desigualdad de Schwarz [vTw| < |jv]| |w]. El coseno, incluso en el espacio de
Hilbert, nunca es mayor que 1.

Hay otra cuestion extraordinaria respecto a este espacio: se presenta bajo numerosos
disfraces. Sus “vectores” pueden ser funciones, 1o cual es otra cuestién importante.

2. Longitud y productos internos. Suponga que f(x) = sen x sobre el intervalo 0 = x =
2. Bsta f es como un vector con todo un continuo de componentes, donde los valores de
sen x estdn a lo largo de todo el intervalo. Para encontrar la longitud de un vector asi, la re-
gla de costumbre de sumar los cuadrados de las componentes se vuelve imposible. Esta su-
matoria se sustituye, de forma natural e inevitable, por la integracion:
25 2

Longitud || f || de la funcién || f|* = (FxN?dx = A (senx)?dx =nw. (17
0

El espacio de Hilbert se ha convertido en un espacio de funciones. Los vectores son fun-
ciones, se cuenta con un método para medir su longitud, y el espacio contiene a todas aque-
llas funciones de longitud finita, justo como en la ecuacién (16). No contiene a las
funciones F(x) = 1/x, ya que la integral de 1/x* es infinita.

La misma idea de sustituir la sumatoria por la integracién produce el producto inter-
no de dos funciones: Si f(x) = sen x y g(x) = cos x, entonces su producto interno es

2w

2
(f,8)= f(x)g(x)dx =/ senx cosxdx = 0. (18)
o 0

Esto es exactamenie como el producto interno vectorial f*g. Sigue estando relacionado con
la longitud mediante (£, f) = || f||*>. La desigualdad de Schwarz se sigue cumpliendo:
(£, g3l < 1 fll lgll. Por supuesto, dos funciones como sen x y cos x, cuyo producto inter-
no es cero, se denominan ortogonales. Incluso, son ortogonales después de la divisién en-
tre su longitud /.

3. Laserie de Fourier de una funcién es un desarrollo en senos y cosenos:
Para calcular un coeficiente como b, ambos miembros se multiplican por la funcién co-

rrespondiente sen x y se integra desde 0 hasta 2. (La funcibn g(x) estd dada en ese inter-
valo). En otras palabras, se toma el producto interno de ambos miembros con sen x:

= do + a; cOs.
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295 2 2 27
F(x)senxdx = ao/ senxdx +a; / cosx senx dx + b, (senx)?dx + -
0 0

0 0

En el miembro derecho, cada integral es cero excepto una: donde sen x se multiplica a s{
mismo. Los senos y los cosenos son mutuamente ortogonales, como en la ecuacidén (18):
Por tanto b, es el miembro izquierdo dividido por aquella integral no cero:

_ fé"f(x) senxdx _ (f senx)
[2(senx)? dx  (senx,senx)’

by

El coeficiente de Fourier ¢, hubiera podido ser cos x en vez de sen x, y a, hubiera podido
ser cos 2x.

Todo el asunto consiste en ver la analogia con las proyecciones. La componente del
vector & a lo largo de la recta generada por a es b'a/a"a. Una serie de Fourier proyecta
fx) sobre sen x. Su componente p en esta direccion es exactamente b, sen x.

El coeficiente by es la solucién por minimos cuadrados de la ecuacidn inconsistente b,
sen x = f{x). Esto lleva a b, sen x lo mds cerca posible de f(x). Todos los términos en la
serie son proyecciones sobre un seno o un coseno. Debido a que los senos y los cosenos
son ortogonales, la serie de Fourier proporciona las coordenadas del **vector” f(x) respec-
to a un conjunto de (una infinidad de) ejes perpendiculares.

4. Gram-Schmidt para funciones. Ademaés de los senos y los cosenos, hay muchas fun-
ciones iitiles que no siempre son ortogonales. Las mads sencillas son las potencias de x, y
lamentablemente no existe ningdn intervalo sobre el cual incluso 1 y x* sean perpendicu-
lares. (Su producto interno siempre es positivo, ya que es la integral de x2.) En consecuen-
cia, la pardbola mds proxima a f(x) no es la suma de sus proyecciones sobre 1, x, y x°. Hay
una matriz como (ATA) ™, ¥ su correlato estd dado por la matriz de Hilbert mal acondi-
cionada. Sobre el intervalo 0 = x = 1,

(LD (Lo (L] U fx [] 1 4%
ATA = (X, 1) (x, X) (x, xz) == fx fxz fx3 = .é. % %
(x%, 1) (2% x) (x% %% fx2 [x* [x* 111

Esta matriz tiene una gran inversa, ya que los gjes 1, x, x* estén lejos de ser perpendicula-
res. La situacién se vuelve imposible si se agregan unos cuantos ejes més. Es virtualmen-
te iniitil resolver ATAX = ATb para el polinomio mds proximo de grado diez.

Con mds precision, resulta inttil resolver esto por eliminacién gaussiana; todo error
por redondeo puede amplificarse por més de 10*. Por otra parte, no es posible rendirse y
ya; la aproximacién mediante polinomios debe ser posible. La idea correcta es cambiar a
ejes ortogonales (con el proceso de Gram-Schmidt): Se buscan combinaciones de 1, x,
x* que sean ortogonales.

Resulta conveniente trabajar con un intervalo situado simétricamente como —1 =< x
= 1, ya que as{ todas las potencias impares de x se hacen ortogonales a todas las potencias
pares:

1 1
(l,x)-‘—/xdx'—“—O, (x,x2)=/x3dx=0.
-1 -1
En consecuencia, &l proceso de Gram-Schmidt puede empezar aceptando av, = 1y v, =
x como los dos primeros ejes perpendiculares. Debido a que (x, x*) = 0, sélo tiene los 4n-
gulos correctos entre 1 y x%. El tercer polinomio ortogonal es
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1
. (L3 Cxh z_f_lxzdx_ , 1

D o [ idx 3

Ortogonalizar o, = x

Los polinomios que se construyen de esta manera se denominan polinomios de Legendre
y son ortogonales mutuamente sobre el intervalo —1 = x = 1.

1 ! 1 2 x)!
2 Y = 2.2 = | - = (.
Comprobar (1, X > /1 (x 3> dx \: 3] .

Ahora ya es posible calcular el polinomio mds préximo de grado 10, sin ningin desastre,
al proyectar sobre los 10 (u 11) primeros polinomios de Legendre.

5. Mejor recta. Suponga que se desea aproximar y = x° mediante una recta C + Dxen-
tre x = O y x = 1. Hay por lo menos tres formas para encontrar esa recta, y si s¢ comparan
estas formas, entonces jtodo el capitulo se aclara!

1. Seresuelve[l x] [§] = x® por minimos cuadrados. La ecuacién ATAX = ATb es
5 1 1
Ly (Lol fc] _[a=] . m _ M
(x, 1) (x,x)] |D (x, x%) L
2. Seminimiza E? = [{(x* —C = Dx)?dx = L —2C - 3D+ C*+CD +

%Dz. Las derivadas respecto a C y D, después de dividir entre 2, traen de regreso las

s B3

IS B

.. = 5 B3
ecuaciones normales del método 1 (y la soluciénes C = é - f:,;, D =3z)

1 1 1 1 1
_= D= —= + =C+ =D =0.
6+C+2D 0 v Z*3 3

3. Se aplica el proceso de Gram-Schmidt para sustituir x por x ~ (1, x)/(1, 1). Esto es
x - %, que es ortogonal a 1. Luego, las proyecciones unidimensionales producen la
mejor recta:

(X% (x* x —3) _1 =l+§( .~1>
’(1,1)1+(x—§,x—%)(x =570 7z)

C + Dx

Conjunto de problemas 3.4

1. @) Escriba las cuatro ecuaciones para ajustar y =  + Dt a los datos

y=—4 en t=-2, y=-3 en t=-1
y=—1 en t =1, y=0 en t =2.

Demuestre que las columnas son ortogonales.

b) Encuentre la recta Sptima, trace su gréfica, y escriba E? '

¢) Interprete el error cero en términos del sistema original de cuatro ecuaciones en dos
incégnitas: el miembro derecho (—4, —3, —1,0) estd en el espacio .

2 2 _1
2. Proyecte b = (0, 3, 0) sobre cada uno de los vectores ortogonales a; = (3, £ g) y
a, = (“ %‘ %“ %), y luego encuentre su proyeccién p sobre el plano de a, y d,.
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3.

4.

10.

1.
12.

13.

14.

Encuentre también la proyeccién de b = (0, 3, 0) sobre a3 = (%, —1, 2) y sume las
tres proyecciones. (Por qué P = q,af + azal + azaf esigual a I?

Si @, y O, son matrices ortogonales, de modo que QTQ = I, demuestre que O, 0, tam-
bién es ortogonal. Si Q; es una rotacién en un dngulo 8 v 0, es una rotacién en un 4n-
gulo ¢, ja qué es igual 0,0,? ;Puede encontrar las identidades trigonométricas para
sen (6 + &) y cos (B + ¢) en la multiplicacién de matrices Q,0,?

Si u es un vector unitario, demuestre que 0 = I — 2uu’ es una matriz ortogonal simé-
trica. (Es una reflexién, también conocida como transformacién de Householder.) Calcu-

leQcuandou™ = [; 1 -1 -1

Encuentre una tercera columna de modo que la matriz

1/4/3 1414
Q= 11/v/3 2/J/14
/43 =3/J/14

sea ortogonal. Debe ser un vector unitario que sea ortogonal a las otras columnas;
(cudnta libertad deja esto? Compruebe que los renglones automéaticamente se vuelven
ortonormales al mismo tiempo.

Demuestre, formando directamente 575, que el teorema de Pitdgoras se cumple para
cualquier combinacién b = x,q; + - -« +x,g, de vectores ortonormales: ||b]|2 =
x} + -« + +x2. En términos matriciales, & = Qx, de modo que esto demuestra otra vez
que se preservan las longitudes: | Ox||* = l|x|}%.

Proyecte el vector b = (1, 2) sobre dos vectores que no sean ortogonales, ¢, = (1, 0)
¥ a; = (1, 1). Demuestre que, a diferencia del caso ortogonal, la suma de las dos pro-
yecciones unidimensionales no es igual a b.

Silos vectores gy, ¢, ¢ son ortonormales, ;cudl combinacién de g, y g, es la més pré-
xima a g5?

Si gy g, son la salida del proceso de Gram-Schmidt, ;cudles eran los posibles vecto-
res de entrada a y b7

Demuestre que una matriz ortogonal triangular superior debe ser diagonal.

(Qué miltiplo de q; = [:] debe restarse a a; = [g] para que el resultado sea ortogo-

R
nal a a,? Factorice [1 0] en QR con vectores ortonormales en Q.

Aplique el proceso de Gram-Schmidt a

[w)
.

y escriba el resuitado en la forma A = QR.

A partir de los vectores no ortogonales g, b, ¢, encuentre vectores ortonornales g1 92,
qs:

1 1 0
a = 1 y b = 0 R C = 1
0 1 1
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15. Encuentre un conjunto ortonormal g, g, g3 para el cual g, ¥ ¢, generen el espacio co-

lumna de
1 1
A= 2 -1
-2 4

(Qué subespacio fundamental contieg_xe a g;7 (Cudl es la solucién por minimos cua-
dradosde Ax=bsi b=1[1 2 7]?

16. Exprese la ortogonalizacién de Gram-Schmidt de a;, a, como A = QR:

1 1
a1=2, a2==3.
2 1

Dados n vectores a; con m componentes, ;cudles son las formas de A, @, y R?

T
17. Con la misma matriz A del problema 16, ycon b= [1 1 1] ,use A = QR para

resolver el problema de minimos cuadrados Ax = b.

18. SiA = OR, encuentre una férmula sencilla para la matriz proyeccién P sobre el espa-

cio columna de A.

19. Demuestre que los siguientes pasos modificados del proceso de Gram-Schmidt produ-

cen la misma C que en la ecuacién (10):

C*=c-(@ioa ¥y C=C"=(3;CM g2

Esto es mucho mds estable, restar las proyecciones una a la vez.

20. En el espacio de Hilbert, encuentre la longitud del vector v = (1/+/2, 1/+/4, 1/

V8,...) v lalongitud de la funcién f(x) = € (sobre el intervalo 0 = x = 1). (Cuél es
el producto interno sobre este intervalo de €y e™?

21. ;Cuél es la funcién a cos x + b sen x més préxima a la funcién f(x) = sen 2x sobre

el intervalo de —r a #w? ;Cudl es la recta ¢ + dx més préxima?

22. Iguale la derivada a cero para encontrar el valor de b, que minimiza

2
2
by senx —cosx||? = (bysenx —cosx) dx.
0

Compare con ¢l coeficiente b, de Fourier.

23. Encuentre los coeficientes de Fourier ag, a;, b, de la funcién escalén y(x), que es igual

a 1 sobre el intervalo 0 = x = 7 y O en el intervalo restante 7w < x < 2

-0 o _poosm) o, Onsenn)
h (1, ) te (cos x, cos x) ! (sen x, sen x)

24. Encuentre los cuatro polinomios de Legendre. Se trata de una ctibica X* + ax® +

bx + ¢ que es ortogonal a 1, x, y X — —;- sobre el intervalo ~1 = x = L.

25. ;Cuél es la recta més préxima a la pardbola y = x* sobre =1 =x =17

26. En la férmula de Gram-Schmidt (10), compruebe que C es ortogonal 2 g1 ¥ ¢a-




188

Capitule 3 Ortogonalidad

27. Encuentre una base ortonormal del subespacio generado pora; = (1, —1,0,0), a, =
©, 1, -1,0,a3= (0,0, 1, -1).

28. Aplique el proceso de Gram-Schmidta (1, —1, 0), (0, 1, —1) y (1, 0, —1) para encon-
trar una base ortonormal sobre el plano x; + x, + x3 = 0. ;Cudl es la dimensién de

este subespacio y cudntos vectores diferentes de cero provienen del proceso de Grarmn-
Schmidt?

29. (Recomendado) Encuentre vectores ortogonales A, B y C por Gram-Schmidt a partir
dea, b, c:

a=(1,-1,0,0) b=(0,1,-1,0) c=(0,0,1, -1

A, B, Cy a, b, ¢ son bases para los vectores perpendicularesad = (1, 1, 1, 1).

30. SiA = QR, entonces ATA = RTR = triangular multiplicada por triangu-
lar. El proceso de Gram-Schmidt sobre A corresponde a eliminacion sobre ATA.
Compare

1 0 0
1 1 0 . 2 -1 0
A = 0 -1 1 con AA=|—1 2 -1
0 0 -1 0 -1 2

Para A™A, los pivotes son 2, 3, § y los multiplicadores son —1 y —Z.

a) Use estos multiplicadores sobre A para demostrar que la columna 1 de A y B = co-

lumna 2 -% (columna 1) y C = columna 3 _%— {columna 2) son ortogonales.

b) Compruebe que [lcolumna 1> = 2, [|B|> = 2, y [|C||* = 5, usando los pivotes.
31. ;Falso o verdadero? (proporcione un ejemplo en cualquier caso):
@) Q! es una matriz ortogonal cuando ( es una matriz ortogonal.

b) Si Q (de 3 por 2) tiene columnas ortonornales, entonces IO} siempre es igual a |x||.
32. a) Encuentre una base para el subespacio § en R* generado por todas las soluciones de

xy +xp x5 — x4 =0,

b) Encuentre una base para el complemento ortogonal S*.
¢) Encuentre by en Sy by en S+ demodo que by + b, = b = (1, 1, 1, 1).

3.5 LA TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER

La serie de Fourier es dlgebra lineal en dimensiones infinitas. Los “vectores” son funcio-
nes f(x); €stas son proyectadas sobre los senos y los cosenos. As{ se obtienen los coeficien-
tes de Fourier a, y b,. A partir de esta serie infinita de senos y cosenos, multiplicados por
@, ¥ by, es posible reconstruir a f(x). Este es el caso cldsico, en el que sofiaba Fourier, aun-
que en los célculos verdaderos lo que se calcula es la transformada discreta de Fourier
(TDF). Fourier sigue vivo, pero en dimensiones finitas.

' Aqui se trata de &dlgebra lineal pura, basada en la ortogonalidad, La entrada es una su-
cesion de nimeros yy, . - - , ¥, 1, €0 vez de una funcién f(x). La salida cg, . . . , ¢, tiene
la misma longitud n. La relacidn entre y y ¢ es lineal, de modo que debe estar dada por una
matriz. Esta es la matriz F de Fourier, y toda la tecnologia del procesamiento de sefiales
digitales depende de ella. La matriz de Fourier posee propiedades extraordinarias.
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Las sefiales se digitalizan, ya sea que provengan del habla, de imdgenes, del sonar o
de TV (o incluso de la exploracién petrolera). Las sefiales son transformadas por la matriz
F, v despusés es posible transformarlas nuevamente con la finalidad de reconstruirlas. Lo
crucialmente importante es que F y F~! pueden ser rdpidas:

F~2 debe ser sencilla. Las multiplicaciones por F y F~* deben ser rdpidas.

Estas dos afirmaciones son ciertas. F~* se ha conocido durante afios, y se ve justo co-
mo F. De hecho, F es simétrica y ortogonal (excepto por un factor /1), v sélo tiene un in-
conveniente: sus elementos son nidmeros complejos. Este es un precio bajo que hay que
pagar, lo cual se hace a continuacién. Las dificultades son minimizadas por el hecho de que
todos los elementos de F 'y F~! son potencias de un solo niimero w. Este nimero cumple
w” = 1.

La transformada discreta de Fourier usa w = i (y observe que i* = 1). El éxito de to-
da la TDF depende de la multiplicacién de F por su conjugado complejo F:

1 1 1 1 1 1 1 1

1 @ @ B (=D (=D (—i)?
12 3% 0|1 (=0 (=DF (-
1 6 # {1 (=i (=D (=i)
De inmediato, FF = 47 indica que F~' = F/4. Las columnas de F son ortogonales (pa-
ra obtener los elementos cero en 41). Las matrices de n por n cumplen FF = nl. Asi, la
inversa de F es justo F/ n. Dentro de poco se consideraré el niimero complejo w = ¢>*//"
(que es igual a i para n = 4).

Es extraordinario que F sea tan ficil de invertir. Si esto fuese todo (y hasta 1965 era
todo), entonces la transformada discreta tendria un lugar importante. Ahora hay mds. Las
multiplicaciones por 'y F~* pueden hacerse de una manera extremadamente rdpida e in-
geniosa. En vez de realizar n® multiplicaciones por separado, que provienen de los n? ele-
mentos de la matriz, para efectuar los productos matrices-vectores Fc y F ~ly, sélo se
requieren % 7 log n pasos. Este reordenamiento de la multiplicacién se denomina transfor-
mada rdpida de Fourier (TRF).

Esta seccién empieza con w y sus propiedades, continia con F ~1 v termina con la
TRF: la transformada rdpida. La gran aplicacién en el procesamiento de sefiales es la fil-
tracién, vy la clave de su éxito es la regla de convolucion. En lenguaje matricial, todas las
“matrices circulantes” son diagonalizadas por F. Asi, se reducen a dos TRFs y una matriz
diagonal.

FF = =41 )

2%

Raices complejas de la unidad

Es posible que ecuaciones reales tengan soluciones complejas. La ecuacién x> + 1 =0
condujo a la invenci6n de i (jy también de ~i!) Lo anterior fue declarado como una solu-
ci6n y se cerré el caso. 5i alguien preguntaba sobre x* — i = 0, habfa una respuesta: las rai-
ces cuadradas de un ntmero complejo de nuevo son ndmeros complejos. Es necesario
permitir las combinaciones x + iy, con una parte real x y una parte imaginaria y, pero ya
no se requieren inventos adicionales. Todo polinomio real o complejo de grado » tiene un
conjunto completo de # raices (tal vez complejas y tal vez repetidas). Este es el teorema
fundamental del dlgebra.

Aqui se tiene interés en ecuaciones como x* = 1. Bsta tiene cuatro soluciones: las rai-
ces cuartas de la unidad. Las dos raices cuadradas de la unidad son 1y —1. Las raices cuar-
tas son las raices cuadradas de las rafces cuadradas, 1 y -1, i y —i. El nimero { satisface
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i* = 1 porque satisface i> = —1. Para calcular las raices octavas de la unidad se requieren
las rafces cuadradas de 7, lo cual llevaa w = (1 + i)/ +/2. Al elevar al cuadrado w se ob-
tiene (1 + 2i + 1%)/2, que es i porque 1 + i es cero. Asf, w® = i* = 1. Aqui debe haber un
sistema.

Los nimeros complejos cos 8 + i sen 6 en la matriz de Fourier son extremadamente
especiales. La parte real se traza sobre el gje x y la parte imaginaria, sobre el eje y (véase
la figura 3.11). Asi, el mimero w estd sobre la circunferencia unitaria; su distancia al ori-
gen es cos? 6 + sen® @ = 1. Forma un dngulo 6 con la horizontal. Todo el plano se estudia
en el capitulo 5, donde los mimeros complejos aparecen como valores caracteristicos (in-

cluso de matrices reales). Aqui s6lo se requieren puntos especiales w, todos ellos sobre la
circunferencia unitaria, para resolver w” = 1.

w? =14
w3 w=e"/® = cos & +isen
2
4 _ 2 8
w* = —1 8 w® =1 .
Eje real
w® wT =T
wh = —3

Figura 3.11 Las ocho soluciones de z° = 1son L,w.w2..... w7 con w = (1 + i)/ +/3..

El cuadrado de w puede encontrarse directamente (simplemente duplica el angulo):

w? = (cos® +isend)? = cos’@ —sen?d + 2i sen f cos 6.

La parte real de cos” @ — sen” 6 es cos 26, y la parte imaginaria 2 sen 6 cos 6 es sen 26. (Ob-
serve que no se ha incluido a 7; la parte imaginaria es un némero real). Por tanto, w? = cos
26 + i sen 26. Bl cuadrado de w sigue estando en la circunferencia unitaria, pero al dngulo
doble 26. Esto hace sospechar que w” estd en el 4ngulo n6, y la sospecha es correcta.

Hay una mejor manera de tomar potencias de w. La combinacién del coseno y el se-
no es una exponencial compleja, con amplitud 1 y dngulo de fase 6

@

Las reglas para multiplicar, como (¢*)(¢®) = €, se siguen cumpliendo cuando los exponen-
tes i6 son imaginarios. Las potencias de w = ¢* permanecen en la circunferencia unita-

rigs

Potencias de w

(3

La n-ésima potencia estd al dngulo n6. Cuando n = ~1, el dngulo del reciproco 1/w es -0,
Si cos & + i sen # se multiplica por cos(—8) + i sen(—8), se obtiene la respuesta 1:

e = (cos@ +isenB)cos@ —isenh) = cos’ @ +sen’d = 1.
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Nota Recuerdo el dia en que al MIT lleg6 una carta enviada por un prisionero en Nueva
York, preguntando si la férmula de Euler (2) era cierta. Es verdaderamente sorprendente
que tres de las funciones clave en matemaéticas se presenten juntas de forma tan elegante.
Nuestra mejor respuesta fue considerar la serie de potencias de la exponencial:
. 2 . 3

(i6) + (i6) .

2! 3t
La parte real 1 — §2/2 + - - - s cos 6. La parte imaginaria ¢ — 6%/6 + .- . esel seno. La
férmula es correcta, y me hubiera gustado enviar una demostracién més hermosa.

e =1+i6 +

Con esta f6rmula es posible resolver w™ = 1. Esto se convierte en ¢ = 1, de modo
que 16 debe llevarnos alrededor de la circunferencia unitaria y volver al principio. La so-
lucién es escoger 6 = 2x/ n: la n-ésima raiz “primitiva” de la unidad es

C))

Su n-ésima potencia es ¢*', que es igual a 1. Paran = 8, estaraiz es (1 +1i)/ V2

L+
2

La rafz cuarta estd en 6 = 90°, que es i (360°). Las otras rafces cuartas son las potencias
i2= —1,i® = —i,ei* = 1. Las otras raices octavas son las potencias w}, wi, ..., wj.Las
raices son equidistantes sobre la circunferencia unitaria, a intervalos de 2m/n. Obserw? nue-
vamente que el cuadrado de wyg es wy, lo cual es esencial en la transformada de Fourier ré-

pida. La suma de las raices es cero. Primero 1 + i—1 i = (, y luego

T id 1 n'%-‘senrr
=Co§ — +isen — =1 wg = o8 — + 1 —_ ==
Wy = CO ) 5 Yy 8 Py 4

Suma de las raices octavas 1+wsg +wd+---+w, =0. (5)

Una demostracién es multiplicar el miembro izquierdo por wg, que lo deja sin cambio. (Se
obtiene wg + w} + -+ + w§, y w§,esiguala l). Cada uno de los ocho puntos se des-
plaza un dngulo de 45°, aunque siguen siendo Ios mismos ocho puntos. Debido a que cuan-
do se multiplica por wg el Ginico nimero que permanece sin cambio es el cero, la sum3a debe
ser cero. Cuando # es par, las rajces se cancelan por pares (como 1 + i2=0ei+i’=0).
Sin embargo, la suma de las tres rafces cibicas de 1 también es igual a cero.

La matriz de Fourier y su inversa

En el caso continuo, la serie de Fourier puede reproducir a f(x) sobre todo un intervalo. Uti-
liza una infinidad de senos y cosenos (o exponenciales). En el caso discreto, con sélo . coe-
ficientes Cg,..-, Ca-1 a elegir, s6lo se pide igualdad en n puntos. Asi se obtienen n
ecuaciones. Se reproducen los cuatro valores y = 2, 4, 6, 8 cuando Fc¢ = y:

o+ ¢+ ¢+ =

co + icy + iZCZ + i3C3 =

[o N N

co + izcl + i4C2 + i663 =
Co -+ i3C1 + iGCZ -+ i9C3 = 8.

La secuencia de entrada es y = 2, 4, 6, 8. La secuencia de salida es cq, €1, €2, €3- Las cua-
tro ecuaciones (6) buscan una serie de Fourier de cuatro términos que corresponda a las en-
tradas en cuatro puntos equidistantes x sobre el intervalo de 0 a 2
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. 2 en x=0
Serie de 4 en /2
Fourier Co + €16 + 8% + 0yt = rEE
discreta 6 en x=m

8 en x =3m/2.

Esta:s son las cuatro ecuaciones en el sistema (6). En x = 27, la serie devuelve y, = 2 y
i:ontmﬁa periddicamente. La serie de Fourier discreta se escribe mejor en su forma comple-
Jja, como una combinacién de exponenciales ¢, en vez de como sen kx y cos k.

Para toda n, la matriz que relaciona y con ¢ puede invertirse. Representa n ecuaciones
lo cual requiere que la serie finita ¢o + c1€'* + - - - (n términos) coincida con y (en n pun:
#0s). La primera coincidencia es en x = 0, donde ¢g + - -+ + ¢,_; = yp. Los puntos res-
tantes conllevan potencias de w, y el problema completo es F¢ = y:

1 1 12 ' 1 Co Yo
1 w2 w4 w1 ¢ i
2n—1
1w w - wHerh al=|lnl. o
1wl @b L pee? | Yot

Ahf queda la matriz F de Fourier con elementos F;, = w/*, Resulta natural numerar los
renglones y las columnas desde O hasta n — 1, en vez de hacerlo desde 1 hasta n. El primer
renglén tiene j = 0, la primera columna tiene £ = 0, y todos los elementos son w?® = 1.

Ema encontrar las ¢s es necesario invertir F. En el caso de 4 por 4, F~! se construyé
a ;_)?mr de 1/i = —i. Esta es la regla general, que F™! proviene del nimero complejo
w™ = W. Estd en el dngulo —2#/n, donde w estaba en el dngulo +2a/n:

) 1 , 1' 1‘ 1 1 1 1
Asi F = |1 23 gril3 tiene F—l = _ |1 g~2mil3 g ~dmil3
amil3 8mil3 3 - ;
1 e e 1 e 4ril3 e—8m/3

La multiplicacién del renglén j de F por la columna j de F~! siemprees (1 + 1 + -+ +
1' )/r? = 1. La parte mds dificil es fuera de la diagonal, demostrar que el renglén j de F mul-
tiplicado por la columna & de F~! es cero:

Lol +w/w™ +ww™ 4. gDy~ Dk = g g st )

La clave es observar que estos términos son las potencias de W = 1w/ w~*:

(10)

El niimero W sigue siendo una rafz de la unidad: W» = =7 es ignala V1% =1.Ya

que J es distinto de k, W es diferente de 1. Es una de las orras raices sobre la circunferen-
cia unitaria.

SN B SFTIRILHRS PAT
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L URWRaY .. .
= (), Otra derostracién proviene de

Estas raz’cés Saﬁsfacen-lu%’ \'%4 +~+ SEabh
L=Wi=(1—-WYL+W+ W+ +Wh, an

Debido a que W* = 1, el miembro izquierdo es cero. Pero Wno es 1, por lo que el dltimo
factor debe ser cero. Las columnas de F son ortogonales.

La transformada rapida de Fourier {TRF)

El andlisis de Fourier constituye una hermosa teorfa, ademds de ser bastante préctico. Ana-
lizar una forma de onda en sus frecuencias es la mejor manera de aislar una sefial. El pro-
ceso inverso regresa la sefial. Por tazones fisicas y matemadticas, las exponenciales son
especiales, y es posible precisar una razén central: Si &% se diferencia, se integra, o si x
se trasloda a x + h, el resultado sigue siendo un miiltiplo de 2™, Las exponenciales se
ajustan especialmente a ecuaciones diferenciales, a ecuaciones integrales, y a ecuaciones
en diferencias. Cada componente de la frecuencia va a su manera, COmo vector caracterfs-
tico, y se recombinan en la solucién. El andlisis y 1a sintesis de sefiales —calculando ¢ a par-
tir de y y y a partir de ¢— constituyen una parte toral del célculo cientifico.

Se quiere demostrar que Fcy F~ !y pueden efectuarse répidamente. La clave estd en

la relacién de F, con F,, o mejor atin, con dos copias de F,, que van en la matriz Fjf:

1 1 1
i3 s «_ |1 -1
;6 estd proximo a F) = 1 1
i° 1 -1

1
i
iZ
it

s e, Wiy
o oo

F4=

ok b jemad ek

F, contiene las potencias de w, = i, la raiz cuarta de 1. F3 contiene las potencias de w, =
—1, 1a rafz cuadrada de 1. Observe especialmente que la mitad de los elementos en F3'. La
transformada de 2 por 2, aplicada dos veces, s6lo requiere 1a mitad de trabajo que una trans-
formada directa de 4 por 4. Si una transformada de 64 por 64 puede sustituirse por dos
transformadas de 32 por 32, entonces el trabajo se reduce a la mitad (mds el costo de vol-
ver a ensamblar los resultados). Lo que hace realidad, y posible en la préctica, lo anterior,
es la simple relacidn entre we, ¥ Way:

2mil 642 2mil 32

(wé‘;)2 = w3, Obien (e = ¢

La trigésimosegunda raiz estd dos veces mds lejos en la circunferencia unitaria que la se-
xagésimacuarta rafz. Si w = 1, entonces (w?)*? = 1. La m-ésima rafz es el cuadrado de

la n-ésima rafz, si m es la mitad de n:

(12

La rapidez de la TRF, en la forma estédndar aquf presentada, depende de trabajar con
nimeros altamente compuestos como 2'° = 1024. Sin la transformada rapida, se requie-
ren (1 024)? multiplicaciones para obtener F por ¢ (lo cual se desea a menudo). En contras-
te, una transformada répida puede realizar cada multiplicacion en solo 5 - 1024 pasos. Es
200 veces mds rdpida, ya que sustituye un factor de 1024 por 5. En general, sustituye n?
multiplicaciones por %nﬂ, cuando 7 es 2¢. Al relacionar F, con dos copias de F,, y luego
con cuatro copias de F,y,, v finalmente con una F muy pequefia, los n? pasos de costumbre
se reducen a § n log,n.

Es necesario ver ¢émo y = F,c (un vector con n componenies) puede recuperarse a
partir de dos vectores que sélo miden la mitad de largo. Fl primer paso es dividir ¢ entre
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s{ mismo, separando sus componentes con niimero par de sus componentes con ndmero
impar:

¢ =(co, s, Cna) y " ={C1, €300 0ty Cami)

Los coeficientes simplemente van de forma alterna en ¢’ y ¢”. A partir de estos vectores, la
transformada a la mitad de tamafio proporciona y’ = F,c'yy” = F,c". Estas son las dos
multiplicaciones por la matriz mds pequefia F,,. El problema central consiste en recuperar
¥ a partir de los vectores y' y y” que miden la mitad, Cooley y Tukey se dieron cuenta de
cémo hacerlo:

En un momento se comprobard que haciendo lo anterior se obtiene la y correcta. (Qui-
z4 el lector prefiera un diagrama de flujo al digebra). Esta idea puede repetirse. Se va de
Fio24a Fsy9 a Fysg Lacuenta final es %nﬁ, cuando se empieza con la potencia n = 2%y
todo el camino la direccién es hacia n = 1, donde no se requiere multiplicacién. Este ni-
mero ¢, satisface la regla antes proporcionada: el doble del conteo para m, mds m mul-
tiplicaciones extra, producen el conteo para n: ’

2 (%m(e - 1)) +m o= %n@.

Otra forma de contar: De n = 2* an = 1 hay £ pasos. Cada paso requiere »/2 multiplica-
ciones por D, en la ecuacién (13), que en realidad es una factorizacién de F,;:

Un paso de

la TRF a4

El costo es sélo ligeramente mds que lineal. El anélisis de Fourier ha sido transforma-
do completamente por la TFR. Para comprobar la ecuacién (13), es necesario separar y;en
par e impar:

n—1 m—1 m—1
y; = E wi*c,  esidénticaa S w ey + E wH Doy,
pa p k=0

Cada sumatoria de la derecha constade m = % n términos. Debido a que w? es w,,, las dos
sumatorias son:

m—1 m—1
— kj . i kf I e S i
y; = E wlc, +wi E Wi, =Y, twlyj. (15)
k=0 k=0

Para la segunda parte de la ecuacidn (13), j -+ m en vez de j produce un cambio de signo:
Dentro de las sumatorias, wU*™ permanece w¥ debido a que wt™ = 1% = 1.
Fuera wl™™ = —w/ yaque w™ = ¢¥™im/n = o7l =

La idea de la TRF se modifica ficilmente con la finalidad de permitir otros factores primos
de n {no s6lo potencias de 2). Si n mismo es primo, se aplica un algoritmo completamente
distinto.

Ejemple 1
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lospasosden =4am = 2son

[ Cy

0 CO F2 <

c

L3 N 2] - |y
C c

2 1 FZ <’

C3 Cy

Combinados, los tres pasos multiplican ¢ por F, para obtener y. Debido a que cada paso es
lineal, debe provenir de una matriz, y el producto de estas matrices debe ser Fy

11 1 1 1 1 1 1 1

1 i @ i 1 i 1 -1 1

1 2 4 81 -1 1 1

1 3 % ° 1 —i 1 -1 1

Las dos copias de F, se reconocen en el centro. A la derecha se encuentra la matriz permu-
tacién que separa c en ¢’ y ¢”. A la izquierda est4 la matriz que multiplica por w;. Si se hu-
biera empezado con Fj, la matriz de en medio hubiera contenido dos copias de F,. Cada
una de éstas se hubiera separado como se hizo arriba. Entonces, {la TRF representa una
factorizacién gigante de la matriz de Fourier! La simple matriz con n? no CEros es un pro-
ducto de aproximadamente £ = log, n matrices (y una permutacién) con un total de sélo
nd no ceros.

La TRF y la mariposa

El primer paso de la TRF cambia la multiplicacién por F, en dos multiplicaciones por F,..
Las componentes con niimero par {(¢y, ¢,) se transforman por separado de (¢, ¢3). En la fi-
gura 3.12 se proporciona un diagrama de flujo paran = 4.

00 ¢y @ @ % Y 00
& v 1
10 Cy ® = e v, 01
i
01 c, ® = Y 10
C” y”
® 11
11 €y ) % 3 3

Figura 3.12 Diagrama de flujo para la transformada de Fourier ripida con n = 4.

Paran = 8, la idea clave es sustituir cada recuadro F 4 por recuadros F. El nuevo factor
w, = i es el cuadrado del factor anterior w = wg = ¢**/%. El diagrama de flujo muestra
el orden en que las cs entran en la TRF y las log, » etapas que les Ileva entrar, y también
muestra la sencillez de la 16gica.
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Cada etapa requiere %n multiplicaciones, de modo que el conteo final es %n logn. Hay
una regla asombrosa para la permutacién global de cs antes de entrar en la TRF: Escribir
los subindices 0, . . . , 7 en binario e invertir el orden de sus bits. Los subindices aparecen
en “orden invertido de bits” en la parte izquierda de la grafica. Los niimeros pares apare-
cen antes que los impares (los niimeros que terminan con 0 aparecen primero que los nd-
meros que terminan con 1).

Conjunto de problemas 3.5

15.

16.

i7.
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Invierta los tres factores en la ecuacién (14) para encontrar una factorizacion rdpida de
F 1

F es simétrica. As{, jtrasponga la ecuacién (14) para encontrar una nueva transforma-
da répida de Fourier!

Todos los elementos en la factorizacién de F implican potencias de w = raiz sexta de 1:

e[ B[P all7)

1.
2.

(Qué son F? y F* para 1a matriz F de Fourier de 4 por 47

Encuentre una permutacién P de las columnas de F que produzca FP = F (de n por

). Combine lo anterior con F'F = n/ con la finalidad de encontrar F2 y F* para la
matriz ¥ de Fourier de n por n.

51 se forma una submatriz de 3 por 3 de la matriz Fy de 6 por 6, manteniendo sélo los
elementos que estdn en sus renglones y columnas, primero(a), tercero(a) y cuarto(a),
;cudl es esa submatriz?

Indique todas las raices sextas de 1 en el plano complejo. (Cual es la rafz primitiva
we? (Encuentre sus partes real e imaginaria). ;Qué potencia de wg es igual a Hwg?
(Cudles 1 +w +w? +wd +w* + w32

Encuentre todas las soluciones de la ecuacién ¢ = ~1, y todas las soluciones de
o
e’ = .

¢Cudles son el cuadrado y la raiz cuadrada de w,q, la centésimovigesimaoctava rafz

Escriba estos factores con 1, w, w* en D y 1, w?, w* en Fj. {Multiplique!

En los problemas 18 a 20 se introducen los conceptos de vector caracteristico y valor
caracteristico, cuando el producto de una matriz multiplicada por un vector es un
miiltiplo de ese vector. Este es el tema del capitulo 5.

18. Las columnas de la matriz de Fourier F son los valores caracteristicos de la permuta-
cién ciclica P. Multiplique PF para encontrar los valores caracterfsticos Ag a A3

o010 0]t 1 1 1 11 1 17 [a
0 0 1 O]t i & #y_ 1 oq o8 A

0 0 0 1| |1 &% i* ¢ |1 2 it S A2
1 0 0 of |1 & % & 1 &P A3

Estaes PF = FA,0 P = FAF™

. - - » .2 .3
19. Dos vectores caracteristicos de esta matriz circulante cson (1, 1, 1, Dy (1, 4, i%, i7).
(Cudles son los valores caracteristicos e y €7

primitiva de 1?

7. Resuelva el sistema (6) de 4 por 4 si los miembros derechos sonyp = 2,5, = 0, y, =
2, ¥3 = 0. En otras palabras, resuelva Fc = y.

10.

11.

12.

13.

14.

Resuelva el mismo sistema con y = (2, 0, ~2, 0) sabiendo que F[l v calculando
¢ = F;'. Compruebe que co + €™ + c26%* + c32%* asume los valores 2, 0, =2, 0
en los puntos x = 0, /2, r, 37/ 2.

a) Siy = (1, 1, 1, 1), demuestre que ¢ = (1, 0, 0, 0) satisface F,c = y.
b) Ahora suponga que y = (1, 0, 0, 0), y encuentre c.

Paran = 2, escriba y, a partic de la primera linea de la ecuacién (13) y y; a partir de la
segunda linea. Para n = 4, use la primera linea para encontrar y4 ¥ y, v la segunda
linea para encontrar y, y y;, todo en términos de y' y y”.

Calcule y = Fyc mediante los tres pasos de la transformada rédpida de Fourier si ¢ =
(1,0, 1, 0). Repita el célculo con ¢ = (0,1,0,1,0,1,0,1).

Calcule y = Fgc mediante los tres pasos de la transformada rdpida de Fourier si ¢ =
(1,0,1,0,1,0,1,0). Repitael cdlculocon ¢ = (0, 1,0, 1,0, 1, 0, 1).

Para la matriz de 4 por 4, escriba las férmulas para cq, ¢4, ¢, ¢3 ¥ compruebe que si f
es impar, entonces ¢ es impar. El vector fes impar si f,_ ;= —f; paran = 4 esto sig-
nificafy = 0, f5 = —f, f, = 0 como en sen 0, sen /2, sen 77, sen 3+r/2. Esto es co-
piado por ¢ y conduce a una transformacién répida del seno.

Multiplique las tres matrices en la ecuacién (16) y compare con F. ;Fn cudles seis ele-
mentos es necesario saber que {2 = —17?

20.

21.

22.

¢ €1 ¢ €3 1 1 1 1
¢y ¢ i1 1 il i
€3 Co €1 €2 = gg y C 2l Te e
c; €3 Cp €1 1 1 )
i3 i’
¢y ¢y €3 Cp 1 1

Encuentre los valores caracteristicos de la matriz “periédica” C -1, 2, —1. Los 1sen

las esquinas de C la hacen periédica (una matriz circulante):
2 -1 0 ~—1
- -1 0f . _ o
¢ = é _? 2 -1 tiene cp =2, ¢ = ~1, ¢ =0, ¢ = —1.
-1 0 -1 2

p— - . . o
Para multiplicar C por x, cuando C = FEF !, es posible multiplicar F(E(F ™ 'x)). En
el producto directo Cx se requieren n? multiplicaciones por separado. Si se conocen E
y F, con el segundo método sélo se usan n log, n + n multiplicaciones. (Cudntas de
éstas provienen de F, y cudntas de F~'?
(Cémo podria calcular rdpidamente estas cuatro componentes de Fc empezando con
o + €2, o = €2, €1 + €3, ¢1 — €37 {Estd encontrando la transformada rdpida de Fou-
rier!
co € + ¢y 03
co + iCl -+ 5262 + i3€3
Co + i201 -+ i4CQ_ + 55C3
co +i%c; +ifcy +i%cs
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Capitulo

3.1

32

3.3
34
35
3.6

3.7

3.8

3.9
3.10

3.11
312

3.13

3.14

3.15

3.16

3.17

3.18

Ejercicios de repaso

Encuentre la longitud de a = (2, —2, 1), y escriba dos vectores independientes que
sean perpendiculares a a.

Encuentre todos los vectores que sean perpendiculares a (1, 3, 1) y (2, 7, 2), hacien-
do a éstos los renglones de A y resolviendo Ax = 0.

(Cudlesel dnguloentrea = 2, -2, )y b = (1, 2, 2)?
(Cuidl es la proyeccién p de b = (1, 2, 2) sobre a = (2, —2, 1)?
Encuentre ¢l coseno del dngulo entre los vectores (3, 4) vy (4, 3).

¢Donde estd la proyeccién de b = (1, 1, 1) sobre el plano generado por (1,0, 0) y
(1, 1,007

El sisterna Ax = b tiene una solucidn si y sélo si b es ortogonal a ;cudl de los cuatro
subespacios fundamentales?

(Qué recta proporciona el mejor ajuste a los datos siguientes: b = Oent = 0,5 =0
ent=1b=12ent = 3?

Construya la matriz proyeccién P sobre el espacio generado por (1, 1, 1) y (0, 1, 3).

¢Cudl funcién constante estd més préxima de y = x* (en el sentido de mfnimos cua-
drados) sobre el intervalo 0 = x < 1?7

Si O es ortogonal, jes cierto lo mismo para %7

Encuentre todas las matrices ortogonales de 3 por 3 cuyos elementos sean ceros y
unos.

(Qué multiplo de a, debe restarse a a,, para que el resultado sea ortogonal a a,? Di-
buje una figura.

Factorice

cos@ send
sené 0

como QR, reconociendo que la primera columna ya es un vector unitario.

Si todo elemento de una matriz ortogonal es % o —% , ¢eudl es el tamafio de esta ma-
triz?
Suponga que los vectores gy, . . . , g, son ortonormales. Si b = ¢19; + - +¢,q,,

proporcione una férmula para calcular el primer coeficiente ¢, en términos de b y las
gs.

¢Qué palabras describen a la ecuacién ATAX = ATb, al vector p = AX = Pb,y a
la matriz P = A(ATA)T1AT?

Si los vectores ortonormales g1 = (3, -y = (~§ £, 2) son las colum-
nas de Q, ;cudles son las matrices Q'Q y 0QT? Demuestre que Q7 es una matriz
proyeccidn (sobre el plano de g, v g5).

3.19

3.20

321

3.22
3.23
3.24

3.25

3.26

3.27

3.28
3.29
3.30
3.31

3.32

618738,

Ejercicios de fepaso

Sivy, ..., v, es una base ortonormal de R”, demuestre que v, v] + -+ +uul =1,

(Falso o verdadero? 51 los vectores x y y son ortogonales, y P es una proyeccidn, en-
tonces Px y Py son ortogonales.

Intente ajustar unarecta b = C + Dt que pasaporlospuntos b = 0,1 =2,y b = 6,
t = 2, y demuestre que las ecuaciones normales fracasan. Dibuje todas las rectas 6p-
timas, minimizando la suma de los cuadrados de los dos errores.

(Cudl puntoen el plano x + y —z = O es el més préximoa b = (2, 1, 0)?
Encuenire una base ortonormal de R>, empezando con el vector (1, 1, ~1).

Rastreadores CT examinan a un paciente desde direcciones distintas y producen una
matriz que proporciona las densidades del hueso y el tejido en cada punto. Matemé-
ticamente, el problema consiste en recuperar una matriz a partir de sus proyecciones.
En el caso de 2 por 2, jes posible recuperar la matriz A si se conoce la suma a lo lar-
go de cada renglén y de cada columna?

¢+ Es posible recuperar una matriz de 3 por 3 si se conocen las sumas en los renglones,
las sumas en las columnas y también la suma a lo largo de la diagonal principal, asi
como a lo largo de las otras cuatro diagonales paralelas?

Encuentre una base ortonormal del plano x — y + z = 0, y encuentre la matriz P que
proyecte sobre el plano. (Cuél es el espacio nulo de P?

Sea A = [3 1 —1], y sea V el espacio nulo de A.

@) Encuentre una base para V y una base para V1.

b) Escriba una base ortonormal para V-, y encuentre la matriz proyeccién P, que
proyecta vectores de R® sobre V4.

¢) Encuentre la matriz proyeccién P, que proyecta vectores de R sobre V.

Aplique el proceso de Gram-Schmidt para construir un par ortonormal gy, g, a partir
dea; = (4,52, ya, = (1,2,0, 0). Exprese a, y a, como una combinacién de g;
Y g, ¥ encuentre la matriz triangular R en la forma A = QR.

Para A, b, x, y y cualesquiera, demuestre que

a) SiAx = by yTA = 0, entonces y'b = 0.

b) Sidx =0y ATy = b, entonces x'b = Q.

(Cudl teorema demuestra esto sobre los subespacios fundamentales?

(Existe alguna matriz cuyo espacio renglén contenga a (1, 1, 0) y cuyo espacio nulo
contenga a (0, 1, 1)?

La distancia de un plano a'x = ¢ {en el espacio m-dimensional) al origen es [c|/llall.
(Cui4n lejos esté el plano del origen x; + x,— x3 — X4 = §, y cudl punto en éste es el
mdés préximo?

En el paralelogramo con vértices en 0, v, w, y v + w, demuestre que la suma de las
longitudes al cuadrado de los cuatro lados es igual a la suma de las longitudes al cua-
drado de las dos diagonales.




200

Capitulo 3 Ortogonalidad

3.33 a) Encuentre una base ortonormal para el espacio columna de A.

1 -6
3 6
A= 14 8
5 0
7 8

b) Escriba A como QR, donde @ tiene columnas ortonormales v R es triangular su-
perior.
¢) Encuentre la solucién por minimos cuadrados de Ax = b,sib = (—3,7, 1,0, 4).

3.34 Con la matriz de ponderacién W = [f éJ (cudl es al producto interno de (1, 0) con
0, 1)?

3.35 Para resolver un sistemna rectangular Ax = b, reemplazamos A~} (que no existe) se
sustituye por (A74) ™47 (que existe si las columnas de A son independientes). De-
muestre que ésta es una inversa izquierda de A pero no una inversa derecha. A la iz-
quierda de A proporciona la identidad; a la derecha proporciona la proyeccién P.

3.36 Encuentre la recta C + Dz que ajuste mejor las mediciones b = 0, 1, 2, 5 en los ins-
tantes ¢ = 0, 1, 3, 4.

3.37 Encuentre la curva y = C + D2’ que proporcione el mejor ajuste por minimos cua-
drados a las medicionesy = 6ent =0,y =4ent = 1,yy=0ent= 2. Escriba las
tres ecuaciones que se resuelven si la curva pasa por los tres puntos, y encuentre los
mejores Cy D.

3.38 Si las columnas de A son ortogonales entre si, ;qué puede decir sobre la forma de
ATA? Si las columnas son ortonormales, ;qué puede decir entonces?

3.39 ;Que condici6n deben cumplir las columnas de A (que puede ser rectangular) para
que ATA sea invertible?

Capitulo

Jeterminantes

41 INTRODUCCION

Los determinantes estdn mucho més lejos del centro del dlgebra lineal de lo que estaban
hace cien afios. jLas matemadticas siguen cambiando de direccién! Después de todo, un
simple ntimero puede decir tanto sobre una matriz. De todos modos, es extraordinario
cudnto puede hacer este niimero.

Un punto de vista es: el determinante constituye una férmula “explicita” para cada ele-
mento de A™' y A™ 5. Esta férmula no modifica la manera de realizar los célculos; inclu-
so ¢l determinante en si se encuentra por eliminacién. De hecho, la eliminacién puede
considerarse como la manera més eficiente de sustituir los elementos de una matriz de n
por » en la férmula. Lo que hace la férmula es mostrar cémo A~} depende de los n° ele-
mentos de A, y la forma en que varia cuando los elementos cambian.

Los usos mds importantes de los determinantes pueden enumerarse Como s¢ muestra
a continnacién:

1. Prueban la invertibilidad. §i el determinante de A es cero, entones A es singular. Si
det A # 0, entonces A es invertible (y A”! implica 1/det A).

La aplicacién mdas importante, y la razdn por la que este capitulo es esencial para el li-
bro, es en la familia de matrices A — A/ El pardmetro A se resta a lo largo de toda la dia-
gonal principal, y el problema consiste en encontrar los valores caracteristicos para los
cuales A — AJ es singular. La prueba es det(A — AJ) = 0. Este polinomio de grado nen A
tiene exactamente 7 raices. La matriz tiene n valores caracteristicos. Este hecho se conclu-
ye por la férmula del determinante, y no por computadora.

2. Eldeterminante de A es igual al volumen de una caja en el espacio n-dimensional. Las
aristas de la caja provienen de los renglones de A (véase la figura 4.1). Con las columnas
de A se obtiene una caja totalmente diferente con el mismo volumen.

La caja més sencilla es un cubo pequefio dV = dx dy dz, como en [ff f(x,», ) dV.
Suponga que se cambia a coordenadas cilindricas mediante x = reos 8,y = rsen 6, y
z = z. También que ¢l pequefio intervalo dx se alarga a (dx/du)du —cuando u sustituye a x
en una simple integral— asi el elemento de volumen se convierte en J dr df dz. El determi-
nante jacobiano es el andlogo tridimensional del factor de alargamiento dx/du:

dx/or 9x/36 8x/dz cosd —rsenf O
Jacobiano J =18y/or 08y/38 0dy/dz| = |send rcosd 0.
8z/9r 09z/86 98z/dz 0 0 1

El valor de este determinante es J = 7. Es la r en el elemento de volumen cilindrico r dr
d8 dz; este elemento es nuestra pequefia caja. (Al intentar dibujarla se ve curva, aunque gui-
74 se haga mds recta a medida que las aristas se vuelven infinitesimales.)
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(aal, @33, 033)

(@11, 012, Q13) (@21, az, azs)

T

Figura 4.1 Caja formada a partir de los renglones de A: volumen = |determinantel.

3. El determinante proporciona una férmula para cada pivote. Tedricamente, es posible
pronosticar cudndo un elemento pivote es cero, lo cual requiere un intercambio de renglo-
nes. A partir de la férmula determinante = * (producto de los pivotes), se concluye que
sin importar.el orden de la eliminacion, el producto de los pivotes permanece igual, salvo
el signo.

Hace afios, este hecho condujo a la creencia de que era initil escapar a un pivote
pequefio intercambiando renglones, ya que al final el pivote pequefio ganarfa la partida.
Sin embargo, lo que suele ocurrir en la préctica, en caso de que no sea posible evitar un
pivote anormalmente pequefio, es que en muy poco tiempo se presenta un pivote anormal-
mente grande. Asf es como el producto se vuelve nuevamente normal, aunque deja en rui-
nas la solucién numérica.

4. El determinante mide la dependencia de A™'b respecto a cada elemento de b. Sien un
experimento se cambia un pardmetro, o una observacién es corregida, el “coeficiente con-
taminante” en A" es un cociente de determinantes.

Hay otro problema respecto al determinante. Es dificil no sélo decidir acerca de su im-
portancia, asi como de su lugar id6neo en el dlgebra lineal, sino también elegir la mejor de-
finicién. Resulta evidente que, det A no es alguna funcién extremadamente sencilla de n*
variables; en caso contrario, serfa mucho méds fécil encontrar A™! de lo que realmente es.

Las cuestiones sencillas sobre el determinante no son las férmulas explicitas, sino
las propiedades que posee. Esto sugiere un lugar natural para comenzar. El determinante
puede (como serd el caso) definirse mediante sus tres propiedades mds importantes: det
I =1, ¢l signo se invierte por un intercambio de renglones, ¢l determinante es lineal
en cada renglén por separado. Entonces el problema es demostrar cémo, usando estas
propiedades de manera sistemética, es posible calcular el determinante. Esta situacién re-
trotrae al producto de los pivotes.

En la seccifn 4.2 se explicardn estas tres propiedades definitorias del determinante, as{
como sus consecuencias mas importantes. En la seccién 4.3 se proporcionaran dos férmulas
més para calcular el determinante: la “gran férmula” con »! términos y una férmula por “in-
duccién”. En la seccién 4.4, el determinante se aplica para encontrar A™!, Luego, x = 47 %
se calcula con la regla de Cramer. Y finalmente, en una observacién opcional sobre permu-
taciones, se demuestra que sin importar ¢l orden en que se apliquen las propiedades, el resul-
tado siempre es el mismo; es decir, las propiedades definitorias son autoconsistentes.
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Esta es una pregunta optimista sobre las permutaciones: jcudntos cambios son nece-
sarios para cambiar VISA en AVIS? Esta permutacidn, /es par o impar?

4.2 PROPIEDADES DEL DETERMINANTE

Consisten en una lista bastante larga. Por fortuna, cada regla es fécil de encontrar, e inclu-
so mds facil de ilustrar, mediante un ejemplo de 2 por 2. En consecuencia, se comprobard
que la conocida definicién en el caso de 2 por 2,

dtab=ab
e 4 ¢ d

posee cada propiedad de la lista. (Observe las dos notaciones aceptadas para el determinan-
te, det A y 1Al.) Las propiedades de 4 a 10 se deducen de las propiedades previas. Cada
propiedad es una consecuencia de las tres primeras. Se recalca que las reglas son vili-
das para matrices cuadradas de cualgquier tamario.

= ad — be,

1. El determinante de la matriz identidad es 1.

1 ¢

100
=1 01 0/ =1 y..
01 00 1

detf =1 |

2. El determinante cambia de signo cuando se intercambian dos renglones.

¢ d a b

b =‘-cb~ad=—c al

Intercambio de renglones

El determinante de cualquier matriz permutacion es det P = +1. Mediante intercambio de
renglones es posible transformar P en la matriz identidad. Cada intercambio de renglones
cambia el signo del determinante, hasta que se llega a det [ = 1. {De ahi se obtienen todas
las demaés matrices!

3. El determinante depende linealmente del primer rengilén. Suponga que A, B, C son
iguales a partir del segundo renglén, y que el renglén 1 de A es una combinacién lineal de
los primeros renglones de B y C. Entonces la regla establece: det A es la misma combina-
cion que det B y det C.

Las combinaciones lineales implican dos operaciones: sumar vectores y multiplicar
por escalares. Por consiguiente, esta regla puede separarse en dos partes:

. a+a b+ a b a b
Sumar los vectores en el rengién 1 R d e d l + d ’
A . ta tb) _ la b
Multiplicar por ¢ en el renglén 1 e dl=te 4 . .

Observe que la primera parte no es la afirmacion falsa det(B + C) = det B + det C. Noes
posible sumar todos los renglones: s6lo se permite cambiar a un renglén. Ambos miembros
proporcionan la respuesta ad + a’'d — bc — b'c.

La segunda parte no es la afirmacion falsa det(f4) = ¢ det A. La matriz A tiene un fac-
tor # en cada renglén (v el determinante se multiplica por ™). Es como el volumen de una
caja, cuando todos los lados se alargan por 4. En r dimensiones, el volumen y el determi-
nante se alargan por 4”. Si sélo se alarga un lado, el volumen y el determinante se alargan
por 4; ésta es la regla 3. Por la regla 2, no hay nada especial respecto al renglén 1.
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Ahora ya se ha establecido el determinante, aunque este hecho no es nada evidente,
En consecuencia, las reglas se aplican gradualmente para encontrar el determinante de
cualquier matriz.

4. Sidos renglones de A son iguales, entonces det A = 0.

b

Renglones iguales b

l=ab-—ba=0.

Esto se concluye de la regla 2, ya que si se intercambian los renglones iguales, se supone
que el determinante cambia de signo. Pero también queda igual, porque la matriz no cam-
bia. El Gnico niimero capaz de hacer esto es el cero, de modo que det A = 0. (El razona-
miento falla si 1 = —1, que es el caso en dlgebra booleana. Asf, la regla 4 sustituye a la
regla 2 como una de las propiedades definitorias).

5. Restar un miltiplo de un renglon de otro rengldn deja igual al determinante.

a—4£fc b—4Ed a b

O i6 i !
peracion en los renglones d c 4l

d
d

paso de eliminacidn de costumbre no afecta al determinante!

Laregla 3 indica que hay otro término —¢ | ¢ l pero por la regla 4 este término es cero. {El

6. SiA tiene un renglon de ceros, entonces det A = 0.

0 0
¢ d

Una demostracién consiste en sumar otro rengldn al renglén cero. Por la regla 3, ¢l deter-
minante permanece sin cambio. Debido a que ahora la matriz cuenta con dos renglones
idénticos, por la regla 4 se tiene que det A = 0.

Renglén cero = Q.

7. SiA es triangular, entonces det A es el producto a,,a, - - - a,, de los elementos en la
diagonal. Si la A triangular tiene 1s a lo largo de la diagonal, entonces det A = 1.

a b a O
0 d d

Demostracién  Suponga que los elementos en la diagonal son diferentes de cero. Enton-
ces la eliminacién es capaz de eliminar todos los elementos fuera de la diagonal sin modi-
ficar el determinante (por la regla 5). Si A es triangular inferior, los pasos son hacia abajo,
como de costumbre. Si A es triangular superior, primero se trabaja con la #éltima columna,
utilizando miltiplos de a,,,. De cualquier forma se llega a la matriz diagonal D:

Matriz triangular = gd = gd.

ai

D = -, tiene det D =a“a22~~~amdet1 = d11d93 * * Uup-
Qun

Para encontrar det D, paciente se aplica la regla 3. Al factorizar a,; y luego a,, y por dltimo
@, s¢ obtiene la matriz identidad. Por fin tenemos una aplicacién para la regla 1: det 7 = 1.

Si un elemento en la diagonal es cero, entonces la eliminacion produce un renglén ce-
ro. Por la regla 3, estos pasos de la eliminacién no cambian el determinante. Por la regla 6,
el rengl6n cero significa un determinante cero. Es decir: cuando una matriz triangular es
singular (debido a un cero en la diagonal principal), su determinante es cero.

Esta propiedad es fundamental. £l determinante de todas las matrices singulares es
cero.
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8. SiA es singular, entonces det A = 0. Si A es invertible, entonces det A # 0.

Matriz singular {Ccl Z} no es invertible si y sélosi  ad — bc = 0.

Si A es singular, la eliminaci6n produce un renglén cero en U. As{, det A = det U =0.8i
A es no singular, la eliminacién coloca los pivotes dy, ..., d,enla diagonal principal. {Se
tiene una férmula para el “producto de pivotes” de det Al El signo depende de si el ndme-
ro de intercambio de renglones es par o impar:

Producto de pivotes detA = £ detU = didy---d,. [¢Y)
La regla nueve es la regla del producto. Yo dirfa que es la més sorprendente.

9. El determinante de AB es el producto de det A por det B.

a blle f|_
c dlig h

ae +bg af +bh
ce+dg cf +dhy’

Regla del producio |A||B| = |AB|

Un caso particular de esta regla proporciona el determinante de A7 Debe ser 1/det A:

detA™! = E;{Z debido a que (det A)(det Ay =detAA =detl =1. (D)

En el caso de 2 por 2, 1a regla del producto puede comprobarse pacientemente:

(ad — be)(eh — fg) = (ae + bg)cf +dh) — (af + bh)(ce +dg).

En el caso de n por #, se sugieren dos demostraciones posibles, ya que ésta es la regla me-
nos evidente. Bn ambas demostraciones se supone que A y B son no singulares; en caso
contrario, AB es singular, v la ecuacion det AB = (det A)(det B) se comprueba facilmente.

Por la regla 8, se convierte en 0 = 0.

i) Se demostrard que el cociente d(4) = det AB/det B cumple las propiedades 1 a 3.
Asi, d(A) debe ser igual a det A. Por ejemplo, d(f) = det B/det B = 1% se cumgle
la regla 1. Si se intercambian dos renglones de 4, también se intercambian los mis-
mos renglones de AB, y el signo de d cambia segiin lo requiere laregla2. Una com-
binacién lineal en el primer rengién de A proporciona la misma combinaciéir} 1}n§a1
en el primer renglén de AB. Luego laregla 3 para el determinante de AB, dividida
entre 1a cantidad fija det B, lleva a la regla 3 para el cociente d(A). Asi, d(A) = det
AB/det B coincide con det A, que es nuestra férmula del producto.

i) Esta segunda demostracion es menos eleganie. Para una matriz diagonal, det DB =

" (det D){(det B) se concluye al factorizar cada d; a partir de su renglén. Una matriz
general A se reduce a D por eliminacién —de 4 a U como de costumbre, ¥ Qe Ua
D por eliminacién hacia arriba. El determinante no cambia, excepto por una inver-
sién de signo cuando se intercarnbian renglones. Los mismos pasos reducen AB a
DB, con precisamente el mismo efecto sobre el determinante. Pero para DB ya s

confirmé que la regla 9 es correcta.
. . T
10. La traspuesta de A tiene el mismo determinante que A misma: det A" = det A.

a b
¢ d

a ¢
b d

Regla de la traspuesta |A] = = = |AT|.

. . < s AT -
De nuevo, el caso singular se trata por separado; A es singular si y s6lo si A" es singular,
y se tiene 0 = 0. Si A es no singular, entonces permite la factorizacién PA = LDU,y se
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aplica la regla 9 para el determinante de un producto:

det Pdet A = detL detDdetU. 3
Al trasponer PA = LDU se obtiene ATPT = UTDTLY, v de nuevo por laregla 9,

det ATdet PT = det UT det D" det L. @)

Esto es més sencillo de lo que parece, ya que L, U, LY, y UT son triangulares con diagonal
de 1s. Por la regla 7, su determinante es igual a 1. También, cualquier matriz diagonal es
igual a su traspuesta: D = DT, Sélo es necesario demostrar que det P = det PT.

Ciertamente, det P es 1 0 —1, ya que P proviene de / por intercambios de renglones.
También observe que PPT = [. (El1 1 en el primer renglén de P corresponde al 1 en la pri-
mera columna de P7, y le faltan los 1s en las demés columnas.) En consecuencia, det P det
PT=det] =1,y Py P deben tener el mismo determinante: ambos 1 o ambos —1.

Se concluye que los productos (3) y (4) son los mismos, y entonces det 4 = det A7,
Este hecho practicamente duplica la lista de propiedades, ya que cada regla aplicada a los
renglones puede aplicarse ahora a las columnas: el determinante cambia de signo cuando
se intercambian dos columnas, dos columnas iguales (o una columna de ceros) producen
un determinante cero, y el determinante depende linealmente de cada columna individual,
La demostracién consiste justamente en trasponer la matriz y trabajar con los renglones.

Considero que es hora de guardar silencio y declarar que la lista estd completa. Sélo
queda encontrar una férmula definitiva para el determinante, y aplicarla.

|

Conjunto de problemas 4.2

1.  Siuna matriz de 4 por 4 tiene det A

]

1, encuentre det(24), det (—A), det (4?), y det

A™h.
2. Siuna matriz de 3 por 3 tiene det A = — 1, encuentre det($A), det (—A), det (4% y
det (A1),

3. Intercambio de renglones: Sume el renglén 1 de A al rengldén 2 v luego reste el ren-
gloén 2 del renglén 1. Luego sume el renglén 1 al renglén 2 y multiplique el renglén 1
por —1 para llegar a B. ;Cudles reglas muestran lo siguiente?

detBr:!C
a

esiguala —detA = —

d a b
b c df

Estas reglas pueden sustituir a la regla 2 en la definicién de determinante.

4. Aplique operaciones en los renglones para obtener una triangular superior U, para

calcular

1 2 -2 0 2 -1 0 o
2 3 -4 1 -1 2 -1 0
det| 1 2 o 2 y det! o -1 2 -1
0 2 5 3 0 0 -1 -2

Intercambie los renglones 3 y 4 de la segunda matriz, y vuelva a calcular los pivotes
y el determinante.
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Nota Algunos lectores ya conocerédn alguna férmula para calfzfllar determinantes de
3 por 3. Tiene seis términos (ecuacién (2) de la siguiente seccm.n); tres son paralelos
a la diagonal principal y otros tres van en direccién opuesta con signo menos. }’{ay.una
férmula semejante para determinantes de 4 por 4, aunque contzfzne 4! = 24 términos
(no sélo ocho). Ni siquiera es posible estar seguro de': que un signo menos va con la
diagonal invertida, como se muestra en el siguiente ejercicio.

8. Cuente los intercambios de renglones para encontrar los siguientes determinantes:

0 0 0 1 01 0 ¢
0 6 1 0} _ 0 01 0 1L
det 010 0| +1 y det 00 0 1 1
10 0 O 1 0 0 0
6. Para cada n, jcon cudntos intercambios se coloca el (renglén n, ren;,ik’m n - L, cee
renglén 1) en el orden normal (renglén 1, ..., renglénn — 1, rengl6n n)? Encuentre

det P para la permutacién de n por 7 con unos en 1a diagonal invertida. En el proble-
ma 5 se tenfan = 4.

7. Encuentre el determinante de:

a) Una matriz de rango 1

1
A= 4|2 -1 2]
2
b) La matriz triangular superior

U =

coos
oo - A
QNN oo
NN OO

¢) La matriz triangular inferior U”.
d) La matriz inversa Ui . .
) La “matriz triangular invertida” que resulta de intercambios de renglones,

0 0 0 2
0 0 2 6
M=19 1 2 2|
4 4 8 8
8. Demuestre cémo laregla 6 (det =0 si un renglén es cero) proviene directamente de

las reglas 2 y 3.
9. Suponga que realiza dos operaciones a la vez, yendo de
{a b} a {a—mc b——-md}
c d c—48a d-—1£b
Encuentre el determinante de la nueva matriz, aplicando la regla 3 o por céleulo directo.

16. Si O es una matriz ortogonal, de modo que 0T = I, demuestre que det g es igual 3
+1 o —1. ;Qué tipo de caja se forma a partir de los renglones (o las columnas) de Q7

11. Demuestre otra vez que det @ = 1 0 —1, usando s6lo la regla del prod:ucto. S?i [det Q|
> 1, entonces det Q" explota. ;Cémo se sabe que esto no puede ocurrir 2 &7
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12.

13.

14.

5.

1.

17.

18.

19.

Use operaciones en los renglones para justificar que el “determinante de Vandermon-
de” de 3 por 3 es
1 a a*
det |1 b B2 =(b—a)c—a)c—b).
1 ¢ %]
a) Una matriz simétrica sesgada cumple kKT = —K, como en
F' 0 a b
K=|~a 0 ¢l
b —c 0

En el caso de 3 por 3, ;jpor qué det (—K) = (—1)° det K? Por otra parte, det KT =
det K (siempre). Deduzca que el determinante debe ser cero.
b) Escriba una matriz simétrica sesgada de 4 por 4 con det K diferente de cero.

¢Falso o verdadero? Proporcione una razén si es cierto, y un contragjemplo si es fal-
50.

a) Si Ay B son idénticas excepto que by, = 2a,,, entonces det B = 2 det A.
) El determinante es el producto de los pivotes.

¢) SiA es invertible y B es singular, entonces A + B es invertible.

d) Si A es invertible y B es singular, entonces AB es singular.

e) El determinante de AB — BA es cero.

Si la suma de cada renglén de A es cero, demuestre que det A = 0. Si la suma de ca-
da renglén es 1, demuestre que det (4 — I) = 0. Demuestre con un ejemplo que esto
no implica que det A = L.

Encuentre los siguientes determinantes de 4 por 4 por eliminacién gaussiana:
11 12 13 14 t 2 f
21 22 23 24 t 1 ¢ £
dtisi 32 33 34 y detiz 1
41 42 43 44 22

Encuentre los determinantes de

_[4 2 L_1[3 =2 L _Ta=r 2
A“L 3}’ 4 “1‘6{4 4}' A “'“{1 3—,\]‘

(Para qué valores de A se cumple que A — A/ es una matriz singular?

Evaliie det A reduciendo la matriz a forma triangular (reglas 5 y 7.
1 1 3 11 3 11 3
A=10 4 6], B=10 4 61, C=10 4 6|
1 5 8 0 0 1 1 5 9

¢Cudles son los determinantes de B, C, AB, ATA, y CT?

Suponga que CD = —DC, y encuentre la falla en el siguiente razonamiento: Al tomar
determinantes se obtiene (det C)(det D) = —(det D){(det C), de modo que det C = 0
odet D = 0. Asi, CD = —DC( s6lo es posible si Co D es singular.
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20. ;El determinante de las siguientes matrices es igual 2 0, 1, 2, 0 3?

0 0 1 0 1 1] 11 17
A=|100| B=|10 1| c=|11 1]
01 0 11 0] 111

21. Parece que la inversa de una matriz de 2 por 2 tiene determinante = 1:

det A7 = det

1 d —b| _ad—bc
ad —bec |—¢ a] ad—bc )

,Qué estd mal en este cdlculo? ;Por qué es correcto det A™ 19
En los problemas 22 a 28 se usan reglas para calcular determinantes especificos.

22. Reduzca A a U, y encuentre det A = producto de los pivotes:

11 1 1 2 3
A=11 2 2 y A=12 2 3
1 2 3 3 3 3
23. Aplique operaciones en los renglones para obtener una triangular superior U, y calcule
1 2 30 2 1 1 1
2 6 6 1 1 21 1
dti 100 3| ¥ ®11o20
0 2 0 7 1 11 2
24. Aplique operaciones en los renglones para simplificar y calcular los siguientes deter-
minantes:
101 201 301 1t 12
det { 102 202 302 y det| ¢+ 1 ¢
103 203 303 2 r 1
25. La eliminacién reduce A a U. Luego, A = LU:
3 3 4 1 0 0 3 3 4
A= 6 8 7|=1]2 1 0 0 2 -1|=LU
-3 5 -9 -1 4 1 6 0 -1

Encuentre los deterrminantes de L, U, A, U™'L™1, y UL 1A,

26. Si ay es { multiplicado por j, demuestre que det A = 0. {Con la excepcién cuando
A=101p
27. Siayesi+ j, demuestre que det A = 0. (Con la excepcién cuandon = 1 02.)

28, Calcule los determinantes de las siguientes matrices, mediante operaciones en los ren-

glones:
0 a0 0650 s aa
A=10 0 b}, B=000c’yczazb
¢c 0 O 400 0 a ¢
29. ;Cudl es el error en la siguiente demostracién de que las matrices proyeccién cumplen
detP = 17
P = A(ATA) AT demodoque |P|= lAl“”‘l"“‘iATl = 1.

[ATHA|
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30. (Problema de célculo) Demuestre que las derivadas parciales de In(det A) proporcio-
nan AL

fa, b, e,d) =1In(ad —bc) conduce a [gﬁgg g%g;} = A"l

31. (MATLAB) La matriz de Hilbert hith(n) tiene el elemento i, j igual a 1/(i + j — I).
Imprima los determinantes de hilb(1), hilb(2), . . ., hilb(10). ;Es dificil trabajar con
las matrices de Hilbert! ;Cudles son los pivotes?

32. (MATLAB) ;Cudl es un determinante tipico (experimentalmente) de rand(n) y
randn(n) para n = 50, 100, 200, 400? (; Y qué significa “Inf” en MATLAB?)

33. Use MATLARB para encontrar el determinante mds grande de una matriz de 4 por 4 de
Os vy ls.

34. Sise sabe que det A = 6, jcudl es el determinante de B?

renglén 1 renglén 1 + renglén 2
det A = |renglén2| = 6 det B = | renglén 2 + renglén 3 | = ___
renglén 3 renglén 3 + renglén 1

35. Suponga que la matriz M de 4 por 4 tiene cuatro renglones iguales, todos contenien-
do a, b, ¢, d. Se sabe que det(M) = 0. El problema es encontrar det(/ + M) por cual-
quier método: :

1+a b ¢ d
wrem- 3 1 E
a b c 1+d

Crédito parcial si encuentra este determinante cuando @ = b = ¢ = d = 1. Eliminado
de inmediato si afirma que det(/ + M) = det [ + det M.

4.3 FORMULAS PARA EL DETERMINANTE

La primera férmula ya apareci6. Las operaciones en los renglones producen los pivotes en D:

En el caso de 2 por 2, la factorizacién estdandar LDU es

a bl _| 1 0Olfe 0 1 b/a

c d cfa 1110 (ad —be)/a} |0 1 |’
El producto de los pivotes es ad — bc. Este es el determinante de la matriz diagonal D. Si
el primer paso es un intercambio de renglones, entonces los pivotes son ¢ v (—det A)/e.

Ejemiplo 1
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Los pivotes de la matriz —1, 2, —1 en segundas diferencias son 2/1, 3/2, . .. en D:
2 -1 2
-1 2 -1 3/2
-1 2 - =LDU =1L 4/3 U.
. .o=1 .
-1 2 (n+1)Yn
Su determinante es el producto de los pivotes. Todos los ndmeros 2, . . ., n se cancelan:

wn=a(3) (- () oo

MATLAB calcula el determinante a partir de los pivotes. Sin embargo, concentrar toda la
informacién en los pivotes hace imposible imaginarse c6mo el cambio en un elemento pue-
de afectar al determinante. Se desea encontrar una expresién explicita para el determinan-
te en términos de los 2 elementos.

Para n = 2, se demostrard que ad — bc es correcto. Para n = 3, la férmula del deter-
minante es bastante bien conocida (tiene seis términos):

i @iz A
Q. G Gy
d3; 4z dss

+ananas; + @ndnas +apgan

—a11@3dsy T 412421433 T 13022831 o
Nuestro objetivo es deducir estas férmulas directamente a partir de las propiedades defini-
torias 1 a 3 de det A. Si es posible manejar » = 2 y n = 3 de manera organizada, podrd ver-
se el patrén.
Para empezar, cada renglén puede descomponerse en vectores en las direcciones de
coordenadas:

l[a p]=[a 0]+[0 b] y [c d]=[c 0]+[0 4]
Luego se aplica la propiedad de linealidad, primero al renglén 1 y luego al renglén 2:

a b|_la O + 0 b

c dl ¢ d c d
Separar en
n” = 2% a 0O a 0O 0 b 0 b
determinantes féciles Tle Ol + 0 d‘ * c 0 * 0 dyf &

Cada renglén consta de # direcciones de coordenadas, por lo que su desarrollo contiene r1°
términos. La mayor parte de tales términos (todos menos n! = x factorial) son automdtica-
mente cero. Cuando dos renglones estdn en la misma direccién de coordenadas, uno es
miltiplo del otro, y

a OI:O’ IO b}zo‘

c O 0 d

Se presta atencidn sélo cuando los renglones apuntan en distintas direcciones. Los térmi-
nos diferentes de cero deben estar en columnas distintas. Suponga que el primer renglén
tiene un elemento diferente de cero en la columna e, el segundo, un elemento diferente de
cero en la columna B3, y que finalmente el renglén n-ésimo tiene un elemento diferente
de cero en la columna v, Todos los nimeros de columna a, 3, . . ., v son diferentes. Son
un reordenamiento, o permutacién, de los nimeros 1, 2, . . ., n. El caso de 3 por 3 pro-
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duce 3! = 6 determinantes:

an @iz 413 any a2 as
asy daypy Q3 & an + a3 | -+ Aoy
a3 4z a3 ass Q33 as
aiy a2 ais
-+ axn |+ lay -+ an . 4
asz ass asy

Excepto estos n! determinantes, todos los demds son cero porque la columna se repi-
te. (Para la primera columna « hay # opciones, para 8 hay n — 1 opciones restantes, y por
tltimo, queda una opcién para la dltima columna v. Cada vez se utiliza una sola columna,
cuando se “serpentean” los renglones de la matriz). En otras palabras, hay n! formas de
permutar los nimeros 1, 2, . . . , n. Los niimeros de columna proporcionan las permuta-
ciones:

Niimeros de columna (o, 8,v)=(1,2,3),(2, 3, 1),(3,1,2),(1,3,2),(2,1,3),(3,2, ).

Hay 3! = 6 permutaciones de (1, 2, 3); la primera es la identidad.
El determinante de A se reduce ahora a seis determinantes por separado y mucho més
sencillos. Al factorizar ay;, para cada una de las seis permutaciones hay un término:

1 1 i
det A = gpanap| 1 + 812823031 1) +apanan il
1 1 1

+ayaxan 1} +ananass |1 + apazasn T . O
1 1 1

Cada término es un producto de n = 3 elementos a;;, donde cada rengldn y cada columna
estdn representados una vez. Si el orden de las columnas es («, . . . , v), ese t€rmino es el
producto de @iy - - - 4,y por el determinante de una matriz permutacién P. El determinan-
te de toda la matriz es la suma de estos n! términos, v esa sumatoria es la formula expli-
cita que se estd buscando:

detA =Y (a1aa2 - - Gyy) det P.
das 1

P

Para una matriz de n por n, esta sumatoria se toma sobre todas las n! permutaciones
(e, . . . ,v) de los ndmeros (1, . . ., n). La permutacién proporciona los nimeros de co-
lumna a medida que se desciende por la matriz. Los 1s aparecen en P en los mismos si-
tios en que las as aparecian en A.

Queda por encontrar el determinante de P. Los intercambios de renglones transforman
P en la matriz identidad, y cada intercambio cambia el signo del determinante:

det P = +1 0 —1 para un nidmero par o impar de intercambios de renglones.

es impar, _ €s par,
(1,3,2)  de modo que H=-1 G L2 4gemodo que 1 . =1

Ejemplo 2
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(1, 3, 2) requiere un intercambio y (3, 1, 2) requiere dos intercambios para recuperar (1, 2,
3). Estos son dos de los seis signos *. Para n = 2, s6lo se tiene (1, 2) vy (2, 1)

1 0 0
det A = 142 det [:0 1} + (2501253 det {1 é:] = 412 T Aypdyy (O ad — bC)

Nadie puede afirmar que la gran férmula (6) es particularmente simple. Sin embargo,
es posible darse cuenta de por qué tiene las propiedades 1 a 3. Para A = I, todo producto
de los a;; es cero, excepto por la sucesién de columnas (1, 2, . . ., n). Este término propor-
ciona det/ = 1. La propiedad 2 se comprobaré en la siguiente seccidn, porque aqui se tie-
ne mdés interés en la propiedad 3: el determinante debe depender linealmente del primer
renglén ayy, Qy3, - - . , Ay,

Considere a todos los términos ai,a25 - - - 4., que implican a a;;. La primera colum-
na es o = 1. Esto deja alguna permutacién (3, . . . , v) de las columnas restantes (2, . . .,
n). Todos estos términos se agrupan como a,,Cy;, donde el coeficiente de a;, es un deter-
minante més pequefio, al que se han retirado el renglon 1 y la columna 1:

Cofactordea,, Ci; = » (@ -ay)detP =det (submatrizde A) (7)

De manera semejante, el elemento a,, se ha multiplicado por algin determinante més pe-
quefio Cy,. Al agrupar todos los términos que empiezan con el mismo a,;, la férmula (6) se
convierte en

Cofactores alo largo del renglén 1 det A = g1Cy; +apCi + - +a,Cl.. (8)

Esto demuestra que det A depende linealmente de los elementos a3, . . . , a;, del primer
renglén.

Para una matriz de 3 por 3, con esta manera de agrupar términos se obtiene

det A = ay{@xnas — anas) +app(asas — anas) +ais(@nan — anan). (9)

Los cofactores C,,, C;,, Ci3 son los determinantes de 2 por 2 entre paréntesis.

Desarrollo de det A por cofactores

Se busca otra férmula més para el determinante. Si esto significa partir de cero, serfa de-
masiado. Sin embargo, la férmula ya estd descubierta: es (8), y la inica cuestidn es iden-
tificar los cofactores Cy; que multiplican a a;.

Se sabe que C; depende de los renglones 2, . . ., n. El renglén 1 ya estd tomado en
cuenta por a, ;. Ademds, a,; también toma en cuenta la columna j-¢sima, de modo que su
cofactor Cy; debe depender por completo de las otras columnas. Ningtin renglén ni colum-
na puede usarse dos veces en el mismo término. Lo que realmente se estd haciendo es se-
parar ¢] determinante en la siguiente suma:

Separacién |a;; ap ap an ay a3
en gy dy2 A3 | = a  ax|tian | tlaz ax
cofactores a3y Q3 Q4sz d3n Q33 asy ass asy a3

Para un determinante de orden 7, esta separacidn origina »n determinantes mds pequefios
(rnenores) de orden n ~ 1; se puede ver las tres submatrices de 2 por 2. La submatriz M;
se forma quitando el renglon 1 y la columna j. Su determinante se multiplica por a,;, asi co-
mo por un signo mds o menos. Estos signos alternan como en det My, —det M, det M5!
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Ejemplo 3

e

Cofactores del renglén 1 Cy; = (—1)!*/ det M,;.

El segundo cofactor C1, €8 @303, — 133, que es det My multiplicado por —1. Esta mis-
ma técnica funciona en toda matriz de n por n. La separacién anterior confirma que C,, es
el determinante del dngulo inferior derecho M.

Hay un desarrolio semejante en cualquier otro renglén, por ejemplo i. Puede demos-
trarse intercambiando el renglén i con el renglén 1. Recuerde borrar el renglon iy la co-
lumna j de A para M.

Estas férmulas expresan det A como una combinacién de determinantes de orden
n — 1. Hubiera sido posible definir el determinante por induccién sobre n. Una matriz de 1
por 1 tiene det A = ay,, y asf la ecuacién (10) define los determinantes de las matrices de
2 por 2, de 3 por 3, y de n por n. Aquf se prefirié definir un determinante segiin sus propie-
dades, que son mucho mds simples de explicar. La férmula explicita (6) y la férmula de co-
factores (10) se concluyeron directamente, a partir de esas propiedades.

Hay una consecuencia més de det A = det AT, Es posible desarrollar por cofactores de
una columna de A, que es un renglén de AT. Siguiendo por la columna j de A,

detA=a1jCU+a2jC2j+--- +a,,anj‘ (12)

La matriz en segundas diferencias A, de 4 por 4 sélo tiene dos elementos diferentes de ce-
ro en el renglén 1:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
Usar cofactores Ay = 0 -1 5 -1
L 0 0 —1 2
C,; proviene al borrar el rengl6n 1 y la columna 1, quedando asi el patrén —1,2, — Lt

2 -1 0
Cy; =detA; =det | —1 2 -1
. 0 -1 2
Para a;, = 1, la columna eliminada es la 2, y se requiere su cofactor Cy5:
-1 -1 0 5 -1
Chp=(—-1'"%det| 0 2 —1| = +det = det As.
0 -1 2 -2

Asf se queda con el determinante de 2 por 2. En total, el renglén 1 ha producido 2C; — Cypt
det Ay = 2(det A3) —det A, =2(4) —3 =35
La misma idea es valida para A5 y Ag, asi como para toda A,

Recurrencia por cofactores det A, = 2(det A,—;) —detA,-o. (13

%Eﬁ*;/?z?s
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Lo anterior proporciona el determinante de matrices cada vez més grandes. En cada paso

el determinante de A, es # + 1, a partir de los determinantes previosny n — 1:
matriz —-1,2, —1 detA, =2(n) —(n — 1) =n+1.

La respuesta n + 1 coincide con el producto de pivotes al inicio de esta seccién.

Conjunto de problemas 4.3

1. Para las siguientes matrices, encuentre el dnico elemento diferente de cero en la gran
férmula (6):

0100 00 1 2
101 0 1o 3 4 s
A=10 1 0 1 vy  B=l¢ 7 8 9
00 10 000 1

Sélo hay una fqrma de elegir cuatro elementos diferentes de cero de renglones distin-
tos y colummnas distintas. Al decidir par o impar, calcule det A y det B.

2. Desarrolle estos determinantes en cofactores en el primer renglén. Encuentre los co-
factores (incluyen los signos (— 1)) y los determinantes de A y B.

3. (Falso o verdadero?
a) El determinante de S™'AS es igual al determinante de A.
b) Si det A = 0, entonces por lo menos uno de los cofactores debe ser cero.
¢) Una matriz cuyos elementos son Os y 1s tiene determinante 1, 0, 0 ~1.

4.  a) Encuentre la factorizacién LU, los pivotes, y el determinante de la matriz de 4 por
4 cayos elementos son a; = el menor de i y j. (Escriba la matriz.)

b) Encuentre el determinante si a; = el menor de n;y n, donde ny = 2, 1y = 6, n3 = 8,

n, = 10. ;Puede proporcionar una regla general para cualquier 7| < 1 < n3 < ng7?

5. Sea F, el determinante de la matriz tridiagonal 1, 1, —1 (de n por n):

1 -1
1 1 -1

F, = det 1 I -1
11
Desarrolle por cofactores a lo largo del renglén 1, para demostrar que F,, = F,_, +
F,_,. Esto lleva a la sucesion de Fibonacci 1, 2,3, 5, 8, 13, . . . para los determinantes.

6. Suponga que A, es la matriz tridiagonal n por n con 1s en las tres diagonales:

11 110
Ay = [1}, Az=[1 1], Ay =11 1 1},
01 1

Sea D, el determinante de A,,; se requiere encontrarlo.

a) Desarrolle por cofactores a lo largo del primer renglén para demostrar que D, =
Dn—! - Dn -2

b) Empiece con Dy = 1y D, = 0, para encontrar Ds, D,, . . ., Dg. Observe la mane-
ra en gue estos nimeros se repiten (;con qué periodo?), y encuentre Dy go0.
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7. a) Evalie el siguiente determinante por cofactores del renglion 1:

4 4 4 4
i 2 0 1
2 0 1 21
11 0 2

b) Compruebe restando la columna 1 de las demds columnas, y vuelva a calcular.
8. Calcule los determinantes de A,, A, A,. (Puede pronosticar A,?
0

0 1 1
A2 = {? é} A3 = 1 0 1 A4 =
1 1 0

[ e I
D ot et o

1
1 1
1 0
1 1

Use operaciones en los renglones para producir ceros, o use los cofactores del renglén 1.

9. (Cuéntas multiplicaciones se requieren para encontrar un determinante de n por 7 a
partir de
a) la gran férmula (6)7
b) la férmula de cofactores (10), construyendo a partir del conteo paran — 1?
¢) la férmula del producto de pivotes (incluyendo los pasos de eliminacién)?

10. En una matriz de 5 por 5, jun signo + o un signo — con a;saxdssdsds; invierte la
diagonal? En otras palabras, P = (5, 4, 3, 2, 1) jes par o impar? El pair6én de tablero
de ajedrez de signos * para cofactores no proporciona det P.

11. SiAesdemporny B esden por m, explique por qué

0 Al _ (Sugerencia: posmultiplicar | [ 0
det [—B 7 J det AB. ( por la derecha por) B Il

Proporcione un ejemplo con m < #, y un gjemplo con m > n. jPor qué su segundo
ejemplo automdaticamente tiepe det AB = 07

12. Suponga que la matriz A es fija, excepto que a;, varfa desde —oo hasta +oo. Propor-
cione ejemplos en los cuales det A siempre es cero o nunca es cero. Luego, a partir del
desarrollo por cofactores (8), demuestre gue en caso contrario det A = 0 para exacta-
mente un valor de ay;.

En los problemas 13 a 23, use la gran férmula con n! términos: |A| = 3 £ aia0z
s @ anv_
13. Calcule los determinantes de A, B, C, a partir de seis términos. ;Sus renglones son in-
dependientes?
1 2 3 1 2 3 1 1 1
A=13 1 2 B=14 4 4 C=11 1 0.
3 2 1 5 6 7 1 0 0

14. Calcule los determinantes de A, B, C. ;Sus columnas son independientes?

1 1 0 1 2 3
A=11 0 1 B=14 5 6 C={/é g}
0 1 1 7 8 9
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15. Demuestre que det A = 0, sin importar los cinco elementos diferentes de cero indica-
dos por las xs:

X X X
A= 10 0 x| (¢Cudl es el rango de A7)
0 0 x

16. Este problema muestra en dos formas que det A = 0 (las xs son ntiimeros cualesquiera):

X X x x x
X x x x x matriz de 5 por 5
A=10 0 0 x x matriz cero de 3 por 3
0 0 0 x x Siempre es singular
0 0 0 x x

a) (Cémo se sabe que los renglones son linealmente dependientes?
b) Explique por qué todos los 120 términos son cero en la gran férmula para det A.

17. Encuentre dos formas para elegir elementos diferentes de cero, a partir de cuatro ren-
glones y columnas diferentes:

1 0 0 1 1 0 0 2
161 11 10 3 4 5 . R
A= 110 1 B = 5 4.0 3/ (B tiene los mismos ceros que A).
1 0 0 1 2 0 0 1

det A, jesigualal + 101 — 10 —1— 17 ;A qué es igual det B?
18. Cologue el menor niimero de ceros en una matriz de 4 por 4 que garantice det 4 = 0.
Coloque tantos ceros como sea posible permitiendo a la vez que det A # 0.

19. o) Siay, = ayy = asy = 0, jcudntos de los seis términos en det A son cero?
b) Siay = Gy = aay = ag, = 0, jcudntos de los 24 productos ay;auasedsn, en det A
es seguro que son cero?

20. ;Cuéntas matrices permutacién de S por 5 tienen det P = +17 Estas son permutacio-
nes pares. Encuentre una que requiera cuatro intercambios para llegar a la matriz iden-
tidad.

21. Sidet A # 0, por lo menos uno de los n! términos en la gran férmula (6) no es cero.
Deduzca que algtin ordenamiento de los renglones de A no deja ceros en la diagonal.
(No use P de la eliminacién; esa PA puede tener ceros en la diagonal.) |

22. Demuestre que 4 es el determinante mds grande para una matriz de 3 por 3 de 1s po-
sitivos ¥ 1s negativos.

23. ;Cuésntas permutaciones de (1, 2, 3, 4) son pares, y cudles son? Crédito extra: ;Cué-
les son todos los posibles determinantes de 4 por 4 de [ + Pp,?

En los problemas 24 a 33 se usan cofactores C;; = (—1)'*/ det M;. Elimine el ren-
glon i, columna j.

24. Encuentre cofactores, y luego trasponga. Multiplique ¢ y C} por Ay Bl

1 2 3
7 0 O
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25.

26.

27.

28.

29.

Encuentre la matriz por cofactores C, y compare ACTcon A™h:

2 -1 0 ;3 21
A=1{-1 2 -1 A”‘=ZL 2 4 21
0 -1 2 1 23

La matriz B, es la matriz A, —1, 2, —1, excepto que by, = len vezde ay = 2. Use
cofactores del #ltimo renglén de B,, para demostrar que |By| = 2|Bs| — | Baf = 1t

i ‘é -1 bl
B, = 1 2 -1 By=|~1 2 -1
1 2 -1 2
La recurrencia | B,| = 2| Bn-1] — | Ba—z| €8 la misma que para las As. La diferencia

es en los valores iniciales 1, 1, 1 para n = 1, 2, 3. (Cudles son los pivotes?

B, sigue siendo igual a A, excepto por by; = 1. Asi, use linealidad en el primer ren-
glén, donde [1 —1 0] es igual a [2 —1 0] menos [1 00%L
1 -1 0 2 -1 0 1 0 0
-1 1 Rt !
[B"{ = An—y . An—t Apy
0 0 0

La linealidad en el rengién 1 proporciona | B, | = (A, — 1Al = .

El déterminante C, de n por n tiene 1s arriba y abajo de la diagonal principal:
01 0 10 ? é ? 8

C: = |0 C2=‘1 O‘ C3=é(1)(l) C4=0 10 1)
0 0 1 0

a) {Cudles son los determinantes de C,, Cy, C3, Cy?
b) Por cofactores, encuentre la relacién entre C, y C,,—; ¥ C,,—». Encuentre C.

En el problema 28 se tienen 1s justo arriba y abajo de la diagonal principal. Descen-
diendo en la matriz, ;qué orden de las columnas (en caso de haber alguno) proporcio-
na todos los 1s? Explique por qué esa permutacién es par paran = 4, 8,12, ..., e
impar paran = 2,6, 10, ...

C, = 0 (nimpar) C,=1(n=4,8,..) C,=—1(n=2,6,...).

30. Explique por qué el siguiente determinanie de Vandermonde contiene a X° pero no a
*ox
1 a o a°
1 b b B
Vi = det 1 c (:2 6'3 .
1 x x* £
El determinante es cerc en x = s , Y ,El cofactorde X’ es V3 = (b — a)

(c = a)c — b).Asi, Vi = (x —a)(x —b)}(x —o)Va.

31.

32.

33.

Lo

1]

35.

36.

37.
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Calcule los determinantes S, S,, S; de las siguientes matrices tridiagonales:

3

. 1
51213{ Szzfl 3( S3= :i

W o= O

1
0
Haga una conjetura de Fibonacci para S, y compruebe que tiene razdn.

Los cofactores de estas matrices 1, 3 1 proporcionan S, = 3S,-; — 8, . Desafio: De-
muestre que S, es el nimero de Fibonacci F,, .., al demostrar Fyyiq = 3F5, — Fa_,.
Siga utilizando la regla de Fibonacci Fy, = Fy.; + Fys.

Cambie 3 por 2 en la esquina superior izquierda de las matrices en el problema 32.
;Por qué se resta S, del determinante S,,? Demuestre que los determinantes se con-
vierten en los niimeros de Fibonacci 2, 5, 13 (siempre Fo,, 4 y).

problemas 34 a 36 son sobre matrices en blogue y determinantes en blogue.

. Con bloques de 2 por 2, jno siempre es posible usar determinantes en bloque!

l% g‘=IMID( pero ié gi¢]AHDkﬂCHBL

a) (Por qué es cierta la primera afirmacién? De alguna manera, B no entra.
b) Demuestre con un ejemplo que la igualdad falla (como se muestra) cuando entra C.
¢) Demuestre con un ejemplo que la respuesta det(AD — CB) también es errénea.

Con multiplicacién por bloques, A = LU tiene A, == LU, en la esquina superior iz-

quierda:
A = Ak * — Lk 0 Uk £
Tl s % * ok 0 =l

a) Suponga que los tres primeros pivotes de A son 2, 3, ~1. ;Cudles son los determi-
nantes de Ly, L,, L, (con 1s en la diagonal), U}, U,, U, y A}, A,, A3?
b) Si Ay, A,, As tienen determinantes 5, 6, 7, encuentre los tres pivotes.

En la eliminacién por bloque se resta CA™! multiplicado por el primer renglén [A B]
del segundo rengldn [C D). Asi, en la esquina queda el complemento de Schur D -

CA™'B:
I 0]{A B] _JA B
~CA™Y I{lc Dby 1o D-CAT'B}

Tome determinantes de estas matrices para demostrar reglas correctas para blogues
cuadrados:

'é, g] = |A||D —CA™'B] = |AD — CB|.

si A7! existe si AC = CA

Un determinante de 3 por 3 tiene tres productos “abajo a la derecha” y tres “abajo a la
izquierda” con signos menos. Calcule los seis términos de la figura para encontrar D.
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Luego expligue sin determinantes por qué la siguiente matriz es invertible o no:

- = 4

38. Para A, en el problema 6, cinco de los 4! = 24 términos en la gran f6rmula (6) son di-
ferentes de cero. Encuentre estos cinco términos para demostrar que Dy = —1.

39. Para la matriz tridiagonal de 4 por 4 (elementos —1, 2, —1), encuentre los cinco tér-
minos en la gran férmula con los que se obtiene det A = 16 — 4 — 4 — 4 + 1.

40. Encuentre el determinante de la siguiente matriz ciclica P por cofactores del renglén
1. ;Con cuéntos intercambios se reordena 4, 1,2,3en 1,2,3,4%es (|1P? = +10 —17?

00 0 1 0010
_ 100 0 »_lo 00 1| _To 1
P=1lo 10 o0 P"IOOO_[IOJ'

0010 0100

41. A = 2=*eye(n)—diag(ones(n—1, 1), 1)—diag{ones(n—1, 1),—1) es la matriz —1,
2, —1. Cambie A(1, 1) a 1 de modo que det A = 1. Pronostique los elementos de A™*
con base en n = 3, y pruebe su conjetura paran = 4.

42. (MATLAB) Las matrices —1, 2, —1 tienen determinante n + 1. Caleule (n + DA™
paran = 3 y 4, y compruebe su conjetura para n = 5. (Las inversas de las matrices
tridiagonales tienen la forma uv” de rango 1 arriba de la diagonal.)

43. Todas las matrices de Pascal tienen determinante 1. Si 1 se resta del elemento #, n,
(por qué el determinante se vuelve cero? (Use la regla 3, o cofactores).

11 1 1 11 1 1
1 2 3 4 .

det 13 6 10|~ 1 conocido det 1 § z 13 = { (explique).
1 4 10 20 1 4 10 19

4.4 APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES

En esta seccidn se desarrollan cuatro aplicaciones fundamentales: la inversa de A, la solu-
cion de Ax = b, el volumen de cajas y los pivotes. Estas aplicaciones se encuentran entre
los cdlculos clave en dlgebra lineal (realizados por eliminacién). Los determinantes propor-
cionan férmulas para las respuestas.

1. Csiculo de A~ El caso de 2 por 2/ilustra c6mo los cofactores van en A~ %

[a b]“‘ _ 1 d -p)_ 1 [Cu Cx
c d ad —bc |—C a detA [Ciz Cm |’
Se estd dividiendo entre el determinante, y A es invertible exactamente cuando det A es di-

ferente de cero. El nimero C); = d es el cofactor de . El nimere C;, = —c es el cofac-
tor de b (observe el signo menos). {Ese nimero C,, va en el renglén 2, columna 1!

Ejemplo 1
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El renglén a, b multiplicado por la columna Cy;, €, produce ad — bc. Este es el de-
sarrollo por cofactores de det A. Esta es la pista que se requiere: A ™! divide los cofactores
entre det A.

Nuestro objetivo es comprobar esta férmula para A ™', Es necesario ver por qué ACT = (det
Al

ay cee Qi Cll PN Cnl detA --- 0
: Fl S el E @
ni c dan Cin - Cun 0 oo detA
Con los cofactores €y, . . ., C,,, en la primera columna y no en ¢l primer renglon, se
multiplican a 4,4, . . ., a;,, y proporcionan el elemento diagonal det A. Cada renglén

de A multiplica a sus cofactores (el desarrollo por cofactores) para obtener la misma res-
puesta det A sobre la diagonal.

La pregunta critica es: ; Por qué se obtienen ceros fuera de la diagonal? Si se combi-
nan los elementos ay; del renglén 1 con los cofactores Cy; del renglén 2, ;por qué el resul-
tado es cero?

renglén 1de A, renglén 2deC CluCz; -+ a12C22 B o al,,Cz,, =0, (3)

La respuesta es: se estd calculando el determinante de una nueva matriz B, con un nuevo
renglén 2. El primer renglén de A se copia en el segundo renglén de B. Asi, B tiene dos
renglones iguales, y det B = 0. La ecuacién (3) es el desarrollo de det B a lo largo de
su renglén 2, donde B tiene exactamente los mismos cofactores que A (porque el segundo
renglén se elimina para encontrar esos cofactores). La extraordinaria multiplicacién matri-
cial (2) es correcta.

Esa multiplicacién ACT = (det A) proporciona de inmediato A1, Recuerde que el co-
factor al borrar el renglén i v la columna j de A va en el rengldn j y en la columna i de CT.
Al dividir entre el niimero det A (jen caso de no ser cero!) se obtiene A7 = CT/det A.

La inversa de una suma de matrices es una matriz en diferencias:

1 1 1 cr 1 -1 0
A=10 1 1| tiene A'*=d < = 0 1 -1
0 0 1 et 0 0 1

El signo menos entra porque los cofactores siempre incluyen a (— 1)/,

2. LasocluciéndeAx = b, La multiplicacién x = A~ b es justo C*b dividido entre det
A. Hay una forma conocida de escribir la respuesta (xy, . .., X,):
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Eiemplo 2

Demostracicn B; se desarrolla por cofactores de su columna j-ésima (que es b). Como los
cofactores ignoran esa columna, det B; es exactamente la j-ésima componente en el produc-
to CTh:

detBj = b]CU +b2C2j e annj~
Al dividir lo anterior entre det A se obtiene x;. Cada componente de x s un cociente de dos
determinantes. Este hecho pudo haberse reconocido a partir de la eliminacién gaussiana,
pero no fue asf. e

La solucién de
Xy + 3x =0

2x; + dx, = 6
tiene 0 y 6 en la primera columna para x,, y en la segunda columna para x,:
\0 3 1 0
6 4 —18 2 6 6
P DS =12 = = -3
Il Y e S A T T
2 4 2 4

Los denominadores siempre son det A. Para 1000 ecuaciones, la regla de Cramer requiere
1001 determinantes. Para mi consternacién, encontré en un libro titulado Mathematics for
the Millions que la regla de Cramer era realmente recomendada (y la eliminacién se deja-
ba de lado):

Para tratar con un conjunto que implica cuatro variables u, w, z, primero es necesa-
rio eliminar una de ellas en cada uno de los tres pares con la finalidad de obtener tres
ecuaciones en tres variables y asf proceder para el triple miembro izquierdo para ob-
tener valores para dos de ellas. El lector que haga esto como ejercicio empezaréd a
darse cuenta de cudn formidablemente laborioso se convierte el método de elimina-
cién, donde es necesario tratar con més de tres variables. Esta consideracién nos in-
vita a explorar la posibilidad de un mérodo mds rdpido . . .

{El “método mds rapido” es la regla de Cramer! Si el autor intentaba calcular 1001 de-
terminantes, yo llamaria al libro Mathematics for the Millionaire!

3. Elvolumen de una caja. La relaci6n entre el determinante y el volumen se vuelve més
evidente cuando los dngulos son rectos: las aristas son perpendiculares, y la caja es rectangu-
lar. Asi, el volumen es el producto de las longitudes de las aristas: volumen = £,£, ... £,.

Se desea obtener el mismo £,4, - - - £, a partir de det A, cuando las aristas de esa ca-
Jja estén en los renglones de A. Con 4ngulos rectos, estos renglones son ortogonales y AAT
es diagonal:

renglén 1
Caja con angulos rectos .

T o
Renglones ortogonales AA =

renglén n

e B OveG 3 O
S BOR Do
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Las £; son las longitudes de los renglones (las aristas), y los ceros fuera de la diagonal se
deben a que los renglones son ortogonales. Usando las reglas del producto y de la traspo-
sicién,

Caso con dngulos rectos £7¢2..-/2 = det(AAT) = (det A)(det AT) = (det A)?.

La raiz cuadrada de esta ecuacién indica que el determinante es igual al volumen. Fl sig-
no de det A indica si las aristas constituyen un conjunto “derecho” de coordenadas, como
en el sistema x-y-z de costumbre, o un sistema izquierdo, como y-x-z.

Si los dngulos no son de 90°, entonces el volumen no es el producto de las longitudes.
En el plano (véase la figura 4.2), el “volumen” de un paralelogramo es igual a la base £
multiplicada por la altura 4. El vector b — p de longitud % es el segundo renglén b = (a,,.
@), ENOs su proyeccién p sobre el primer renglén. La cuestién clave es ésta: Por la re-
gla 5, det A permanece sin cambio cuando un maltiplo del renglén 1 se resta del renglén 2.
El paralelogramo puede cambiar a un rectdngulo, donde ya se ha demostrado que volu-
men = determinante.

En n dimensiones, se requiere mds trabajo para hacer rectangular a cada caja, aunque
la idea es la misma. El volumen y el determinante permanecen sin cambio si de cada ren-
glén se resta su proyeccién sobre el espacio generado por los renglones precedentes, dejan-
do un “vector longitud” perpendicular como pb. Este proceso de Gram-Schmidt produce
renglones ortogonales, con volumen = determinante. Asi, la misma desigualdad debe cum-
plirse para los renglones originales.

b= (0217 022)

| altura

vh=[b—p|
\\ @ = (0:11,@12)

longitud £ = |a|

Figura 4.2 Volumen (drea) del paralelogramo = £ veces k& = |det Al

As{ se completa el vinculo entre los volimenes y los determinantes, aunque merece la
pena volver una vez més al caso mds simple. Se sabe que

1 0} _ 1 0] _
det[o 1]-—1, det[c 1]—1.

Estos determinantes proporcionan los voldmenes, o las dreas, ya que se estd trabajando en
dos dimensiones, que se muestran en la figura 4.3. La base y la altura del paralelogramo
miden uno; de modo que su drea también es 1.

4. Una férmula para los pivotes. Finalmente ya es posible saber cudndo es posible
realizar la eliminacién sin intercambios de renglones. La observacién clave es que los
k primeros pivotes estén determinados completamente por la submatriz 4, en la esqui-
na superior izquierda de A. Los renglones y las columnas restantes de A no afectan esta
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1 rengldn 2 = (0,1) 1 renglén 2 = (¢, 1)
nl= in 1= (1
- renglon 1 = (1,0) ./ re0EI6D (1,0)
1 1

Figura 4.3 Las éreas de un cuadrado unitario y de un paralelogramo unitario son iguales a 1.

esquina del problema:

La eliminacién a b e a b e
sobre 4 incluye la A=]c d f|— |0 (ad—boc)/a (af —ec)/a
eliminacién sobre A, g h i g h i

Ciertarnente, el primer pivote sélo depende del primer renglén y de la primera columna. El se-
gundo pivote {ad — bcYa, s6lo depende de la submatriz esquinada A, de 2 por 2. El resto de
A no entra sino hasta el tercer pivote. En realidad, lo que determina la esquina superior izquier-
da de L no sélo son los pivotes, sino todas las esquinas superiores izquierdas de L, D, y U:

1 a 1 b/a =*
A=LDU = |c/a 1 (ad — bc)/a 1 =
* x 1 * 1

Lo que se ve en los dos primeros renglones y columnas es exactamente la factorizacién de
la submatriz esquinada A,. Esta es una regla general si no hay intercambios de renglones:

La demostracidn es ver que esta esquina puede establecerse primero, incluso antes de consi-
derar otras eliminaciones. O bien, se aplican las reglas para la multiplicacidn por blogues:

1oy~ [Ee 0][De 01[Ux F] _ [LeDuUs LiDiF
B c|lo EJ]|o & BD.U, BDF+CEG]

Al comparar la dltima matriz con A, la esquina L, D, U, coincide con A,. Asi,
det A, = det Ly det D det U, = det Dy = dids - - - d.

El producto de los k primeros pivotes es el determinante de A,. Fsta es la misma regla que
ya se conoce para toda matriz. Debido a que el determinante de A, estd dado por d,d, -
dy...1, cada pivote d, puede aislarse como un cociente de determinantes:

det Ak _ d1d2 nee dk
det Ap—1 didy - - di—y
En el gjemplo anterior, el segundo pivote era exactamente este cociente {ad — bc)/a.

Es el determinante de A, dividido entre el determinante de A,. (Por convencionalismo, det
Ay = 1, de modo que el primer pivote es a/1 = q).

Férmula para los pivotes = d. (5

¥y
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B, PR . DEL URUGUAY
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Al multiplicar entr® si-a‘todos los pivotes mdivﬁuales, se recupera

_detA;detA; detA,  detA,

didy - -d, =detA.

" detAgdetA; detA,; detAg

Con base en la ecuacion (5) es posible leer finalmente la respuesta de nuestra pregun-
ta original: Todos los elementos pivote son diferentes de cero siempre que todos los nii-
meros det A, sean diferentes de cero:

Eso es lo concerniente a los determinantes, excepto por una observacidn opcional sobre la
propiedad 2: el cambio de signo sobre los intercambios de renglones. El determinante de
una matriz permutacion P es el dnico punto cuestionable en la gran férmula. Independien-
temente de los intercambios particulares en los renglones que vinculan P con /, el nidimero
de intercamnbios siempre es par o impar? De ser as{, su determinante estd bien definido por
laregla 2, como +10 —1.

Empezando con (3, 2, 1), con un simple intercambio de 3 y 1 podria llegarse al orden
natural (1, 2, 3). Asf serfa también con un intercambio de 3 v 2, luego de 3 y 1, y después de
2y 1. En ambas secuencias, el niimero de intercambios es impar. La afirmacion es que un nii-
mero par de intercambios jamds puede producir el orden natural, empezando con (3, 2, 1).

A continuacién se proporciona una demostracién. Considere cada par de niimeros en
la permutacién, y sea N la cantidad de pares en que primero aparece el nimero mayor. Cier-
tamente, N = 0 para el orden natural (1, 2, 3). El orden (3, 2, 1) tiene N = 3 porque todos
los pares (3, 2), (3, 1), y (2, 1) son erréneos. Se demostrard que todo intercambio modifica
a N por un niimero impar. Luego, para llegar a N = 0 (el orden natural) se requiere un nd-
mero de intercambios que tenga la misma caracteristica par o impar que N.

Cuando se intercambian vecinos, N cambia por +1 o —1. Cualguier intercambio pue-
de lograrse mediante un niimero impar de intercambios de vecinos. Esto completa la de-
mostracién;, un ndmero impar de ndmeros impares es impar. Para intercambiar los
elementos primero y cuarto a continuacién, que son 2 y 3, se requieren cinco intercambios
(un nfimero impar) de vecinos:

(2,1,4,3) > (1,2,4,3) - (1,4,2,3) — (1,4,3,2) — (1,3,4,2) — (3, 1,4, 2).

Se requieren £ — k intercambios de vecinos para mover el elemento que estd en el lugar k
al lugar £. Luego, £ — %k — 1 intercambios mueven al elemento que originalmente estaba
en el sitio £ (y que ahora se encuentra en el lugar £ — 1) de regreso al lugar k. Debido a
que (£ — k) + (£ — k — 1) es impar, se ha completado la demostracidn. El determinante
no sélo tiene todas las propiedades antes encontradas, incluso existe.

Conjunto de problemas 4.4

1. Encuentre el determinante y todos los nueve cofactores C;; de la siguiente matriz trian-

lar:
guiar 1 2 3
a=1lo0 4 o
00 5

Escriba CT, y compruebe que ACT = (det A). ;Quées A™'?
Y

s
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2.

Use la matriz de cofactores C para invertir las siguientes matrices simétricas:

2 —1 0 1 1 1
A=1-1 2 -1 y B=1]1 2 2
0 -1 2 1 2 3

Encuentre x, y, ¥ z aplicando la regla de Cramer en la ecuacién (4):

x+4y— z=1
ax +by =1 7

x+ y+ z=0
cx +dy =0 4 Y

2x +3z=0.

a) Encuentre el determinante cuando un vector x sustituye a la columna j de la identi-
dad (considere x; = 0 como un caso por separado):

entonces det M = ___

b) Si Ax = b, demuestre que AM es la matriz B; en la ecuacién (4), con b en la colum-
na j.

¢) Deduzca la regla de Cramer, tomando determinantes en AM = B,

a) Dibuje el tridngulo con vértices A = (2, 2), B = (—1, 3), y C = (0, 0). Al conside-
rarlo como la mitad de un paralelogramo, explique por qué su drea es igual a

) 1 2 2
areax(ABC)—~-2-det[__1 3}.

b) Mueva el tercer vértice a C = (1, —4) y justifique la férmula

1 1 y»n 1 1 2 21
drea (ABC) = Edet x3 y2 1| = 3 det | —1 3 1
X3 Y3 1 1 -4 1
Sugerencia: Al restar el dltimo renglén de cada uno de los demés se obtiene
2 21 1 6 0 16
det | —1 3 1) =det| -2 7 0 =det{_2 7].
1 -4 1 1 -4 1

Trace A’ = (1, 6), B' =(—2,7), C' = (0, 0) y surelacién con A4, B, C.

Explique en términos de volimenes por qué det 34 = 3" det A para cualquier matriz
A de n por n.

Pronostique, y confirme por eliminacién, los elementos pivotes de

2 1 2 21 2
A=14 5 0 y B=14 5 3
2 7 0 2 7 60
Encuentre todas las permutaciones impares de los niimeros {1, 2, 3, 4}. Provienen de
un nimero impar de intercambios y conduce adet P = —1.

Suponga que la permutacién P lleva (1,2, 3,4,5)a (5,4, 1, 2, 3).
a) ;Qué hace P2 a (1, 2,3, 4,5
by (Qué hace Pl a(l,2,3,4,5)?

16.
11.

12.
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Si P es una permutacién impar, explique por qué P2 es par pero P! es impar.
Demuestre que si se mantiene la multiplicacién de A por la misma matriz permuta-
cién P, entonces el primer renglén termina por regresar a su sitio original.

Si A es una matriz de 5 por 5 con todos layl = 1, entonces det A = . Los voli-
menes, la gran férmula o los pivotes deben proporcionar alguna cota superior para
el determinante.

Los problemas 13 al 17 son sobre la regla de Cramer parax = 4 %5,

13.

14.

15.

16.

17.

Resuelva las siguientes ecuaciones lineales, aplicando la regla de Cramer x; = det
B;/det A:

2x1+ X3 =1

2X}+5X2 =1
b) x,+2x2+ X?3=0

X1+4JC2=2.
x3 +2x3 = 0.

Use la regla de Cramer para despejar (solamente) y. Sea D el determinante de 3 por 3:
ax +by + cz =1
by dx+ey+ fz=20
gx +hy+ iz =0.
La regla de Cramer falla cuando det A = 0. El ejemplo a) no tiene solucién, mientras
b) tiene una infinidad. ;Cuéles son los cocientes x; = det B; /det A?
2xy +3x; =1 2x; +3x; =1
4x; +6xy = 1 4x; + 6x; = 2.

Demostracion rdpida de la regla de Cramer. El determinante es una funcién lineal de la
columna 1. Es cero si dos columnas son iguales. Cuando b = Ax = x4, + X8, +
X3@3va en la columna 1 para producir B, el determinante es

ax +by =1
cx +dy = 0.

(rectas paralelas) b) (la misma recta)

’b ay a;' = rx;a; + X987 *F x383 a3 a3l =x11a1 - 23 a3} = x; det A.

a) ;Qué férmula para x,; proviene de miembro izquierdo = miembro derecho?
by (Qué pasos llevan a la ecuacidn de en medio?

Si el miembro derecho b es la vltima columna de A, resuelva el sistema Ax = b de 3 por
3. Explique cémo cada determinante en la regla de Cramer conduce a su solucién x.

Los problemas 18 a 26 son sobre A 7! = C%/det A. Recuerde trasponer C.

18.

19.

20.

Encuentre A™! a partir de la férmula de cofactores C"/det A. Use simetrfa en el inci-
so b):

i 20 2 -1 0
ay A=10 3 0}. by A= |—-1 2 -1
0 4 1 0 -1 2

Si todos los cofactores son cero, {c6mo se sabe que A no tiene inversa? Si ninguno de
los cofactores es cero, (es seguro que A es invertible?

Encuentre los cofactores de A, y multiplique ACT para encontrar det A:

1 1 4 6 =3 0
A = 1 2 2 s C = . . -, v ACT = .
1 2 5

Si el elemento de la esquina se cambia de 4 a 100, ;por qué det A permanece sin cam-
bio?
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21. Suponga que det A = 1 y que se conocen todos los cofactores. ;Cémo puede encon-
trarse A7

22. A partir de la férmula ACT = (det A)J, demuestre que det C = (det AY*™ L.

23. (Sélo para profesores) Si se conocen todos los 16 cofactores de una matriz invertible
A de 4 por 4, ;cémo encontrar A?

24. Si todos los elementos de A son enteros, vy det A = 1 o —1, demuestre que todos los
elementos de A™! son enteros. Proporcione un ejemplo de 2 por 2.

25. L es triangular inferior y S es simétrica. Suponga que son invertibles:

a 0 0 a b d
L=1b ¢ 0O S=1b ¢ e
d e f d e f

a) ;Cudles son los tres cofactores de L que son cero? Entonces ™! es triangular infe-
rior.
b) ;Cudles son los tres pares de cofactores de S que son iguales? Entonces S~ ! es si-
métrica.
26. Paran = 5, la matriz C contiene cofactores y cada cofactor de 4 por 4 contiene
términos y cada término requiere _____ multiplicaciones. Compare con 5% =125
para el cdlculo de Gauss-Jordan de A™%

Los problemas 27 a 36 son sobre drea y volumen por determinantes.

27. a) Encuentre ¢l drea del paralelogramo con aristas v = (3, 2) y w = (1, 4).
b) Encuentre el 4rea del tridngulo con lados v, w, y v + w. Dibijelo.
¢) Encuentre el drea del tridngulo con lados v, w, y w — v. Dibijjelo.

28. Las aristas de unacajavan de (0, 0,0)a (3, 1, 1), (1, 3, 1), y (1, 1, 3). Encuentre su
volumen y también el 4drea de cada cara del paralelogramo.

29. a) Los vértices de un tridgngulo son (2, 1), (3, 4), ¥ (0, 5). (Cudl es el drea?
b) Un nuevo vértice en (—1, 0) lo hace de lobular (cuatro lados). Encuentre el drea.

30. EI paralelogramo con lados (2, 1) y (2, 3) tiene la misma 4rea que el paralelogramo
con lados (2, 2) y (1, 3). Encuentre estas 4reas a partir de determinantes de 2 por 2, y
justifique por qué deben ser iguales. (No puedo verlo en una ilustracién. Por favor es-
cribame si usted puede verlo.)

31. La matriz H de Hadamard tiene renglones ortogonales. {La caja es un hipercubo!

1 1 1 1
vk 11 -1 ~1 . 4
(Quées det H = 1 -1 -1 117 volumen de un hipercubo en R*?

1 -1 1 -1

32. Silas longitudes de las columnas de una matriz de 4 por 4 son L, L,, Ls, Ly, jcudl es
el méximo valor posible para el determinante (com base en el volumen)? Si todos los
elementos son 1 0 —1, ;codles son esas longitudes y el determinante maximo?

33. Demuestre con una figura cémo un rectangulo con 4rea x,y, menos un rectdngulo con
drea x,y; produce el drea x;y, — x,y; de un paralelogramo.

34. Cuando los vectores arista @, &, ¢ son perpendiculares, el volumen de la caja es ||al| por
I16)] por Jlc|. La matriz ATA es . Encuentre det ATA y det A.
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35. ;Cudntos vértices tiene un cubo n-dimensional? ;Cudntas aristas? ;Cudntas caras n — 1
dimensionales? El n-cubo cuyas aristas son los renglones de 27 tiene volumen _____
Una computadora hiperciibica tiene procesadores en paralelo en los vértices, con co-
nexiones a lo largo de las aristas.

36. El drea de un tridgngulo con vértices (0, 0), (1, 0), (0, 1) es % El volumen de la pirdmi-
de con cuatro vértices (0, 0, 0), (1,0, 0), (0, 1, 0), (0,0, 1) es . ¢Cudl es el volu-
men de la pirdmide en R* con cinco vértices en (0, 0, 0, 0) y los renglones de I?

Los problemas 37 a 40 son sobre dreas dA y voltumenes dV, en célculo.
37. Las coordenadas polares satisfacen x = r cos #y y = r sen 8. El drea polar J dr df in-
cluye a J:

cosf@ —rsenf
send rcos@!’

J

_|dx/or 9x/d6
dy/or dy/a39

Las dos columnas son ortogonales. Sus longitudes son CAsf, J =

38. Las coordenadas esféricas p, ¢, 8 proporcionan x = p sen ¢ cos 6,y = psen ¢ sen 6,
z = p cos ¢. Encuentre la matriz jacobiana de 9 derivadas parciales: 8x/3p,9x/3¢,
9x/06 estdn en el renglén 1. Simplifique su determinante 2 J = 0% sen ¢. Luego,
dV = p* sen ¢ dp d df.

39. La matriz que relaciona r, 6 con x, y y estd en el problema 37. Invierta esa matriz:

_|8r/dx dr/ay

36/8x 86/dy

cosd ?
? ?

J! =7

Es sorprendente que 3r/8x = 3x/dr. Bl producto J/ ™! = [ proporciona la regla de la

cadena
0x ox or dx 06
ox ar dx 36 dx
40. El drea del tridngulo con vértices (0, 0), (6, 0), vy (1, 4) es . Cuando se hace rotar
un dngulo 8 = 60°, el 4rea es . La matriz rotacidn tiene

cosf —senb
senf® cosé

1
determinante = = f} = ?

?

41. Sean P = (1,0, -1, Q0 = (1,1, 1),y R = (2, 2, 1). Escoja § de modo que PORS sea
un paralelogramo, y calcule su 4rea. Escoja T, U, V de modo que OPORSTUV sea una
caja inclinada, vy calcule su volumen.

42. Suponga que (x, ¥, 2), {1, 1, 0), ¥ (1, 2, 1) estdn en un plano que pasa por el origen.
Cudl determinante es cero? ;Qué ecuacién proporciona esto para el plano?

43. Suponga que (x, y, z) es una combinacién lineal de (2, 3, Dy (1, 2, 3). ;Cudl detem.ni-
nante es cero? ; Qué ecuacién proporciona esto para el plano de todas las combinacio-
nes?

44. SiAx = (1,0,...,0), demuestre que la regla de Cramer proporciona x = primera co-
lumna de A~

45. (VISA a AVIS) Esto requiere un niimero impar de intercambios (IVSA, AVSI, AVIS).
Cuente los pares de letras en VISA y AVIS que estdn invertidas en orden alfabético.
La diferencia debe ser impar.
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Capitulo

Fjercicios de repaso

4.1 Encuentre los determinantes de

1111 2 -1 0 -1
1112 -1 2-1 0
11 3 1 y 0 -1 2 -1
14 11 -1 0-1 2

42 SiB = M 'AM, ;por qué es cierto que det B = det A? También demuestre que det
AT'B=1.

4.3 Empezando con A, multiplique su primer renglén por 3 para obtener B, y reste el pri-
mer renglén de B del segundo para obtener C. ;Cémo estd relacionado det C con det
A?

4.4 Resuelva3u + 2v = 7, 4u + 3v = 11, aplicando la regla de Cramer.

4.5 Sitodos los elementos de A y A™! son enteros, ;cémo sabe que ambos determinantes
son 1 0 —17 Sugerencia: ;A qué es igual det A multiplicado por det A™1?

4.6 Encuentre todos los cofactores, y la inversa o el espacio nulo, de
3 5 cosf ~—senb a b
6 9|’ seng  cosd " 7 a b’
4.7 ;Cudl es el volumen del paralelepipedo que tiene cuatro de sus vértices en (0, 0, 0),
(—1,2,2), (2, —1,2), vy (2, 2, 1)7 ; Dénde estan los otros cuatro vértices?

4.8 ;Cuéntos términos hay en el desarrollo de un determinante de 5 por 5, y cudntos de
éstos es seguro que son cero si a; = 07

4.9 Si P, es una matriz permutacién par y P, es impar, a pattir de P, + P, =
PP, T + P,Typ, deduzca que det (P, + P,) = (.

4.10 Sidet A > 0, demuestre que A puede conectarse a / mediante una cadena continua de
matrices A(f), todas con determinantes positivos. (Laruta directa A(9) = A + (I — A)

va de A(0) = A a A(1) = ], pero entretanto A(#) puede ser singular. Fl problema no es
tan sencillo, y el autor agradecera las soluciones que le sean enviadas.)

4.11 Explique por qué€ el punto (x, y) estd sobre la recta que pasa por (2, 8) y (4, 7), si

x y 1
det}2 8 1] =0, obien x+2y—18=0.
4 7 1

4.12 En analogfa con el ejercicio previo, jcudl es la ecuacién para que (x, y, z) esté sobre
el plano que pasa por (2, 0, 0}, (0, 2, 0) vy (0, 0, 4)? Implica un determinante de 4 por
4.

413 Silos puntos (x, ¥, 2), (2, 1,0}, y (1, 1, 1) estén sobre un plano que pasa por el ori-
gen, ;qué determinante es cero? Los vectores (1,0, —1), (2, 1,0), (1, 1, 1), json in-
dependientes?

4.14 Si todo rengidn de A tiene un solo +1, o un solo —1, o uno de cada uno (y en caso
contrario es cero), demuestre que det A = 16 —100.

VELT7 OV
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415 SiC = [‘; g] y D= [:‘v ;} » entonces CD = —DC produce 4 ecuaciones Ax = O:

2a c b 0 u [3)
CD+DC =0 es boa+d 0 b lu| _ |0

c 0 a+d ¢ w (U

0 c b 2d z 0

a) Demuestre que det A = Osia + d = 0. Resuelva para u, v, w, z, los elementos
de D.

b) Demuestre que det A = 0 si ad = be (de modo que C es singular).
En todos los demds casos, CD = ~D( sélo es posible con D = matriz cero.

4.16 El desplazamiento circular permuta (1,2,...,m)en(2,3,...,1). ;Cudl es la matriz
permutacién correspondiente P, y (dependiendo de n), cudl es su determinante?

4.17 Encuentre el determinante de A = eye(5) + ones(5) y si es posible, el de
eye(n) + ones(n).



Capitulo

alores caracteristicos y
ectores caracteristicos

V

5.1 INTRODUCCION

Este capitulo inicia la “segunda parte” del dlgebra lineal. La primera mitad concernia a
Ax = b. El nuevo problema, Ax = Ax, se resolverd simplificando una matriz, haciéndola
diagonal de ser posible. El paso fundamental es ya no restar un miiltiplo de un rengldn de
otro. La eliminacién modifica los valores caracteristicos, lo cual no es deseable.

Los determinantes proporcionan una transicién de Ax = b a Ax = Ax. En ambos ca-
sos el determinante lleva a una “solucién formal”: para la regla de Cramer parax = A™'5,
y para el polinomio det (A — AL) cuyas raices son los valores caracteristicos. (Ahora todas
las matrices son cuadradas; los valores caracteristicos de una matriz rectangular no tienen
mds sentido que su determinante.) El determinante puede usarse realmente sin = 2 0 3.
Para n grande, el cdlculo de X es mds dificil que resolver Ax = b.

El primer paso es comprender la manera en que los valores caracteristicos pueden ser
de utilidad. Una de las aplicaciones de éstos es en las ecuaciones diferenciales. jAqui se
supone que el lector no es un experto en ecuaciones diferenciales! Si el lector puede di-
ferenciar X", sen x, y €, sabe lo suficiente. Como ejemplo especifico, considere el par de
ecuaciones acopladas

£i—lir—/ah)—-Sw, v=8 en t =0,

dt

d )]
£=2v—3w, w =5 en t=0.

dt

Este es un problema con valor inicial. La inc6gnita se especifica en el instante ¢ = 0, me-
diante los valores iniciales proporcionados 8 y 5. El problema consiste en encontrar v(f) ¥
w(?) para instantes posteriores ¢ > 0.

Resulta facil escribir el sistema en forma matricial. Sea u(?) el vector que se descono-
ce, con valor inicial «#(0). La matriz de coeficientes es A:

Vector desconocido u(t) = [:J((?):I‘ u(0) = EJ A= [3 :2]

Las dos ecuaciones acopladas se convierten en la ecuacién vectorial que se busca:

Forma matricial L= 2
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Este es el planteamiento bésico del problema. Observe que se trata de una ecuacién de pri-
mer orden; no aparecen derivadas de orden superior, y es lineal en las incOgnitas. También
tiene coeficientes constantes; la matriz A es independiente del tiempo.

. C6mo se encuentra u(£)? Si en vez de una sola incégnita hubieran dos, seria facil con-
testar esta pregunta. En lugar de una ecuacién escalar se tendria una ecuacién vectorial:

d
Ecuacién simple Elti =qu con u =u(0) en t=20. 3)

Basta conocer la solucién de esta ecuacién:

Exponencial pura  u(z) = ¢*u(0). 4)

Il

En el instante inicial # = 0, u es igual 2 #(0) porque €® = 1. La derivada de e* tiene el fac-
tor requerido a, de modo que du/dt = au. De esta forma se satisfacen tanto la condicién
inicial como la ecuacién.

Observe el comportamiento de u para grandes instantes. La ecuacién es inestable si
a > 0, neutralmente estable si a = 0, o estable si a < 0; el factor ¢” tiende al infinito, per-
manece acotado o tiende a cero. Si a fuese un ndmero complejo, a = a + i3, entonces las
mismas pruebas podrian aplicarse a la parte real .. La parte compleja produce oscilaciones
et = cos Bt + i sen Bt. La disminucidn o el crecimiento estn regidos por el factor e™.

Tanto para una simple ecuaci6n. Se asumird un método directo a sistemas, y s¢ busca-
rén soluciones con la misma dependencia exponencial sobre t justo para encontrar en el ca-
so escalar:

() = e
€3] )
w(t) = &Mz
0, en notacién vectorial,
u(t) = eMx, 6)

Esta es toda la clave para las ecuaciones diferenciales du/dr = Au: buscar soluciones ex-
ponenciales puras. Al sustituir v = "y w = €'z en la ecuacidn, se encuentra

reMy = deMy — 5eMz
reMz = 2eMy — 3eMz,

El factor € es comtn a cada término, por lo que puede eliminarse. Esta cancelacién es la
razén por la cual para ambas incégnitas se supone el mismo exponente A; asi se queda con

)

Problema de valor caracteristico

Esta es la ecuacién con valor caracterfstico. En forma matricial, se trata de Ax = Ax. Pue-
de verla de nuevo si se utiliza # = ¢*x: un niimero ¢’ que crece o disminuye multiplicado
por un vector fijo x. Al sustituir en duldt = Au se obtiene he'x = Ae*'x. Al cancelar €
se obtiene

(3

Ecuacién de valor caracteristico
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Ahora se cuenta con la ecuacién fundamental de este capitulo. Implica dos inc6gnitas,
Ay x. Se trata de un problema algebraico, jpor lo que es posible olvidarse de las ecuacio-
nes diferenciales! El ndmero A (lambda) es un valor caracteristico de la matriz A, y el vec-
tor x es el vector caracteristico asociado. Nuestro objetivo es encontrar los valores
caracteristicos y los vectores caracterfsticos, las As y las xs, y utilizarlas.

Las soluciones de Ax = Jx

Observe que Ax = Ax es una ecuacién no lineal; A multiplica a x. Si fuese posible encon-
trar A, entonces la ecuacién para x serfa lineal. De hecho, en lugar de lx podria escribirse
Alx, y pasar este término al miembro izquierdo:

&)

La matriz identidad preserva matrices y preserva rectos a los vectores; la ecuacién (4 —
A)x = 0 es més corta, pero estd mezclada. Esta es la clave del problema:

El vector x estd en el espacio nulo de A — \1.
El nidimero A se escoge de modo que A — LI tenga un espacio nulo.

Por supuesto, toda matriz tiene un espacio nulo. Resultarfa ridiculo sugerir lo contrario, pe-
ro el lector puede darse cuenta de este asunto. Se busca un vector caracteristico x disrinto
de cero. El vector x = 0 siempre satisface Ax = Ax, aunque resulta inttil para resolver ecua-
ciones diferenciales. El objetivo es construir u(?) sin exponenciales e*'x, v se estd interesa-
do sélo en aguellos valores particulares ) para los que exista un vector caracteristico x
distinto de cero. Para que sea 1til, el espacio nulo de A — AJ debe contener vectores dife-
rentes de cero. En breve, A — A debe ser singular.
Para el efecto, el determinante proporciona una prueba concluyente.

En nuestro ejemplo, A se sustituye por A/ para hacerla singular:

4~3% =5
Restar A7 — =
I |

Observe que A sélo se resta de la diagonal principal (ya que multiplica a 7).
Determinante |[A —Al|= (4 —A}-3—-2)+10 o A*—r-2

Este es el polinomio caracteristico. Sus raices, donde el determinante es cero, son los va-
lores caracteristicos. Estos provienen de la férmula general para encontrar las raices de una
cuadritica, o de la factorizacidn de A — A — 2 = (A + 1)(A — 2). Estoescerosi A = —1
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0 A = 2, lo cual se confirma con la f6rmula general:

_ —bE: NP —4ac _ 1£0 _
h 2a S 2

Valores caracteristicos A -1y 2.

Hay dos valores caracteristicos, porque una cuadritica tiene dos raices. Toda matriz

de 2 por 2 A — AJ tiene a A? (y ninguna otra potencia superior de ) en su determinante.
Los valores A = —1 y A = 2 llevan a la solucién de Ax = Ax 0 (A — ADx = 0. Una

matriz con determinante igual a cero es singular, por lo que en su espacio nulo debe haber

vectores x diferentes de cero. De hecho, el espacio nulo contiene toda una recta de vecto-

res caracteristicos; jes un subespacio!

M=l (A—MDx= B :g} B] = [g]

La solucidn {el primer vector caracteristico) es cualquier mdltiplo diferente de cero de x;:

Vector caracteristico para 1., x; = E]

El cdlculo de A, se realiza por separado:

o~ _ {2 ~-5{|y| _ 10
e wone=[2 2] P[]

El segundo vector caracterfstico es cualquier muiltiplo diferente de cero de xy:

Vector caracteristico para A, x, = B} .

Quizi el lector observe que las columnas de A — A,/ proporcionan x,, y que las columnas
de A — )\,[ son miltiplos de x;. Este becho es especial (y ttil) para las matrices de 2 por 2.

En el caso de 3 por 3, a menudo igualo una componente de x a 1, y resuelvo (A — AD)x
= 0 para las otras componentes. Por supuesto, si x es un vector caracteristico, entonces
también lo son 7x y —x. Todos los vectores en el espacio nulo de A — AJ (que se conoce
como espacio caracteristico) cumplen Ax = Ax. En nuestro ejemplo, los espacios caracte-
risticos son las rectas que pasan porx; = (1, Dy x, = (5, 2). ’

Antes de volver a la aplicacién (la ecuacidn diferencial), se recalcan los pasos para re-
solver Ax = Ax:

1. Calcular el determinante de A — )1, Una vez que A se ha restado de la diagonal prin-
cipal, este determinante es un polinomio de grado n. Comienza con (—)".
2. Encontrar las raices de este polinomio. Las n raices son los valores caracteristicos

de A.

3. Para cada valor caracteristico, resolver la ecuacién (A — ADx = 0. Debido a que el
determinante es cero, hay otras soluciones distintas de x = 0. Se trata de los vectores
caracteristicos.

En la ecuacién diferencial, lo anterior produce las soluciones especiales u = ¢*x. Se trata
de las soluciones puramente exponenciales de du/dt = Au. Observe a ™'y ¢

u(t) = eM'x, = ¢~ E} y u(t) = My, = &% B} .
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Estas dos soluciones especiales proporcionan la solucién completa. Pueden multiplicarse
por nidmeros cualesquiera ¢; ¥ ¢,, y pueden sumarse entre si. Cuando u, y u, satisfacen la
ecuacién lineal du/dt = Au, también lo hace su suma u; + i,

Solucién completa  u(r) = cie*x; + 06" x, 12)

Este hecho se denomina superposicion, y es vélido para las ecuaciones diferenciales (ho-
mogéneas y lineales) justo como era valido para ecuaciones matriciales Ax = 0. El espacio
nulo siempre es un subespacio, y las combinaciones de las soluciones siguen siendo solu-
ciones.

Ahora se tienen dos pardmetros libres ¢, ¥ ¢,, y es razonable esperar que sea posible
de modo que cumplan la condicién inicial u = u(Q) en s = 0O:

Condicién inicial  ¢1x; + caxa = u(0) obien | 1 2| [°1] = [8]. (13)
1 2 2 5

Las constantes son ¢, = 3y ¢, = 1, y la solucién de la ecuacién original es
= Ut 1 |5
u(t) = 3e t:l + e e (14)

Cuando las dos componentes se escriben por separado, se tiene v(0) = 8 y w(0) = 5:
Solucién v(2) = 3e" + 5%, w(z) = 377 + 2%,

La clave se encontraba en los valores caracteristicos A y en los vectores caracteristi- =
cos x. Los valores caracteristicos son importantes de suyo, y no sélo son parte de un truco
para encontrar . Quizd el ejemplo méds conocido es ¢l de los soldados marchando sobre un
puente.” Tradicionalmente, dejan de marchar y simplemente caminan sobre el puente. Si
ocurre que caminan a una frecuencia igual a uno de los valores caracteristicos del puente,
entonces €ste comienza a oscilar. (Del mismo modo en que lo hace un columpio infantil;
pronto se percibe la frecuencia natural de un giro, e igualdndola se hace mds grande la os-
cilacién). Un ingeniero intenta que las frecuencias naturales de su puente o nave espacial
estén alejadas de las frecuencias del viento o del movimiento del combustible. Y en el otro
extremo, un corredor de bolsa pasa su vida intentando estar en linea con las frecuencias na-
turales del mercado. Los valores caracteristicos constituyen el rasgo més importante de
practicamente cualquier sisterna dindmico.

Resumen y ejemplos

Para resumir, en esta introduccién se ha mostrado cémo A y x aparecen de forma natural y
espontdnea cuando se resuelve du/dt = Au. Esta ecuacién posee soluciones puramente ex-
ponenciales u = "'x; el valor caracteristico proporciona la razén de crecimiento o disminu-
cién, y el vector caracteristico x se desarrolla a esta razén. Las otras soluciones son mezclas
de estas soluciones puras, y la mezcla se ajusta para cumplir las condiciones iniciales.

La ecnacién clave era Ax = )x. La mayor parte de los vectores no satisfacen esta ecua-
cién. Cambian de direccién cuando se multiplican por A, de modo que Ax no es multiplo
de x. Esto significa que sélo ciertos nilmeros especiales ) son valores caracteristicos, y
s6lo ciertos vectores especiales x son vectores caracteristicos. Es posible observar el com-

"Ejemplo en el que nunca cref, aunque un puente se cay6 de esta forma en 1831,
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Ejemplo 1

Ejemplo 2

Ejiemplo 3

portamiento de cada vector caracteristico, y luego combinar estos “modos normales” para
encontrar la solucién. En otras palabras, es posible diagonalizar la matriz subyacente.

La diagonalizacién de Ia seccién 5.2 se aplicard a ecuaciones en diferencias, a los ni-
meros de Fibonacci, v a los procesos de Markov, asi como a las ecuaciones diferenciales.
En cada ejemplo se comenzard con el célculo de los valores caracteristicos y los vectores
caracterfsticos; no existe ningtin atajo para evitar esto. Las matrices simétricas son espe-
cialmente faciles. Las “matrices defectuosas” carecen de un conjunto completo de vecto-
res caracteristicos, por 1o que no son diagonalizables. Ciertamente, es necesario analizarlas,
aunque no se les permitird su ingreso en el libro.

Se empieza con ejemplos de matrices especialmente bondadosas.

Todo resulta evidente cuando A es una mairiz diagonalizable:

3 0] . 1 0
A= {0 2] tiene Ay =3 con Xx; = [0}, Ay =2 con xp = L}
Sobre cada vector caracterfstico, A actia como un multiplo de la identidad: Ax; = 3x; y
Ax, = 2x,. Otros vectores como x = (1, 5) son mezclas de x,+ 5x, de los dos vectores ca-

racteristicos, y cuando A multiplica a x; ¥ x,, se obtienen los valores caracteristicos A, =
3y i, =2

A multiplicadapor x; +3x2 es 3x; + 10x, = }: 13]

Esto es Ax para un vector tipico x, no para un vector caracteristico. Sin embargo, la accion
de A es determinada por sus vectores caracteristicos y valores caracteristicos:

iLos valores caracteristicos de una matriz proyeccién son 1 0 0!

11
P = [% %} tiene Ay =1 con x; = [ﬂ, A =0 con x= [_i]
2 2
Cuando x se proyecta sobre sf mismo, se tiene A = 1, y cuando x se proyecta sobre el vec-
tor cero se tiene A = 0. Fl espacio columna de P estd lleno de vectores caracteristicos, asi
como el espacio nulo. Si las dimensiones de estos espacios son ¥ y n — r, respectivamen-

te, entonces A = 1 se repite r veces y A = 0 se repite n — r veces (siempre n As).

1 6 00
Cuatro valores
N 0 0 ¢ .
caracteristicos que P = 0 0 0 0 tiene A =1,1,00
permiten repeticiones 0 0 0 1

No hay nada excepcional sobre L = 6. Asi como cualquier otro niimero, ¢l cero po-
dria o no ser un valor caracteristico. En caso de serlo, entonces sus vectores caracteristicos
satisfacen Ax = Ox. Asf, x estd en el espacio nulo de A. Un valor caracterfstico cero indica
que A es singular (no invertible); su determinante es cero. Todas las matrices invertibles
cumplen A 5% 0.

Cuando A es triangular, los valores caracteristicos estdn sobre la diagonal principal.
1~ 4 5

det(A—AD=| 0 2-2 6 |=0-0E-2E-2).
0 0 L-a
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El determinante es justo el producto de los elementos en la diagonal. Es cero si A = 1,

3 1 e . L
A =7 0 A = 7; los valores caracterfsticos ya estaban en la diagonal principal.

Este ejemplo, donde los valores caracteristicos pueden encontrarse por inspeccién,
apunta a otro tema fundamental del capitulo: la transformacién de A en una matriz diagonal
o triangular sin cambiar sus valores caracteristicos. Una vez més se recalca que la factori-
zacién gaussiana A = LU no es adecuada para este propdsito. Los valores caracteristicos de
U pueden ser visibles en la diagonal, pero ne son los valores caracteristicos de A.

Para la mayor parte de las matrices, no hay duda de que el problema de los valores ca-
racterfsticos es computacionalmente mds dificil que Ax = b. Con sistemas lineales, un nd-
mero finito de pasos de eliminacién producia la respuesta exacta en un tiempo finito. (O,
de manera equivalente, con la regla de Cramer se obtenfa una férmula exacta para la solu-
cién). Ninguna férmula es capaz de proporcionar los valores caracteristicos, o Galois se re-
volverfa en su tumba. Para una matriz de 5 por 5, det (A — AI) implica A°. Galois y Abel
demostraron que no puede haber ninguna férmula algebraica para encontrar las raices de
un polinomio de quinto grado.

Todo lo que €stos permiten son algunas verificaciones sencillas de sus valores caracte-
risticos, después que se han calculado, y se mencionan dos buenos: la suma y el producto.

La matriz proyeccién P tiene elementos en la diagonal % % y valores caracteristicos 1, O
Asi, 5+ 3 coincide con 1+ 0, como debe ser. Asf también lo hace el determinante, que es
0 - 1 = 0. Una matriz singular, con determinante cero, tiene uno o mas de sus valores ca-
racteristicos igual a cero.

No debe haber confusi6n entre los elementos en la diagonal y los valores caracterfsticos.
Para una matriz triangular siempre son iguales, aunque este hecho es excepcional. Normal-
mente los pivotes, los elementos en la diagonal, y los valores caracteristicos son completa-
mente distintos. Y para una matriz de 2 por 2, la traza y el determinante lo dicen todo:

bl .
[i d} tiene traza a + d, y determinante ad — bc

det (A — AT) = det | ® :A b

d—x

’ = A% — (traza)A + determinante

traza == [(traza)? — 4 det]¥?
5 .

La suma de estos dos As es igual a la traza; en el ejercicio 9 se proporciona ) A; = traza
para todas las matrices.

Los valores caracteristicos son A =

Eigshow

Hay un programa de demostracién MATLAB (simplemente hay que teclear eigshow), que
despliega el problema del valor caracteristico para una matriz de 2 por 2. Empieza con el
vector unitario x = (1, 0). El mouse hace que este vector se desplace alrededor de la circun-
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ferencia unitaria. Al mismo tiempo, la pantalla muestra a Ax, a color y también en movi-
miento, Posiblemente Ax esté enfrente de x. Posiblemente Ax esté detrds de x. Algunas ve-
ces Ax es paralelo a x. En ese instante paralelo, Ax = Ax (dos veces en la segunda figura).

4= o5 7]

y=(0,1) 0.2 0.7

0.3,0.7)

\
Az = (0.8,0.2)

z = (1,0) “circunferencia de z's

El valor caracteristico A es la longitud de Ax, cuando el vector caracterfstico unitario
x es paralelo. Las opciones integradas para A, ilustran tres posibilidades: 0, 1, o 2 para vec-
tores caracteristicos reales.

1. No hay vectores caracteristicos reales. Ax permanece atrds o adelante de x. Esto sig-
nifica que los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos, son complejos, co-
mo lo son para la rotacién Q.

2. Hay s6lo una recta de vectores caracteristicos (lo cual es inusual). Las direcciones
cambiantes Ax y x se encuentran pero no se cortan. Este hecho ocurre para la siguien-
te matriz de 2 por 2.

3. Hay vectores caracterfsticos en dos direcciones independientes. {Este hecho es tipico!
Ax corta a x en el primer vector caracteristico x,, y corta en el segundo vector carac-
teristico x,.

Suponga que A es singular (de rango 1). Su espacio columna es una recta. El vector
Ax debe permanecer en esa recta mientras x gira alrededor. Un vector caracteristico x estd
a lo largo de la recta. Otro vector caracteristico aparece cuando Ax, = 0. Cero es un valor
caracteristico de una matriz singular.

Para estas seis matrices, es posible seguir mentalmente a x y a Ax. ;Cudntos vectores
caracteristicos hay, vy dénde? ;Cudndo ocurre que Ax se desplaza en el sentido del movi-
miento de las manecillas del reloj, en vez de hacerlo en sentido contrario a las manecillas

del reloj con x7?

o ORI R I I E I I O

Conjunto de problemas 5.1

1. Encuentre los valores caracterfsticos y los vectores caracteristicos de la matriz A =

é 11;}- Compruebe que la traza es igual a la suma de los valores caracteristicos, y

que el determinante es igual a su producto.

2. Con la misma matriz A, resuelva la ecuacién diferencial du/dr = Au, u(0) = {g].
;Cudles son las dos soluciones exponenciales puras?

3. Sisepasaad — 7, jcudles son los valores caracteristicos y los vectores caracteristi-
cos, y ¢c6mo estdn relacionados con los de A?

a6 -1
B=A 71‘{ 5 _3].

10.

11.
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Resuelva du/dt = Pu cuando P es una proyeccién:
du i 5
— 2 =
a { : ] u con u(Q) {3}

z
Parte de u(0) crece exponencialmente mientras la parte del espacio nulo, permanece
fija.

B 2P

Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de

3 4 2 00 2
A=10 1 2 y B=[0 2 0
0 0 0 2 0 0

Compruebe que A;+ A+ A; es igual a la traza y que A ) A5 es ignal al determinante.

Proporcione un ejemplo para demostrar que los valores caracteristicos pueden cam-
biarse cuando un miltiplo de un rengldn se resta de otro. ¢ Por qué los pasos de elimi-
nacién no modifican un valor caracterfstico igual a cero?

Suponga que X es un valor caracter{stico de A, y que x es un vector caracteristico:
Ax = dx:

a) Demuestre que este mismo x es un vector caracteristico de B = A — 7/, y encuen-
tre el valor caracterfstico. Esto debe confirmar el ejercicio 3.

b) Suponga que A # 0, demuesire que x también es un vector caracterfstico de A7}, y
encuentre el valor caracteristico.

Demuestre que el determinante es igual al producto de los valores caracteristicos, su-
poniendo que el polinomio caracteristico se factoriza como

det(A = AZ) = (hy = M(hg = A) -~ (hon — A, (16)
v haciendo una eleccién inteligente de A.

En dos pasos, demuestre que la traza es igual a la suma de los valores caracterfsticos.
Primero, encuentre ¢l coeficiente de (—A)*~! en el miembro derecho de la ecuacién
(16). Luego, encuentre todos los términos de

ay A ap s Qin
2 Qpy ™ A a
det (A — AJ) = det -
(2} n2 Ctt Opg A

que implican a (—A)*"!. {Todos provienen de la diagonal principal! Encuentre ese
coeficiente de ()", y compare.

a) Construya matrices de 2 por 2 tales que los valores caracteristicos de A B no sean
los productos de los valores caracteristicos de A y B, y los valores caracteristicos de
A + B no sean las sumas de los valores caracteristicos individuales.

b) Compruebe, no obstante, que la suma de los valores caracteristicos de A + B es
igual a la suma de todos los valores caracteristicos individuales de A v B, v de ma-
nera semejante para los productos. Por qué es cierto lo anterior?

Los valores caracteristicos de A son iguales a los valores caracteristicos de A™. Esto
se debe a que det (4 — AJ) es igual a det (AT — AJ). Lo anterior es cierto porque .
Demuestre con un ejemplo que los vectores caracteristicos de A y AT no son los rmis-
mos.
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12. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de

13.

14.

15.

16.

17.

8.

19.

20.

_ 13 4 _la b
S
Si los valores caracteristicos de B son 1, 2, 3, los valores caracteristicos de Cson 4, 5,
6, y los valores caracteristicos de Dson 7, 8, 9, (cudles son los valores caracteristicos
de la matriz de 6 por 6 A = [3 g]?

Encuentre el rango y todos los cuatro valores caracteristicos de la matriz de 1s y la ma-
triz de tablero de ajedrez:

1 1 1
_ 1 1 0
A= 1 1 1y
1 1

D = O
O e O
— - O

1 1
1 1
1 1
1 1 0

(Cudles vectores caracteristicos corresponden a valores caracteristicos diferentes de

cero?

(Cudles son el rango y los valores caracteristicos cuando A y Cen el ejercicio previo
son de n por n? Recuerde que el valor caracteristico A = 0 se repite n — r veces.

St A es la matriz de 4 por 4 de 1s, encuentre los valores caracteristicos y el determi-
nante de A — 1.

Escoja el tercer renglén de la “matriz siguiente”

0 1 0
A=10 0 1

de modo que su polinomio caracterfstico |A — AJ|sea —A% + 447 + 5\ + 6.

Suponga que los valores caracterfsticos de A son 0, 3, 5, con vectores caracteristicos

independientes u, v, w.

@) Proporcione una base para el espacio nulo y una base para el espacio columna.

b) Encuentre una solucién particular de Ax = v + w. Encuentre todas las soluciones.

¢) Demuestre que Ax = u no tiene solucién. (En caso de tenerla, entonces es-
tarfa en el espacio columna.)

Las potencias A* de esta matriz A tienden al lfmite cuando & — ©0:

_[o8 03] ,,_[0.70 045 w_[0.6 06
A"[o.z 0.7]’ A ’{0.30 0.55}’ y oA “[0.4 0.4}~

La matriz A2 est4 a mitad del camino entre A y A. Explique por qué A* = $(A + A%®),
a partir de los valores caracterfsticos y vectores caracterfsticos de estas tres matrices.

Encuentre los valores caracterfsticos y los vectores caracteristicos de las dos siguien-

tes matrices:
1 4 _ 12 4
A_L 3} y A+1~[2 4]‘
A + I tiene los vectores caracterfsticos que A. Sus valores caracteristicos estdn
por 1.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

28.
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Calcule los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de A y A™":

0 2 o _[-34 w2
A = e
[2 3} y A {1/2 o}'

1 . .
A7 tiene los vectores caracteristicos que A. Cuando los valores caracterfsticos
de A son X, y Ay, los valores caracterfsticos de su inversa son

Calcule los valores caracteristicos y los vectores caracterfsticos de A y A%

A [20} yA“{—z 6]’
A? tiene los mismos que A. Cuando los valores caracteristicos de A son A, y A,,
los valores caracteristicos de A% son

a) Si se sabe que x s un vector caracterfstico, la forma de encontrar A es
b) Si se sabe que A es un valor caracterfstico, la forma de encontrar x es

(Que se hace a Ax = Ax, para demostrar los incisos a), b), y ¢)?

@) A* es un valor caracteristico de A%, como en el problema 22.

b) 7! es un valor caracteristico de A™!, como en el problema 21.

¢} A + 1 es un valor caracteristico de A + [, como en el problema 20.

A partir del vector unitario u = (3, {, 2, 2}, construya la matriz proyeccién de rango

1P =uu’.

a) Demuestre que Pu = u. Asi, u es un vector caracteristico con A = 1.

b) Si v es perpendicular a i, demuestre que Pv = vector cero. Asf, A = 0.

¢) Encuentre tres vectores caracteristicos independientes de P, todos con valor carac-
teristico A = 0.

Resuelva det (Q — Af) = 0, aplicando la férmula cuadrética, para llegar a A = cos @
* isend:

0= [cos@ —sené

senf cos6 ] rota el plano x-y por el dngulo 6.

Resuelva (Q — ADx = 0 para encontrar los vectores caracteristicos de Q. Use i% =
—1.

Toda matriz permutacién deja sin cambio ax = (1, 1, ..., 1). Asi, A = 1. Encuentre
dos As més para las siguientes permutaciones:
0 1 0 0 0 1
P=10 0 1 y P=70 1 0l
1 0 0 1 0 0
SiAtieneA; =4y A, =5 entoncesdet(A — M) = (L —4¥h —5) = A2 -~ 9) +20.

Encuentre tres matrices que cumplan lo siguiente: traza a + d = 9, determinante = 20,
yA =475,

Se sabe que los valores caracteristicos de una matriz B de 3 por 3 son 0, 1, 2. Esta in-
formacién es suficiente para encontrar tres de los cuatro incisos siguientes:

a) el rango de A,

b) el determinante de B*B,
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" ¢) los valores caracteristicos de B'B, y

306.

31.

32.

33.

3s.

36.

37.

38.

39,

40.

d) los valores caracteristicos de (B + D71

Escoja el segundo renglén de A = [‘}, i] de modo que los valores caracteristicos de

Aseandy 7.

Escoja a, b, ¢, de modo que det (4 — AD = 9\ — A3, Asi, los valores caracteristicos
son —3, 0, 3:

0 1 0
A= 10 0 1
a b ¢

Construya una matriz M de Markov de 3 por 3: la suma de los elementos positivos de
cada columna es 1. Si e = (1, 1, 1), compruebe que M e = e. Por el problema 11,
A = 1 también es un valor caracteristico de M. Desaffo: Una matriz singular M de
Markov de 3 por 3 con traza & tiene valores caracteristicos A =

Encuentre tres matrices de 2 por 2 que tengan A; = A, = 0. La traza es cero y el de-
terminante es cero. La matriz A podria no ser 0, pero compruebe que A = 0.

La siguiente matriz es singular con rango 1. Encuentre tres As y fres vectores caracte-
risticos:

1 2 1 2

A=|2{[212]=14 2 4

1 2 1 2
Suponga que A y B tienen los mismos valores caracteristicos Ay, . . . , A, con los mis-
mos vectores caracteristicos independientes xy, . . ., x;,. Asi, A = B. Razén: Cualquier

vector x €s una combinacion ¢y x;+ - - -+ ¢,x,. (Cudl es Ax? ;Cual es Bx?

(Repaso) Encuentre los valores caracteristicos de A, B, y C:

1 23 00 1] 2 2 2
A=10 4 5|, B=|0 2 0|, y C=1]2 2 2
0 0 6 300 2 2 2

Cuando g + b = ¢ + d, demuestre que (1, 1) es un vector caracteristico, y encuentre
ambos valores caracteristicos:
a b
4= [ }
c d

Cuando P intercambia los renglones 1 y 2y las columnas 1y 2, los valores caracteris-
ticos no cambian. Encuentre vectores caracteristicos de A y PAP para A = [1:

1 2 1 oo 6 3 3
A= 13 6 3 y PAP= 12 1 1

4 8 4 8 4 4

Problema de desafio: { Existe alguna matriz real de 2 por 2 (distinta de [) con A> = I?
Sus valores caracteristices deben cumplir A> = J. Pueden ser ¢7¥3 y ¢™%3 1 Qué
traza y qué determinante se obtienen con lo anterior? Construya 4.

Hay seis matrices permutacién P de 3 por 3. ;Cudles néimeros pueden ser los determi-
nantes de P?7 ;Qué ntimeros pueden ser los pivotes? ;Qué nimeros pueden ser la tra-
za de P? ;Cudles cuatro niimeros pueden ser valores caracteristicos de P?

S ope a . T e e st i, WY AAALI ALY
MEvmo L o ST ~
Un R MACIONAL
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5.2 DIAGONALIZACION DE UNA MATHEZ™

Se empieza directamente con el cdlculo esencial. Es perfectamente sencillo, y se utilizard en
todas las secciones de este capitulo. Los vectores caracteristicos diagonalizan una matriz:

La matriz § se denomina “matriz vector caracteristico”, y A se denomina “matriz valor
caracteristico”, para la cual se utiliza una letra lambda maytscula, ya que las lambdas mi-
nisculas se usan para designar los valores caracteristicos que estdn en su diagonal,

Demostracién Los vectores caracteristicos x; se escriben en las columnas de S, y AS se
calcula por columnas:

AS=A | x1 X3 -+ Xp| = [ Aixy Axxa -+ ApXxn

N

Luego, el truco consiste en separar esta (iltima matriz, en un producto SA bastante diferente:
At

A2
Aixy Agxa cer g | = [ Xp X e X

An

Es vital mantener estas matrices en ¢l orden correcto. Si A estd antes de S (y no después),
entonces A; multiplicard los elementos de la primera linea. Deseamos que A, aparezca en
la primera columna. Si es asi, entonces SA es correcto. Por tanto,

2

S es invertible, ya que se supuso que sus columnas (los vectores caracteristicos) son inde-
pendientes. Antes de proporcionar ejemnplos o aplicaciones es necesario presentar cuatro
observaciones. z2

Observacién 1 Si la matriz A no tiene valores caracteristicos repetidos; es decir, que los
nGmeros Aq, . . ., A, son distintos, entonces los n vectores caracteristicos son automdtica-
mente independientes (consulte el punto 5D a continuacién). En consecuencia, cualquier
matriz con valores caracteristicos distintos puede diagonalizarse.

Observacion 2 La matriz de diagonalizacién S no es dnica. Un vector caracteristico x
puede multiplicarse por una constante y seguir siendo un vector caracteristico. Las colum-
nas de S pueden multiplicarse por constantes cualesquiera diferentes de cero, y producic
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una nueva matriz de diagonalizacién S. Valores caracterfsticos repetidos dejan atin més li-
bertad en S. Para el ejemplo trivial A = [, cualquier S logra lo anterior: SIS siempre es
diagonal (A es justo D). Todos los vectores son vectores caracteristicos de la identidad.

Observacién 3 Otras matrices S no producen una A diagonal. Suponga que la primera
columna de S es y. Entonces la primera columna de SA es A,y. Siesto hade coincidir con
la primera columna de AS, que por multiplicacién de matrices es Ay, entonces y debe ser
un vector caracterfstico: Ay = A,y. El orden de los vectores caracterfsticos en Sy de los va-
lores caracteristicos en A es autométicamente el mismo.

Observacion 4 No todas las matrices poseen n vectores caracteristicos linealmente inde-
pendientes, de modo que ro todas las matrices son diagonalizables. El ejemplo estdndar

de una “matriz defectuosa” es
_ 10 1
4= {0 0].

Sus valores caracteristicos son Ay = Ay = 0, ya que la matriz es triangular con ceros en la
diagonal:

. - —A 1 = 2
det (A U)—det[ 5 —x] A%

Todos los vectores caracteristicos de esta A son multiplos del vector (1, 0):

H |

A = 0 es un valor caracteristico doble: su multiplicidad algebraica es 2. Sin embargo, la
multiplicidad geométrica es 1, porque s6lo hay un vector caracteristico independiente. No

es posible construir 5.

A continuacién se proporciona una demostracién mas directa de que A no es diagona-
lizable. Debido a que Ay = Ay = 0, A tendria que ser la matriz cero. Pero si A = ST'AS,
1 = 0, entonces se premultiplica por la izquierda por S y se posmultiplica por la derecha
por §7!, con la finalidad de concluir falsamente que A = 0. No hay ninguna S invertible.

Este fracaso de diagonalizacién no se debe a que A = 0. Proviene del hecho de que A

== }\2:
2 -1
A= .
F
Sus valores caracterfsticos son 3, 3y 1, 1. {No son singulares! El problema es la falta de
vectores caracteristicos, que se necesitan para S. Es necesario recalcar estas necesidades:

Valores caracteristicos repetidos A = [g ﬂ y

La diagonalizacion de A depende de la existencia de suficientes vectores caracte-
risticos.
La invertibilidad de A depende de los valores caracteristicos diferentes de cero.

No hay relacién entre la diagonalizacién (n vectores caracteristicos independientes) y la in-
vertibilidad (valores caracteristicos diferentes de cero). La tnica indicacion proporcionada
por los valores caracteristicos es: la diagonalizacion puede fracasar s6lo si hay valores ca-
racteristicos repetidos. Incluso asi, no siempre fracasa. A = [ tiene valores caracteristicos
repetidos 1, 1, .. ., 1, jaunque ya es diagonal! En este caso no hay carencia de vectores ca-

racteristicos.

Ejemplo 1

Ejemplo 2
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. La prueba cons1ste)er} corr}probar, para un valor caracter{stico que se repite p veces, si
ay p vectores caracteristicos independientes; en otras palabras, si el rango de A — Al’es
n=p. .Pz%ra completar este circulo de ideas, es necesario demostrar que valores caracterfs-
ticos distintos no constituyen ningdn problema.

. Pnn:-ero se iupone que k = 2, y que con alguna combinacién de x; y x, se obtiene ce-
ro: c}xl‘ ey = 0. Al rr}ultlpllcar por A, se encuentra cjiyx; + cyAhox; = 0. Al restar A
multiplicado por la ecuacién previa, el vector x, desaparece: ’

ci(hy — A)x; =0.

Debido a que A 3 A, y aquex; ¥ 0, se estd forzando a que ¢; = 0. De manera semejante
¢ =0,y lo§ dos vectores son independientes; sélo la combinacién trivial proporcionalcero’
' Este mismo razonamiento se extiende a cualquier cantidad de vectores caracteristicos.'
31 con alguna co.mbi.n’acio'r} se obtiene cero, debe multiplicarse por A, restar A, multipﬁca-'
xi por ’likiczfrilz)lziglzﬁ ay;iegx:;li,eiee?etggczsl Eieesa;.)arece Xer dejando una comﬁbinacién de
: : lo . petir los mismos pasos (en realidad, esto es
induccidn matemdtica) se termina con un miltiplo de x; que produce cero. Asi se obliga
aquec, = 0, y finalmente a que todo ¢; = 0. En consecuencia, los vectores caracten’sticis
que provienen de valores caracterfsticos distintos, son automdticamente independientes.

) (.Jna matriz con n valores caracteristicos distintos puede diagonalizarse. Este es el ca-
so tipico.

Ejemplos de diagonalizacién

El pufnto mas 1mportant§ de esta seccidn es S™!AS = A.La matriz vector caracteristico S
trans orma Aensu matr'lz valor caracterfstico A (diagonal). Esto se verd a continuacién pa-
ra proyecciones y rotaciones.

1

La proyeccién A = [2 5} ti i i 10

= ien i =

oo ; e matriz valor caracteristico A = [0 0}. Los vectores
caracteristicos van en las columnas de §:

Lol
Sz[l -1} y AS=SA==[1 O}

[T

1 0

La tltima ecuacién puede comprobarse a primera vista. En consecuencia, ST'AS = A.

Por si mismos, los valores caracteristicos no resultan tan evidentes para una rotacidn:

1 0

cCémo es posible que un vector rote, y aun asi, preserve sin cambio su direccién? Apa-
rentemente, lo anterior no es posible salvo para el vector cero, lo cual es inttil. Sin embar-
go, debe haber valores caracteristicos, y debe ser posible resolver du/dt = Ku. El polinomio
caracteristico A% + 1 debe seguir teniendo dos raices, aunque no son reales.

. 0 -1
rotacién de 90° K = [ ] tiene det (K — AJ) = 2% + 1.

] Ahmta, el-lectf)r puede ver el camino de salida. Los valores caracteristicos de K son
niimeros imaginarios, by = i y A, = —i. Tampoco los vectores caracteristicos son reales.
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De alguna manera, al rotar 90°, se multiplican por i o por —i:

—i =1]|y| _ |0 1
R
i =1}{y| _ |0 1
]

Los valores caracteristicos son distintos, aun cuando son imaginarios, y los vectores carac-
terfsticos son independientes. Estos van en las columnas de §:

so[3] o eweefi )

0 —i

Se estd frente a un hecho ineludible: los nimeros complejos son necesarios incluso
para matrices reales. Si bay muy pocos valores caracteristicos reales, siempre hay n valo-
res caracteristicos complejos. (Los complejos incluyen a los reales, cuando la parte imagi-
naria es cero). Si hay muy pocos vectores caracterfsticos en el mundo real R’ oenR" se
busca en C? 0 en C". El espacio C” contiene a todos los vectores columna con componen-
tes complejas, y posee nuevas definiciones de longitud, producto interno y ortogonalidad.
Sin embargo, no es mds dificil que R”, y en la secci6én 5.5 se realiza una sencilla conver-
sidn al caso complejo.

]
]

(K - A.11>X1

i
i

(K — A D)x;

Potencias y productos: Ay A B

Hay una situacion adicional en que los célculos son faciles. Los valores caracteristicos de
A? son exactamente )2, ,..,)\%, y cada vector caracteristico de A también es un vector

1

caracteristico de A%, Se empieza con Ax = Ax, y se multiplica de nuevo por A:
A’x = Alx = AAx = A%x. ')
Por tanto, A2 es un valor caracterfstico de A%, con el mismo vector caracteristico x. Si la pri-

mera multiplicacién por A deja sin cambio la direccién de x, entonces tambi€n lo hace la

segunda.
El mismo resultado se obtiene de la diagonalizacién, al elevar al cuadrado 2 §™ 148

= A:

Valores caracteristicos de A2 (S71AS)X S AS) = A2 obien, S7'AZS = A%
La matriz A% es diagonalizada por la misma S, de modo que los vectores caracteristicos per-
manecen sin cambio. Los valores caracteristicos estdn al cuadrado. Este hecho se cumple
para cualquier potencia de A:

Si A es invertible, esta regla también es valida para su inversa (la potencia k = —1).
Los valores caracteristicos de A" son 1/%,. Este hecho puede verse incluso, sin diagona-
lizar:

1
Si Ax=Ax entonces x=AiA"x y Xx:‘-A“x.

Eiemplo 3
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Si K es una rotacién de 90°, entonces K es una rotacién de 180° (lo cual significa ~D) y
K1 es una rotacién de —90°;
-1 = 0 1
X [_1 i

K {1 0}’ K “‘{ 0 —1}’ ¥

Los valores caracteristicos de K son i y —i; sus cuadrados son —1 y —1; sus reciprocos son
Vi = —iy 1/(—i) = i. Asi, K* es una rotacién completa de 360°:

10 L i 0 10
KAZ 4 = =
{0 1} y también A [0 (*i)“} [O IJ'

Para un producto de dos matrices, puede preguntarse sobre los valores caracteristicos
de A B, aunque no se obtiene una buena respuesta. Es bastante tentador tratar de aplicar el
mismo razonamiento, esperando demostrar que en general no es cierto. Si A es un valor ca-
racteristico de A y 4 es un valor caracterfstico de B, entonces he aquf la falsa demostracién
de que A B tiene el valor caracteristico, uA:

Demostracién falsa ABx = Aux = uAx = puix.

El error consiste en suponer que A y B comparten el mismo vector caracteristico x. En ge-
neral, no es asi. Es posible que haya dos matrices con valores caracterfsticos cero, mientras
A B tiene valor caracteristico A = 1:

=0 o] [1 0] =0 5]
0 0141 O 0 0
Los vectores caracteristicos de estas A y B son totalmente distintos, lo cual es tipico. Por la
misma razén, en general los valores caracterfsticos de A + B no tienen nada que ver con A
+ .

Esta falsa demostracitn sugiere ser verdadera. Si el vector caracteristico es el mismo
para A y B, entonces los valores caracteristicos se multiplican y el valor caracterfstico de
A B es . Sin embargo, se tiene algo mds importante. Hay una forma fécil de identificar

cudndo A y B comparten un conjunto completo de vectores caracteristicos, lo cual plantea
una cuestidn clave en mecdnica cuéntica:

Demostracidn  Si la misma S diagonaliza tanto a A =SA; 87 y B=SA,57, puede
multiplicarse en cualquier orden:

AB = SA;STISALST = SA A5 y BA = SASTISALST = SALASTL

Debido a que A; A, = Ay A, (las matrices diagonales siempre son conmutativas) se tiene
que AB = BA.
En la direccidn opuesta, suponga que A B = BA. Empezando con Ax = \x, se tiene
ABx = BAx = Blx = ABx.

Asi, tanto x como Bx son vectores caracteristicos de A, que comparten el mismo A (o bien,
Bx = 0). Si por conveniencia se supone que los valores caracteristicos de A son distintos;
es decir, que todos los espacios caracteristicos son unidimensionales, entonces Bx debe ser
un mitltiplo de x. En otras palabras, x es un vector caracteristico de B, as{ como de A. La
demostracidn con valores caracteristicos repetidos es un poco mds larga. &
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El principio de incertidumbre de Heisenberg proviene de las matrices no conmutati-
vas, como la posicién P y la cantidad de movimiento Q. La posicién es simétrica, la canti-
dad de movimiento es simétrica sesgada, ¥ juntas cumplen QF — PQ = I. El principio
de incertidumbre se concluye directamente de la desigualdad de Schwarz (0x)T(Px) <
1OxliPxlidela seccién 3.2:

Ix)? = xTx = 2T(QP — PQ)x < 2110l P,

El producto de | @x|| izl vy WPxil/lIxl| —los errores de posicién y cantidad de movi-
miento, cuando la funcién de onda es x— es por lo menos % Es imposible que ambos erro-
res sean pequefios, porque al intentar medir la posicién de una particula se modifica su
cantidad de movimiento.

Al final se volverd a A = SAS ~1_ Esta factorizacién es particularmente idénea para
tomar potencias de A, y la cuestién se ilustra con el caso més simple: A2, La factorizacién
LU es nitil cuando se eleva al cuadrado, pero SAS™! es perfecta. El cuadrado es SA*STY,
y los vectores caracteristicos permanecen sin cambio. Trabajar con estos vectores caracte-

risticos permite resolver ecuaciones en diferencias y ecuaciones diferenciales.

Conjunto de problemas 5.2
1. Factorice las siguientes matrices en SAS™":
11 121
=il =l
2. Encuentre la matriz A cuyos valores caracterfsticos son 1 y 4, y cuyos vectores carac-
ter{sticos son [ﬂ y B] , respectivamente. (Sugerencia: A = SAS™Y)

3. Encuentre todos los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de

11 1
A=11 11
1 11

y escriba dos matrices de diagonalizacién S distintas.

4. Silos elementos diagonales de una matriz triangular superior de 3 por 3 son 1,2,7,
(cémo puede saberse que la matriz es diagonalizable? ;Cudl es A?

5. De las siguientes matrices, (cudl(es) no puede(n) diagonalizarse?

2 -2 2 0 2 0
I FA R

6. a) SiA? = I, cudles son los posibles valores caracteristicos de A?
b) Si esta matriz A es de 2 por 2,y no es I o —I, encuentre su wazay su determinante.
¢) Si el primer renglén es (3, —1), ;cudl es el segundo renglén?

7. SiA= [‘: ﬂ, encuentre A'°, diagonalizando A.

8. Suponga que A = wuT es una columna multiplicada por un renglén (una matriz con
rango 1).
) Multiplique A por u, para demostrar que x ¢s un vector caracterfstico. (Cudl es A?

b) ;Cusles son los otros valores caracteristicos de 4 (y por qué)?
¢) Calcule traza (A), a partir de la suma de la diagonal y la suma de los As.

16.

i1.

12.

13.

14.

Los
15.

16.

17.

i8.

9.

20.

ar7a®
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Demuestre por cdlculo directo que A By BA tienen la misma traza cuando

a b
A = == q r
P |
Concluya que AB — BA = [ es imposible (excepto en dimensiones infinitas).

Suponga que los valores caracteristicos de A son 1, 2, 4. (Cudl es la traza de A?7 ;Cudl
es el deterrminante de (47177 ‘

Si los vglores caracteristicos de A son 1, 1, 2, ;de cudles de las siguientes afirmacio-
nes se tiene la certeza de que son verdaderas?

dPr(;porcwne un razonamiento de por qué si son verdaderas o un ejemplo si no son ver-
aderas.

a) A es invertible.
b) A es diagonalizable.
¢) A no es diagonalizable.

Suponga que s6lo los vectores caracteristicos de A son miltiplos de x = (1, 0, 0). Fal-
so o verdadero:
a) A no es invertible.
b) A tiene un valor caracteristico repetido.
¢) A no es diagonalizable.
. . . 5
Diagonalice la matriz A = [ o ’;'} y encuentre una de sus raices cuadradas: una ma-
triz tal que R? = A. ;Cuéntas raices cuadradas hay?

Suponlga que la matriz vector caracteristico § tiene ST = §7! Demuestre que A =
SAS™! es simétrica y tiene vectores caracteristicos ortogonales.

problemas 15 a 24 son sobre matrices valor caracteristice, y vector caracteristico.

Factorice las siguientes matrices en A = SAS™h

12 11
a-lo i) voanla)
SiA=SASlentonces A>=( X} X} )y AT =( ) ) ).

Si A tiene A; = 2 con vector caracteristico X1 = [41)} ¥y Ay = 5 con X2 = [ﬂ, use
SAS™! para encontrar A. Ninguna otra matriz tiene los mismos As y xs.

Suponga que A = SAS™L. ;Cudl es la matriz valor caracteristico para A + 217 ;Cudl
es la matriz vector caracterfstico? Compruebe que A +27 =( X} )} )7L

[,Fals.o o verdadero? Si las n columnas de § (vectores caracteristicos de A) son inde-
pendientes, entonces

a) A es invertible.
b) A es diagonalizable.
¢) S es invertible.
d) § es diagonalizable.

Si los vectores caracterfsticos de A son las columnas de /, entonces A es una matriz
. Silamatriz vector caracteristico S es triangular, entonces S~} es triangular y
A es triangular.
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21. Describa todas las matrices S que diagonalizan la siguiente matriz A:
4 0
A= [ 1 2} .
Luego describa todas las matrices que diagonalizan a AL

. 1 1
22. Fscriba la matriz més general que tenga vectores caracteristicos [1] y [_1] .

23. Encuentre los valores caracteristicosde Ay By A + B:

1 0 111 121
I i AR |
Los valores caracteristicos de A + B (son iguales a)(no son iguales a) los valores ca-
racteristicos de A mds los valores caracteristicos de B.

24. FEncuentre los valores caracterfsticos de A, B, ABy BA:

_ft o 11 11 _[2 1
A A e A N

Los valores caracteristicos de AB (son iguales a)(no son iguales a) los valores carac-
teristicos de A multiplicados por los valores caracteristicos de B. Los valores caracte-
risticos de A B (son)(no son) iguales a los valores caracterfsticos de BA.

Los problemas 25 a 28 son sobre la diagonalizabilidad de A.

25. ;Falso o verdadero? Si los valores caracteristicos de A son 2, 2, 5, entonces la matriz
ciertamente es
a) Invertible.
b) Diagonalizable.
¢) No diagonalizable.

26. Silos valores caracteristicos de A son 1 y 0, escriba todo lo que sepa sobre las matri-
ces Ay A%

27. Complete las siguientes matrices de modo que det A = 25. As{, traza = 10,y jA = 5
es repetido! Encuentre un vector caracterfstico con Ax = 5x. Estas matrices no son dia-
gonalizables porque no hay una segunda linea de vectores caracteristicos.

SRR

28. Lamatriz A = [3 ;} no es diagonalizable porque el rangode A — 3/ es
Cambie un elemento para hacer diagonalizable a A. ;Qué elementos podria cambiar?
Los problemas 29 a 33 son sobre potencias de matrices.

29. Ak = SAKS™! tiende a la matriz cero cuando k — o0 si ¥ sélo si el valor absoluto de
cada ) es menor que . {Qué es cierto: A* — 00 Bf — 07

A= {0'6 0-4] , = [0.6 0.9}

04 0.6 0.1 06

30. (Recomendado) Encuentre A y S para diagonalizar A en el problema 29. ;Cudl es el
Hmite de A* cuando k& —00? ;Cudl es el limite de SA*S™!? En las columnas de esta
matriz limitante, es posible observarel
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31. Encuentre Ay § para diagonalizar B en-el problema 29. ;Cudl es B1%y, para estos u,?

e[ e[ v el

32. Diagonalice A y calcule SA*S™! con la finalidad de demostrar esta férmula para A%

1[3’%1 3k~1}

2 1
A= : ko
{ } tiene A 31 341

1 2 T2
33. Diagonalice By calcule SA*S™! con la finalidad de demostrar esta férmula para B

_ 13 1 . e [3F 3F—2F
B [0 2} tiene B ~{O ok ]

Los problemas 34 a 44 son nuevas aplicaciones de 4 = SAS™.

34. Suponga que A = SAS™!. Tome determinantes pa}"e demostrar que A = A hg---
A, = producto de As. Esta rdpida demostracién sélo funciona cuando A es

35, La traza de S multiplicado por AS™! es igual a la traza de AS™! multiplicada por S.
Asi, la traza de una matriz diagonalizable A es igual a la traza de A, que es

36. Si A = SAS™!, diagonalice la matriz en bloque B = [‘3 22 } Encuentre sus matri-
ces valor caracteristico y vector caracteristico.

37. Considere todas las matrices A de 4 por 4 que son diagonalizadas por la misma matriz
vector caracteristico fija S. Demuestre que las As constituyen un subespacio (cA y A+
A, tienen esta misma S). ;Cudl es este subespacio cuando S = I? ;Cuél es su dimen-
sién?

38. Supongaque A% = A. En el miembro izquierdo A multiplica cada columna de 4. ;Cudl
de los cuatro subespacios contiene vectores caracteristicos con A = 1?7 ;Qué subespa-
cio contiene vectores caracteristicos con A = 07 Con base en las dimensiones de es-
tos subespacios, A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos
independientes y es posible diagonalizarla.

39. Suponga que Ax = Ax. Si A = 0, entonces x estd en el espacio nulo. §i A # 0, enton-
ces x estd en el espacio columna. Las dimensiones de estos subespacios son {(n —r) +
r = n. Entonces, ;por qué ninguna matriz cuadrada tiene n vectores caracteristicos li-
nealmente independientes?

40. Sustituya A = SAS 'enel producto (A — A I)A — AD) -+ (A — A, Q). v expli-
que por qu€ esto produce la matriz cero. Se estd sustituyendo la matriz A por el nime-
10 A en el polinomio p(A) = det(A — Al). El teorema de Cayley-Hamilton establece
que este producto siempre es p(A) = matriz cero, incluso si A no es diagonalizable.

41. Pruebe el teorema de Cayley-Hamilton en la matriz de Fibonacci A = {i ﬂ El
teorema pronostica que A> — A ~ I = 0, yaque det (4 — A esA®? — 4 — 1.

42. SiA = [ g Z}, entonces det {A — AD) es (L — a)(A — d). Compruebe la afirmacién
del teorema de Cayley-Hamilton de que (A — al)( A — dI) = matriz cero.

43. SiA= [é g} y AB = BA, demuestre que B = [i 3] también es diagonal. B tie-

ne los mismos caracteristicos que A, pero diferentes caracteristicos. Es-
tas matrices diagonales B constituyen un subespacio bidimensional del espacio de ma-
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trices. AB — BA = ( proporciona cuatro ecuaciones para las incégnitas a, b, ¢, d. En-
cuentre el rango de la matriz de 4 por 4.

44. SiA esde 5 por 5, entonces AB — BA = matriz cero proporciona 25 ecuaciones pa-
ra los 25 elementos de B. Demuestre que la matriz de 25 por 25 es singular, indican-
do una simple solucién B diferente de cero. :

45. Encuentre los valores caracterfsticos y los vectores caracterfsticos para las dos siguien-
tes matrices A y A% de Markov. Explique por qué A'® est4 préxima a A%

_Jo6 02 w173 1/3
A-{OA 0.8] y A '[2/3 2/3}'

53 ECUACIONES EN DIFERENCIAS Y POTENCIAS A*

Las ecuaciones en diferencias u,; = Ay, se mueven hacia adelante en un mimero finito
de pasos finitos. Una ecuacién diferencial asume una infinidad de pasos infinitesimales,
aunque ambas teorfas permanecen absolutamente en paralelo. Se trata de 1a misma analo-
gia entre el discreto y el continuo que aparecen una y otra vez en matemdticas. Un buen
ejemplo es el interés compuesto cuando el paso temporal se hace més corto.

Suponga que se invierten $1000 al 6% de interés. Si se compone una vez al afio, el ca-
pital P se multiplica por 1.06. Esta es una ecuacion en diferencias Py, = AP, = 1.06 P,
con un paso temporal de un afio. Al cabo de 5 afios, la Py = 1000 original se ha multipli-
cado cinco veces:

Anmual P = (1.06)°P, quees (1.06)° 1000 = $1338.

Ahora suponga que el paso temporal se reduce a un mes. La nueva ecuacién en diferencias
s proy = (14 0.06/12)p,. Luego de 5 afios, o 60 meses, s¢ tienen $11 més:

0.06\* o
Mensual Déo = 1+-—1—2— po  quees (1.005)% 1000 = $1349.

El paso siguiente es componer cada dia, sobre 5(365) dias. Esto es de poca ayuda:

0.06 \ 5365

Composicién diaria (1 + §€§> 1000 = $1349.83.
Finalmente, para mantener activos a sus empleados, los bancos ofrecen composicion con-
tinua. Fl interés se suma a cada instante, y la ecuacién en diferencias fracasa. Es de espe-
rar que el tesorero no sepa célculo (lo cual es todo sobre Hmites cuando Az — 0). El banco
puede componer el interés N veces al afio, de modo que Az = 1/N:

0.06\*" 030
Continuamente 1+ ~ 1000 — 777 1000 = $1349.87.

O bien, el banco puede pasar a una ecuacién diferencial: el limite de la ecuacién en dife-
rencias pp.; = (1 + 0.06ADp,. Al pasar p; al miembro izquierdo y dividir entre A¢, se ob-
tiene
De discreto a Pr+1
continuo At

La solucién es p(t) = €%%'p,. Al cabo de ¢ = 5 afios, lo anterior nuevamente suma
$1349.87. El capital sigue siendo finito, aun cuando se componga a cada instante, y la me-
joria sobre la composicién diaria es de sélo cuatro centavos.

- d
Prrl " Pk 006p,  tiendea -£— =0.06p.
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Nameros de Fibonacei

El objetivo principal de esta seccién es resolver u;.; = Aw,. Lo anterior lleva a A* v a po-
tencias de matrices. El segundo ejemplo es la famosa sucesién de Fibonacci:

Nameros de Fibonacei  0,1,1,2,3,5,8,13, ...
Este es el patrén: cada niimero es la suma de los dos ndmeros de Fibonacci previos Fs:
@

Esta es la ecuacién en diferencias. Aparece en una inmensa variedad de aplicaciones, de
suyo merece todo un libro. Las hojas crecen siguiendo un patrén en espiral, y en el man-
zano o en ¢l roble se encuentran cinco crecimientos por cada dos vueltas alrededor del ta-
llo. El peral tiene ocho crecimientos por cada tres vueltas, y el sauce es 13:5. Parece que el
campeén es un girasol cuyas semillas escogen una razén casi increfble de Fy,/Fy5; =
144/233."

(,C6mo es posible encontrar el milésimo término de Fibonacci sin empezar en Fy = 0
y Fy = 1,y trabajar hasta llegar a Fy4007 El objetivo es resolver la ecuacién en diferencias
Frop = Fro+ Fy. Esta ecuacién puede reducirse a una ecuacién de un paso i, = Au,.
Cada paso multiplica u; = (Fy,, F,) por una matriz A:

Ecuacién de Fibonacci

Friz = Frey + Fy . 1 1 [ Fen ) .
Fout = Fouy se convierte en 4 = 1 0|5 = Auy. 3)

El sistema de un paso u;,; == A, es facil de resolver. Empieza desde u,. Luego de un
paso se obtiene u; = Aug. Luego, u, es Au,, que es A%u,. Cada paso conlleva una multi-
plicacion por A, y al cabo de k pasos hay k multiplicaciones:

La solucion de una ecuacion en diferencias uy.1 = Auy es uy = Afu,.

El verdadero problema consiste en encontrar alguna forma rdpida para calcular el milési-
mo término de Fibonacci. La clave se encuentra en los valores caracteristicos y en los vec-
tores caracteristicos:

Después de & pasos, 4, es una combinacién de las 7 “soluciones puras” A%x.

“Para estas aplicaciones en boténica, consulte el libro On Growth and Form de D’ Arcy Thompson (Cambridge

University Press, 1942), o la hermosa obra de Peter Stevens, Patterns in Nature (Little, Brown, 1974). Cientos de
otras propiedades de los F,, han sido publicadas en el Fibonacci Quarterly. Parece que fue Fibonacci quien llevé
los niimeros ardbigos a Europa, alrededor de 1200 d.C.




256

Capitulo 5 Valores caracterfsticos y vectores caracteristicos

Estas formulas constituyen dos métodos para encontrar la misma solucién
ur = SA*S™'uo.. La primera férmula reconocia que A* es idéntica con SAkSL y es po-
sible detenerse ahi. Sin embargo, el segundo método conlleva la analogia con una ecuacién
diferencial: las soluciones puramente exponenciales e*'x; son ahora las potencias pu-
ras de \fx;. Los vectores caracteristicos x; son amplificados por los valores caracteristicos
Az Al combinar estas soluciones especiales para coincidir con ug —que es de donde pro-
viene c— se recupera la solucién correcta u; = § AFS iy,

En cualquier ejemplo especifico como el de Fibonacci, el primer paso es encontrar los
valores caracteristicos:

A-—}J={1—1—A _ﬂ tiene det (A —AJ) =22 —A—1
1++/5 1—4/5
Dos valores caracteristicos X; = '—’j:/': y Ay = _._2..“/:

El segundo renglon de A — Al es (1,~ A). Para obtener (A — Ax = 0, el vector caracte-
dstico es x = (A, 1). Los primeros niimeros de Fibonacci Fy = 0y Fy = 1 van en ug, ¥
Sy = ¢

-1

—1 — At Az 1 . - 1/()&1 aad ).2) - -}_ 1 "‘;
S up [ 11 0 proporciona ¢ 170 = A2 7 |- .
Estas son las constantes en u; = clx’fxl + czkgxz. Ambos vectores caracteristicos x; ¥ .

x, tienen por segunda componente a 1. Lo anterior deja F, = c Ak + c;2% en la segunda
componente de u;:

Niameros de 1 (1 +\/§>k _ (1 -\/§>k

Fibonacci B = W5 2 2

Esta es la respuesta que se buscaba. Las fracciones y las rafces cuadradas se ven sorpren-
dentes porque la regla de Fibonacci Fip = Frqt F, debe producir néimeros enteros. De
alguna manera esa férmula para F). debe proporcionar un entero. De hecho, como el segun-
do término [(1 — +/3)/21%/~/5 siempre es menor que % s6lo debe mover el primer térmi-
no al entero mas proximo:

1000
F = gntero mds préximo a ! 1++/5
1000 P «/5 9 .

Este niimero es enorme, ¥ Figo; €8 todavia més grande. Las fracciones se vuelven insigni-
ficantes, y el cociente Fg01/F1000 debe estar muy proximo a (1 ++/5)/ 2 ~ 1.618. Debi-
do a que A% es insignificante en comparacién con A%, el cociente Fy, /Fy tiende a A,.

.. . N . o1
Esta es una ecuacién en diferencias tipica, que lleva a las potencias de A= [1 0].

Implica /3 porque asi lo hacen los valores caracteristicos. Si se escoge una matriz con
A= 1y X, = 6, es posible centrarse en la simpleza del célculo, después que se ha diago-
nalizado A:

=4 =57 .. _ 11 11
A-{lo 11}uene)»~1 y 6, con xl—-{__l} v xz—[ 2}

e o kent 1 =171 072 1] _[ 2-¢ 1 — 6k

Las potencias 6" y 1% aparecen en la tltima matriz A*, mezcladas por los vectores caracte-
risticos.
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Para la ecuacién en diferencias ug+1 = Auy, se recalca la cuestién principal. Cada vec-
tor caracteristico x produce una “solucién pura” con potencias de A:

Una solucién es ug = x, 17 = Ax, uy= A%x,...

Cuando el i, inicial es un vector caracteristico x, esta es la solucién: u, = A*x. En ge-
neral, 1 no es un vector caracteristico. Pero si u, es una combinacion de vectores caracte-
risticos, entonces la solucidn i, es la misma combinacién de estas soluciones especiales.

Matrices de Markov

En el capitulo 1, hay un ejercicio sobre salir y entrar a California, que merece un andlisis
mas detallado. Las reglas eran las siguientes:

Cada afio, 31'6 de la gente que vive fuera de California se cambia a este estado, y %5 de la

gente que vive en California sale del estado. Se empieza con y, gente fuera y z, dentro.

Al final del primer afio las cantidades fuera y dentro son y; v z;:

Ecuacibnen y, = 0.9y, + 0.2z bi ] _ 109 02] [x»
diferencias 7, = 0.1yo + 0.8z © O AT 101 08| |zl

Este problema y su matriz poseen las dos propiedades esenciales de un proceso de Mar-
kov:

1. El ntimero total de gente permanece fijo. La suma de cada columna de la matriz de
Markov es 1. No se gana ni pierde a nadie.

2. Los nimeros de gente afuera y dentro jamés pueden volverse negativos: La matriz no
tiene elementos negativos. Todas las potencias de A* son no negativas.”

Esta ecuacién en diferencias de Markov se resuelve, usando u; = SA*Slug. Lue-
go se demuestra que la poblacién tiende a un “estado estacionario”. Primero es necesario
diagonalizar a A:

0.9 —x 0.2

A"“=[ 0.1 08-2

] tiene det (A —AJ) =A% — 1.7 +0.7

[ o]l

Mm=1 3 =0T A=SAS‘I={

[RYENITY
RSy

*Ademés, la historia ha sido relegada por completo; cada nuevo u,, depende sélo del u, actual. Tal vez incluso

nuestras vidas son ejemplos de procesos de Markov, aunque espero que no lo sean.

e
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Para encontrar A%, y la distribucién Iuego de & afios, SAS -1 se cambia por SA¥S™!:

ARG 5
)

Los dos términos son clk x, + czxzxz El factor A% = 1 estd escondido en el primer tér-
mino. A largo plazo, el otro factor (0. 7)* se vuelve extremadamente pequefio. La solucion
tiende a un estado limitante U = (Yoo, Zoo):

La poblacién total sigue siendo y, + 2o, pero en el limite % de esta poblacién estd fuera de
Californiay 5 L estd dentro. ,Lo anterior es cierto sin importar cudl haya sido la distribucién
inicial! Si el afio empieza con § % fueray 3 L dentro, entonces termina de la misma forma:

0.9 02
0.1 08
El estado estacionario es el vector caracteristico de A correspondiente a b =

car por A, de un paso temporal al otro, deja sin cambio a U,
La teorfa de los procesos de Markov, se ilustra con este ejemplo de California:

e LS

[RTPRRYIN

= (yo + 20) [

W W

Wi W

Fstado estacionario k } = (yg + 2o} {
lwe)

], obien, AUc = Ueo-

L fre L2
W Ll

1. Multipli-

Para encontrar el mdltiplo idéneo de x,, se usa el hecho de que la poblacién total permane-
ce igual. Si California empezé con todos sus 90 millones de gente fuera, entonces termind
con 60 millones fuera y 30 dentro. Termina de la misma forma si originalmente los 90 mi-
llones estin dentro.

Se observa que muchos autores trasponen la matriz, de modo que la suma de sus ren-
glones es 1.

Observacién Esta descripcién de un proceso de Markov fue determinista: las poblaciones
se movieron en proporciones fijas. Pero si se considera un simple individuo, las fracciones
que se mueven se convierten en probabilidades. Un individuo fuera de Cahforma entra con
probabilidad 5 a este estado. Si estd dentro, la probabilidad de salir es . El movimiento
se vuelve un proceso aleatorio, y A se denomina matriz de transicién.

Las componentes de u, = A‘u, especifican la probabilidad de que el individuo esté fue-
ra o dentro del estado. Estas probabilidades nunca son negativas, y su suma es 1; es decir,

Ejemplo 1
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todo mundo debe estar en algtin sitio. Esto retrotrae las dos propiedades fundamentales de
una matriz de Markov: La suma de cada columna es 1, y ningtin elemento es negativo.

(Por qué A = 1 siempre es un valor caracterfstico? La suma de cada columna de A — J
es 1 — 1 = 0. En consecuencia, la suma de los renglones de A — I es el renglén cero, los
renglones son linealmente dependientes, y det (A — I) = 0.

Excepto por casos muy especiales, i, tiende al vector caracteristico correspondiente.”
En la férmula u, = ¢;Mfx; + -+ -+ c,A%x, ningin valor caracteristico puede ser mayor
que 1. (En caso contrario se inflarfan las probabilidades u,). Si todos los demds valores ca-
racterfsticos son estrictamente menores que A; = 1, entonces el primer término en la férmu-
la es dominante. Los otros Ak se van a cero, y up — 1% = uy, = estado estacionario.

Este es un ejemplo de uno de los temas torales de este capitulo: Dada informacién so-
bre A, encontrar informacién sobre sus valores caracteristicos. Aquf se encontré Az = 1.

Estabilidad de w, . ; = Au,

Hay una diferencia evidente entre los ndmeros de Fibonacci y los procesos de Markov. Los
ndmeros F), se vuelven cada vez mds grandes, mientras la definicién de “probabilidad” es-
tdentre Oy 1. La ecuacién de Fibonacci es inestable. También lo es la ecuacién del interés
compuesto P, = 1.06P,; el capital crece por siempre. Si las probabilidades de Markov
decrecen a cero, esa ecuacion serfa estable; pero no lo hacen, ya que en cada etapa su su-
ma debe ser 1. En consecuencia, un proceso de Markov es neutralmente estable.

Se desea estudiar el comportamiento de ux+; = Auy cuando k —c0. Suponiendo que
A puede diagonalizarse, i, es una combinacién de soluciones puras:

Solucién en el instante & ux = SA*S7'ug = ¢ Mkxy + - - + crfbx,.

El crecimiento de u, estd regido por los A*. La estabilidad depende de los valores carac-
teristicos:

La matriz A es ciertamente estable:

0 4+

0 4 .
A= [ | | tiene valores caracteristicos Oy 3.
2

Lo§ As estdn en la diagonal principal porque A es triangular. Empezando con cualquier u,,
y siguiendo la regla 4r+1 = Auy, la solucién debe terminar por tender a cero:

0 4 2 1 :
Uy = s U T g, U T s U3 T 10, U4 = ,
1 2 g 1

U
Si todos los que estdn afuera se mueven hacia dentro y todos los que estdn adentro se mueven hacia fuera, entonces

S
N

las poblaciones se invierten cada afio y no hay estado estacionario. La matriz de transicién es 4 = {? é ] y —1

es un valor caracterfstico, asf como + 1, lo cual no puede ocurrir si todos los a; > 0.
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Ejemplo 2

El mayor valor caracteristico A = % rige la disminuci6n; después del primer paso, cada u,
es %uk-l. El verdadero efecto del primer paso, es separar g, en los dos vectores caracteris-
ticos de A:

up = [ﬂ + [_g] y entonces  u; = (%)k {ﬂ + (0 [_g}

Matrices positivas y aplicaciones a la economia

Al desarrollar las ideas de Markov es posible encontrar una pequefia mina de oro (comple-
tamente opcionaly de aplicaciones matriciales a la economia.

Moatriz entrada-salida de Leontief
Este es uno de los primeros grandes éxitos de la economia matemdtica. Para ilustrarlo, se
construye una matriz consumo, en la que a; proporciona la cantidad del producto j que

se requiere para obtener una unidad del producto i:

04 0 01 {acero)
A= 0 0.1 038 (alimentos)
0.5 0.7 01 (trabajo)

La primera pregunta es: ;Es posible producir y, unidades de acero, y, unidades de alimen-
t0s, ¥ y; unidades de trabajo? Es necesario empezar con grandes cantidades p,, p,, p3, por-
que una porcién se consume en la produccin misma. La cantidad que se consume es Ap,

y deja una produccidn neta de p — Ap.
Problema Encontrar un vector p tal gue p — Ap =y, 0 bien,p = (I — A7y,
Aparentemente sélo se estd preguntando si/ — A es invertible. Sin embargo, hay un giro

negativo del problema. La demanda y la produccién, y y p, son no negativas. Debido a que
pes (I — A" 'y, la verdadera pregunta es sobre la matriz que multiplica a y:

(Cudndo ocurre que (I — A)"! es una matriz no negativa?

Aproximadamente, A no puede ser demasiado grande. Si Ia produccién consume demasia-
do, nada queda como salida. La clave radica en el mayor valor caracteristico A; de 4, que

debe ser menor que 1:
sia, > 1, — A)7! fracasa en ser no negativa.

siA, =1, —A)~! fracasa en existir.
sia, <1, - A)~! es una suma convergente de matrices no negativas:

&)

En el ejemplo de 3 por 3 se tenfa A; = 0.9, y la salida excedia a la entrada. La produccidn
puede continuar.

Es facil demostrar 1o anterior, una vez que se conoce el hecho principal sobre una ma-
triz no negativa como A: No sélo el mayor valor caracteristico L, es positivo, sino que
también Io es el vector caracteristico x;. Asi (I — A)™! tiene el mismo vector caracteristi-
co, con valor caracteristico 1/(1 — Ay).

Si A, excede a 1, ese iltimo nidmero es negativo. La matriz (/ — A)~! tomard el vec-
tor positivo x; como si fuese un vector negativo x,/(1 — A ). En ese caso (I — A)™! defini-
tivamente no es no negativa. Si A, = 1, entonces I ~— A es singular. El caso productivo es

Serie geométrica

Ejemplo 3
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Ay << 1, cuando las potencias de A se hacen cero (estabilidad) vy la serie infinita 7 + 4 +
A%+ ... converge.

- Al multiplicar esta serie por I — A se queda con la matriz identidad; todas las poten-
cias superiores se cancelan, de modo que (/ — A)™! es una suma de matrices no negativas.
A continuacién se proporcionan dos ejemplos:

0 2 .
A= [2 0] tiene A; = 2y se pierde la economia

0.5
A = [ 2] tiene Ay =

0 05 y es imposible producir algo.

& 2]

La inspiracién de Leontief fue encontrar un modelo en que se utilizan datos genuinos
de la economnia real. La tabla para 1958 contenfa 83 industrias en Estados Unidos, con una
“tabla de transacciones” de consumo y produccién para cada una. La teorfa también llega
més alld de (I — A)™?, para decidir precios naturales y cuestiones de optimizacién. Nor-
malmente, el trabajo estd limitado en suministro y debe minimizarse. Y, por supuesto, la
economia no siempre es lineal.

1
2

En estos casos, las matrices (/ — A) ™! son —% [é ﬂ

Los precios en un modelo entrada-salida cerrado

El modelo se denomina “cerrado” cuando todo lo que se produce es consumido. Nada sa-
le del sistema. En ese caso, A regresa a ser una matriz de Markov. La suma de las colum-
nas es 1. Podria hablarse sobre el valor del acero, y de los alimentos, y del trabajo, en vez
del ntmero de unidades. El vector p representa precios, en vez de niveles de produccién.

. Suponga que pg es un vector de precios. Entonces Ap, multiplica los precios por can-
tidades con la finalidad de proporcionar el valor de cada producto. Este es un nuevo con-
junto de precios que el sisterna utiliza para el siguiente conjunto de valores A%p,. La
pregunta es si los precios tienden al equilibrio. ;Existen precios tales que p = Ap, v el sis-
tema conduce a ellos?

p se reconoce como el vector caracteristico (no negativo) de la matriz A de Markov,
con A = 1. Este es el estado estacionario p_, al que se tiende desde cualquier punto inicial
Po- Al repetir una transaccién una y otra vez, los precios tienden al equilibrio.

El teorema de “Perron-Frobenius” proporciona las propiedades clave de una matriz
positiva, que no debe confundirse con una matriz positiva definida, que es simétrica y to-
dos sus valores caracteristicos son positivos. Aquf todos los elementos a;; son positivos.

Demostracién Suponga A > 0. La idea clave es considerar todos los nimeros ¢ tales que
Ax = 1x para algln vector no negativo x (que no sea x = 0). La desigualdad Ax = #x se de-
ja para contar con muchos candidatos positivos z. Para el mayor valor f, (que se alcan-
za), se demostraré que la desigualdad se cumple: Ax = 1, 4.x.

En caso contrario, si Ax = f,,.x no es una igualdad, se multiplica por A. Debido a que
A es positiva, lo anterior produce una desigualdad estricta A%x > #,.4,Ax. En consecuencia,
el vector positivo y = Ax cumple Ay > 149, ¥ fmax hubiera podido ser mds grande. Esta
contradiccidn obliga a la igualdad Ax = f4.x, v se tiene un valor caracteristico. Su vector
caracter{stico x es positivo (no solamente no negativo) debido a que en el miembro izquier-
do de esa desigualdad, es seguro que Ax es positivo.
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Ejemplo 4

Para ver que ningtin valor caracteristico puede ser mayor que Iy, SUpOnga que Az =
Az. Debido a que tanto A como z pueden implicar niimeros negativos o complejos, se to-

man valores absolutos: |A||z] = |Az] < Alz| por la “desigualdad del tridngulo™. Este |7
es un vector no negativo, de modo que |A| es uno de los candidatos posibles . En conse-
cuencia |A| no puede exceder a A, que €72 Iy L

Modelo de von Neumann, de una economia en expansion
Se regresard a la matriz A de 3 por 3 que proporciond el consumo de combustible, alimen-
tos, y trabajo. Si las salidas son sy, f;, £,, entonces las entradas requeridas son

0.4 0.1 |5
ug = 0 0.1 08 f; =Au1.
0.5 07 01] |4

En economia, jla ecuaci6n en diferencias es hacia atras! En vez de u, = Au, se tiene up =
Au,. Si A es pequefia (como es el caso), entonces la produccién no consume todo, y la eco-
nomfa puede crecer. Los valores caracteristicos de A% rigen este crecimiento. Pero otra
vez hay un giro no negativo, ya que el acero, los alimentos, y el trabajo no se presentan en
cantidades negativas. Von Neumann se pregunté por la razon méxima ¢ a la que puede cre-
cer la economia sin dejar de ser no negativa, lo cual significa que u; = tug = 0.

Asi, el problema requiere ©; Z fAu,;. Es como el teorema de Perron-Frobenius, con
A en el otro lado. Como antes, la igualdad se cumple cuando ¢ alcanza f,;,; que es el valor
caracteristico asociado con el vector caracteristico positivo de A™'. En este caso, el factor
de expansidn es %: '

1 04 0 0171 0.9
x=1|s| y Ax=| 0 01 08| |5| =45 =x.
5 05 07 01| |5 45| 1

Con acero—alimentos —trabajo, en la razén 1—5—35, la economfa crece tan rapido como es
posible: La razén de crecimiento mdxima es 1/,.

Conjunto de problemas 5.3

Demuestre que cada tercer ndmero de Fibonaccien 0, 1, 1,2,3, ... es par.

3. Bernadelli estudié un escarabajo que “sélo vive tres afios, y se reproduce en su tercer
afio”. Estos escarabajos sobreviven el tercer afio con probabilidad % y el segundo con
probabilidad % y luego producen seis hembras al final de su vida:

0 0 6
Matriz escarabajo A=11 00
0ot o

Demuestre que A> = I, y siga la distribucién de 3000 escarabajos durante seis afios.

3. Parala matriz de Fibonacci 4 = [} (1,], calcule A%, A%, A% Luego, use el texto y una

calculadora, para encontrar Fao.
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4. Supc?nga que cada nimero de “Gibonacci” Gy, es el promedio de los dos ntimeros
previos, Gr,; ¥ Gy Entonces Gip = H(Givr + Gy

= L 1
Gk+2 2Gk+1 + sz es Gk+2 = A Gk+1
Gre1 = Gy G Ge |”

a) Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de A.
b) Encuentre el limite cuando n —» 0o de las matrices A" = SA"S™!.
c) Si Gy = 0y G, = 1, demuestre que los niimeros de Gibonacci tienden a %

5. Diagonalice la matriz de Fibonacci completando S™1:

D1y tA XA O
1 0 1 1 0 A ’
- Realice la multiplicacién SA*§~! [(1,} para encontrar su segunda componente. Este es

el k-ésimo nimero de Fibonacci F = (A% — A%) /(&) — A2).
6. Losndmeros A* vy A% cumplen la regla de Fibonacci Fre2 = Fiwy + Fi:
k+2
M =20l oy AT =k gk
Demuestre lo anterior, usando la ecuacién original para los As (multipliquela por A%).
Entonces, cualquier combinacién de ¥ y A% cumple la regla. La combinacién
F, = (}Jf - )J;)/(;\\1 — X\,) proporciona el inicio correcto de F = 0y F| = 1.

7. Lucas empe'zé con Ly=2yL;=1.Laregla Ly = Lyy; + L es la misma, de mo-
do que A sigue siendo una matriz de Fibonacci. Sume sus vectores caracterfsticos

X+ x50
!
[M] + [kz] - $(1+5) + 3(1-+5) 1 L
1 1 1 1 2| T Lol
Al multiplicar por A, la segunda componente es L, = A% + A%. Calcule el ntimero
de Lucas L, lentamente aplicando Ly+y = Ly, + Ly, y calcule aproximadamente

con 710

8. Suponga que hay una epidemia en la cual, cada mes la mitad de los sanos enferman y
la cuarta parte de los enfermos fallecen. Encuentre el estado estacionario para el pro-
ceso de Markov, correspondiente

1

1
it 3 0 dy
Sever | =0 2 3 Sk
Wty 0 O % Wy

9. Escriba la matriz de transicién de 3 por 3 para un curso de quimica que se ensefia en
. . 1 . .
dos secciones, si cada semana ; de los de la seccibn Ay % de los de la seccién B aban-

1 sz .
donan el curso, y ¢ de cada seccidn se cambia a la otra seccidn.

10. Encuentre los valores limitantes de y, y 7, (k — oo) si

Yer1 = 0.8y, + 0.3z, yg =0
Ze+y = 0.2y, +0.7z; zo = 5.

También, encuentre férmulas para y, y z,, a partir de AF = SA*S™L.
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11. o) A partir del hecho de que columna 1 + columna 2 = 2(columna 3), de modo que
las columnas son linealmente independientes, encuentre un valor caracteristico y un
vector caracteristico de A:

0.2 04 03
A= 104 02 03
0.4 04 04

b) Encuentre los otros valores caracteristicos de A (es una matriz de Markov).
¢) Siug = (0, 10, 0), encuentre el limite de A*u, cuando k£ ~— oo.

12. Suponga que hay tres centros principales para los camiones Muévalo-Usted-Mismo.
Cada mes, la mitad de los camiones que est4n en Boston y en Los Angeles, van a Chi-
cago, la otra mitad se queda donde estdn, y los camiones en Chicago se dividen equi-
tativamente entre Boston y Los Angeles. Escriba la matriz de transicién A de 3 por 3,
v encuentre el estado estacionario u., correspondiente al valor caracteristico A = 1.

13. @) (En qué rango de a y b estd la siguiente ecuacién de un proceso de Markov?

a b 1
Up+y = Aug = l—g 1-p|4 Uo = 141

b) Caleule 4 = SA*S ™ uy para cualesquiera a y b.
¢) ¢En qué condicién sobre a y b, u, tiende a un Hmite finito cuando k — oo y cudl
es el limite? ;A debe ser una matriz de Markov?

14. Empresas multinacionales en América, Asia y Europa poseen bienes por $4 trillones.
Al principio, $2 trillones estdn en América y $2 trillones estdn en Europa. Cada afio,
3 del dinero en América se queda en ese continente, y ; se va a Asia y Europa. Para
Asia y Europa, % permanece ahi y % se envia a América.
a) Encuentre la matriz que proporciona

América América
Asia = A | Asia
Europa afio k41 Europa adio £

b) Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de A,
¢) Encuentre la distribucién limitante de los $4 trillones, cuando se acaba el mundo.
d) Encuentre la distribucién de los $4 trillones en el afio £.

15. Si A es una matriz de Markov, demuestre que la suma de las componentes de Ax es
igual a la suma de las componentes de x. Deduzca que si Ax = Ax con A # 1, enton-
ces la suma de las componentes del vector caracterfstico es igual a cero.

16. La solucién de du/dt = Au = ﬁ —é] (valores caracteristicos i y —i) gira alrede-
dor de un circulo: u = (cos ¢, sen £). Suponga que du/dt se aproxima por diferencias
hacia adelante, hacia atrés, y centradas F, B, C:

(F) tper —Un = Altp O Uy = (I + Au, (este es el método de Euler).
B) upt+r = Un = Altpr1 © Upe) = (I — A)"u, (hacia atras Euler).
(C) tnet = itn = 2AQtnet + 1) 0 tper = (I = 2A) (I + 1 A)uy.

g - -1
Encuentre los valores caracteristicos de [ + 4, ( — 4)"!, e (I — 3A) (1 + 34).
;Para cudl ecuacidn en diferencias la solucion u, permanece en un circulo?
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17. ;Qué valores de a producen inestabilidad en v, .1 = (v, + w,), Wet1 = (v, + w,)?

18. Encuentre los a, b, ¢ mas grandes, para los cuales las siguientes matrices son estables
o neutralmente estables:

a —038 b 0.8] . c 0.8
0.8 0.2 0 o2y 0.2 cl
19. Multiplique término a término para comprobar que (J/ — AYJ + A + A2 +...) = [.
Esta serie representa (/ — A)™ . Es no negativa cuando A es no negativa, en el supues-

to de que tenga una suma finita; la condicién para esto s Ay, << 1. Sume la serie in-
finita, y confirme que es igual a (/ — A)™?, para la matriz de consumo

0 1 1
A= 10 0 1 que tiene Amgx = 0.
0O 0 0O

20.Para A = [8 3;§} , encuentre las potencias A* (incluyendo A®), y demuestre explicita-

mente que su suma coincide con (I — A)™1

21. Explique por matematicas o economia por qué al incrementar la “matriz de consumo”
A debe incrementarse t,, = A, (y aminorar el desarrollo).

22. ;Cudles son los limites cuando k —> o0 (los estados estacionarios) de lo siguiente?
[0.4 0.2}" H [0.4 0.2}" m [0.4 0.2]"
0.6 0.8{ |0} 0.6 0.8 iy 0.6 08
Los problemas 23 a 29 son sobre 4 = SAS™! y A* = SA*S™ L
23. Diagonalice A y calcule SA*S™! con la finalidad de demostrar esta formula para A%

(3 2 . L 1[5 +1 st—1
A”‘{z 3} tepe A _:’2—{5"—1 st

24. Diagonalice B y calcule SA*S~! con la finalidad de demostrar esta férmula para B*:

_ 131 . P 3k 3k 0k
B-—[O 2} tiene B -—{0 ok .

25. Los valores caracterfsticos de 4 son 1 y 9, v los valores caracterfsticos de Bson —1 y
9:
15 4 _ {4 5
S A S

Encuentre una matriz rafz cuadrada de 4, a partirde g = §./A §~!. (Porqué para B
10 e€xiste ninguna matriz raiz cuadrada real?

26. Si Ay B tienen los mismos As con el mismo conjunto completo de vectores caracte-
risticos independientes, su factorizacién en es la misma. Asi, 4 = B.

27. Suponga que A y B tienen el mismo conjunto completo de vectores caracteristicos, de
modo que A = SA; 571y B = SA>5™!, Demuestre que AB = BA.

28. ) ;Cudndo ocurre, que los vectores caracteristicos para A = 0 generan el espacio nu-
1o N(A)?
b) ;Cugndo ocurre, que todos vectores caracteristicos para A #¢ O generan el espacio
columna C(A)7
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29. Las potencias de A* tienden a cero si todos los |A] < 1, y se inflan si cualquier |A] >
1. Peter Lax proporciona cuatro ejemplos sorprendentes en su libro Linear Algebra.

IR S E A S B

ﬂAm?AH > 10700 B024 = 7 C1024 = — [tD1024” < 10—78

Encuentre los valores caracteristicos A = ¢ de B y C, para demostrar que B* = I'y
que C3 = —L

5.4 ECUACIONES DIFERENCIALES Y &

Siempre que se encuentra un sistema de ecuaciones, més que una sola ecuacién, la teorfa de
matrices tiene un papel que desempeifiar. Para ecuaciones en diferencias, la solucidn i, =
A*uy dependfa de las potencias de A. Para ecuaciones diferenciales, la solucién u(z) =
e4"u(0) depende de la exponencial de A. Para definir esta exponencial, y comprenderla, de
inmediato se presenta un ejemplo:

oo e . du . [-2 1
Ecuacién diferencial i Au = { 1 __2:[ u. ¢))

El primer paso siempre consiste en encontrar los valores caracteristicos (—1 y —3), asf co-
mo los vectores caracteristicos:

ool 5 o)

Luego, varios métodos llevan a u(f). Quizd lo mejor sea hacer coincidir la solucién gene-
ral con el vector inicial u(Q) en ¢ = Q.

La solucién general es una combinacién de soluciones exponenciales puras. Estas son
soluciones de la forma especial ce* x| donde X es un valor caracteristico de A, y x es su
vector caracteristico. Estas soluciones puras satisfacen la ecuacién diferencial, ya que
d/dt(ce®x) = A(ce™x). (Fueron la introduccién a los valores caracteristicos al inicio
del capitulo). En este ejemplo de 2 por 2, hay dos exponenciales puras a combinar:

i . 1 Ijle™® ¢
Solucién u(?) = cie*'x; + "%, obien, u = [1 __IJ [ e'3‘] Lj @)

En el instante cero, cuando las exponenciales son ¢ = 1, 1(0) determina ¢, y ¢y

Condicién inicial u(0) = c1x, + Caxp = [i i] [?} = Sc.
= 2

Se reconoce S, la matriz de vectores caracteristicos. Las constantes ¢ = S~ 1u(0) son las
mismas que para las ecuaciones en diferencias. Al sustituirlas de nuevo en la ecuacién (2),
se encuentra que la solucién es

wo=[1 A7 s8] =57 )50 @

He aqui la férmula fundamental de esta seccién: Se®' S u(0) resuelve la ecuacién dife-
rencial, justo como SAFS§™ 1y, resolvia la ecuacién en diferencias:

u(t) = Se™S7'u(0) con A= ‘i—l _3} y et = [eﬂ 6_3,:‘. 4)

Ejemplo 1

NMACIONAL
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- Beg B f e 2l LEL URUGUAY

Hay dos cosas 1ias qué Hacer Coh &8 &b, Una es completar el procedimiento
matemdtico, proporcionando una definicién directa de la exponencial de una matriz. La
otra es proporcionar una interpretacién fisica de la ecuacién y su solucién. Se trata del ti-
po de ecuacién diferencial que tiene aplicaciones de utilidad.

La exponencial de una matriz diagonal A es fécil: ¢4 tiene justo los n ndmeros ™
en la diagonal. Para una matriz general A, la idea natural es imitar la serie de potencias
e =1+x +x2/21 + x3/31 + ... . Si se sustituye x por At y 1 por /, esta suma es una
matriz de n por n:

An)? At)?
(2z) +(—§?)'+"" ®

La serie siempre es convergente, y su suma e* tiene las propiedades idéneas:

Matriz exponencial e =T + Az +

(eAS)(eAI) = eA(S'l'-t)’ (eAt)(e—Al) — 1’ y %(8‘4’) = AeA'. (6)

A partir de la dltima expresidn, u(z) = ¢*'u(0) resuelve la ecuacién diferencial. Esta solu-
cién debe ser la misma que la forma Se! §~ 14 (0) empleada para computacién. Para demos-
trar directamente que estas soluciones coinciden, recuerde que cada potencia (SAS™1)* se
traduce en A* = SA*S™! (debido a que S™! cancela a S). Toda la exponencial es diagonali-
zada por S:

SAZS 12 SASTIS
+ + +
2t 3!

(ar)? + (Ar)®
3t

e =T+ SAS s

=S<I + Az + +> STl = St g

En la ecuacién (1), la exponencial de A = [“f _;} tiene A = ["1 _3}:

Ar At o1 1 1] [e™ 1 177" 1[et 4e™d ot —e¥
et = 5eM§T = ~3¢ =5 -t -3¢ - -3 |
1 -1 e 1 -1 2le’" —e e te
En ¢ = 0, se obtiene ¢° = I. La serie infinita ¢** proporciona la respuesta para toda ¢, aun-
que es dificil calcular una serie. La forma Se4!§~! proporciona la misma respuesta cuan-
do es posible diagonalizar a A: se requieren n vectores caracteristicos independientes en S.

Esta forma més sencilla, lleva a una combinacioén de n exponenciales ™', que es la mejor
solucién de todas:

SeM S u(0).
isti

Las constantes c¢; que cumplen las condiciones iniciales u(0) son ¢ = § “lu(0).
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Lo anterior proporciona una analogfa completa con las ecuacionss en diferencias y
SA S 1uo. En ambos casos se supuso que era posible diagonalizar a A, ya que en caso con-
trario posee menos de n vectores caracterfsticos y no se han encontrado suficientes solucio-
nes especiales. Las soluciones que faltan existen, aunque son més complicadas que las
exponenciales puras ¢*'x. Implican “vectores caracteristicos generalizados” y factores co-
mo te*. (Para calcular este caso defectuoso, puede usarse la forma de Jordan que se mues-
tra en el apéndice B, y encontrar ¢”%). La férmula u{f) = ¢*u(0) sigue siendo com-
pletamente correcta.

La matriz e* nunca es singular. Una demostracién consiste en considerar sus valo-
res caracteristicos; si A es un valor caracteristico de A, entonces ¢ es el valor caracteristi-
co correspondiente de ¢, y & jamds puede ser cero. Otro método es calcular el
determinante de la exponencial:

Ayt Aot -e)"" = etraza(m). (9)

dete?’ = Mg

Demostracién rapida de que ¢ es invertible: Simplemente reconozca e~ como su in-
versa.

Esta invertibilidad es fundamental para las ecuaciones diferenciales. Si n soluciones
son linealmente independientes en ¢ = 0, son linealmente independientes por siempre. Si
los vectores iniciales son vy, . . ., U, entonces las soluciones Ay pueden escribirse en una
matriz:

[e’“vl e"“v,l] = g4 [vl v,z].

El determinante del miembro izquierdo es el wronskiano. Fste nunca es cero, ya que es el
producto de dos determinantes diferentes de cero. Las dos matrices en el miembro derecho
son invertibles.

Observacién No todas las ecuaciones diferenciales se presentan como un sistema de pri-
mer orden du/dt = Au. Es posible empezar, a partir de una simple ecuacién de orden supe-
rior, como ¥ —3y” +2y" = 0. Para convertir lo anterior en un sistema de 3 por 3, se
introducen v = ¥’ y w = v’ como incdgnitas adicionales, junto con y misima. Luego, estas
dos ecuaciones se combinan con la original para obtener u’ = Au:

y =y 0 1 0 y
Vo= w obien, ' = |0 0 1 v| = Au.
w' = 3w — 2v 0 -2 3 w

De nuevo, se ha regresado a un sistema de primer orden. El problema puede resolverse
de dos formas. En un curso de ecuaciones diferenciales, y = ¢ se sustituiria por
y,'// — 3}’” 4 2}7, = {:

(A2 =322 +20)eM =0 obien, A(L — DO —2eM =0, ')

Las tres soluciones exponenciales puras sony = ¢%, y = ¢, vy y = ¢%. No estd implicado
ningtn vector caracteristico. En un curso de dlgebra lineal, se encuentran los valores carac-
teristicos de A:

—-A 1 0
det(A — Al = 0 —A 1 = -7 +32% 20 =0, an
0 -2 3-2

jLas ecuaciones (10) y (11) son las mismas! Aparecen los mismos tres exponentes: A = 0,
A = 1,y A = 2. Esta es una regla general que hace consistentes a los dos métodos; las ra-
zones de crecimiento de las soluciones permanecieron fijas cuando las ecuaciones cambia-
ron de forma. Nos parece que resolver la ecuacién de tercer orden es mds ripido.
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La importancia fisica de du/ dt = [ '? _;] es facil de explicar, y al mismo tiempo

es realmente importante. Esta ecuacién diferencial describe un proceso de difusion.

concentracion 0 v w 0

So 51 52 S-‘B

Figura 5.1 Modelo de difusién entre cuatro segmentos.

Divida un tubo infinito en cuatro segmentos (véase la figura 5.1). En el instante ¢ = 0, los
segmentos de en medio contienen concentraciones v(0) y w(0) de un producto quimico. En
cada instante ¢, la razén de difusién entre dos segmentos adyacentes es la diferencia en
concentraciones. Dentro de cada segmento, la concentracién permanece uniforme (cero en
los segmentos infinitos). El proceso es continuo en el tiempo pero discreto en el espacio;
las incOgnitas son v(#) y w(?) en los dos segmentos interiores S; y 5,.

La concentracién u(?) en S; cambia de dos formas. Hay una difusién hacia Sy, y hacia
o fuera de S,. La razén de cambio neta es dv/dt, y dw/dt es semejante:

d
Caudal hacia S, 2—;1 =(w —v) +(0—v)
. dw
Caudal hacia §; i = (0 —w)+ (v —w).

Esta ley de difusién coincide exactamente con nuestro ejemplo du/dr = Auw:
L=V du [—2v+w| _[-2 lu
w y dt v — 2w 1 -2
Los valores caracteristicos —1 y —3 rigen la solucién, y proporcionan la razdén de que se
desintegra la concentracion, y A, es el mds importante porque sélo un conjunto excepcio-
nal de condiciones puede conducir a “superdesintegracién” a la razén ¢~ ¥. De hecho, es-
tas condiciones deben provenir del vector caracteristico (1, —1). Si el experimento sélo
admite concentraciones no negativas, es imposible y la raz6n limitante debe ser ¢™*. La so-
lucién que se desintegra a esta razén més lenta, corresponde al vector caracteristico (1, 1).
En consecuencia, las dos concentraciones se vuelven casi iguales (1o cual es tipico de la di-
fusién) cuando t — 0. ’
Un comentario adicional sobre este gjemplo: Se trata de una aproximacion discreta, con
sélo dos incdgnitas, para la difusién continua descrita por esta ecuacién diferencial parcial:
. du  8%u
Ecuacion del calor = =
at ox
Esa ecuacién del calor es aproximada, al dividir el tubo en segmentos cada vez més peque-
fios, de longitud 1/N. El sistema discreto con N incégnitas estd regido por

Uy -2 1 1y
d - =2 - | = Au (12)

dt . . . 1
Uy 1 -2 Uy

]
!
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Esta es la matriz en diferencias finitas con el patrén 1, —2, 1. El miembro derecho de Au
tiende a la segunda derivada d %u/dx?, luego que un factor de escala N'” se presenta del pro-
blema de flujo. En el limite cuando N — 00, se Hega a la ecuacidn del calor 3u/dr =
9%u/3 x2. Sus soluciones siguen siendo combinaciones de exponenciales puras, aunque
ahora hay una infinidad. En vez de vectores caracteristicos de Ax = Ax, se tienen funcio-
nes caracteristicas de d2ul dx?® = iu. Estas son u(x) = sen amx con A = —n7°. Asi, la
solucién de la ecuacidn del calor es

oo
R Sy
u(t) = E cpe " T sennmx.
n=1

Las constantes ¢, estdn determinadas por la condicién inicial. La novedad es que los vec-
tores caracteristicos son funciones de u(x), ya que el problema es continuo y no discreto.

Estabilidad de las ecuaciones diferenciales

Asf como para las ecuaciones en diferencias, los valores caracteristicos deciden cémo se
comporta u(t) cuando ¢ — co. En la medida en que sea posible diagonalizar a A, hay n so-
luciones exponenciales puras de la ecuacién diferencial, y cualquier solucién especifica
u(?) es alguna combinacién

w(r) = Se™ 8 ug = cre™xy + oo+ cpe™ X,

La estabilidad est4 regida por estos factores ™' . Si todos ellos tienden a cero, entonces u(?)
tiende a cero; si todos estdn acotados, entonces u(f) permanece acotado; si uno de ellos se
infla, entonces excepto por condiciones iniciales muy especiales la solucién se infla. Ade-
mds, el tamafio de ¢ s6lo depende de la parte real de A. Lo dnico que rige la estabilidad
son las partes reales de los valores caracteristicos: si A = a + ib, entonces

oM = Mo = o (coshr +isenbr) ylamagnitudes |eM] = e*.

Lo anterior se desintegra para a < 0, es constante para a = 0, y explota para a > 0. La par-
te imaginaria produce oscilaciones, aungue la amplitud proviene de la parte real.

En algunos textos, la condicién Re A< 0 se denomina estabilidad asintdtica, porque garan-
tiza desintegracién para grandes instantes ¢. Nuestro razonamiento dependia de contar con
n soluciones exponenciales puras, pero incluso si A no es diagonalizable (y haya t€rminos
como te) el resultado sigue siendo cierto: todas las seluciones tienden a cero si y sélo si
todos los valores caracteristicos tienen Re A< 0.

La estabilidad es especialmente fécil de decidir para un sistema de 2 por 2 (que es muy
comiin en aplicaciones). La ecuacién es

du _|a b
E-cdu’
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y es necesario saber cudndo, ambos valores caracteristicos de esta matriz tienen partes rea-
les negativas. (Observe nuevamente que los valores caracteristicos pueden ser nimeros
complejos). Las pruebas de estabilidad son

Re ;< @ la traza a + d debe ser negativa.
Re ;<0 el determinante ad — bc debe ser positive.

Cuando los valores caracteristicos son reales, estas pruebas garantizan que son negativos.
Su producto es el determinante; es positivo cuando los valores caracteristicos tienen el mis-
mo signo. Su suma es la traza; es negativa cuando ambos valores caracteristicos son nega-
tivos.

Cuando los valores caracteristicos son un par complejo x =+ iy, las pruebas siguen te-
niendo €xito. La traza es su suma 2x (que es < 0) y el determinante es (x + iy)x ~ iy) =
x% + y* > 0. En la figura 5.2 se muestra el cuadrante estable, la traza < 0 y el determinan-
te > 0. También se muestra la linea fronteriza parabdlica entre los valores caracteristicos
reales y complejos. La razén de la pardbola se encuentra en la ecuacién cuadratica para los
valores caracteristicos:

det [a :k d l:x} = A\* — (traza)A + (det) = 0. a3

La férmula cuadrética para A conduce a la pardbola (traza)® = 4(det):
1
Al Y Ag = 5 [traza = +/(traza)? ~ 4(det) |. (14)

Arriba de la pardbola, el nimero en el radicando es negativo, de modo que A no es real. So-
bre la pardbola, la raiz cuadrada es cero y A es repetido. Debajo de la pardbola, las raices
cuadradas son reales. Toda matriz simétrica tiene valores caracteristicos reales, ya que si
b = ¢, entonces

(traza)? — 4(det) = (a + d)? — 4(ad — b*) = (a — d)* + 4b* = 0.

Para valores caracteristicos complejos, b y ¢ tienen signos opuestos y son suficientemente
grandes.

determinante D

2

A=Az
K 4
. s TP =4D
*, ambos Re L < 0 ambos Re A >0
% estables inestables o
‘\ valores ,"
_ “cavacteristicos | complejos -
ambos A < 0 ,«° ambos A >0
reales y estables . .+ reales e inestables

- 22’ traza T'

det < 0 proporciona Ay < 0 y Ag > (: reales e inestables

Figura 5.2 Regiones de estabilidad e inestabilidad para una matriz de 2 por 2.
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Ejemplo 2

Ejemplo 3

Uno de cada cuadrante: s6lo #2 es estable:

o2l o) o 2] [5o2)

Sobre las fronteras del segundo cuadrante, la ecuacion es neutralmente estable. Sobre el eje
horizontal, un valor caracteristico es cero (porque el determinante es A A, = 0). Sobre el
eje vertical arriba del eje, ambos valores caracterfsticos son puramente imaginarios (por-
que la traza es cero). Cruzando estos ejes estdn las dos formas en que se pierde la estabilidad.

El caso de n por »n es més dificil. Una prueba para Re X; < 0 se debe a Routh y Hur-
witz, quienes encontraron una serie de desigualdades sobre los elementos a,;. No creo que
este método sea demasiado bueno para una matriz grande; quizd la computadora encuen-
tre los valores caracteristicos con mayor certidumbre de los que puede probar tales desi-
gualdades. La idea de Liapunov fue encontrar una matriz de ponderacion W tal que la
longitud ponderada ||Wu(f)|| siempre es decreciente. Si existe una W asi, entonces || W] de-
crece de manera estable a cero, y después de algunos altibajos u también debe llegar ahi
(estabilidad). El verdadero valor del método de Liapunov, se encuentra para una ecuacién
no lineal; entonces la estabilidad puede demostrarse sin necesidad de conocer una férmula

para u(z).

du/dt = [? “é] « manda a u(?) alrededor de un circulo, empezando desde »(0) = (1, 0).

Debido a que traza = Oy det = 1, se tienen valores caracteristicos puramente imaginarios:

1 -

Los vectores caracteristicos son (1, —) v (1, i), v la solucién es

1. 1 _.
u(t) = -2~e” [_‘1] + —2~e"” [ﬂ

Lo anterior es correcto pero no es elegante. Al sustituir cos ¢ + i sen t para ¢’ y e~
ven a aparecer ntimeros reales: la solucién circulante es u(f) = (cos ¢, sen ).
Empezando desde una u(0) = (g, b) distinta, la solucién u(?) termina como

() = [acost “bsent} _ {:cost —sen t:i {Z} 15

[“A -1}:A2+1=0 demodoque A=-+i y —i.

i

*, vuel-

bcost + asent sent COS ¢t

iAqui se tiene algo importante! La dltima matriz multiplica a u(0), por lo que debe ser la
exponencial ¢, (Recuerde que u(f) = ¢*u(0).) Esta matriz de senos ¥ cosenos es nuestro
ejemplo principal de una matriz ortogonal. La longitud de las columnas es 1, su producto
interno es cero, y se tiene una confirmacidén de un hecho maravilloso:

Si A es siméirica sesgada (AT = —A) entonces e** es una matriz ortogonal.

AT = —A proporciona un sistema conservador. En amortiguamiento o difusi6én no se pier-
de energia:

et u)|)

Ejemplo 4

Ejemplo 5

Ejemplo 6
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La dltima ecuacién expresa una propiedad esencial de las matrices ortogopales. Cuando
multiplican a un vector, la longitud no cambia. El vector #(0) simplemente rota, v eso des-
cribe la solucién de du/dt = Aw: se desplaza alrededor de un circulo.

En este caso bastante poco comtin, ¢*° también puede reconocerse directamente, a par-
tir de la serie infinita.

Observe que A = [? %} tiene A2 = —J, lo cual se aplica en la serie para &%;

[65) (5-)
T2 5

- [cost —sen t}

2 3
1+A:+——_(A2’) LA’ s

sent COs¢

La ecuacién de difusién es estable: A = ["z __;] tiene A = —1y A = —3.

Si los segmentos infinitos se cierran, nada puede escapar:

du _[-1 1
dr | 1 -1

dv/dt = w — v
dw/dt = v —w.

i

} u o bien.

Este es un proceso de Markov continuo. En vez de moverse cada afio, las particulas se mue-
ven a cada instante. Su niimero total v -+ w es constante. Esto se debe al hecho de sumar
dos ecuaciones en el miembro derecho: la derivada de v + w es cero.

Una matriz de Markov discreta tiene la suma de sus columnas igual a A4 = 1. Una
matriz de Markov continua, para ecuaciones diferenciales, tiene la suma de sus columnas
igual a A4 = 0. A es una matriz de Markov discreta si y s6lo si B = A — [ es una matriz
de Markov continua. El estado estacionario para ambas es el vector caracteristico para
Amax- Se multiplica por 1* = 1 en ecuaciones en diferencias y por ¢* = 1 en ecuaciones di-
ferenciales, y no se mueve.

En el ejemplo, el estado estacionario tiene v = w.

En ingenieria nuclear, un reactor se denornina critice cuando es neutralmente estable; la fi-
sién equilibra la desintegracién. Una fisién mds lenta lo hace mds estable, o subcritico, y
finalmente se desmantela. La fisién inestable es una bomba.

Ecuaciones de segundo orden

Las leyes de difusién llevaron a un sistema de primer orden du/d: = Au. As{ lo hacen tam-
bién muchas otras aplicaciones en quimica, biologia, y otras 4reas, aunque la ley més im-
portante de la fisica no lo hace. Se trata de la ley de Newton F = ma, y la aceleracién a es
una segunda derivada. Los términos inerciales producen ecuaciones de segundo orden (es
necesario resolver d u/df* = Au en vez de du/dt = Au), y el objetivo es entender cémo es-
te giro a segundas derivadas modifica la solucién.” En dlgebra lineal es opcional, pero no
es asi en fisica.

"Las cuartas derivadas también son posibles, en la flexién de vigas, aunque la naturaleza parece resisti si se pa-

sa a derivadas superiores a aquéllas.
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La comparacion es perfecta si se preserva la misma A:

d*u =2 1
W-—Au-{ 2 _4 . (16)

Dos condiciones iniciales inician el sistema: el “desplazamiento” w(0) y la “velocidad”
1'(0). Para cumplir estas condiciones, hay 2n soluciones exponenciales puras.

Suponga que se usa w en vez de A, y que estas soluciones especiales se escriben co-
mo u = e“x. Al sustituir esta exponencial en la ecuacién diferencial, debe cumplir

a: . .
Eﬁ(e‘w'x) = A(e'“'x), o bien, —a?x = Ax. an

EI vector x debe ser un vector caracteristico de A, exactamente como antes. Ahora el va-
lor caracteristico correspondiente es —w?, de modo que la frecuencia @ estd relacionada
con la razén de desintegracién A mediante la ley —w? = . Toda solucién especial ¢*’x de
la ecuacién de primer orden lleva a dos soluciones especiales ¢'“x de la ecuacién de se-
gundo orden, y los dos exponentes son w = +./=%. Lo anterior s6lo fracasa cuando A =
0, que sélo tiene una rafz cuadrada: si el vector caracterfstico es x, entonces las dos solu-
ciones especiales son x y £x.

Para una matriz de difusién genuina, todos los valores caracteristicos A son negativos
y todas las frecuencias w son reales: la difusién pura se transforma en oscilacion pura. Los
factores e’ producen estabilidad neutra, 1a solucién no crece ni se desintegra, y la ener-
gia total permanece precisamente constante. Simplemente continda pasando alrededor del
sistema. La soluci6n geperal de d 2,/d = Au, si A tiene valores caracteristicos negativos
}\.1,...,)\." }’SI w; = \/")\j , €8

u(t) = (¢ +die” Yy e (cp& ™" + dpe " x,. (18)

Como siempre, las constantes se encuentran a partir de las condiciones iniciales. Esto es
mas ficil de hacer (a expensas de una férmula adicional) cambiando de exponenciales os-
cilatorias a las funciones seno y coseno mds conocidas:

(19

El desplazamiento inicial #(0) es f4cil de mantener separado: ¢ = 0 significa que sen w? =
0y cos wt = 1, dejando sélo

w(0) = ayx; + *++ + anx,, obien, u(0)=Sa, obien, a= S~u(0).
Luego de diferenciar u(r) y bacer 1 = 0, las bs se determinan por la velocidad inicial:
w(0) = bianxy + - + bawnxa. La ecuacién se resuelve al sustituir las as y las bs en la
férmula para u ().

La matriz A = [ﬂf ‘;] tene A, = ~1y XA, = —3.Las frecuencias son w; = 1y
s, = +/3 . Si el sisterna inicia desde el reposo, #'(0) = 0, los términos en b sen wi desapa-
recen:

Solucién de u(@) = {(1)} u(t) = %cost E:l + %cos 3t [_ﬂ

Fisicamente, dos masas estin unidas entre si y a paredes estacionarias mediante tres
resortes idénticos (véase la figura 5.3). La primera masa se mantiene a v(0) = 1, la segun-
da se mantiene a w(0) = 0 y en ¢ = 0 se libera. Su movimiento u(f) se convierte en un pro-
medio de dos oscilaciones puras, correspondientes a los vectores caracterfsticos. En el
primer modo x; = (1, 1), las masas se mueven juntas y el resorte en el medio jamds se es-
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e

a) wy=12; = H b) wr =3, w2 = Ll}

Figura 5.3 Los modos de oscilacién rdpida y lenta.

tira (véase la figura 5.3a). La frecuencia w; = 1 es la misma que para un solo resorte y
una sola masa. En el modo més répido x, = (1, — 1) con frecuencia /3 , las masas se mue-
ven de manera opuesta pero a la misma velocidad. La solucién general es una combina-
cidén de estos dos modos normales. La solucidn particular es la mitad de cada una.

A medida que transcurre el tiempo, el movimiento es “casi periédico”. Sila razén w,/w,
fuese una fraccién como 2/3, las masas terminarian por volver a w(0) = (1, 0) y empezarian
de auevo. Una combinacién de sen 2¢ y sen 3¢ tendria un periodo de 2. Sin embargo, /3
es irracional. Lo mejor que puede decirse es que las masas estarin arbitrariamente proximas
a (1, 0) y también a (0, 1). Como una bola de billar que rebota por siempre en una mesa per-
fectamente lisa, la energia total es fija. Tarde o temprano las masas llegan cerca de cualquier
estado con esta energia.

.De nuevo es imposible dejar el problema sin establecer un paralelismo con el caso
continuo. A medida en que las masas y los resortes discretos se unen en una varilla sélida
las “segundas diferencias” dadas por la matriz A 1, —2, 1 se convierten en segundas deri:
vadas. Este lfmite es descrito por la célebre ecuacidn de onda §%u /81> = 3%u/d8x>.

Conjunto de problemas 5.4

1. Sigael primer ejemplo de esta seccidn, para encontrar los valores caracteristicos y los
vectores caracteristicos, asf como la exponencial ¢, para

a-[ ]

2. Parala matriz previa, escriba la solucién general de du/dt = Au, asi como la solucién
especifica que coincida con u(0) = (3, 1). ;Cudl es el estado estacionario cuando
t —> 0o? (Este es un proceso de Markov continuo; A = 0 en una ecuacién diferencial
corresponde a A = 1 en una ecuacién en diferencias, ya que € = 1.)

3. Suponga que la direccién temporal se invierte para obtener la matriz —A:

e | 1 -1 _[3
dt -1 lu con uo-—l.

Encuentre u(f) y demuestre que se infla en vez de desintegrarse cuando t — co. (La
difusién es irreversible, y la ecuacién del calor no puede aplicarse en retrospectiva.)
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4.

5.

10.

11.

Si P es una matriz proyeccion, a partir de la serie infinita demuestre que

ef ~ [ +1.718P.

Una matriz diagonal como A = [é 2} satisface la regla de costumbre e¢*7) = ¢MehT

ya que la regla se cumple para cada elemento diagonal.
a) Explique por qué e 1+T) = ¢4¢AT  usando la formula e = Se'S -1,
b) Demusstre que e+ = ¢%e? no se cumple para matrices a partir del ejemplo

o 0 o -1 . .
A-—[l OJ B«{O O} (utilice la serie para ¢ y €5)

La ecunacién de orden superior y” + y = 0 puede escribirse como un sistema de pri-
mer orden si la velocidad y’ se introduce como otra incégnita:

b -0-13]

Si ésta es du/dt = Au, jcudl es la matriz A de 2 por 27 Encuentre sus valores caracteris-
ticos y sus vectores caracteristicos, y calcule la solucién que empieza desde y(0) = 2,
Y0y =0.

Transforme y” = 0 a un sistema du/dt = Au de primer orden:

bl =B1=1 olbl

Esta matriz A de 2 por 2 sélo tiene un vector caracteristico y no es posible diagonali-
zarla. Calcule ¢, a partir de la serie / + At + - - - y escriba la solucién ¢*u(0) empe-
zando desde y(0) = 3, ¥'(0) = 4. Compruebe que su (y, ') satisface y" = 0.

Suponga que la poblacién de conejos 1, y la poblacién de lobos w estan regidas por

d
B-;—=4r-—2w
dw +
o =7 + W,

a) Este sistema es ;estable, neutralmente estable o inestable?
) Si inicialmente r = 300 y w = 200, ;cudles son las poblaciones en el instante 7
¢) Al cabo de bastante tiempo, ;cudl es la proporcidn de conejos a lobos?

Decida la estabilidad de ©' = Au para las siguientes matrices:

) A=[i g} b) A=B _ﬂ

1 1 -1 -1
o as[t 2l e s 7).
Decida la estabilidad o inestabilidad de dv/dt = w, dw/dr = v. jExiste una solucién
que se desintegre?

i

Con base en su traza y su deterrninante, jen qué instante ¢ las siguientes matrices cam-
bian entre estables con valores caracteristicos reales, estables con valores caracteristi-
cos complejos e inestables?

1 -1 0 4—1 r -1
e i e e e (|
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12. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos para

13.

14.

15,

16.

17.

i8.

19.

20.

du 0 30
E—«=Au= -3 0 41 u.
d 0 —4 0

¢Por qué se sabe, sin necesidad de calcular, que ¢* es una matriz ortogonal y que
lu(I? = u? + u3 + u3 es constante?

Para la ecuacién simétrica sesgada

a) Escriba ), uj, uj y confirme que w{u, + uhuy + ufus; = 0.
b) Deduzca que la longitud u? + 43 + 12 es una constante.
¢) Encuentre los valores caracteristicos de A.

La solucién gira alrededor del eje w = (g, b, ¢), porque Au es el “producto cruz” u X
w, que es perpendiculara u y w.

(Cudles son los valores caracteristicos A y las frecuencias w, asf como la solucién ge-
neral de la siguiente ecuacioén?
d*u -5 4
= u.

drz 4 -5
Resuelva la ecuacién de segundo orden

d? -5 ~1
—d—zg = {_1 __5] u con u(0)= [é} y w0 = [8]

En la mayor parte de las aplicaciones, la ecuacién de segundo orden se ve como Mu”+
Ku = 0, con una matriz masa que multiplica a las segundas derivadas. Sustituya la ex-
ponencial pura ¥ = ¢/“'x y encuentre el “problema de valores caracteristicos gene-
ralizado” que es necesario resolver para la frecuencia w y el vector x.

Con una matriz friccidn F en la ecuacién u” + Fu' — Au = 0, sustituya una exponen-
cial pura ¥ = ¢“x, y encuentre un problema de valor caracteristico cuadratico para A.

Para la ecuacién (16) en el texto, con w = 1 /3, encuentre el movimiento si la pri-
mera masa se golpeaen t = 0; u(0) = (0, 0) y »'(0) = (1, 0).

Toda matriz de 2 por 2 con traza cero puede escribirse como

_ a b+c
A_{b—c -a }

Demuestre que sus valores caracteristicos son reales exactamente cuando g2+
b > 2

Por sustitucién hacia atrds o calculando los vectores caracteristicos, resuelva

du 1 2 1 1
o =10 3 6|u con u(0)=|0}.
d 0 0 4 11
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-

2% Enéuéntre Jos As y los xs de modo que &*'x resuelva

du_43u
4r (o 11"

;Qué combinacién u = creix, + cpeMx, empieza desde w(0) = 5, —2)?

22. Resuelva el problema 21 para u(f) = (¥( 1), z(£)) por sustitucién hacia atrés:

d
Primero se resuelve ;é = z, empezando con z(0) = ~2.
d
Luego se resuelve _c% = 4y + 3z, empezando cony{0) = 5.

.z . : 4t r
La solucién para y es una combinacién de ey ..

23. Encuentre A para cambiar y’ = 5y’ + 4y en una ecuacion vectorial para u() = (y(1),

Yy &)
dt v’ y

(Cuéles son los valores caracterfsticos de A? Encuéntrelos también por sustitucién de
y = ¢ en la ecuaci6n escalar y” = 5y'+ 4y.
24. Entre dos habitaciones con aforo para v(0) = 30 personas y w(Q) = 10 personas se
abre una puerta. Bl movimiento entre las habitaciones es proporcional a la diferencia
v wl
dv dw o —w
— ) =V —_— =y — W,
dt v y dt
Demuestre que el total v + w es constante (40 personas). Encuentre la matriz en
duldt = Au, asf como sus valores caracteristicos y vectores caracteristicos. [ Cudles
sonvywent =17
25. Tnvierta la difusién de personas en el problema 24 a di/dr = —Auw:
dw
dv - w ¥ —_—=w .
dt dt
Fl total v -+ w sigue siendo constante. ;Cémo cambian los As ahora que A ha cambia-
do a —A? Sin embargo, demuestre que v(f) tiende a infinito a partir de v(0) = 30.

26. Lasoluciéndey’ =0esunarectay = C + Dt.h ransférmela en una ecuacién matricial:

.C% B’,} = \:8 éj\ B ,} tiene la solucién B ,} = g4t B’ ,((%))}

Esta matriz A no puede diagonalizarse. Encuentre A%y calcule 4 =] + At + A%
+ - ... Multiplique su &*" por (y(0), y'(0)) para comprobar larecta y(t) = y(0) + y'(O)t.

27. Sustituyay = & eny’ = 6y’ — 9y para demostrar que A = 3 es una raiz repetida. Es-
to es un problema: se requiere una segunda solucién después de €%, La ecuaci6n ma-

‘l'lcia.l €5
dt y, “: 6 y/ ’

Demuestre que esta matriz tiene A = 3, 3 y sélo una recta de vectores caracterfstigos.
‘s 3
Aqui también se tiene un problema. Demuestre que la segunda solucidn es y = fe”.
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28. Imagine como eseribirmy” Reabybrdghmi@como una ecuacién vectorial Mu' = Ay,

29. a) Encuentre dos funciones conocidas que resuelvan la ecuacién d%y/dr? = —y. ;Cudl
empieza con y(0) = 1y y'(0) = 0?
b) La ecuacidn de segundo orden y” = —y produce una ecuacién vectorial ' = Au:

B %-B1-L dE)-~

Escriba y () del inciso a) en u(f) = (y, y'). Esto resuelve nuevamente el problema 6.

30. Una solucién particular de du/dt = Au — bes u, = ATb, si A es invertible. Las solu-
ciones de du/dt = Au dan u,. Encuentre la solucién completa u, + u, de

du du 2 0 8
— = 2y — 8. — = - .
a) = u—8 b) 7 {O 3} u {4
31. Sic no es un valor caracteristico de A, sustituya u = ¢y, y encuentre v para resolver

duldt = Au — e“b. Esta u = ¢“'v es una solucién particular. ;Cémo fracasa cuando ¢
es un valor caracteristico?

32. Encuentre una matriz A para ilustrar cada una de las regiones inestables en la figura
5.2:
a) }\.1<0y}\.2>0.
Byr, >0y A, > 0.
¢) As complejos con parte real a > 0.

Los problemas 33 a 41 son sobre la matriz exponencial ¢’

33. Escriba cinco términos de la serie infinita para ¢*. Tome la derivada ¢ de cada término.
Demuestre que tiene cuatro términos de Ae®. Conclusién: ¢*u (0) resuelve 1’ = Au.

34. La matriz B = [g —H tiene B? = 0. Encuentre ¢, a partir de una serie infinita
(corta). Compruebe que la derivada de ¢ es Be™.

35. Empezando desde 1(0), la solucién en el instante T es ¢*71(0). Pase a un instante adi-
cional ¢ para llegar a ¢*(¢*7u(0)). Esta solucién en el instante 7 + T también puede es-
cribirse como . Conclusién: ¢ multiplicado por 7 es igual a

36. Escriba A = [(1) (1,] en la forma SAS™!. Encuentre ¥, a partir de Se®*§™!.

37. Si A® = A, demuestre que la serie infinita produce e¥ = I + (&' — 1)A. Para A =

[(1, (1,] en el problema 36, con lo anterior se obtiene ¢ =

38. En general, e*e® es diferente de ¢®¢*, y ambas son distintas de ¢**Z. Compruebe esto,
usando los problemas 36-37 y 34:

11 _fo -1 1 o0
[0 4] s=[0] are-[1 9]
39. Escriba A = [(1, ;] como SAS™!. Multiplique Se#?§~! para encontrar la matriz

exponencial eV'. Compruebe que ¢* = [ cuando 7 = 0.
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40. Escriba A = [413 (3,] en la serie infinita para encontrar ¢*, Primero calcule A%

wefo -l 1o ]

41. Proporcione dos razones por las cuales la matriz exponencial ¢*’ nunca es singular.
@) Escriba su inversa.
b) Escriba sus valores caracteristicos. Si Ax = Ax, entonces ¢*'x = X.

42. Encuentre una solucién x(2), y(z) del primer sistema que se haga grande cuando ¢ —o0.
Para evitar esta inestabilidad, jun cientifico consider$ intercambiar las dos ecuaciones!
dx/dt Ox — 4y dy/dr = —2x +2y

iert
dy/dt = —2x +2y  CCORVIST®SR o ildi = Ox —4y.

I

Asf, la matriz [ "3 ,i] es estable. Tiene A< 0. Comente esta locura.

43. A partir de esta solucién general de du/dt = Au, encuentre la matriz A:

u(t) = c1e* [ﬂ + cpe™ [ﬂ

5.5 MATRICES COMPLEJAS

Ya no es posible trabajar sélo con vectores y matrices reales. En la primera parte de este Ii-
bro, cuando el problema bésico era Ax = b, la solucién era real cuando A y b eran reales. Hu-
biera sido posible permitir ntimeros complejos, aunque eso no hubiera contribuido a nada.
Ahora ya no es posible evitarlos. Una matriz real tiene coeficientes reales en det (A — Al),
aunque los valores caracteristicos (como en las rotaciones) pueden ser complejos.

A continuacién se introduce el espacio C” de vectores con n componentes complejas.
La suma y la multiplicacién matriciales obedecen las mismas reglas que antes. La longitud
se calcula de otra forma. Como se hacfa antes, el vector en C? con componentes (1, #) po-
dfa tener longitud cero: 12+ ## = 0, lo cual no esté4 bien. La longimd al cuadrado correcta es
1%+ i = 2.

Este cambio a x |2 + [x}? + - -+ + |x,]? obliga a toda una serie de cambios. El pro-
ducto interno, la traspuesta, las definiciones de matrices simétrica y ortogonal, todo esto
debe modificarse para niimeros complejos. Las nuevas definiciones coinciden con las
viejas cuando los vectores y matrices son reales. Estos cambios se presentan en una lista al
final de la seccién, y cada cuestién se explica en la medida en que se aborda.

Esa tabla es virtualmente un diccionario para pasar de real a complejo. Esperamos que
sea de utilidad para el lector. En particular, se desea incursionar en las matrices siméiricas
y en las matrices hermitianas: ;Ddnde estdn sus valores caracteristicos, y qué hay de es-
pecial sobre sus vectores caracteristicos? Para efectos préicticos, estas son las cuestiones
mads importantes en la teorfa de los valores caracterfsticos. De antemano se solicita aten-
cién para las respuestas:

1. Toda matriz simétrica (y toda matriz hermitiana) tiene valores caracteristicos
reales.
2.  Sus vectores caracteristicos pueden escogerse de modo que sean ortonormales.

Aungque parezca extrafio, para demostrar que los valores caracteristicos son reales se em-
pieza con la posibilidad opuesta, que lleva a ndmeros complejos, vectores complejos y ma-
trices complejas.
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Ndmeros complejos y sus conjugadas

Quizd el lector ya tenga experiencia con los ntimeros complejos; es facil proporcionar un re-
paso. Los conceptos importantes son el conjugado complejo T v el valor absoluto lx|. Todo
mundo sabe que, no importa qué sea i, si éste cumple la ecuacién ;2 = —1. Se trata de un
niimero imaginario puro, como lo son sus miltiplos i; b es real. La suma a + ib es un ng-
mero complejo, que se grafica de forma natural en el plano complejo (véase la figura 5.4),

eje imaginario
b T a+ib = re?
7 = |a + b}

7% =a? + b

|
t
1
i
i
9 t
i
|
!
1
i
i
t

7 Z eje real
r
|
, conjugado complejo '
—b a—ib=a+ib=re¥®

Figura 5.4 El plano complejo, con a + ib = re”® y su conjugado a — ib = re™ %,

Los nidmeros reales ¢ y los nimeros imaginarios ib son los casos especiales de 1os ni-
meros complejos; estdn sobre los gjes. La suma de dos nimeros complejos es facil:

Suma de nimeros complejos (a +ib) + (¢ +id) = (a +c) +i(b +4d).
Al multiplicar a + ib por ¢ + id se aplica la regla de que i2 = —1:

Multiplicacién (a +ib)(c +id) = ac + ibc +iad + i*bd
= (ac ~ bd) + i{bc + ad).

El conjugado complejo de a + ib es el ndmero a — ib. Se invierte el signo de las par-
tes imaginarias. Es la imagen especular a través del eje real; cualquier nimero real es su
propio comjugado, ya que b = 0. El conjugado se denota por una barra o una estrella:
(a +ibY* =g + b =q — {b. Posee tres propiedades importantes:

1. El conjugado de un producto es igual al producto de los conjugados:
(a +ib)(c +id) = (ac —bd) —i(bc +ad) = (a +ib) (c + id). ¢}

2. Elconjugado de una suma es igual a la suma de los conjugados:

(a+o)+ib+d)=(a+c)y—ilb+d)=(a+ib)+(c+id).
3. Al multiplicar a + b por su conjugado a — ib se obtiene un nimero real a® + b%
Valor absolute (a +ib)a —ib) = a* +b* =1 @

Esta distancia 7 es el valor absoluto |a + ib| = +/a? + b
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Ejemplo 1

Ejemplo 2

Por iltimo, la trigonometria relaciona los catetos a y b con la hipotenusa r mediante a =
rcos @y b = rsen 6. Al combinar estas dos ecuaciones se llega a las coordenadas polares:
Forma polar a +ib = r{cos@ +isend) = re’. (3)

El caso especial mas importante es cuando r = 1. Asi, a -+ ibes €% = cos@ +isend,yse
encuentra sobre la circunferencia unitaria en el plano complejo. A medida que 6 varia de
0 a 27, este ndmero ¢ circula alrededor de cero a la distancia radial constante || =

Vcos?h +sen’d = 1.

x =3 + 4i multiplicado por su conjugado ¥ = 3 — 4i es igual al valor absoluto al cuadrado:
X% = (3 +4i)(3 — 4i) =25 = |x|* demodoque r = |x|=>5.
Para dividir entre 3 + 4i, el namerador y el denominador se multiplican por su conjugado
3 — 4
241  2+4+i 3-4i 1050
3+4i 3+4i 34 25

En coordenadas polares, la multiplicacién y Ia divisién son faciles:

re’® multiplicado por Re' tiene valor absoluto rR y dngulo 6 + .
re® dividido entre Re'® tiene valor absoluto r/R y dngulo 6 — a.

Longitudes y traspuestas en el caso complejo

Volvemos al 4lgebra lineal, y se efectiia la conversién de reales a complejos. Por defini-
cibn, el espacio vectorial complejo C" contiene a todos los vectores x con n componentes
complejas:

Xy

X2

Vector complejo x = con componentes x; = a; +ib;.

Xn

La suma de los vectores x y y sigue haciéndose componente por componente. La multiplica-
cién escalar cx ahora se realiza con ndmeros complejos ¢. Los vectores vy, . . . , v, son lineal-
mente dependientes si alguna combinacién no trivial proporciona cyvy + -« ++ +opve = 0
ahora los ¢; deben ser complejos. Los vectores de coordenadas unitarios siguen estando en
C"; siguen siendo independientes, y siguen siendo una base. En consecuencia, C” es un es-
pacio vectorial complejo de dimensién n.

En la nueva definicién de longitud, cada sz. se sustituye por su médulo §xj|2:

Longitud al caadrado )

=1 2 = 9. _ |2+ 2
x = H y IxlP=2 y= {2 __45} y lyi*=2s.
Para vectores reales, entre la longitud y el producto interno habia una relacién estrecha:
lxi2 = xTx. Se desea preservar esta relacién. El producto interno debe modificarse para
coincidir con la nueva definicién de longitud, de modo que en el producto interno se con-
Juga el primer vector. Al sustituir x por %, el producto interno se convierte en

Producto interno (5
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Si se toma el producto interno de x = (1 + §, 3{) consigo mismo, se regresa a ||x||:

Longitud al cuadrado ¥'x = (1 +i)(1 +) +GDHGBE) =2+9 v |x)* = 11.

Observe que §Tx es diferente de ¥' v; es necesario vigilar el orden de los vectores.

Lo anterior deja un solo cambio m4s en la notacién, resumiendo dos simbolos en
uno. En vez de una barra para el conjugado y una T para la traspuesta, estos simbolos se
combinan en la traspuesta conjugada. Para vectores %i matrices, un supraindice H (o una
estrella) combina ambas operaciones. Esta matriz 4 = AH = A* se denomina “4 her-
mitiana’™:

“A hermitiana” A% = AT tiene elementos (AY); ;= ?f,—, (6)

El lector debe estar muy atento para distinguir esta denominacién de la expresin “A es her-
mitiana”, lo cual significa que A es igual a A™. Si A es una matriz de m por n, entonces A™
es de n por m:

. .1 H
Traspuesta 2HESH o 44i 0
conjugada 40"‘ g =3 5 0

Este simbolo A™ otorga reconocimiento oficial al hecho de que, con elementos coraplejos,
es muy raro que solo se busque la traspuesta de A. Es la traspuesta conjugada A™ lo que se
vuelve idéneo, y x es el vector renglén [X1 ... Xl

Matrices hermitianas

En capitulos previos se hablé de matrices simétricas: A = AT, Con elementos complejos,
es necesario ampliar el concepto de simetrfa. La generalizacién correcta no es hacia matri-
ces que son iguales a su traspuesta, sino a matrices que son iguales a su traspuesta con-
Jugada. Estas son las matrices hermitianas, de las cuales un ejemplo tipico es:

. eps 2 3 -3
triz h = : = Af
Matriz hermitiana A [ 343 5 } AR, @

Los elementos diagonales deben ser reales; 1a conjugacién los deja sin cambio. Cada ele-
mento fuera de la diagonal es compensado por su imagen especular a través de la diagonal
principal, y 3 — 3i es el conjugado de 3 + 3i. En cada caso, ai;; = @j;.

Nuestro objetivo principal es establecer tres propiedades bésicas de las matrices her-
mitianas. Estas propiedades son igualmente vilidas para las matrices simétricas. Una ma-
triz simétrica real ciertamente es hermitiana. (Para matrices reales no hay diferencia entre
ATy A™). Los valores caracteristicos de A son reales, como se demostraré a continuacion.

s x, el ndme
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Cada elemento de A contribuye a xAx. Intente el caso de 2 por 2 con x = (u, v):

MAx=[u 7] {3-3&‘ 3;31 [ﬂ

= 2%y + 57v + (3 ~ 3)dv + (3 +3Duv
= real + real + (suma de conjugados complejos).

Para una demostracion en general, (x® Ax)H es el conjugado de la matriz de 1 por 1
xMAx, aunque en realidad se obtiene otra vez el mismo nimero: (xHAOH = xHAHLHE o
xHAx. Por tanto, este nlimero debe ser real.

AH,‘: -todo valor caracteristico es réal.
Demostracion Suponga que Ax = Ax. El truco consiste en multiplicar por
xH. xH Ay = )xHx. Porla propiedad 1, el miembro izquierdo es real, y el miembro dere-
cho xMx = ||x||*> es real y positivo, ya que x ¥ 0. En consecuencia, o = xHAx/xHx
debe ser real. En el ejemplosetiene A =8y A = —1:
- _ 2—A 3 - 31 12 - a2
|4 — Al 343 5~}LI_'\ A + 10 —|3 — 3i]
=A*=TA—8=( =8 +1). (®)
B
Nota Esta demostracion de valores caracteristicos reales es comecta para cualquier ma-
triz real:
Demostracién Ax = Ax proporciona xTAx = Ax'x, d d A= i 1
falsa prop » de modo que A = —— es real.

Debe haber una trampa: El vector caracteristico x podria ser complejo. Es cuando A = AT
que se tiene la certeza de que A y x son reales. Mds que eso, los vectores caracteristicos
son perpendiculares: x*y = 0 en el caso simétrico real v x™y = 0 en el caso hermitiano
complejo.

La demostracién empieza con Ax = Ajx, Ay = Ay, v 4 = A™:
Gty = (A0fy = x4y = x*(a2y). ®

Los ndmeros exteriores son Arxfy = 2,xHy, ya que los As son reales. Ahora se utiliza la
hipétesis de que A, 5 Ay, que obliga a concluir que xy = 0. En el ejemplo,

|
A [ A

Estos dos vectores caracteristicos son ortogonales:

My =11 1-1i] [1:1"] =0.

f

(A —8Dx

(A+ Dy

Eiemplo 3
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Por supuesto, cualesquiera miiltiplos x/e y y/B son igualmente validos que los vecto-
res caracteristicos. MATLAB escoge o = ||x| vy B = ||, de modo que x/@ ¥ y/B son vec-
tores unitarios; los vectores caracteristicos son normalizados para que su longitud sea 1.
Ahora son ortonormales. Si estos vectores caracteristicos se escogen como las columnas
de S, entonces se tiene S”'AS = A, como siempre. La matriz de diagonalizacion puede
escogerse con columnas ortonormales cuando A = A®.,

En caso de que A sea real y simétrica, por la propiedad 2 sus valores caracteristicos
son reales. Por la propiedad 3, sus vectores caracteristicos unitarios son ortogonales y tam-
bién son reales; resuelven (A — ADx = 0. Estos vectores caracteristicos ortonormales van
en una matriz ortogonal Q,
con QTQ =1y QT = Q7! Asi, STIAS = A se vuelve especial: es 07'AQ = A o
A= QAQ '= QAQ". Ahoraes posible enunciar uno de los grandes teoremas del dlge-
bra lineal:

En geometria 0 mecdnica, este es el teorema de los ejes principales. Proporciona la
eleccibn correcta de ejes para una elipse. Estos ejes son perpendiculares, y apuntan a lo lar-
go de los vectores caracteristicos de la matriz correspondiente. (En la seccién 6.2 se rela-
cionan las matrices simétricas con elipses n-dimensionales). En mecénica, los vectores
caracteristicos proporcionan las direcciones principales, a lo largo de las cuales hay com-
presién pura o tensién pura, sin esfuerzo de corte.

En matemdticas, la férmula A = QAQT se conoce como teorema espectral. Si se multi-
plican las columnas por los renglones, la matriz A se convierte en una combinacién de proyec-
ciones unidimensionales, que son las matrices especiales xx' de rango 1, multiplicadas por A:

Ay e X
A=0AQT = xll x1

N )

n

= )\.1)61)(’11— + A.z}szg e o+ A,,x,,x,?. (10)

En el ejemplo los valores caracteristicos son 3 y 1:

1
| 2 -1y T3
2
Los vectores caracteristicos, con longitud escalada a 1, son

“ =7 ] =)
2L Y 2L
Asi, las matrices del miembro derecho son x,x{ y x,x] —columnas por renglones— y
son proyecciones sobre la recta que pasa por x; ¥ la recta que pasa por Xp.

Todas las matrices simétricas son combinaciones de proyecciones unidimensionales,
que son atrices simétricas de rango 1.

Observacion Si A es real, y ocurre que sus valores caracteristicos son reales, entonces tam-
bién sus vectores caracteristicos son reales. Resuelven (A — ADx = 0 y pueden calcularse
por eliminacién. Sin embargo, no son ortogonales, a menos que A sea simétrica:
A=QAQT llevaa AT = A

[N

J = combinacién de dos proyecciones

MR S
[V E i N B

=
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5

Si A es real, todos los valores caracterfsticos complejos se convierten en pares conju-
gados: Ax = Axy A% = A%. Si a + ib es un valor caracteristico de una matriz real, tam-
biénlo esa — ib. (SiA = AT, entonces b = 0.)

Hablando estrictamente, el teorema espectral A = QA QT sélo se ha demostrado
cuando los valores caracteristicos de A son distintos. Entonces ciertamente hay n vectores
caracteristicos independientes y A puede diagonalizarse con seguridad. No obstante, es
cierto (consulte la seccidn 5.6) que incluso con valores caracteristicos repetidos, una ma-
triz simétrica sigue teniendo un conjunto completo de vectores caracteristicos ortonorma-
les. Bl caso extremo es la matriz identidad, que tiene A = 1 repetido n veces, y no carece
de vectores caracteristicos.

Para terminar el caso complejo se requiere el andlogo de una matriz ortogonal real, y
¢l lector puede conjeturar lo que ocurre al requerimiento Q70 = I. La traspuesta se susti-
tuye por la traspuesta conjugada. La condicién se vuelve U Hij = I La nuevaletra U refle-
ja la nueva denominacién: Une matriz compleja con columnas ortonormales se
denomina matriz unitaria.

Matrices unitarias

;Se nos permite proponer dos analogfas? Una matriz hermitiana (o simétrica) puede com-
pararse con un nimero real. Una matriz unitaria (u ortogonal) puede compararse con
un nimero en la circunferencia unitaria: un nimero complejo de valor absoluto 1. Los
s son reales si A¥ = A, y estdn en la circunferencia unitaria si U/ = I. Los vectores ca-
racterfsticos pueden escalarse a longitud unitaria y hacerse ortonormales.”

Hay dos afirmaciones adn no demostradas para matrices unitarias (incluyendo las or-
togonales). En consecuencia, pasamos de inmediato a las tres propiedades de U que corres-
ponden a las propiedades anteriores 1 a 3 de A. Recuerde que las columnas de U son
ortonormales:

Matriz unitaria  UPU = ], yut =4, y U¥=U".

Lo anterior lleva directamente a la propiedad 1’, que la multiplicacién por U no afecta los
productos internos, los dngulos, o las longitudes. La demostracién se hace en una linea, jus-
to como lo fue para o

Propiedad 2’ Todo valor caracteristico de U tiene valor absoluto [3) = 1

Lo anterior se concluye directamente de Ux = Ax, al comparar las longitudes de los
dos miembros: |JUx]| = ||x]| por la propiedad 1’, y siempre ||Ax}f = [Alllx}. En conse-
cuencia, |A] =

Propxedad 3 Los vec:tor
d;xsmntos SO ortonormaies.

“Mis tarde se compararédn las matrices “antihermitianas™ con los nimeros imaginarios puros, y las matrices “nor-
males” con todos los niimeros complejos a + (6. Una matriz no normal sin vectores caracterfsticos ortogonales
no pertenece a ninguna de estas clases, y est4 fuera de toda analogia.

Eiemplo 4

Ejemplo 5

Ejemplo 6
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Se empieza con Ux = h,x y Uy = X,y, y se toman productos internos por la propiedad 1’:
2y = (U0RUy) = (ux)F(Ray) = Tidaxty.

Al comparar la izquierda con la derecha, A2 = 1 o Xy = 0. Pero la propiedad 2’ es

XiAy = 1, por lo que no puede tenerse A1A2 = 1. Asf, ¥y = 0y los vectores caracteristicos
son ortogonales.

COS ¢t —Se
U = { nt

tiene v fsti ity o it
senf  cos t} alores caracterfsticos eff y ™,

Los vectores caracteristicos ortogonales son x = (I, ~i) y y = (1, i). (Recuerde tomar con-
jugados en xy = 1 + 2 = 0). Después de la divisi6n entre /3 son ortonormales.

A continuacién se presenta la mairiz unitaria, con mucho, la més importante que hay.

1 1 . 1
U= 1 w - w'! | _ Matriz de Fourier
ﬁ . . . . - ﬁ
1 whto. w(n‘l)z

El nimero complejo w estd en la circunferencia unitaria al dngulo 8 = 2z7n. Es igual a
¢*i/ " Sus potencias son equidistantes alrededor de la circunferencia. Esa separacion asegu-

ra que la suma de todas las n potencias de w ~—todas las raices n-ésimas de 1-— es cero. Al-

gebraicamente, lasuma 1 +w + -+ - +w les (W — D(w — 1). {Y (w" — 1) es cero!

el rengl6n 1 de UH multiplicado 1 2 pety W1

por la columna 2 de Ues —’;(1+w+w rotw )“‘:Z’i‘i‘zo'
el renglén i de UH multiplicado 1 2, _ w" -1

por la columna j de U es (1+W+W W )*W“:—l__:o'

En el segundo caso, W = w/™. Cada elemento de la F original tiene valor absoluto igual
a 1. El factor ./n encoge las columnas de U en vectores unitarios. La identidad Junda-
mental de la transformada finita de Fourier es U = [.

Asf, U es una matriz unitaria. Su inversa se ve igual, excepto que w se sustituye por
w! = ¢7® = . Debido a que U es unitaria, su inversa se encuentra trasponiendo (con
lo cual tp_do permanece igual) y conjugando (con lo cual w cambia a ¥). La inversa de es-
ta Ues U. Ux puede calcularse répidamente mediante la transformada rdpida de Fourier
segiin se encontrd en la seccidn 3.5.

Por la propiedad 1’ de las matrices unitarias, la longitud de un vector x es la misma
que la longitud de Ux. La energia en el espacio estado es igual a la energfa en el espacio
transformado. La energia es la suma de |x;|?, y también es la suma de las energias en las
frecuencias por separado. El vector x = (1,0, .. ., 0) contiene cantidades iguales de cada
componente de la frecuencia, y su transformada de Fourier discreta Ux = (1, 1,..., 1)/
/7 también tiene longitud 1.

- OO
OO0
QOO
Q- OO0

Esta es una matriz ortogonal, de modo que por la propiedad 3’ debe tener vectores carac-
teristicos ortogonales. {Estos son las columnas de la matriz de Fourier! El valor absoluto
de sus valores caracteristicos debe ser 1.
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Hay niimeros 1, w, ..., w" (o 1, 1, i%, i® en este caso de 4 por 4). Es una matriz real, aun-
que sus valores caracteristicos y vectores caracteristicos son complejos.

Una nota final: Las matrices antihermitianas cumplen K = —K, as{ como las matri-
ces simétricas sesgadas satisfacen KT = —K. Sus propiedades se concluyen de inmediato,
a partir de su estrecho vinculo con las matrices hermitianas:

8i A es hermitiana, entonces K = iA es anti hermitiana.

Los valores caracteristicos de K son puramente imaginarios, en vez de puramente reales;
se multiplica por i. Los vectores caracteristicos no cambian. El ejemplo hermitiano de las
paginas previas conducirfa a
, 2i 3+3i H
K =iA= . . = —K".
{ ~3 + 3¢ 5i K

Los elementos diagonales son miiltiplos de i (permitiendo el cero). Los valores caracterfs-
ticos son 8{ v —i. Los vectores caracteristicos siguen siendo ortogonales, y sigue teniéndo-

" se K = UAUH ~con una U unitaria en vez de una Q ortogonal real, ycon 8iy —ienla

diagonal de A.
Esta seccifn se resume con una tabla de paralelismos entre reales y complejos.

Real contra complejo

C" (n componentes complejas)
ongitud: fix )| = jx;]? + -+ + [xa]?
traspuesta hermitiana: Al} = 4j;
(AB)H = pHgH

2y =iy + o+ Fuw

(Ax)fy = =xH(AMy)

ortogonalidad: xy =0

R" (n componentes reales)
longitud: |x}|> = x} + ++ - + 2
traspuesta: A}, = Aj;
(AB)T = BTAT
producto interno: xTy = x1y; +c + X Vs
(Ax)Ty = xT(ATy)
ortogonatidad: xTy =0
matrices hermitianas: A" = A
A=UAU"! = UAUH (A real)
antihermitiana K% = —K
UBY = [ unitaria o bien U" = ™!
(UM Uy) =x"y y |Uxll = |ix|l

matrices simétricas: AT = A
A=0AQ! = QAOT (A real)
simétrica sesgada KT = —K

ortogonal QTQ = I obien, 9T = Q™!
(QOTQy) =xTy y Qxl = |x|

A A A A A

Las columnas, los renglones, y los vectores caracteristicos de Q y U son ortonormales, y todo jA| = 1.

Conjunto de problemas 5.5

1. Para los nimeros complejos 3 +4iy 1 — i
a) Encuentre sus posiciones en el plano complejo.
b) Encuentre su suma y su producto.
¢) Encuentre sus conjugados y sus valores absolutos.

¢ Los nimeros originales estdn dentro o fuera de la circunferencia unitaria?

10.

11.
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{Qué puede decir sobre

a) la suma de un ndmero complejo y su conjugado?

b) el conjugado de un ntimero que esté sobre la circunferencia unitaria?
¢) el producto de dos nimeros que estdn sobre la circunferencia unitaria?
d) la suma de dos nlimeros que estdn sobre la circunferencia unitaria?

Six=2+iyy=1-+ 3i encuentre X, xX, xy, 1/x y x/y. Comprdebe que el valor
absoluto |xy| es igual a |x] multiplicado por [y, ¥ que ¢l valor absoluto |1/x] es igual a 1
dividido entre [x].

Encuentre a y b para los nimeros complejos a + ib a los dngulos 6 = 30°, 60°, 90°

sobre la circunferencia unitaria. Compruebe por multiplicacién directa que el cuadra-

do del primero es el segundo, y que el cubo del primero es el tercero.

a) Six = re®, ;cudles son x%, x~!, y ¥ en coordenadas polares? ; Dénde estédn los ni-
meros complejos que tienen x ! =%?

by Ent = 0, el nimero complejo e ™! es igual a la unidad. Trace su traysctoria en
el plano complejo cuando ¢ crece desde O hasta 27r.

Encuentre las longitudes y el producto interno de

24 _[2+4i
FE 4 y Y 4 |

Escriba la matriz A¥, y calcule C = AMA si

1 i o
A”[i()l]

(Cuél es la relacién entre C'y C¥? ;Esto se cumple siempre que C se construye a par-
tir de alguna A¥A?

a) Con la A precedente, use eliminacién para resolver Ax = 0.

b) Demuestre que el espacio nulo que calcul6 es ortogonal a C(A™) y no al espacio
renglén de costumbre C(AY). Los cuatro espacios fundamentales en el caso com-
plejo son N(A) y C(A) como antes, y luego N(A™) y C(4™).

a) Cémo esta relacionado el determinante de A¥ con el determinante de A?
b) Demuestre que el determinante de cualquier matriz hermitiana es real.

a) {Cusntos grados de libertad hay en una matriz simétrica real, en una matriz diago-
nal real, y en una matriz ortogonal real? (La primera respuesta es la suma de las
otras dos, yaque A = QAQT)

b) Demuestre que las matrices hermitianas A de 3 por 3 y también la U unitaria tienen
9 grados de libertad (las columnas de U pueden multiplicarse por cualquier 2.

Escriba P, 0 y R en la forma A xxH + A,x, x4 del teorema espectral:

S R R

Bt B3 e
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12. Proporcione una razén si s verdadero o un contraejemplo si es falso:

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

a) Si A es hermitiana, entonces A + il es invertible.
b) Si Q es ortogonal, entonces o+ % I es invertible.
¢) Si A es real, entonces A + iI es invertible.

Suponga que A es una matriz simétrica de 3 por 3 con valores caracterfsticos 0, 1, 2.

a) {Qué propiedades pueden garantizarse para los vectores caracterfsticos unitarios

correspondientes u, v, w?

b) En términos de u, v, W, describa el espacio nulo, el espacio nulo izquierdo, el espa-
cio renglén, y el espacio columna de A.

¢) Encuentre un vector x que cumpla Ax = v + w, (X &8 dnico?

d) (En qué condiciones sobre b, Ax = b tiene una solucién?

¢) Si u, v, w son las columnas de S, ;cudles son Sty ST1AS?

En la siguiente lista, ;qué clases de matrices contienen a A, y cudles contienen a B?

01 00 11 11

y B =

-

11
11
11

ok b

01 0 1
0 0 1 1
0 0 0 1

- OO

Ortogonales, invertibles, proyeccion, permutacion, hermitianas, de rango 1, diagona-
lizables, de Markov. Encuentre los valores caracteristicos de Ay B.

(Cudl es la dimensién del espacio S de todas las matrices simétricas reales de n por n?
El teorema espectral establece que toda matriz simétrica es una combinacién de n ma-
trices proyeccién. Debido a que 1a dimensién excede a n, ;cémo se explica esta dife-

rencia?

Escriba un hecho importante sobre los valores caracterfsticos de cada uno de los si-
guientes incisos.

@) Una matriz siméirica real.

») Una matriz estable: todas las soluciones de du/dt = Au tienden a Cero.

¢) Una matriz ortogonal.

dy Una matriz de Markov.

¢) Una matriz defectuosa (no diagonalizable).

# Una matriz singular.

Demuestre que si U y V son unitarias, también lo es U V. Use el criterio U Hy = I

Demuestre que una matriz unitaria tiene |det U} = 1, aunque quizé det U es diferente
de det UH. Describa todas las matrices de 2 por 2 que son unitarias.

Encuentre una tercera columna, de modo que U sea unitaria. ;Cuénta libertad hay en
la columna 37
1/v3 i/V2
u=11//3 0
i/3 1/32

Diagonalice la matriz antihermitiana de 2 por 2 K = [i :} cuyos elementos son to-
dos ~/—1.

21.

22.

23

¢

24.

25.

26.

27

B

28.

29.

30.

31.
32.
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Calculeosk ! = §eM§Tl y compruebe que ¢ es unitaria. ;Cudl es la derivada de X
en = (7

De§criba todas las matrices de 3 por 3 que simultdneamente son hermitianas, unitarias
y diagonales. ;Cudntas hay? ,

Toda matriz Z puede separarse en una parte hermitiana y una parte antihermitiana,
Z=A+ K,~ as{ como un nimero complejo z puede separarse en g + ib. La parte real
df: zes lamitad de z + Z, y la “parte real” de Z es la mitad de Z + Z¥. Encuentre una
férmula semejante para la “parte imaginaria” X, y separe estas matrices en A + K.

Z=[3+z 4+25} . Z=[ﬂ§ z}

0 5
Demuestre que las columnas de la matriz de Fourier de 4 por 4 en el ejemplo 5 son
vectores caracteristicos de la matriz permutacién P, en el ejemplo 6.

Para la permutacién en el ejemplo 6, escriba la matriz circulante C = col + ¢, P +
cP? + c3P3. (Su matriz vector caracterfstico es nuevamente una matriz de Foulrier.)
También escriba las cuatro componentes del producto matriz-vector Cx, que es la con-
volucidn de ¢ = (cp, €1, €2, ¢3) ¥ x = (X0, X1, X2, X3).

Para una matriz circulante C = FAF ™!, ;por qué es ms rapido multiplicar por F*,

g:go por A, y luego por F (regla de convolucién), que multiplicar directamente por

Encuentre las longitudes de u = (1 + i, 1 — i, 1 + 2i) y v = (i, I, i). También encuen-
tre ufy y v

Demuestre que AYA siempre es una matriz hermitiana. Calcule AMA y A4™:

i1
A':liijl'

Si Az = 0, entonces AHAz = 0. Si APAz = 0, multiplique por 7 para demostrar que
Az = 0. Los espacios nulos de A y A® A son . AYA es una matriz hermitiana in-
vertible cuando el espacio nulo de A sélo contiene a z =

Cuan?o una Igamz hermitiana se multiplica por un némero real ¢, {cA sigue siendo
hermitiana? Si ¢ = i, demuestre que { A es antihermitiana. Las matrices hermitianas

de 3 por 3 constituyen un subespacio, en el supuesto de que los “escalares” sean ni-
meros reales.

[,Qué clasgs de matrices P pertenecen a: ortogonales, invertibles, hermitianas, unita~
rias, factorizables en LU, factorizables en QR?

6 1 0
P=10 0 1
1 00

Calcule P2, P?,y P'% en el problema 30. ;Cuidles son los valores caracteristicos de P?7

Encuentre los vectores caracteristicos unitarios de P en el problema 30, y luego eseri-
balos en las columnas de una matriz unitaria U. ;Qué propiedad de P hace ortogona-
les a estos vectores caracteristicos?
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33.

34.

3s5.

36.

37.

38.

39.

40.
41.
42,
43

h

44,

45.

46.

47.

48.
49.

Escriba 1a matriz circulante de 3 por 3 C = 2] + 5P + 4P, Tiene los mismos vecto-
res caracteristicos que P en el problema 30. Encuentre sus valores caracteristicos.

Si U es unitaria y Q es una matriz ortogonal real, demuestre que U™! es unitaria, y
también que UQ es unitaria. Empiece con UU =Ty QTQ = L

Diagonalice A (\s reales) v K (As imaginarios) para legar a UAU:

_[ o 1~ _[ o -1+
A”L‘H 1} K"’[H—i i }

Diagonalice la siguiente matriz ortogonal para llegar a Q@ = U AU, Ahora todos los
As son
0= cosf -—send
senf cosf |

Diagonalice la siguiente matriz unitaria, V parallegara v = U AUY. Nuevamente, to-
dos los |A| = I:

i 1 1—i
V=— . .
SIlr+i —1
Sivy, ..., v,es una base ortonormal de C", la matriz con estas columnas es una ma-
triz . Demuestre que cualquier vector z es igual a (viz)vy + - + (WH2)v,.

Las funciones e~y e” son ortogonales en el intervalo 0 < x < 27 porque su produc-
. . 2
to interno complejo es [ = 0,

Losvectoresv=(1,, ), w=(,1,0yz= son una base ortogonal de

SiA = R + iS es una matriz hermitiana, ;las matrices R y S, son simétricas?

La dimensién (compleja) de C" es . Encuentre una base no real de C".

Describa todas las matrices de 1 por 1 que sean hermitianas y también unitarias. Ha-
ga lo mismo para las matrices de 2 por 2.

; Cémo estén relacionados los valores caracteristicos de AY (una matriz cuadrada) con
los valores caracteristicos de A?

Si w¥y = 1, demuestre que I — 2uu™ es hermitiana y también unitaria. La matriz uu®

de rango 1 es la proyeccién sobre ;qué recta en C*?

. . s - [a -8
Si A -+ iB es una matriz unitaria (A y B son reales), demuestre que @ = [ B A] es
una matriz ortogonal.

. , . " A =R .
Si A + iB es una maitriz hermitiana (A y B son reales), demuestre que {B A} €s si-
métrica.

Demuestre que la inversa de una matriz hermitiana también es hermitiana.

Diagonalice la siguiente matriz, construyendo su matriz valor caracteristico A y su
matriz vector caracteristico §:
A= . = A",
[1 “+ i 3
Una matriz con vectores caracteristicos ortonormaleses delaforma A = UAU™! =
UAUYR. Demuestre gue AA™ = AYA. Estas son exactamente las matrices normales.
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5.6 TRANSFORMACIONES DE SEMEJANZA

Virtualmente, cada paso de este capitulo implicé la combinacién $™'AS. Los vectores carac-
teristicos de A se fueron en las columnas S, con lo cual S'AS se volvié una matriz diagonal
{denominada A). Una vez que A era simétrica, en vez de S, se escribid Q, escogiendo que los
vectores caracteristicos fuesen ortonormales. En el caso complejo, cuando A es hermitiana,
se escribié U, que sigue siendo la matriz de vectores caracteristicos. Ahora se consideran to-
das las combinaciones M~ 'AM, formadas con cualquier M invertible en la derecha y su in-
versa en la izquierda. La matriz vector caracteristico invertible S podria no existir (el caso
defectuoso), o podria no ser conocida, e incluso podriamos no guerer utilizarla.

Primero un nuevo comentario: Las matrices Ay M~ AM son “semejantes”, Pasar de
una a otra es una fransformacion de semejanza. Es el paso natural para las ecuaciones di-
ferenciales o matrices de potencias o valores caracteristicos; asi como los pasos de la eli-
minacién eran naturales para Ax = b. La eliminacién multiplicaba A por la izquierda por
L™, pero no lo hacfa por la derecha por L. De modo que U no es semejante a A, vy los pi-
votes no son los valores caracter{sticos.

Toda una familia de matrices M~ 'AM es semejante a A, y hay dos preguntas:

1. ;Qué tienen en comun estas matrices semejantes M~ TAM?
2. Con una eleccién especial de M, ;qué forma especial puede obtenerse mediante
M™'AM?

La respuesta final la proporciona la forma de Jordan, con la que termina el capitulo.
Estas combinaciones M~ 'AM se presentan en una ecuacién diferencial o en diferen-
cias, cuando un “cambio de variables” u = Mv introduce la nueva incdgnita v:

d d d
% = Au seconvierteen MY = AMuv, o bien, 20— MAMY
dt dt dt

Up+; = Au, se convierte en Muv,,; = AMuv,, obien, v,y = M 'AMv,.

La nueva matriz en la ecuacién es M~ 'AM. En el caso especial M = S, el sistema no est4
acoplado porque A = ST'AS es diagonal. Los vectores caracteristicos evolucionan de
manera independiente. Esta es la simplificacién méxima, aunque también son de utilidad
otras Ms. Se intentard que trabajar con M ™ 'AM sea mds facil que hacerlo con A.

La familia de matrices M 'AM incluye a A misma, eligiendo M = [. Cualquiera de
estas matrices semejantes puede aparecer en las ecuaciones diferencial y en diferencias,
mediante el cambio u = Mv, por lo que deben tener algo en comiin, como es ¢l caso: las
matrices semejantes comparten los mismos valores caracteristicos.

Empiece con Ax = Axy sustituya A = M BM™ &
Mismeo valor caracteristico MBM ™ 'x = Ax quees B(M™'x) = MM x). (1
El \;alor caracteristico de B sigue siendo A. El vector caracteristico ha cambiado de x a
M x.
También puede comprobarse que A — Al y B — Al tienen el mismo determinante:
Producto de matrices B—A =M1 AM — A = M"Y A ~ADM
Regla del producto det(B — )I) = detM ' det(A — Ay det M = det(A — Al).
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Ejemplo 1

Los polinomios det(A — AI) y det(B — AI) son iguales. Sus raices —los valores caracte-
risticos de A y B~ son los mismos. A continuacién se presentan las matrices B que son se-
mejantes a A.

A= [é 3} tiene valores caracteristicos 1 y 0. Cada B es M™'AM:

1 b

. R _
SIM——[O I:l,entoncest[o 0

]: triangularcon A = 1y 0.

, 11 i
SiM = , entonces B = | ¢
-1 1 3

B frr (I

]: proyecciéncon A = 1y 0.

SiM = [i 2} , entonces B = una matriz arbitrariacon A = 1 y 0.

En este caso es posible producir cualquier B con los valores caracteristicos correctos. Se
trata de un caso fAcil, ya que los valores caracteristicos 1 y O son distintos. La matriz dia-
gonal A en realidad era A, el elemento distinguido de esta familia de matrices semejantes.
La forma de Jordan estard preocupada sobre valores caracteristicos repetidos y una posible
carencia de vectores caracteristicos. Todo lo que se dice ahora es que cada M~ 'AM tiene el
mismo nimero de vectores caracteristicos independientes que A (cada vector caracteristi-~
co se multiplica por M~ 1),

El primer paso es considerar las transformaciones lineales que estdn detrds de las ma-
trices. Rotaciones, reflexiones, y proyecciones actian sobre el espacio n-dimensional. La
transformacién puede ocurrir sin dlgebra lineal, aunque ésta resulta en multiplicacién de
matrices.

Cambio de base = Transformacidn de semejanza

La matriz semejante B = M~ 'AM est4 estrechamente relacionada con A, si se regresa al es-
tudio de las transformaciones lineales. Recuerde la idea clave: Toda transformacion lineal
estd representada por una matriz. |La matriz depende de la eleccién de la base! Si la ba-
se se cambia por M, entonces la matriz A se cambia por una matriz semejante B.

Las matrices semejantes representan la misma transformacién T respecto a bases
diferentes. El dlgebra es casi directa: Suponga que se tiene una base vy, . . ., v,. La j-€sima
columna de A se obtiene al aplicar T a v;:

T'v; = combinacién de los vectores de la base = a;;u; + -+ +a,;v,. (2)

Para una nueva base Vi, . . ., V,, la nueva matriz B se construye de la misma forma: TV
= combinacién de los Vs = by;V;+ - - - + b,; V,,. Pero también cada V debe ser una com-
binacién de los vectores de la base anterior: los V; = 37 m;;v;. Esta matriz M en realidad
representa la transformacion identidad (1) cuando todo lo que ocurre es el cambio de base
(T es I). La matriz inversa M~ ! también representa la transformacién identidad, cuando la
base se cambia de los vs de regreso a los Vs. Asi, la regla del producto proporciona el re-
sultado que se busca:

[I]vaV
:M“[

[T]va v [I]Va v
A

PrIvERD I LD TEoy

HATIONAL

5.6 Transformaciones de semejanza 295

ing. i ¢.L URUGUAY

Considero que Ia mejor forma de exp'ﬁcar B M 'AM es con un ejemplo. Suponga

que T es la proyeccién sobre la recta L al dngulo 6. Esta transformacion lineal es descrita

completamente sin ayuda de una base. Sin embargo, para representar T con una matriz se

requiere de una base. En la figura 5.5 se presentan dos posibilidades, la base estdndar
= (1, 0), v, = (0, 1) y una base V,, V, escogida especialmente para 7.

0
= - [—
1352 7 77 M ECE Vs = H
. 1
~ . ~
5 o N proyecta
e . N
proyeccion [ 5} N . [1} AN 8 cero
N R 0
AN
05 —o0.5 o 10
e S INEE
—05 o5 proyeccién [ﬁg'g} Y Vi -1

proyecta a V)
Figura 5.5 Cambio de base, con la finalidad de hacer diagonal a la matriz proyeccién.

De hecho, TV, = V, (porque V| ya estd en larecta L) y TV, = 0 (porque V, es per-
pendicular a la recta). En esa base de vectores caracteristicos, la matriz es diagonal:

. 1 0
Base de vectores caracteristicos B =[Tlv.v = [ o ol
La otra cuestién es el cambio de matriz base M. Para ello, V; se expresa como una combi-
nacién vy cos @ + v, sen @ y estos coeficientes se escriben en la columna 1. De manera se-
mejante, V; (0 IV5, la transformacién es la identidad) es —v, sen & + v, cos 6, con lo que
se obtiene la columma 2:

Cambio de base M=Uly.,= [z -—iJ

La matriz inversa M ™! (que aquf es la traspuesta) va de v a V. Combinada con B y M, pro-
porciona la matriz proyeccin en la base estdndar de vs:

. - e s
Base estandar A=MBM™ = 2 |
cs S
Es posible resumir la cuestién importante. La manera de simplificar la matriz A —de
hecho diagonalizarla— significa encontrar sus vectores caracteristicos. Estos van en las co-
lumnas de M (o de §) y M~ 'AM es diagonal. El algebrista afirma lo mismo en el lenguaje

de las ransformaciones lineales: escoger una base que conste de vectores caracteristicos.

La base estdndar llevé a 4, lo cual no era sencillo. La base correcta condujo a B, que era
diagonal.

Nuevamente se recalca que M~ !AM no surge cuando se resuelve Ax = b. Ahi la ope-
racién bésica fue multiplicar A (jsélo por el lado izquierdo!) por una matriz que resta un
multiplo de un renglén de otro. Esta transformacitn preserva el espacio nulo y el espacio
renglén de A: normalmente cambia los valores caracterfsticos.

En realidad, los valores caracteristicos se calculan por medio de una sucesidn de se-
mejanzas. La matriz avanza poco a poco hacia una forma triangular, y los valores caracte-
risticos aparecen de manera gradual sobre la diagonal principal. (Esta sucesién se describe
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en el capitulo 7). Eso es mucho mejor que tratar de calcular det (A — AJD), cuyas raices de-
ben ser los valores caracteristicos. Para una gran matriz, numéricamente es imposible con-
centrar toda esta informacion en el polinomio y obtenerla de nuevo.

Formas triangulares con una M unitaria

Nuestro primer movimiento mds alld de la matriz vector caracterfstico 4/ = § es un poco
il6gico: en vez de una M més general, se avanza en direccién opuesta y M se restringe de
modo que sea unitaria. Con esta restriccién, M~ 'AM puede alcanzar una forma 7 triangu-
lar. Las columnas de M = U son ortonormales (en el caso real podria escribirse M = Q).
A menos que los vectores caracterfsticos de A sean ortogonales, una diagonal U™ AU es
imposible. Sin embargo, el “lema de Schur” en 5R es muy 1til, por lo menos para la teo-
ria. (El resto de este capitulo estd dedicado més a la teoria que a aplicaciones. La forma de
Jordan es independiente de esta forma triangular).

Demostracién Toda matriz, por ejemplo de 4 por 4, tiene por lo menos un valor caracte-
ristico A,. En el peor de los casos, puede estar repetido cuatro veces. En consecuencia, A
tiene por lo menos un vector caracteristico unitario x;, que se coloca en la primera colum-
na de U. En esta etapa, es imposible determinar las otras tres columnas, por lo que la ma-
triz se completa de cualquier forma que la deje unitaria, y se la denomina U,. (El proceso
de Gram-Schmidt garantiza que esto es posible). Ax; = A x, en la columna 1 significa que
el producto U;' AU, empieza de forma correcta:

Al o*x x % Aro® ok %
AU, = U, 8 * : : conduce a UI"IAUl = 8 : : :
0 =% = =% 0 % = %

Luego, se trabaja con la submatriz de 3 por 3 en la esquina inferior derecha. Tiene un
vector caracteristico unitario x,, que se vuelve la primera columna de una matriz unitaria M,:

10 0 0 P
. 0 _ _ 0 A * K
Sih= |, M, entonces Uy ' (U AUNU, = | o "0 |-
0 0 0 = =

En el dltimo paso, un vector caracterfstico de la matriz de 2 por 2 en la esquina inferior de-
recha pasa a una M unitaria, que se coloca en la esquina de Uj:

Ay ox * %k
. -~ - 0 X * %
Triangular U, (U, WIAU U Us = o 02 N T.
6 0 0 =
Fl producto U = U,U,U; sigue siendo una matriz unitaria, y U™ AU = T. &

Este lema es vélido para todas las matrices, sin la hipdtesis de que A es diagonaliza-
ble. Puede usarse para demostrar que las potencias de A* tienden a cero cuando todos los

Ejemplo 2

Ejemplo 3
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|2} < 1, y las exponenciales €* tienden a cero cuando todos los Re L, << 0, incluso sin
el conjunto completo de vectores caracteristicos que se supuso en las secciones 5.3 y 5.4.

A= [? _é} tiene el valor caracterfstico A = 1 (dos veces).
La tnica linea de vectores caracteristicos pasa por (1, 1). Después de dividir entre /2, es-
ta es la primera columna de U, y la U™ AU = T triangular tiene los valores caracteristicos
sobre su diagonal:

-l VAR G Y e o

Diagonalizacién de matrices simétricas y hermitianas

Esta forma triangular mostrard que cualquier matriz simétrica o hermitiana —sin importar
que sus valores caracteristicos sean distintos o no— tiene un conjunto completo de vecto-
res caracteristicos ortonormales. Se requiere una matriz unitaria tal que U™ AU sea diago-
nal. El lema de Schur justamente acaba de encontrarla. Esta 7 triangular debe ser diagonal,
ya que también es hermitiana cuando 4 = A™:

T =78 (U A? = URARWUHE = plav.

La matriz diagonal U™ 'AU representa un teorema clave en 4lgebra lineal.

Observacion 1 En el caso simétrico real, los valores caracteristicos y los vectores carac-
teristicos son reales en cada paso. As{ se obtiene una U unitaria real, que es una matriz or-
togonal.

Observacion 2 A es el limite de matrices simétricas con valores caracteristicos distintos. A
medida que se tiende al limite, los vectores caracteristicos permanecen perpendiculares.
Esto puede fallar si A 7 A™:

0 cosé

_ . o 1 cosé
AG) = [ 0 sen 9] tiene vectores caracteristicos { O} y [ }

sené

Cuando 6 — 0, el dnico vector caracteristico de la matriz no diagonalizable [8 é} €s [0} .

El teorema espectral establece que esta A = A’ puede diagonalizarse:

01 0
A= 11 0 0] con valores caracteristicos repetidos A; = A, =1 y A3 = —L
0 0 1
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A = 1 tiene un plano de vectores caracteristicos, y se escoge un par x; ¥ Xp!

1 1 0 1 1
Xy = —== 11 Xy = {01 x3 = —= | —1} para A3 = —L.
1 »\/fio y 2 . y 3 «/i 0

Estas son las columnas de Q. Al separar A = A QT en 3 columnas multiplicadas por 3
renglones se obtiene

010 1o 0 00 I -1 o
A=|1 0 0l=x|L 4 0] +2|0 0 O} +is|—3 i 0]
0 0 1 0 00 00 1 0 00

Debido a que &, = A,, estas dos primeras proyecciones x;x; ¥y xpxy (cada una de ran-
go 1) se combinan para proporcionar una proyeccién P, de rango 2 (sobre el plano de vec-
tores caracterfsticos). Asi, A es -

L Lo 1 —1 9
010 72 2 Z

10 0] =mP+aP=(+D |4 L 0l +(=D{-1 F 0}
001 0 0 1 0 00

Toda matriz hermitiana con k valores caracteristicos distintos tiene una descomposicion
espectral en A= Py + -+ + MFPy, donde P; es la proyeccion sobre el espacio carac-
teristico para ). Debido a que hay un conjunto completo de vectores caracteristicos, la su-
ma de las proyecciones es igual a la identidad. Y como los espacios caracteristicos son
ortogonales, dos proyecciones producen cero: P;P;= 0.

Se esté muy cerca de responder una pregunta importante, por lo que se contimia: ;Pa-
ra qgué matrices se cumple que T’ = A? Todas las T's simétricas, simétricas sesgadas y
ortogonales son diagonales! Las matrices hermitianas, antihermitianas y unitarias, también
estan en esta clase. Corresponden a ntimeros en el gje real, el eje imaginario, y en la cir-
cunferencia unitaria. Ahora se busca toda la clase, que corresponde a todos los nimeros
complejos. Las matrices se denominan “normales”.

Ciertamente, las matrices simétricas y las matrices hermitianas son normales: Si A =
A entonces ambas AAH y AMA son iguales a A% Las matrices ortogonales y las unitarias
también son normales: ambas UU® y URU son iguales a /. Para cualquier matriz normal
bastan dos pasos:

1.  SiNes normal, también lo es la triangular T = U™ 'NU:
TTH = U~ INUURNRU = UT'NNRU = U"'NUNU = URNRUU'NU =T"T.

2. jUna T wriangular que sea normal debe ser diagonal! (Consulte los problemas 19y 20
al final de esta seccidn).
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Entonces, si NV es normal, la triangular T = U~ 'NU debe ser diagonal. Debido a que 7 tie-
ne los mismos valores caracteristicos que N, debe ser A. Los vectores caracteristicos de N
son las columnas de U, y son ortonormales. Este es el buen caso. A continuacién se regre-
sa de las mejores matrices (normales) a las peores posibles (defectuosas).

2 1
Normal N = [_1 2] Defectuosa A = {(2) éj[

La forma de Jordan

Esta seccién ha hecho su mejor esfuerzo a la vez que demand6 que M sea una matriz uni-
taria [/. Se obtuvo M~ 'AM en una forma triangular 7. Ahora se retira esta restriccién so-
bre M. Se permite cualquier matriz, y el objetivo es hacer M~ AM lo mds diagonal posible.

El resultado de este estuerzo supremo para diagonalizacién es la forma de Jordan J.
Si A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos, se toma M = Sy se llega a
J = S1AS = A.Asila forma de Jordan coincide con la diagonal A. Esto es imposible
para una matriz defectuosa (no diagonalizable). Para todo vector caracteristico faltante, la
Jforma de Jordan tiene un 1 justo arriba de su diagonal principal. Los valores caracteristi-
cos aparecen sobre la diagonal porque J es triangular. Y siempre es posible desacoplar va-
lores caracteristicos distintos.

Lo tinico que puede (o no) requerir un 1 fuera de la diagonal en J es un A repetido.

Forma de Jordan J =VM“AM =

Muchos autores han hecho de este teorema el punto climax de su curso de dlgebra li-
neal. Francamente, considero que esto es un error. Ciertamente es verdad que no todas las
matrices son diagonalizables, y la forma de Jordan es el caso més general. Simplemente
por ello, su construccién es técnica y extremadamente inestable. (Un ligero cambio en A
puede regresar todos los vectores caracteristicos faltantes, y eliminar los 1s fuera de la dia-
gonal.) En consecuencia, el lugar correcto para tratar los detalles es el apéndice, y la mejor
manera de comenzar a trabajar con la forma de Jordan es considerando algunos ejemplos
especificos y manipulables.
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Ejemplo 4

Ejemplo 5

Eiemplo 6

_ 11 2 12 -1 11 0 _ 111
T-—{O 1} y A-[l 0} ¥ B—[l 1}conducena]——[o 1].

Estas cuatro matrices tienen valores caracteristicos 1 y 1 con sdlo un vector caracte-
ristico, de modo que J consta de un blogue. A continuacién se comprobard este hecho. To-
dos los determinantes son iguales a 1. Las trazas (las sumas abajo de la diagonal principal)
son igual a 2. Los valores caracteristicos satisfacen 1 - 1 =1y 1+ 1=2.ParaT, B y J,
que son triangulares, los valores caracteristicos estdn sobre la diagonal. Se quiere demos-
trar que estas matrices son semejantes: todas pertenecen a la misma familia.

{T) De 7 a J, la tarea es cambiar 2 a 1, y una matriz diagonal M lo hace:

e I RO

(B) De B a J, la tarea es trasponer la matriz. Esto se obtiene con una permutacion:

0 1|1 00 1 1 1
-1 = = =
pTBP [1 0H1 1“1 0} {0 1} I
(A) De A a J, primero se va a T como en la ecuacién (4). Luego se cambia 2 a 1:

1 2

0 1

} =T yentonces M 'TM = [é ” = J.

UTTAU = {

01 2 0 0 1
A=10 0 1 y B=10 0 0}
00 0 00 0

Cero es un triple valor caracterfstico de A y B, por lo que aparece en todos sus bloques de
Jordan. Puede haber un solo bloque de 3 por 3, o un bloque de 2 por 2 y un bloque de 1
por 1, o tres bloques de 1 por 1. As{, A y B tienen tres posibles formas de Jordan:

0 1 ¢ 0 1 0 6 0 0
Jy=10 0 1], =10 0 0/, J3=10 0 0} @&
6 ¢ O 0 00 0 0 0

El dnico vector caracteristico de A es (1, 0, 0). Su forma de Jordan sélo tiene un blo-
que, v A debe ser semejante a J,. La matriz B tiene el vector caracteristico adicional (0, 1,
0), y su forma de Jordan es J, con dos bloques. As{ como para J; = matriz cero, de suyo
constituye una familia; 1a tnica matriz semejante a J; es M~ '0M = 0. Un conteo de los
vectores caracteristicos determina J cuando no hay nada mds complicado que un valor ca-
racterfstico triple.

Aplicacion a ecuaciones en diferencias y ecuaciones diferenciales (potencias y exponen-
ciales). Si A puede diagonalizarse, las potencias de A = SAS™! son ficiles: A¥ = SA*S™!
. En cada caso se tiene la semejanza de Jordan A = M J M}, de modo que ahora se requie-
ren las potencias de J:

AY = (MIM DY MIM™ - (MJM™ = MJ* M.
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J es diagonal por blogues, y las potencias de cada uno de estos bloques pueden tomarse por
separado:
k

A 10 MR Ll — DAk
=10 & 1| =0 aF kak-t . ©
0 0 2 0o 0 by

Este blogue J; entra en juego cuando A es un triple valor caracteristico con un solo vector
caracterfstico. Su exponencial estd en la solucidn de la ecuacién diferencial correspondiente:

eAr te)“" lzzeu

Exponencial et =10 eM zze"’ . ao
0 0 M
Aqui I + Jir + (J)% 2! + ... produce 1 + At + A2y 2! + «+- = ¢* en la dia-
gonal.
La tercera columna de esta exponencial proviene directamente de resolver du/d: = Ju:
d 143 A 1 0 iy 0
= | =10 A 1 uz | empezandocon up = |0,
U3 0 0 A U3 1

Lo anterior puede resolverse por sustitucién hacia atrds (ya que J; es triangular). La dltima
ecuacién dus/dt = luz produce u; = ™. La ecuacién para u, es duy/dt = Auy + us,
y su solucién es r¢*. La ecuacién de arriba es duy/dt =2Au, +uz, y su solucién es
%rze“ . Cuando A tiene multiplicidad m con un solo vector caracteristico, el factor adicio-

nal ¢ aparece m — 1 veces.
Estas potencias y exponenciales de J forman parte de las soluciones u, y u(2). La otra
parte es la M que relaciona la A original con la matriz més conveniente J:

Si upey = Aug entonces u; = Afug = MJ*M'u,

si du/dt = Au entonces u(z) = e*u(0) = Me” M u(0).

Cuando M y Json S y A (el caso diagonalizable) aquéllas son las férmulas de las seccio-
nes 5.3 v 5.4. El apéndice B regresa al caso no diagonalizable, y muestra c6mo es posible
alcanzar la forma de Jordan. Espero que la tabla siguiente sea un resumen conveniente.
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Conjunto de problemas 5.6

1.

10.

11.

iz

H

Si B es semejante a A y C es semejante a B, demuestre que C es semejante a A. (Sean
B = M"IAM y C = N™/BN.) ;Qué matrices son semejantes a I?

Describa con palabras todas las matrices que son semejantes a [é ,ﬂ , ¥ encuentre
dos de ellas.

Explique por qué A nunca es semejante a A + L

Encuentre una diagonal M integrada por 1s y —1s, para demostrar que

2 1 2 —1
41 201 . -t 2 -1
A= 1 2 1 es semejante a B = 1 5 —1 ]
1 2 -1 2

Demuestre (si B es invertible) que BA es semejante a AB.

a) Si CD = —DC (y D es invertible), demuestre que C es semejante a —C.

b) Deduzca que los valores caracteristicos de C deben presentarse por parejas mas-
menos.

¢) Demuestre directamente que si Cx = Ax, entonces C(Dx) = —A(Dx).

Considere cualquier A y una “rotacién dada” M en el plano 1-2:

a b ¢ cosf —senfd O
A=1d e fl, M= |senf cos6 O]
g h i 0 0 1

Escoja el dngulo de rotacién 8 para obtener cero en el elemento (3, 1) de M ~IAM.

Nota Esta obtencién “de ceros” no es facil de continuar, ya que las rotaciones produ-
cen cero en lugar de d y & arruina el nuevo cero en la esquina. Es necesario dejar una
diagonal abajo de la principal, y terminar el cdlculo de los valores caracteristicos de
alguna otra forma. En caso contrario, si A puede hacerse diagonal y pueden verse sus
valores caracteristicos, entonces se encontrarfan las raices del polinomio det (4 — AD
usando sélo las rafces cuadradas que determinan cos 8; lo cual es imposible.

(Qué matriz M cambiade labase V; = (1, 1), V, = (I, 4)alabase vi = (2, 5), v, =
(1, 4)? Las columnas de M se obtienen al expresar V, y V, como combinaciones Zn;.
v; de los v’s.

Para las dos mismas bases, exprese el vector (3, 9) como una combinacién ¢,V +
¢, V, v también como d,v; + d,v,. Compruebe numéricamente que M relaciona ¢ con
d:Mc=d.

Confirme el dltimo ejercicio: Si V| = my vy +mavy ¥ Vo = mvy + mapvys ¥
mycy + mpcy =d Y majc; + mapcy = dy, los vectores ¢ Vy + cuVo vy dyvy+ douy
son los mismos. Esta es la “f6rmula de cambio de base™ Mc = 4.

Si la transformacién T es una reflexidn, a través de la recta a 45° en el plano, encuen-
tre su matriz respecto a la base estdndar v, = (1, 0), v, = (0, 1), y también respecto a
V. = (1, 1), V, = (1, —1). Demuestre que estas matrices son semejantes.

La transformacion identidad lleva cada vector en si mismo: 7x = x. Encuentre la ma-
triz correspondiente, si la primera base es v; = (1, 2), v, = (3, 4) y la segunda base
es w; = (1, 0), wy = (0, 1). ({No es la matriz identidad!)

13.

14

b

15.

16.

17.

18.

19,

20.

21.

22.

23.

biL79
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Laderivadade g + bx + cx? es b + 2cx + Ox2.
a) Escriba la matriz de D3 por 3 tal que

a b
Dbl = |2c|.
¢ 0

b) Calcule D>, e interprete los resultados en términos de derivadas.
¢) ;Cudles son los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de D?

Demuestre que todo nimero es un vector caracteristico para 7' f(x) = df/dx, pero

que la transformacién T f(x) = f; f(tydt no tiene valores caracteristicos (aquf
—00 < X < 0O).

En el espacio de matrices de 2 por 2, sea T la transformacién que traspone cada ma-
triz. Encuentre los valores caracteristicos y las “matrices caracterfsticas” para AT =
MA.

@) Encuentre una matriz ortogonal 0, de modo que 0 7'AQ = A s

11 0 0 0
A=|1 11 y A=1{0 0 0]
11 0 0 3

Luego, encuentre un segundo par de vectores ortonormales xy, x, para A = 0.
b) Compruebe que P = x;x] + x2x] es el mismo para ambos pares.

En dos pasos, demuestre que toda matriz unitaria A es diagonalizable:
i) Si A es unitaria, y U también lo es, entonces 7 = U™ 'AU también es unitaria.
ii) Una T triangular superior que es unitaria debe ser diagonal. Asf, T = A.

Cualquier matriz unitaria A (con valores caracteristicos distintos o no) tiene un con-
junto completo de vectores caracteristicos ortonormales. Todos los valores caracterfs-
ticos satisfacen |A| = 1.

Encuentre una matriz normal (NN = N¥N) que no sea hermitiana, antihermitiana, uni-
taria, o diagonal. Demuestre que todas las matrices permutacién son normales.

Suponga que T es una matriz triangular superior de 3 por 3, con elementos £;. Com-
pare los elementos de 7T y THT, y demuestre que si son iguales, entonces 7T debe ser
diagonal. Todas las matrices triangulares normales son diagonales.

Si N es normal, demuestre que || Vx|l = || N¥x|| para todo vector x. Deduzca que el
i-€simo renglén de N tiene la misma longitud que la i-ésima columna. Nora: Si N tam-
bién es triangular superior, esto de nuevo lleva a la conclusién de que debe ser dia-
gonal.

Demuestre que una matriz con vectores caracteristicos ortonormales debe ser normal,
como se establece en 5T: Si U'NU = A, 0 N = UAUH, entonces NNH = NHN.

Encuentre una U unitaria y una 7 triangular de modo que U™ 'AU = T, para

01 0
A=[i _ﬂ y A=10 0 ol
100

Si A tiene valores caracteristicos 0, 1, 2, ;cudles son los valores caracteristicos de
AA—IYA =27
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24.

25,

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

a) Demuestre por multiplicacién directa que toda matriz triangular 7, por ejemplo de 3
por 3, satisface su propia ecuacién caracterfstica (T — M IXT — A INT —

) Sustituya U~ AU por T para deducir el famoso teorema de Cayley-Hamilton: To-
da matriz satisface su propia ecuacion caracteristica. Para las matrices de 3 por 3,
estoes (A —MINA —IA — A1) =0.

El polinomio caracterfstico de A = [‘; 5] esA? — (a + d)A + (ad — bc). Por sus-

titucién directa, compruebe el teorema de Cayley-Hamilton: A2 —(a+d)A +
{(ad — bc)l = 0.

Siay; = 1 arriba de la diagonal principal y a; = 0 en todas partes, encuentre la forma
de Jordan (por ejemplo, para matrices de 4 por 4) encontrando todos los vectores ca-
racteristicos.

Demuestre al tanteo para una M que ningunas tomadas dos a dos de las tres formas de
Jordan en la ecuacién (8) son semejantes: J; # M VLM, J # M7V LM, v
o #F M VM.

Resuelva u’ = Ju por sustitucién hacia atrds, resolviendo primero para u,(¢):

du _ R RT . 1
- = Ju = [0 5} [uz] con valor inicial u(0) = {2]

Observe te™ en la primera componente u,(f).

Calcule Ay etsi A = MIM™!:

R R e [ o [

Demuestre que A y B son semejantes encontrando una M tal que B = M ™1AM:
oas[t8 v oemfp
ooa=[ Y] 5 oe-[2 7Y
oa-[t7] s e-[t ]

(Cuidles de las siguientes matrices A, a Ag son semejantes?

o W ol ool [ L6l [60]

Hay 16 matrices de 2 por 2 cuyos elementos son Os y 1s. Las matrices semejantes per-
tenecen a la misma familia. ;Cudntas familias hay? ;Cudntas matrices (en total 16)
hay en cada familia?

a) 8i x estd en el espacio nulo de A, demuestre que M~ 'x estd en el espacio nulo de
M™AM.
by Los espacios nulos de A y M™'AM tienen igual(es)(vectores)(bases)(dimensién).

SiA y B tienen exactamente los mismos valores caracter{sticos y vectores caracterfs-
ticos, jes A = B? Con n vectores caracteristicos independientes, se tiene A = B. En-
cuentre A ¥ B cuando A = 0, O (repetido), aunque sélo hay una linea de vectores
caracteristicos (x,, 0).
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Los problemas 35 a 39 son sobre la forma de Jordan.
35. Por multiplicacién directa, encuentre J? v J° cuando
_jec 1
J= [0 }
Conjeture la forma de J*. Haga k = 0 para obtener J°. Haga & = —1 para obtener
JL

36. SiJ es la matriz de Jordan por bloques de 5 por 5 con A = 0, encuentre J? y cuente
sus vectores caracteristicos. También encuentre su forma de Jordan (dos bloques).

37. En el texto se resolvid du/dt = Ju para una maitriz J de Jordan por bloques de 3 por 3.
Agregue una cuarta ecuacién dw/dt = Sw++ x. Siga el patrén de soluciones para z, y,
X con la finalidad de encontrar w.

38. Los valores caracteristicos de las siguientes matrices de Jordan son 0, 0, 0, 0. Las ma-
trices tienen dos vectores caracteristicos (encuéntrelos). Sin embargo, los tamafios de
los blogues no coinciden y J no es semejante a K-

Para cualquier matriz M, compare JM con MK. Si son ignales, demuestre que M no es
invertible. Luego, M~ 'JM = K es imposible.

39. Demuestre en tres pasos que AT siempre es semejante a A (se sabe que los s son los
mismos; el problema son los vectores caracteristicos):
a) Para A = un bloque, encuentre M; = permutacién tal que M; ' J; M; = JT.
b) Para A = J cualquiera, construya M,, a partir de bloques, de modo que 3 YT M,
= JT,
¢) Para cualquiera A = M JM ™!, demuestre que A” es semejante a .J Ty que también
es semejante aJ y 2 A.

40. ;Cudles de los siguientes pares son semejantes? Escoja a, b, ¢, d para demostrar que
los otros pares no lo son:

R R M |

41. ;Falso o verdadero (proporciona una buena razén)?
a) Una matriz invertible no puede ser semejante a una matriz singular.
b) Una matriz simétrica no puede ser semejante a una matriz no simétrica.
¢) A no puede ser semejante a —A, a menos que A = 0.
d) A — I no puede ser semejante a A + 1.

42. Demuestre que A B tiene los mismos valores caracteristicos que BA.
43, SiAesde 6 por4y Besde4por6, ABy BA son de tamafios distintos. No obstante,
[1 ~A] [AB 0} [1 A] 2[0 0} -G
0 I B 0||0 I B BA
@) ;De qué tamafio son los bloques de G? Son los mismos en cada matriz.

b) Esta ecuacioén es M~ 'FM = G, de modo que F y G tienen los mismos 10 valores
caracteristicos. F tiene los valores caracteristicos de AB mds 4 ceros; G tiene los
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valores caracterfsticos de BA maés 6 ceros. AB tiene los mismos valores caracteristi-

cos que BAmds _____ ceros.

44. ;Por qué cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera?
a) Si A es semejante a B, entonces A es semejante a B,
b) A% y B? pueden ser semejantes cuando A y B no son semejantes (intente A = 0, 0).

30 . 301
C)lg aslessemejanteajy 4l

. 1
d)[g g]noessemejantea[g 3].

) Si se intercambian los renglones 1 y 2 de A, y luego se intercambian las columnas
1y 2, los valores caracteristicos siguen siendo los mismos.

Propiedades de los valores caracteristicos y vectores caracteristicos

,C6mo se reflejan las propiedades de una matriz en sus valores caracteristicos y vectores
caracteristicos? Esta cuestién es fundamental en todo el capftulo 5. Una tabla que organi-
ce los hechos més importantes puede ser de utilidad. Para cada clase de matrices, 2 conti-
nuacién se presentan las propiedades especiales de los valores caracteristicos A; y los

vectores caracteristicos x;.

Simétrica: AT = A A real
Ortogonal: 07 = Q™! todali] = 1
Simétrica sesgada: AT = —A ) imaginaria
Hermitiana compleja: 4' = A A real

Definida pesitiva: xTAx > 0 toda L > 0
Matriz similar: B = M AM AMB) = A(A)
Proyeccién: P = P2 = PT A=1;0
Reflexién: 7 — 2uu’ A=-14,...,1
Matriz rango 1: uv’ Ar=1vTu; 0,...,0
Inversa: A~ VA A)
Corrimiento: A + ¢/ AMAY + ¢
Potencias estables: A" — 0 toda [A] < 1

Exponencialmente estable: e/’ — 0 todaRe A <0

Markov:m;; > 0,3 1 my = 1 Amax =1
Permutacidn ciclica: P” = [ A = g2mikin
Diagonalizable: SAS™! diagonal de A
Simétrica: QA QT diagonal de A (real)
Jordan: J = M~ AM diagonal de J

Cada matriz: A = UL VT rango (A) = rango (%)

ortogonal xx; = 0
Ty . =

ortogonal ¥, x; =0
5Ty =

ortogonalX; x; = 0

ortogonal X; x; = 0

x(B) = M~1x(A)

espacio de columna; espacio nulo

vectores caracteristicos de A

vectores caracteristicos de A

estado estacionario x > 0

xe = (LAg...,A7")

las columnas de S son independientes
las columnas de Q son ortonormales
cada bloque de un vector caracterfstico

los vectores caracteristicos de
ATA AAT en V, U

Ejercicios de repaso 3a7

Capitulo

Ejercicios de repaso

5.1 Encuentre los valores caracteristicos, los vectores caracteristicos, y la matriz de dia-

gonalizacién S, para
1 0 7 2
A = =
[2 3] y 8 [ -15 —4}'
5.2 Encuentre los determinantes de A y A7 ! si

eolM 21
A S[O M}S .

5.3 Si A tiene los valores caracteristicos 0 y 1, correspondientes a los vectores caracterfs-

)

(podria decir de antemano que A es simétrica? ;Cudles son su traza y su determinan-
te? ;Cudl es A?

5.4 En el problema previo, ;cudles son los valores caracteristicos y los vectores caracte-
risticos de A%? ;Cudl es la relacién de A% con A?

5.5 (Existe una matriz A tal que toda la familia A + ¢/ es invertible para todos los ndime-
ros complejos ¢? Encuentre una matriz real con A + rI invertible para todo r real.

5.6 Resuelva para los dos valores iniciales, v luego encuentre ¢*':

d 31 .
Eii:[l 3}14 si u(0)=[(1)] y si u(0)={ﬂ.

5.7 Prefiere un interés compuesto trimestralmente a 40% anual o anualmente a 50%7?

5.8 ¢Falso o verdadero? (Proporcione un contraejemplo si es falso):

a) Si B se forma a partir de A, mediante el intercambio de dos renglones, entonces B
es semejante a A.

b) Si una matriz triangular es semejante a una matriz diagonal, ya es diagonal.

¢) Cualesquiera de las dos afirmaciones anteriores implica la tercera: A es hermitia-
na, A es unitaria, A% = .

d) SiAy B son diagonalizables, entonces también lo es A B.

5.9 ;Qué ocurre a la sucesion de Fibonacci si se retrocede en el tempo, y c6mo esté re-
lacionado F.p con Fi? Laley Frip = Fi4y + F sigue siendo valida, de modo que

F...l = 1-
5.10 Encuentre la solucién general de du/dt = Au si
0 -1 0
A= 11 0 -1
] 1 0

(Puede encontrar un instante T al que se garantice que la solucién w(7) vuelva al va-
lor inicial u(0)?
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5,11 Si P es la matriz que proyecta R” sobre un subespacio 8, explique por qué todo vec-
tor en S es un vector caracteristico, y asi como cada vector en 81, {Cudles son los va-
lores caracteristicos? (Observe la relacién con P? = P, lo que significa que A2 =10

§.12 Demusstre que toda matriz de orden > 1 es la suma de dos matrices singulares.

5,13 @) Demuestre que la ecuacién diferencial matricial dX/dt = AX + XB tiene la solu-

cién X (1) = e4 X (e’
b) Demuestre que las soluciones de dX/dt = AX — XA preservan los mismos valores
caracteristicos para todos los instantes.

5.14 Silos valores caracteristicos de A son 1 y 3 con vectores caracteristicos (5, 2) y 2,1,
encuentre las soluciones de du/dt = Au 'y u,,; = Au,, empezando con u = (9, 4).

5.15 Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de

0 ~i O
A= |1i 1 i
0 —i O

(Qué propiedad se espera tengan los vectores caracteristicos y es verdadera?

5.16 Intente resolver lo siguiente para demostrar que A no tiene rafz cuadrada.

a blla b _ {0 1} _ A
¢ djlc d 0 0
Cambie los elementos en la diagonal de A a 4 y encuentre una rafz cuadrada.

517 a) Encuentre los valores caracteristicos v los vectores caracteristicos de A = { 2 3] .
b) Resuelva du/dt = Au empezando con u(0) = (100, 100).
¢) Siv(?) = ganancia de los corredores de bolsa y w(s) = ganancia del cliente, y am-
bos se ayudan mutuamente mediante dv/ds = 4wy dw/dt = ﬁ v, ;a que tiende la
razén v/w cuando ¢ —>00?

5,18 ;Falso o verdadero? (Proporcione una razén si es verdadero y un contragjemplo si es

falso).
a) Para toda matriz A, hay una solucién de du/dt = Au empezando con u(0) =
a,..., L.

b) Toda matriz invertible puede diagonalizarse.

¢) Toda matriz diagonalizable puede invertirse.

d) El intercambio de los renglones de una matriz de 2 por 2 invierte el signo de sus
valores caracteristicos.

¢) Silos vectores caracteristicos x y ¥ corresponden a vajores caracteristicos distin-
tos, entonces X'y = 0,

5.19 Si K es una matriz simétrica sesgada, demuestre que Q = (I — K)(I + K)~ ! es una ma-
0 2

triz ortogonal. Encuentre Q si K = [_2 ol
520 Si K* = —K (hermitiana sesgada), los valores caracteristicos son imaginarios y los
vectores caracter{sticos son ortogonales.
a) {Cémo se sabe que K — [ es invertible?
b) ;Cémo se sabe que K = U AU™ para una matriz U unitaria?
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¢) ¢Por qué es unitaria e™?

d) {Por qué es unitaria 57

5.21 SiMesla matri% d.iagonal con elementos d, d?, d°, ;cudl es M~ 1AM? ;Cudles son sus
valores caracteristicos en el siguiente caso?

1 1 1
A=11 11
1 11
522 SiA* = —I, ;cudles son los valores caracteristicos de A? Si A es una matriz real de n

por n, demuestre que n debe ser par, y proporcione un gjemplo.
523 Si Ax = Ax y ATy = A,y (todos reales), demuestre que x*y = 0.
5.24 Una variante de la matriz de Fourier es la “matriz seno”:

senf sen2f sen3P
S = T sen26 sendd sen6h con 0 =
2 lsen30 sen6d sen%

J:»'l B

Compruaebe que ST = 571, (Las columnas son los vectores caracteristicos de la ma-
triz tridiagonal —1, 2, —1).

5.25 a) Encuentre una maitriz N diferente de cero tal que N° = 0.
b) 8iNx = Ax, demuestre que A debe ser cero.
c) Demuestre que N (denominada “matriz nilpotente”) no puede ser simétrica.

5.26 a) Encuentre la matriz P = aa”/a’a que proyecta cualquier vector sobre la recta que
pasapora = (2, 1,2).
b) (Cudl es el tnico valor caracteristico diferente de cero de P, y cudl es el vector ca-
racteristico correspondiente?
¢) Resuelva u,,; = Pu,, empezando con uy = (9, 9, 0).

5.27 Suponga que el primer renglén de A es 7, 6 y que sus valores caracterfsticos son i, —i.
Encuentre 4.

5.28 a) (Para qué nimeros ¢ y d ocurre que A tiene valores caracteristicos reales y vecto-
res caracteristicos ortogonales?

1 2 0
A=12 d ¢
0 5 3

b) (Para cudles ¢ y d es posible encontrar tres vectores ortonormales que sean com-
binaciones de las columnas? ({No lo resuelval)

5.29 Si los vectores x; ¥y x, estdn en las columnas de S, ;cudles son los valores caracteris-
ticos y los vectores caracteristicos de

_ 2 0] 02 31w
A S{O JS y B—S[G 1}5 ?

x
5.30 ;Cuél es el limite cuando &k — co (el estado estacionario de Markov) de [312 (0)}3;] [Z]?




Capitulo

Matrices positivas definidas

E 6.1 MINIMOS, MAXIMOS, Y PUNTOS SILLA

Hasta el momento, dificilmente se ha pensado en los signos de los valores caracteristicos.
No es posible preguntar si A es positivo antes de saber si es real. En el capitulo 5 se esta-
blecié que toda matriz simétrica tiene valores caracteristicos reales. A continuacién se
encontrard una prueba que puede aplicarse directamente a A, sin calcular sus valores carac-
teristicos, que garantizard que todos estos valores caracteristicos son positivos. Esta prue-
ba conlleva tres de los conceptos mds importantes del libro: pivotes, determinantes y
valores caracteristicos.

A menudo, el signo de los valores caracteristicos es crucial. Para estabilidad en ecua-
ciones diferenciales, se requieren valores caracteristicos negativos, de modo que ¢ decai-
ga. El nuevo y muy importante nuevo problema es reconocer un punio minimo. Esto se
presenta en toda la ciencia e ingenierfa, asf como en todo problema de optimizacién. El pro-
blema matemdtico es mover la prueba de la segunda derivada F” > 0 hacia n dimensiones.

F(x,y)=17+2(x + y)* — yseny — x° Flx, yy =2x* +4xy + y*.

Ya sea F(x, y) o f(x, y), jtiene un punto minimo en x =y = (?

Observacion 1  1os términos de orden cero F(0, 0) = 7 y f(0, 0) = 0 no afectan la res-
puesta. Simplemente suben o bajan las gréficas de F y f.

Observacion 2 1.os términos lineales proporcionan una condicién necesaria: A fin de
tener alguna posibilidad de un minimo, las primeras derivadas deben hacerse cero en

x=y=0
2-€=4(x+y)~3x2=0 y ia—l—v—=4(x+y)—-ycosy—-seny=O
ax 3y
éJi=4x+4y=0 y gJ-“-=4uc+2y=0. Todo cero.
ax dy

Asi, (x, y) = (0, 0) es un punto estacionario para ambas funciones. La superficie z = F(x,
y) es tangente al plano horizontal z = 7, y la superficie z = f(x, y) es tangente al plano
z = 0. La cuestién es si las graficas pasan o no por arriba de esos planos, a medida que
se aleja el punto de tangenciax = y = 0.
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Observacion 3  Las segundas derivadas en (8, 0) son decisivas:

2F 92 f

—_— - = — =4

Py 4—6x =4 a2

8*F _ 8*F _y a2f _ *f 4
3xdy 0ydx 9xdy  9ydx
3F 8%
ay2=4+yseny——2czosy:2 —;];-=2.

Estas segundas derivadas 4, 4, 2 contienen la respuesta. Debido a que son las mismas pa-
ra F y para f, deben contener la misma respuesta. Las dos funciones se comportan exac-
tamente de la misma manera cerca del origen. F tiene un minimo si y sélo si f tiene un
minimo. {Se demostrard que estas funciones no lo hacen!

Observacion 4 Los términos de orden superior en F no afectan la cuestion de un mi-
nimo local, aunque pueden impedir que éste se convierta en un minimo global. En el
ejemplo, el término —x° tarde o temprano empujaré a F hacia —oo. Para f(x, ¥), sin tér-
minos superiores, toda la accién estd en (0, 0).

Toda forma cuadrdtica f = ax® + 2bxy + cy* tiene un punto estacionario en el ori-
gen, donde 3f/0x = 8f/dy = 0. Un minimo local también debe ser un minimo global.
Entonces, la forma de la superficie z = f(x, y) es como la de un tazén, apoyado en el ori-
gen (véase la figura 6.1). Si el punto estacionario de F estd en x = «, y = B, el tinico
cambio es en el uso de las segundas derivadas en «, 8: '

Parte 2 a2 2 2 a2
P x F °F y« o°F

cuadratica =1 " (q, + —{x, + e (e, B). 1

cuad fe) =5 gaB) tay gos@B) 5 og@p). )

Cerca de (0, 0), esté f(x, ), y se comporta de la misma forma en que F(x, y) se compor-
ta cerca de (a, B). V

Las terceras derivadas hacen su aparicidn en el problema cuando las segundas deriva-
das fracasan en proporcionar una decisién definitiva. Esto ocurre cuando la parte cuadré-
tica es singular. Para un minimo verdadero, se permite que fsea cero séloenx =y = 0.

Figura 8.1 Tazén y silla: A = { (1) (1)] definiday A = [(1) (1)} indefinida.

Ejemplo 1

Ejemplo 2
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Cuando f(x, y) es estrictamente positiva en todos los demds puntos (el cuenco del tazén
estd hacia arriba), se denomina positiva definida.

Definida contra indefinida: tazén contra silla

El problema se reduce a lo siguiente: Para una funcién de dos variables x y y, jcuél es la
sustitucién correcta para la condicién 3°F/3 x? > 07 Con una sola variable, el signo de
la segunda derivada decide entre un minimo o un médximo. Ahora se cuenta con tres se-
gundas derivadas: Fy,, F, = F,,, y F,,. Estos tres ndmeros (como 4, 4, 2) deben deter-
minar si F (igual que f) tiene o no un minimo.

{Qué condiciones sobre a, b y ¢ aseguran gue la cuadrdtica f(x,y) = ax® + 2bxy
+ ¢y? es positiva definida? Una condicién necesaria es facil:

i) Siax® + 2bxy + cy* es positiva definida, entonces necesariamente a > 0.

Se considera x = 1,y = 0, donde ax® + 2bxy + ¢)” es igual a a. Esta debe ser positiva.
Trasladando de vuelta a F, lo anterior significa que 32F/9 x* > (. La gréfica debe ser
hacia arriba en la direccién x. De manera semejante, se fija x = 0 y se considera la di-
reccién y, donde f(0, y) = cy*:

i) Sif(x, y) es positiva definida, entonces necesariamente ¢ > Q.

. Estas condiciones sobre a > 0 y ¢ > 0 garantizan que f(x, y) siempre es positiva? La res-
puesta es no. Un gran término cruzado 2bxy puede empujar la gréfica por abajo de cero.

fx,y) =x*-10xy + ¥*. Aqui @ = 1 y ¢ = 1 son ambas positivas. Sin embargo, fno es po-
sitiva definida, ya que f(1, 1) = —8. Las condiciones a > 0 y ¢ > 0 aseguran que f{(x, )
es positiva en los ejes x y y. Pero la funcién es negativa sobre la recta x = y, porque b =
—10 superaaay c.

En la foriginal, el coeficiente 2b = 4 era positivo. (Esto asegura un minimo? De nue-
vo la respuesta es no; jel signo de & carece de importancial Aungue sus segundas deri-
vadas son positivas, 2x* + 4xy + y? no es positiva definida. Ni F ni f tienen un minimo
en (0,0) porgue f(1, —1) =2 —~ 4 + 1 = ~1,

Lo que debe controlarse es el tamafio de b, en comparacion corn a y c. Ahora se
quiere una condicién necesaria y suficiente para la condicién de positiva definida. La téc-
nica mds simple es completar el cuadrado:

Expresar f(x,y) b \? »?
usando f =ax*+2bxy +cy* =a (x + ——y> + (c - —-) ¥ (@
cuadrados a a

El primer término a la derecha nunca es negativo, cuando el cuadrado se multiplica por
a > 0. Pero este cuadrado puede ser cero, y entonces el segundo término debe ser posi-
tivo. El coeficiente de ese término es (ac — b%) / a. Bl dltimo requerimiento para la condi-
cién de positiva definida es que este coeficiente debe ser positivo:

iil) 8i ax® + 2bxy + cy? permanece positiva, entonces necesariamente ac > b*.
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Prueha para un mimimeo: Las condiciones a > 0 y ac > b? son correctas. Garantizan ¢ > 0.
El miembro derecho de (2) es positivo, y se ha encontrado un minimo:

3*F7 [3°F - 8*F
ax? | | 8y? axdy|

Prueba para un méximo: Debido a que f tiene un méximo siempre que —f tiene un mi-
nimo, simplemente se invierten los signos de a, b y ¢. Esto en realidad deja ac > % sin
cambio: la forma cuadritica es negativa definida si y sélo si @ < 0y ac > b?. El mismo
cambio es vélido para un méximo de F(x, y).

Caso singular ac = b%  El segundo término en la ecuacién (2) desaparece para dejar s6-
lo el primer cuadrado, que es positivo semidefinido, cuando a > 0, o negative semidefini-
do, cuando a < 0. El prefijo semi permite la posibilidad de que F pueda ser igual a cero,
como es el caso en el punto x = b, y = —a. La superficie z = f(x, y) degenera de un tazén
en un valle. Para = (x + y)?, el valle se encuentra a lo largo de larectax + y = 0.

Punto silla ac < b* En una dimensién, F(x) tiene un minimo o un méximo, o bien,
F" = (. En dos dimensiones, permanece una posibilidad bastante importante: la combina-
cidn ac - b* puede ser negativa. Esto ocurrié en los dos ejemplos, cuando b dominaba a a
y ¢. Esto también ocure si a y ¢ tienen signos opuestos. Asi, dos direcciones proporcionan
resultados opuestos: en una direccidn, fcrece; en la otra, decrece. Resulta de utilidad con-
siderar dos casos especiales:

Puntossilaen (6,0) fi=2xy v fo=x*-) y ac-b*>=-1.

En el primero, » = 1 domina ¢ = ¢ = 0. En el segundo, a = 1 y ¢ = —1 tienen signos
opuestos. Los puntos silla 2xy y x? — y? son précticamente los mismos; si uno se hace gi-
rar 45°, se obtiene el otro. También es dificil trazarlos.

Estas formas cuadréticas son indefinidas, porque pueden asumir cualquier signo. Asf,
se tiene un punto estacionario que no es méximo ni minimo. Se denomina punto silla. La
superficie z = x? — y? va hacia abajo en la direccién del eje y, donde sus piernas se ajustan
(si usted ha montado a caballo). En caso de que usted haya cambiado a un automévil, pien-
se en una carretera que va por un paso de montafia. La cima del paso es un minimo mien-
tras se observa a lo largo de la cordillera, aunque es un méximo cuando usted avanza por
la carretera.

Dimensiones superiores: algebra lineal

El célculo podria bastar para encontrar nuestras condiciones F. > 0y F. . F,, > F ny
para un minimo. Sin embargo, el dlgebra lineal estd preparada para hacer mds, ya que las
segundas derivadas se ajustan a una matriz simétrica A. Los términos ax? y cy® aparecen
sobre la diagonal. La derivada cruzada 2bxy estd separada entre el mismo elemento b arri-

Ejemplo 3

Ejemplo 4

Ejemplo 5
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. e R
Baa%g&jd;'zUr%g cuadrética f(x, y). quv;'l;eneidlrqu\@ﬁmmﬂa maftriz simétrica de 2 por 2!

T 2 2 2 a bjix
x AxenR ax® +2bxy +cy —-[x y] {b c} [y} @
Esta identidad (por favor, realice el producto) constituye la clave para todo el capitu-
lo. Se generaliza de inmediato a » dimensiones, y constituye una abreviacién perfecta pa-
ra estudiar mdximos y minimos. Cuando las variables son x,, . . . , X,,, van en un vector
colurnna x. Para cualguier matriz simétrica A, el producto x*Ax es una forma cuadrdti-
capur@ f(xgy ..., %X,)8

iy Gz - Qi X1 n n
a (2% % B X
xTAx enR” [)C[ X2 X,,] 21 22 2n 2| = E E GijXiXj. (5)
i=1 j=1
Qnt Qnz - Qun Xn

Los elementos diagonales a,; 2 a,, multiplican x? y x2. El par a; = a;; se combina en
zaijx;‘xju Asi, f= a“xlz + 2a19X1Xy + 00 + a,mx,f.

No hay términos de orden superior ni términos de orden inferior; sélo de segundo or-
den. La funcién es ceroen x = (0, . . ., 0), y sus primeras derivadas son cero. La tangente
es plana; se trata de un punto estacionario. Es necesario decidir si x = 0 es un minimo, un
méximo o un punto silla de la funcién f= xTAx.

2

F=222+4xy +y* y A=I:2

2 .
1] —» punto silla.

f=2xy v A= [(1) (1):1 —> punto silla.

Aesde 3 por 3 para 2x} — 2xyx; + 2x% — 2xpx3 + 2xF:

2 —~1 0 X1
f=[x x» x]|-l 2 ~1| x| — minimoen (0,0,0).
0 -1 2 X3

Cualquier funcién F(x;, . . ., x,) es aproximada de la misma forma. En un punto esta-
cionario todas las primeras derivadas son cero. A es la “matriz segunda derivada” con ele-
mentos a; = 3% F/d x;dx;- Esto autométicamente es igual a g;; = 8% F/3x,;8x;, de modo
que A es simétrica. Asi, F tiene un minimo cuando la cuadrdtica pura xTAx es positiva
definida. Estos términos de segundo orden controlan a F cerca del punto estacionario:

1 .
Serie de Taylor F(x) = F(0) +x"(grad F) + -z—xTAx -+ términos de orden superior. (6)

En un punto estacionario, F = (8 F/8x,,...,8 F/8x,) es un vector de ceros. Las segun-
das derivadas en x*Ax asumen la grifica hacia arriba, hacia abajo (o en una silla). Si el pun-
to estacionario estd en x, en vez de en 0, entonces F(x) y todas las derivadas se calculan en
x5 Luego, x cambia a x — x, en el miembro derecho.

La siguiente seccién contiene las pruebas para decidir si x Ax es positiva (el tazén se
dirige hacia arriba a partir de x = 0). De manera equivalente, las pruebas deciden sila
matriz A es positiva definida, lo cual constituye el objetivo més importante del capitulo.
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Conjunto de problemas 6.1

1L

2.

10.

11.

La cuadrdtica f = x* + 4xy + 2y? tiene un punto silla en el origen, a pesar de que sus
coeficientes son positivos. Escriba f como una diferencia de dos cuadrados.

Decida a favor o en contra de la condicién de positiva definida de las siguientes ma-
trices, y escriba las f = x*Ax correspondientes:

1 3 1 —1 2 3 -1 2
o3l A ) o F3 o [3 4]
El determinante en el inciso b) es cero; ¢a 1o largo de cudl recta se encuentra f(x, y) = 07

S$1 una matriz simétrica de 2 por 2 satisface las pruebas a > 0, ac > b7, resuelva la
ecuaci6n cuadrética det (A — AJ) = 0, y demuestre que los dos valores caracterfsticos
son positivos.

Decida entre un minimo, un méximo o un punto silla para las siguientes funciones.

a) F=~1+ 4 -~x)—S5xseny + 6y°enel puntox = y = 0.
b) F = (x* - 2x)cos y, con punto estacionario en x = 1,y = 7.

a) (Para cudles nimeros & se cumple que la matriz A = [ é g} es positiva definida?

b) Factorice A = LDLT cuando b esté en el intervalo para la propiedad de positiva de-
finida.

¢) Encuentre un valor minimo de 1(x? + 2bxy + 9y®) — y para b en este intervalo.

dy (Cudl es el minimo si b = 3?

Suponga que los coeficientes positivos @ y ¢ dominan a b en el sentido de que a +

¢ > 2b. Encuentre un gjeraplo que tenga ac < 5%, de modo que la matriz no sea posi-

tiva definida.

a) (Cuéles matrices simétricas de 3 por 3 A, y A, corresponden a f; v £?
fi=x2 +x} a3 — 203 — 2xi %3 + 2x2%3
Fo= x4+ 2xF + 11x2 — 2xyxp — 2x1 %3 — 4apxs.
b) Demuestre que f es una matriz cuadrado perfecto simple y no positiva definida.

{Doénde ocurre que f, es igual a 0?7
¢) Factorice A, en LLT. Escriba f, = xTA,x como una suma de tres cuadrados.

SiA = [g ’c’] es positiva definida, pruebe A~ = [;’ ‘r’] en cuanto a esta propiedad.

La cuadrética f(x, x3) = 3(x; + 2x2)* + 4x% es positiva. Encuentre su matriz A,
factoricela en LDLT, y relacione los elementos en D y L con 3, 2, 4 en f

Si R= {s ﬂ , escriba R? y compruebe que es positiva definida a menos que R sea

singular.
a) Si A = [‘; i’} es hermitiana (b complejo), encuentre sus pivotes y su determi-
nante.
b) Complete el cuadrado para x™Ax. Ahora x¥ = [%; ¥, ] puede ser compleja.
alxi]* + 2RebX1x; + c|x)? = alx; + b/ayx]* +__ x|t
¢) Demuestre que a > 0y ac > [b* aseguran que A es positiva definida.

. 1 1+ 3 4+ cor .
d) Las matrices {1 i 2 ] [4 i el ], ¢son positivas definidas?
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12. Decida si F = x2y? — 2x — 2y tiene un minimo en el punto x = y = 1 (despuds de
demostrar que las primeras derivadas son cero en ese punto).

13. ;En qué condiciones sobre a, b, ¢ se cumple que ax? + 2bxy + cy? > x? + y? para
toda x, y?

Los problemas 14 a 18 son sobre pruebas para la propiedad de positiva definida.
14. ;Cudles de A,, A,, A3, A, tienen dos valores caracteristicos positivos? Pruebe ¢ > 0

y ac > b?; no calcule los valores caracterfsticos. Encuentre una x, de modo que
xTAx <0.

5 6 -1 =2 1 10 1 10
A= {6 7] Az = {—2 ——5} As = [10 100] Ao = [10 101]
15. ;Cudl es la cuadrética f = gx? + 2bxy + cy* para cada una de las siguientes matri-

ces? Complete el cuadrado con la finalidad de escribir f como una suma de uno o dos
cuadrados di( )2 +do( )2

P

16. Demuestre que f(x, y) = x* + 4xy + 3y? no tiene un minimo en (0, 0) incluso si
sus coeficientes son positivos. Escriba f como una diferencia de cuadrados y encuen-
tre un punto (x, y) donde fes negativa.

17. (Importante) Si A tiene columnas independientes, entonces ATA es cuadrada, simétri-
ca e invertible (véase la seccién 4.2). Vuelva a escribir xTAYAx para demostrar por
qué es positiva, excepto cuando x = 0. Entonces, ATA es positiva definida.

18. Prucbe si ATA es positiva definida en cada caso:

11
1 2 11 2
A:{ } a=|1 2|, yA.:[ }
0 3 0 1 1 2 1
19. Encuentre la matriz A de 3 por 3, sus pivotes, rango, valores caracteristicos, y deter-
minante:
X1
[Xl X7 JC3] A X2 = 4(x1 — X7 2}(3)2.
X3

20. Para Fi(x,y) = ix* +x%y +y* y Fa(x,y) = x° + xy — x, encuentre las ma-
trices segunda derivada A; y Ay
_ | 8*F/ax*  8%F/8xdy
T | 8% /ayex  9%F/ay: |
A, es positiva definida, de modo que F, es c6ncava hacia arriba (= convexa). Encuen-
tre el punto minimo de F, y el punto silla de F, (analice, dénde las primeras deriva-
das son cero).
21. La gréfica de 7z = x2 + y? es un tazdn que se abre hacia arriba. La grdfica de
= x2 — y? es una silla. La grafica de z = —x* — y* s un tazén que se abre hacia
abajo. (Cudl es una prueba sobre F(x, y) para tener una silla en (0, 0)?

22. ;Con qué valores de ¢ se obtiene un tazén, y con cudles un punto silla para la gréfica
de 7 = 4x? + 12xy + cy?? Describa esta grdfica en el valor fronterizo de c.
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6.2 PRUEBAS PARA COMPROBAR Si UNA MATRIZ ES POSITIVA DEFINIDA

¢ Cuiles son las matrices simétricas que poseen la propiedad de que xTAx > Q para todos los
vectores x diferentes de cero? Hay cuatro o cinco formas distintas para contestar esta pre-
gunta, y esperamos encontrarlas todas. La seccién previa empezé con algunas sugerencias
sobre los signos de los valores caracterfsticos, aunque ello originé las pruebas sobre g, b, c:

A= [Z ﬂ es positiva definida cuandoa >0 y  ac —* > 0.
A partir de estas condiciones, ambos valores caracteristicos son posifives. Su producto
A1A, es el determinante ac — b* > 0, de modo que los valores caracteristicos son ambos po-
sitivos o ambos negativos. Deben ser positivos porque su suma es latrazaa + ¢ > 0.

Al considerar a y ac — b?, incluso es posible pronosticar la apariencia de los pivofes.
Estos aparecieron cuando x*Ax se descompuso en una suma de cuadrados:

2
ac ~ b yz.

b\
Suma de cuadrados ax® +2bxy +cy? =a (x + - y) +
a a

Estos coeficientes a y (ac — b%)/a son los pivotes para una matriz de 2 por 2. Para matri-
ces més grandes, los pivotes siguen constituyendo una prueba para comprobar si una ma-
triz es positiva definida: x*Ax es positiva cuando n cuadrados independientes se multiplican
por pivotes positivos.

Una observacién preliminar més. Las dos partes de este libro se vincularon mediante
el capitulo sobre determinantes. En consecuencia, se pregunta cudl es el papel que desem-
pefian los determinantes. No basta requerir que el determinante de A sea positivo. Sia =
¢ = —1yb =0, entonces det A = 1, pero A = —I = negativa definida. La prueba del de-
terminante se aplica no sélo a A misma, para obtener ac — b? > 0, sino también a la sub-
matriz a de 1 por 1 que esta en la esquina superior izquierda.

La generalizacién natural implica a todas las n de las submatrices superiores izquier-
das de A:

an  an ailn a2 a3
! 1, As= lan an ap ..., AT AL
ayy  an

Ay =lanl, A= [
a3y dz  aszz

A continuacién se presenta el teorema principal sobre la comprobacién de si una ma-
triz es positiva definida, asi como una demostracién razonablemente detallada:

Demostracion La condicién I define una matriz positiva definida. El primer paso es de-
mostrar que cada valor caracteristico es positivo:

Si Ax = Ax, entonces xTAx = xTix = Alx]%

Una matriz positiva definida tiene valcres caracteristicos positivos, ya que xTAx > 0.

(1

Ejemplo 1
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A continuacién se procede en la otra direccién. Si todos los A; > 0, es necesario de-
mostrar que x'Ax > 0 para todo vector x (no sélo para los vectores caracteristicos). Debi-
do a que las matrices simétricas tienen un conjunto completo de vectores caracterfsticos
ortonormales, cualquier x es una combinacién cix; + -+ + + ¢,x,. Luego,

Ax =CiAx;+ +CAx, = CiAix F 0 F CuhnXa.

Debido a la ortogonalidad, xTx; = 0,y la normalizacién xTx; = 1,
xTAx = (clx;r + oo+ c,,xf)(cl}qxl R o o W'
=cih + e+ P @
Sitodo A; > 0, entonces la ecuacién (2) demuestra que xTAx > 0. Asf, la condicién I im-
plica la condicién 1.

Si la condicidn I se cumple, entonces también se cumple la condicién IIT: El determi-
nante de A es el producto de los valores caracteristicos. Y si la condicién I se cumple, ya
se sabe que estos valores caracteristicos son positivos. Pero también debe tratarse con toda
submatriz superior izquierda A,. El truco consiste en considerar a todos los vectores dife-
rentes de cero cuyas tltimas n — k componentes sean cero:

xTAx = [x] 0] [fk :} [)S‘J = xF Apxg > 0.
Ast, Ay es positiva definida. Sus valores caracteristicos (jno los mismos: A;!) deben ser po-
sitiyos. Su determinante es su producto, por lo que todos los determinantes izquierdos su-
periores son positivos.

Si la condicion Il se cumple, entonces también se cumple la condicion IV: Segtn la
seccién 4.4, el k-€simo pivote d;, es la razén de det A, a det A,..;. Si todos los determinan-
tes son positivos, también lo son los pivotes.

Si la condicion IV se cumple, entonces también se cumple la condicidn I: Se cuenta
con pivotes positivos, y es necesario deducir que x*Ax > 0. Esto fue lo que se hizo en el
caso de 2 por 2 al completar el cuadrado. Los pivotes eran los nimeros fuera de los cua-
drados. Para ver cémo ocurre lo anterior para matrices simétricas de cualquier tamafio, se
regresa a la eliminacion de una matriz simétrica: A = LDLT.

Pivotes positivos 2, 2 y £:
2 -1 0 1 r1 —1
0 0} 42 1 ! 0
A={-1 2 —-1|=/-1 10 2 0 1 -—%|{=LDL"
0 -1 2 0 -% 1 $1lo o 1
Se busca separar x Ax en x* LDLTx:
u 1 =1 0] [u u=3v
Six=|v|,entonces L'x = |0 1 -2||v| = |v—-2uw
w 0 6 11 |w w
Asi, x"Ax es una suma de cuadrados con los pivotes 2, % y £ como coeficientes:
1\ 3 2\ 4
Tay = (7T\T Ty = 2
x'Ax = (L' x)y'D(L*'x) =2 - = + - - + - .
(L7x) D(L x) (u 3 v) 3 (v 3 w) 3@
Estos pivotes positivos en D multiplican cuadrados perfectos para hacer positiva a x"Ax.
Asi, la condicién IV implica la condicién I, y la demostracidn estd completa. &

Es hermoso que la eliminacién y la completacién al cuadrado sean realmente lo mismo.
La eliminacién retira a x; de todas las ecuaciones posteriores. De manera semejante, el primer
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cuadrado explica todos los términos en x'Ax que implican a x;. La suma de cuadrados tie-
ne a los pivotes fuera. {Los multiplicadores £; estdn dentro! En el ejemplo, puede ver los
nimeros —1 y —% dentro de los cuadrados.

Todo elemento diagonal a;; debe ser positivo. Como se sabe por los gjemplos, no obs-
tante, es mucho mds que suficiente observar sélo los elementos en la diagonal.

Los pivotes d; no deben confundirse con los valores caracteristicos. Para una matriz
positiva definida tipica, se trata de dos conjuntos completamente distintos de niimeros po-
sitivos. En el ejemplo de 3 por 3, quiza la prueba mas fécil sea la del determinante:

Prueba del determinante det A, = 2, det 4, = 3, det A; = det A = 4.

Los pivotes son las razones d; = 2, d, = % dy = %. Normalmente, la prueba de los valo-
res caracteristicos es el cdlculo mas largo. Para esta A se sabe que todos los As son positivos:

Prueba del valor caracteristico Ay =2 — NG) Ay =2, A3 =2+ 2.

Aungue es la mds dificil de aplicar a una simple matriz, la prueba de los valores caracte-
risticos puede ser la de mds utilidad para efectos teéricos. Cada prueba es suficiente por
si misma.

Matrices positivas definidas y minimos cuadrados

Espero que ¢l lector permita la presentacién de una prueba mds para comprobar si una ma-
triz es positiva definida. Dicha prueba estd muy proxima. Las matrices positivas definidas
se relacionaron con los pivotes (véase el capitulo 1), los determinantes (véase el capitulo 4)
v con los valores caracteristicos (véase el capitulo 5). Ahora se les ve en los problemas de
minimos cuadrados del capitulo 3, provenientes de las matrices rectangulares del capitulo 2.

La matriz rectangular serd R y el problema de minimos cuadrados serd Rx = b. Tiene
m ecuaciones con m = n (se incluyen los sistemas cuadrados). La eleccidn por minimos
cuadrados % es la solucion de R¥RX = RTb. Esta matriz A = RTR no sélo es simétrica,
sino que también es positiva definida, como se demostrard a continuacién, en el supuesto
de que las n columnas de R sean linealmente independientes:

2z

 BC  La matriz simétrica A es positiva defini

(V) Existe una matriz R cor

La clave consiste en reconocer a x*Ax como xT RTRx = (Rx)T(Rx). Esta longitud al cua-
drado || Rx||* es positiva (a menos que x = 0), porque las columnas de R son independien-
tes. (Si x es diferente de cero, entonces Rx es diferente de cero.) Asf, xTRTRx > 0 y R'R
es positiva definida.

Queda por encontrar una R para lacual A = R™R. Esto ya se hizo dos veces:

Eliminacién A = LDLT = (L~/D)}~/DLY). Asi,tomar R = ~/DL".
Esta descomposicién de Cholesky tiene separados los pivotes equitativamente entre Ly L.
Valores caracteristicos A= QAQT = (OVA)YWAQY). Asi,tomar R =~/A0T. (3)
Una tercera posibilidad es R = Q~/A Q7, la raiz cuadrada positiva definida simétrica de
A. Hay muchas otras opciones, cuadradas o rectangulares, que pueden verse. Si cualquier
R se multiplica por una matriz Q con columnas ortonormales, entonces (ORT(CR) =
RTOTQOR = RTIR = A. En consecuencia, OR es otra opcién.

Aplicaciones de las matrices positivas definidas se presentan en mi libro anterior
Introduction to Applied Mathematics y también en el nuevo Applied Mathematics and

Ejempio 2
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Scientific Computing (consulte la pigina www.wellesleycambridge.com). Se mencio-
na que Ax = AMx se presenta constantemente en andlisis ingenieril. Si A y M son positivas
definidas, este problema generalizado es paralelo al conocido Ax = Ax, y A > 0. M es una
matriz masa para el método de elementos finitos de la seccién 6.4.

Matrices semidefinidas

Las pruebas para comprobar si una matriz es positiva definida relajan xTAx > 0, A > 0,

d > 0, y det > 0, para dejar que aparezcan ceros. La cuestién principal es ver analogias con
¢l caso positiva definida.

Ladiagonalizaciénde A = QA QT conduceaxTAx = xTQAQTx = yTAy.Sielrangode
Aesr,eny Ay = A;y? + - - - + A,y? hay r As diferentes de cero y r cuadrados perfectos.

Nota Lanovedad es que la condicién II’ es vélida para todas las submatrices principales,
no sélo para aquellas que estdn en la esquina superior izquierda. En caso contrario, no se-
ria posible distinguir entre dos matrices cuyos determinantes superiores izquierdos fuesen
todos cero:

0 0 . . . .
[ 0 J es positiva semidefinida, y [g _?] es negativa semidefinida.

Para mantener la simetrfa, un intercambio de renglones va acompafiado de un intercambio
de colurnnas.

2 -1 -1
A= |1 2 1| es positiva semidefinida, por todas las cinco pruebas:
-1 -1 2

(I xTAx = (x, — 1202 + (x; — x3)% + (5 — x3)% > 0 (cero six; = x, = x3).
(") Los valores caracterfsticos son A; = 0, A, = A3 = 3 (y cero los valores caracterfsticos).
(III") det A = 0y los determinantes menores son positivos.

2 -1 -1 2 .0 0 2 00
awy A=|-1 2 —-1]—|0 P -3l 50 2 0| (pivote faltante).
-1 -1 2 0o -2 32 0 0 o
(V) A = R*R con columnas dependientes en R:
2 -1 =1 1 -1 0 1 0 -1
-1 2 —1= 0 1 -1 -1 1 01 (1,1, 1)enelespacio nulo.
-1 =1 2 -1 0 1 0 -1 1
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Ejemplo 3

Observacidn Las condiciones para que una matriz sea semidefinida también pudieron de-
ducirse de las condiciones originales I a V si se usa el siguiente truco: sumar un pequefio
multiplo de la identidad para obtener una matriz positiva definida A + €. Luego, € tien-
de a cero. Debido a que los determinantes y los valores caracteristicos dependen continua-
mente de ¢ = 0, son positivos hasta el tltimo momento. En € deben seguir siendo no
negativos.

A menudo, mis alumnos me preguntan sobre matrices positiva definida no simétricas.
Nunca se utiliza este término. Una definicién razonable es que la parte simétrica %(A + AT

debe ser positiva definida. Eso garantiza que las partes reales de los valores caracteristi-

.. . 1 .
cos son positivas. Aunque esto no es necesario: A = [0 ﬂ tiene A > 0 pero %(A + AT

= [ ; ﬂ es indefinida.

Si Ax = Ax, entonces xHAx = ixPx y xMA¥x = Xxfx.
Al sumar 1xH(A4 + Af)x = (Re Mxfx >0 demodoque Red > 0.

Elipsoides en n dimensiones

En todo este libro, la geometria ha sido de ayuda para el dlgebra de matrices. Una ecuacion
lineal produjo un plano. El sistema Ax = b proporciona una interseccién de planos. Los mi-
nimos cuadrados proporcionaron una proyeccién perpendicular. El determinante es el vo-
lumen de una caja. Luego, para una matriz positiva definida y su x*Ax, finalmente se
obtiene una figura curva. Se trata de una elipse en dos dimensiones, y de un elipsoide en n
dimensiones.

La ecuacién que debe considerarse es xTAx = 1. Si A es la matriz identidad, esto

se simplifica a x2 + xZ + - -+ + x2 = 1. Esta es la ecuacién de la “esfera unitaria” en R".
Si A = 41, la esfera se vuelve mdés chica. La ecuacién cambia a 4x7 + -+ + 4x2 = 1.
En vez de pasar por (1,0, ..., 0), lohace por (1,0, ..., 0). El centro estd en el origen,

ya que si x satisface x*Ax = 1, también lo hace el vector opuesto —x. El paso importante es
pasar de la matriz identidad a una matriz diagonal:
4
Elipsoide Para A = 1 , laecuacién es xTAx = 4x} +x; + §x3 = 1.
i

9
Debido a que los elementos son desiguales (jy positivos!), la esfera cambia a un elipsoide.
Una soluciénes x = (%, 0, 0) a lo largo del primer eje. Otra es x = (0, 1, 0). El eje ma-
yor tiene el punto més alejado x = (0, 0, 3). Se parece a una pelota de fiitbol americano o
rugby, aunque no exactamente; éstas estdn mds préximas a x? +x3 + $x3 = 1. Los dos
coeficientes iguales las hacen circulares en el plano x;-x,, |y mds ficiles de lanzar!
A continuacién se presenta el paso final, para permitir elementos diferentes de cero le-
jos de la diagonal de A.

A= [Z g} y xTAx = 5u? + 8yy + 5v? = 1. Hsta elipse estd centrada en u = v = 0,

aunque los ejes no son tan claros. Los 4s fuera de la diagonal dejan positiva definida a la
matriz, aunque hacen rotar la elipse, ya que sus ejes dejan de estar alineados con los ejes
de coordenadas (véase la figura 6.2). Se demostrara que los ¢jes de las elipses apuntan ha-
cia los vectores caracteristicos de A. Debido a que A = A7, estos vectores caracteristicos
y los ejes son ortogonales. El eje mayor de la elipse corresponde al valor caracteristico mds
pequerio de A.

Giivacs
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G Thve))
—1 1>u

Figura 6.2 La elipse x"Ax = 5u* + 8uv + 5v% = 1y sus ejes principales.

Para localizar la elipse se calculan A, = 1 y A, = 9. Los vectores caracteristicos uni-
tarios son (1, —1)/~/2 v (1, 1)/+/2 . Estos son angulos de 45° con los ejes u-v, y estdn
alineados con los ejes de la elipse. La forma para ver correctamente a la elipse es volver a
escribir xXAx = 1: ‘

2 2
Nuevos cuadrados 542 + 8uv + v2 = (._“__ — .fi.) +9 (_‘i_ - _v_) =1 "
V2 V2 V2 V2 - @
A =1y A = 9 estdn fuera de los cuadrados. Los vectores caracterfsticos estdn dentro. Es-
to es diferente para completar el cuadrado a 5 (u + %v)2 + £v2, con los pivotes fuera.

El primer cuadtado es igual a 1 en (1/~/2, —1/+/2) al final del eje mayor. El eje menor
es un tercio mds corto, ya que para cancelar el 9 se requiere (%)2

Cualquier elipsoide x"Ax = 1 puede simplificarse de la misma manera. El paso clave
es diagonalizar A = QA QT . La figura se enderezé al hacer girar los ejes. Algebraicamen-
te, el cambio ay = Q%x produce una suma de cuadrados:

xTAx = (XTOYA(QTx) = yTAy = A pP+ -~ + 4,02 = L. 3

El eje mayor tiene y; = 1//A{ alo largo del vector caracteristico con el menor valor ca-
racteristico.

L.os otros ejes estdn en direccidn de los otros vectores caracterfsticos. Sus longitudes
son 1/+/2, ..., 1//X,. Observe que los As deben ser positivos ~la matriz debe ser posi-
tiva definida— o estas raices cuadradas estdn en problemas. Una ecuacién indefinida
¥? = 9y? = 1describe una hipérbola y no una elipse. Una hipérbola es una seccién trans-
versal que pasa por una silla, y una elipse es una seccidn transversal que pasa por un tazén.

El cambio de x a y = Q7x hace girar los ejes del espacio para coincidir con los ejes
del elipsoide. En las variables y puede verse que se trata de un elipsoide, ya que la ecua-
cién se vuelve manipulable:
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Eiemplo 4

Ejemplo 5

La ley de la inercia

Para eliminacién y valores caracteristicos, las matrices se vuelven més sencillas mediante
operaciones elementales. La cuestién esencial es saber cudles propiedades de una matriz
permanecen sin cambio. Cuando un miltiplo de un rengldn se resta de otro renglén, el es-
pacio rengl6n, el espacio nulo, el rango y el determinante ~todos— permanecen igual. Para
valores caracteristicos, la operacién bdsica fue una transformacién de semejanza A —
S7IAS (0 A — M™'AM). Los valores caracteristicos permanecen sin cambio (asi como la
forma de Jordan). Ahora se pregunta lo mismo para matrices simétricas: ;cudles son las
operaciones elementales y sus invariantes para xTAx?

La operacién bésica sobre una forma cuadrética es cambiar variables. Un nuevo vec-
tor y est4 relacionado con x por medio de alguna matriz no singular, x = Cy. La forma cua-
drdtica se convierte en yTCTACy. Esto muestra la operacién fundamental sobre A:

Transformacién de congruencia A4 — CTAC  paraalguna C no singular.  (6)

La simetria de A se preserva, ya que CTAC permanece siméirica. La pregunta verdadera es
{qué otras propiedades comparten A y CTAC? La respuesta la proporciona la ley de la iner-
cia de Sylvester.

Los signos de los valores caracteristicos (y no los valores caracteristicos mismos) se
preservan con una transformacion de congruencia. En la demostracion, se supondrd que A
es no singular. Asf, CTAC también es no singular, y no hay valores caracteristicos de que
preocuparse. (En caso contrario, es posible trabajar con la no singular A +¢ly A —€el,y
al final hacer € — 0.)

Demostracion Tomaremos prestado un truco de topologia. Suponga que C estd relacio-
nada con una matriz ortogonal Q, por medio de una cadena continua de matrices no sin-
gulares C(). En: = 0yt = 1, C(0) = Cy C(1) = Q. Asf, los valores caracteristicos de
C(H)TAC() cambian gradualmente, cuando ¢ va de 0 a 1, de Jos valores caracteristicos
de CTAC alos valores caracteristicos de QTAQ. Debido a que C(¥) nunca es singular, nin-
guno de estos valores caracteristicos puede tocar a cero (jpor no decir cruzario!) En con-
secuencia, el niimero de valores caracteristicos a la derecha de cero, y el nimero a la
izquierda, es el mismo para CTAC que para Q"AQ. Y A tiene exactamente los mismos va-
jores caracteristicos que la matriz semejante @~ 'AQ = QTAQ.

Una buena eleccidn de O consiste en aplicar el proceso de Gram-Schmidt a las colum-
nas de C. Asi, C = QR, y la cadena de matrices es C(¥) = 1@ + (1 — HOR. La familia C(¢)
va lentamente a través del proceso de Gram-Schmidt, de OR a Q. Es invertible porque ¢
es invertible v la diagonal del factor triangular #/ + (1 — PR es positiva. As{ se termina la
demostracién. B

Suponga que A = I. Entonces CTAC = CTC es positiva definida. Tanto / como CC tienen
n valores caracteristicos positivos, lo cual confirma la ley de la inercia.

Si A= [ (1) ‘?] , entonces CTAC tiene un determinante negativo:

det CTAC = (det CT)(det AX(det C) = —(det C)? < 0.

Entonces CTAC debe tener un valor caracteristico positivo y un valor caracteristico nega-
tivo, como A.

Ejemplo 6
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Esta es la aplicacién importante:

Se supondrd que A permite la factorizacién simétrica A = LDLT (sin intercambios de ren-
glones). Por la ley de la inercia, A tiene el mismo nimero de valores caracteristicos positi-
vos que D. Sin embargo, los valores caracterfsticos de D son justo sus elementos diagonales
(los pivotes). Asf, el niimero de pivotes positivos coincide con el nimero de valores carac-
teristicos positivos de A.

Lo anterior es hermoso y practico. Es hermoso porque conlleva (para matrices simétri-
cas) dos partes de este libro que previamente estaban separadas: los pivotes y los valores
caracteristicos. También es préctico, ya que los pivotes pueden localizar a los valores ca-
racter{sticos;

A tiene pivotes positivos 330 130
A ~ 21 tiene un pivote negativo A=13 10 7 A—-20=13 8 7
0 7 8 0 7 6

Gracias a nuestra prueba, los valores caracteristicos de A son positivos. Pero se sabe que A
es menor que 2, porque al restar 2 hizo que éste cayera bajo cero. En el siguiente paso se
aborda A — 1, para ver Ay, << 1. (Esto se debe a que A — I tiene un pivote negativo). El inter-
valo que contiene a A se divide a la mitad en cada paso al comprobar el signo de los pivotes.

Este era casi el primer método préctico para calcular valores caracteristicos. Era domi-
nante alrededor de 1960, después de una mejora importante: hacer tridiagonal a A primero.
Luego, los pivotes se calculaban en 2n pasos, en vez de en én3. La eliminacién se vuelve r4-
pida, y la bisqueda de valores caracteristicos (al dividir en dos los intervalos) se vuelve sim-
ple. El favorito actual es el método OR que se presenta en el capitulo 7.

El problema generalizade de valores caracteristicos

En sus problemas de valores caracteristicos, la fisica, la ingenierfa, v la estadistica suelen
ser suficientemente bondadosas para producir matrices simétricas. Sin embargo, algunas
veces Ax = Ax se sustituye por Ax = AMx. Hay dos matrices, en vez de una.

Un gjemplo es el movimiento de dos masas distintas en una linea de resortes:

m ———~d2v + 2 0
i vooow = 2
dr? . m 0| du 2 -1
b 5 i =
p o bien {O mz] e + {_1 5 u = Q. (7
my—— — p + 2w =0
dr?

Cuando las masas son iguales, m, = m, = 1, este era el sistema anterior " + Au = 0. Aho-
raes Mu” + Au = 0, que es una matriz “masa” M. El problema de valores caracteristicos
surge cuando se buscan soluciones exponenciales ¢'“'x:

Mu” + Au = 0 seconvierteen M(iw)2e'™x + Ae'“'x = 0. ®

Al cancelar ¢, y al escribir A por w?, este es un problema de valores caracteristicos:

Problema generalizade Ax = AMx {*? —ﬂ x =X {m(‘) m()} x. )]
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Existe una solucién cuando A — MM es singular. La eleccién especial M = I devuelve la ex-
presién de costurnbre det (A—Aly=0.det (A- AM) se trabajard con my = 1y my = 2:
2-xr -1 2 . 3443
det [ -1 2- 21\} 232 — 61 + 3 = 0 proporciona 5

Para el vector caracteristico x; = (/3 — 1, 1), las dos masas oscilan juntas, aunque la
primera s6lo se mueve V3 — 1 =~ 0.73 En el modo mds rapido, las componentes de
x; = (1+ /3 — 1) tienen signos opuestos ¥ las masas se mueven en direcciones opuestas.
Esta vez la masa mds pequefia avanza mucho mds.

La teorfa subyacente es més facil de explicar si M se separa en RTR. (Se supone que M
es positiva definida). Luego, la sustitucién y = Rx cambia

Ax = AMx = ARTRx hacia AR'y =ARTy.

Al escribir C por R™!, y multiplicar por ( RTy~! = (7, lo anterior se convierte en un pro-
blema de valores caracteristicos esténdar para la matriz simétrica simple CTAC:

Problema equivalente CTACy = Ay. (10)

Los valores caracteristicos A; son los mismos que para la Ax = AMx original, y los vecto-
res caracteristicos estén relacionados por y; = Rx;. Las propiedades de CTAC conducen di-
rectamente a las propiedades de Ax = AMXx, cuando A = AT y M es positiva definida:

1. Los valores caracteristicos para Ax = AMx son reales, porque CTAC es simétrica.

2. Porla ley de la inercia, los As tienen el mismo signo gue los valores caracteristicos
de A.

3. (CTAC tiene vectores caracteristicos ortogonales y;. Asi, los vectores caracteristicos de
Ax = AMx tienen

“pf-ortogonalidad”™ x? Mx; = x;f RT Rx; = }’,-TYj = (. an
Ay M se diagonalizan simultdneamente. Si S tiene los x; en sus columnas, entonces
STAS = A y STMS = I. Estaes una transformacién de congruencia, con ST en la izquier-
da, v no una transformacion de semejanza con §1. Es f4cil resumir la cuestién impor-
tante: En tanto M es positiva definida, el problema generalizado de valores caracteristicos
Ax = AMx se comporta exactamente como Ax = Ax.

Conjunto de problemas 6.2

1. (Para qué intervalo de niimeros a y b ocurre que las matrices A y B son positiva defi-

nida?
fa 2 2 1 2 4
A=1|2 a 2| B={2 b 8
2 2 a 4 8 7

L

9. Decida si las siguientes matrices son positiva definida o no:

5 —1 -17 2 -1 -1 01 2
A=|-1 2 -1], B=|-1 2 1|, €¢=)1 01
-1 -1 2] -1 1 2 210

16.

i1.

12.

13.

14.

15.
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C TS Y Z ’i dﬂ Cuy S IIk 1 en [a ([Ia ()
onstruya una matri lllde FiL 08 elemento as andes esté
gr £ nal

1 b —b
A= IbJ [1, b | con |b| < 1 puede tener det A < 0.
- 1

Demuestre a partir de los valore sti i
: s caracteristicos que si A es positiva definid. -
ces también lo son A2y A~ L. ’  emon

S;I Ay B son positiva definida, entonces A -+ B es positiva definida. Los pivotes y los
valores caracteristicos no son convenientes jor i
para A + B. Es mucho mejor inten
xT(A + B)x > 0. : “
A partir de los pivotes, los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de
_I5 a4 .
A = [ 2 5] , escriba A como R*R en tres formas:

(LVDY/DLY), (OV/R) (VAQD), v (OVAOTQVAQT).

Si A =Q0A QT » €$ positiva definida simétrica, entonces R = Q/A QT es su raiz
c'u‘adrada positiva definida simétrica. ;Por qué los valores caracteristicos de R son po-
sitivos? Calcule R, y compruebe que R = A para

L 10 -6
A= =
[ 6 10] y A“[—ﬁ 10}'
Si A, es positiva definida simétricay C i
1/ it y C es no singular, demuestre B = (T, -
bién es positiva definida simétrica. ¢ e cAcm

?i ?A=)RTR, demuestre la desigualdad de Schwarz generalizada [xTAy}]® < (xTAx)
¥y ay). B

: 2 2
Laelipse u” + 4v° = 1 corresponde a A = p} 2] - Escriba los valores caracteristicos

y los vectores caracteristicos, y trace la elipse.

., 5
Reduzca la ecuacién 3u~. — 23/2uv + 2v? = 1. a una suma de cuadrados encontran-
do los valores caracterfsticos de la A correspondiente, y trace 1a elipse.

En tres di i 2 ipsoi

S unensmnes,- iyl + Ay} + A3y} = | representa un elipsoide cuando
todos I‘o.s Ay > 0 Desc':nba todas las distintas clases de superficies que aparecen en el ca-
SO positiva sernidefinida cuando uno o més de los valores caracteristicos es (son) cero.

?scziba las.c.inc?1 iondiciones para que una matriz de 3 por 3 sea negativa definida

—A es positiva definida) con atencién especial a la condicié , C6 A i
icién HI: ;Cémo estd relacio-

nado det (—A) con det A? ‘ -

De'c1da si ¥a,s siguientes matrices son positivas definidas, negativas definidas, semide-
finidas, o indefinidas: ,

12 3 ééoo
A=|2 5 4|, B= 2 0 e =a
20 0 —2 5 —2|° B, D=4
0 0 -2 3

™

(Existe una soluci6n real para —x? — 5y% — 9z% —dxy — 6xz — 8yz = 17

Suponga que A es positiva definida simétrica y que Q es una matriz ortogonal. ;Falso
o verdadero?
a) OYAQ es una matriz diagonal.
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16.

17.

18.

19.

290.

21.

22.

23.

24.

25.

b) OTAQ es positiva definida simétrica.

¢) OFAQ tiene los mismos valores caracteristicos que A.

d) e~ es positiva definida simétrica.

Si A es positiva definida y se incrementa dyy, 2 partir de cofactores demuestre que el
determinante se ha incrementado. Demuestre con un ejemplo gue lo anterior puede fa-
llar si A es indefinida.

A partir de A = RTR, demuestre para matrices positivas definidas que detA <
anay - Gon. (L2 longitud al cuadrado de la columna j de R es a;. Use determinan-

te = volumen.)

(Prueba de M de estabilidad de Lyapunov) Suponga que AM + MPA = —Icon A po-
sitiva definida. Si Mx = Ax, demuestre que Re A < 0. (Sugerencia: Multiplique la pri-
mera ecuacién por X7 y x.)

(Cudles matrices simétricas A de 3 por 3 producen las siguientes funciones f = x Ax?
(Por qué la primera matriz es positiva definida pero la segunda no?

o f=20}+x+x-—xx — Xp%3).

b) f =2(x}2 +X% +X§ — X1Xz T X1X3 ")C2X3).

Calcule los tres determinantes superiores izquierdos para establecer la condicién de po-
sitiva definida. Compruebe que sus razones proporcionan los pivotes segundo y tercero.

2 2 0
A=12 5 3|
0 3 8

Una matriz positiva definida no puede tener un cero (o incluso peor: un nimero nega-
tivo) en su diagonal, Demuestre que esta matriz no cumple x*Ax > 0:
4 1 i X1
[%1 x x] |1 0 2| |x»]| noes positiva cuando (x, %2, %) =( , - )
1 2 5 X3

Un elemento diagonal a;; de una matriz simétrica no puede ser menor que todos los As.
Si lo fuese, entonces A — a;; [ tendrfa valores caracterfsticos y posiblemente se-
ria positiva definida. Sin embargo, A —aj;ltene un en la diagonal principal.

Proporcione una razén ripida de por qué las siguientes afirmaciones son verdaderas:

a) Toda matriz positiva definida es invertible.

b) La tinica matriz proyeccién positiva definidaes P = .

¢) Una matriz diagonal con elementos diagonales positivos es positiva definida.

d) {Una matriz simétrica con un determinante positivo podrfa no ser positiva definida!

(Para cudles s y ¢ se cumple que Ay B tiepen a todos los A > O (y por tanto son posi-
tivas definidas)?
s —4 —4 t 30
A= |—4 s —4 y B=|3 t 4
-4 —4 s 0 4

. sz . 2 2 2
Tal vez usted ya haya visto la ecuacién de una elipse como (f) + (%) = 1. ;Cudles
son a y b cuando la ecuacién se escribe como Ax? + Ay = 1? La elipse 9x% +
16y* = 1 tiene semiejes cuyas longitudes son g = yb=
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26. T'race la el.ipse inclinada x? + xy + y* = 1 y encuentre las semilongitudes de sus
ejes, a partir de los valores caracteristicos de la A correspondiente.
27. Con pivotes positivos en D, la factorizacién A = LDLT se convierte en L/ D/ DLT

(Las rafces cuadradas de los pivotes proporcionan D = «/D+/D. Asi, C = L/D
conduce a la factorizacién de Cholesky A = CC7, que es “simetrizada LU

. 3 0
Apartirde C = 1:1 2} encuenire A. A partirde A = {g 22} encuentre C.

28. En la factox’izacién de Cholesky A = CCT, con ¢ = L./D, las raices cuadradas de los
pivotes estdn en la diagonal de C. Encuentre C (triangular inferior) para

9 0 0 111
A=10 1 2 y A=1[12 2
0 2 8 1 2 7

29. La factorizacién simétrica A = LDLT significa que xTAx = xTLDL x:

[T TR

El miem?ro izquierdo es ax? + 2bxy + cy*. El miembro derecho es a(x+2% y) e+
yo. ‘

iEl segundo pivote completa el cuadrado! Pruebe cona = 2, b = 4, ¢ = 10.

30, . s — | cos@ —send 2 0 cos8 send
0. Sin multiplicar A sond  c0s8 |10 5| -sens coso | SHCUENDLTE:

a) El determinante de A.

b) Los valores caracteristicos de A.

¢) Los vectores caracteristicos de A.

d) Una razdn de por qué A es positiva definida simétrica.

31. Para las matrices semidefinidas

2 -1 -1 1 1 1
A= |-—1 2 =1} (rango2) y B=1]1 1 1] (rangol),
-1 -1 2 1 1 1

. T -
Escriba xTAx como una sunia G. dos cuadrados y xTBx como un cuadrado.

32. Aplique tres pruebas cualesquiera para probar cada una de las siguientes matrices

11 1 2 1 2
A=1]1 11 y B=1{1 1 1],
110 2 1 2

y decidir si son positivas definidas, positivas semidefinidas, o indefinidas.

- 12 0
33. Para C = [0 -1 } y A= [ i } ], confirme que CTAC tiene valores caracter{sti-
cos de los mismos signos que A. Construya una cadena de matrices no singulares C(?)

que relacione a C con una Q ortogonal. ;Por qué es imposible construir una cadena no
singular que relacione a C con la matriz identidad?

34. Sitodos lqs pivotes de una matriz son mayores que 1, jes cierto que todos los valores
caracteristicos son mayores que 17 Pruebe lo anterior con las matrices tridiagonales
-1,2, -1 k
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35. Use los pivotes de A — 3 I para decidir si A tiene un valor caracterfstico menor que 'E

1 25 3 0
A—=I=|3 9.5 7
2 0o 7 75
36. Una demostracién algebraica de la ley de la inercia empieza con los vectores caracte-
risticos ortonormales x;, ..., x, de A correspondientes a los valores caracteristicos
A; > 0, y los vectores caracteristicos ortonormales y,, . . ., y, de CTAC correspondien-
tes a los valores caracterfsticos p; < Q.
a) Para demostrar que los p + g vectores xi, ..., X, Cyy,..., Cy, son independien-

tes, suponga que alguna combinacién proporciona cero:

ayxy + -0 Fagx, =bCy + - - - +b,Cy, (= z, digamos).

Demuestre que z7Az = Aja} +- - +A,a2 = 0 y 2TAz = pib} ++ - + p b} < 0.

b) Deduzca que las as y las bs son cero (demostrando independencia lineal). Con ba-
se en lo anterior, deduzcaque p + g = n.

¢) Con el mismo razonamiento para los n — p As negativos y los n — g us positivos se
obtiene n — p + n — g =< n. (Nuevamente se supone que no hay valores caracterfs-
ticos diferentes de cero, que se manejan por separado). Demuestre que p + g = n,
de modo que el nimero p de As positivos es igual al ndmero n — g de us positivos;
lo cual es la ley de la inercia.

37. Si C es no singular, demuestre que A y CTAC tienen el mismo rango. Asi, tienen el
mismo nimero de valores caracteristicos cero.

38. Por experimentacién, encuentre el nimero de valores caracteristicos positivos, nega-
tivos, y cero de
I B
A =
5

cuando ¢l bioque B (de orden %n) es no singular.
39. ;A y CTAC siempre satisfacen la ley de la inercia cuando C no es cuadrada?

40. En la ecuacion (9) con m; = 1 y m, = 2, compruebe que los modos normales son M
ortogonales: xTMx; = 0.

41. Encuentre los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de Ax = AMx:
6 -3 . = A4 1 .
-3 6 181 4

42. Si las matrices simétricas A y M son indefinidas, Ax = AMx podria no tener valores
caracteristicos reales. Construya un ejemplo de 2 por 2.

43. Un grupo de matrices singulares incluye A By A™! si incluye a A y B. “Los produc-
tos e inversas permanecen en el grupo”. ;Cudles de los siguientes conjuntos son gru-
pos? Matrices positivas definidas simétricas A, matrices ortogonales Q, todas las
exponenciales e de una matriz fija A, las matrices P con valores caracteristicos po-
sitivos, matrices D con determinante 1. Invente un grupo que sélo contenga matrices
positivas definidas.
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6.3 DESCOMPOSICION DEL VALOR SINGULAR

Para el final del curso bésico se ha dejado una gran factorizacién matricial. U TV7 se
vincula con LU de la eliminacién y con QR de la ortogonalizacién (Gauss y proceso de
Gram-Schmidt). No se le ha asignado ninguna denominacién o nombre: A = U ZV™ se co-
noce como “DVS” o descomposicion del valor singular. As{ como “SVD” por sus siglas
en inglés. Se quiere describirlo, demostrarlo, y analizar sus aplicaciones, que son muchas
y cada vez mds numerosas,

La DVS estéd estrechamente relacionada con la factorizacién valores caracteristicos-
vectores caracterfsticos QAQT de una matriz positiva definida. Los valores caracterfsticos
estén en la diagonal de la matriz A. La matriz vector caracteristico O es ortogonal (QTQ =
I} porque es posible escoger que los vectores caracteristicos de una matriz simétrica sean
ortonormales. Esto no es cierto para la mayor parte de las matrices, y para las matrices rec-
tangulares es ridiculo (porque los valores caracteristicos estdn indefinidos). Sin embargo,
ahora se permite que Q a la izquierda y Q7 a la derecha sean dos matrices ortogonales cua-
lesquiera U'y V7, no necesariamente traspuestas entre si. Asi, toda matriz puede separarse
enA =UZVT,

jLa matriz diagonal (pero rectangular) ¥ tiene valores caracterfsticos de ATA, no de
Al Estos elementos positivos (que también se denominan sigma) son £, ..., .. Son los
valores singulares de A, y ocupan los r primeros sitios sobre la diagonal principal de T,
cuando el rango de A es r. El resto de T es cero.

Con matrices rectangulares, casi siempre la clave es considerar ATA y AAT.

Observacion 1 Para matrices positivas definidas, T es A y U £V7 es idéntica a QAQ™.
Para otras matrices simétricas, cualesquiera valores caracteristicos negativos en A se vuel-
ven positivos en . Para matrices complejas, £ permanece real pero U y V se convierten
en unirarias (la versién compleja de las matrices ortogonales). Se toman conjugados com-
plejosen URU =y VBV =y A = U SV,

Observacion 2 U y V constituyen bases ortonormales de todos los cuatro subespacios
fundameniales:

Las primeras r  columnas de U: espacio columna de A

Las dltimas m — r columnas de U: espacio nulo izquierdo de A
Las primeras r columnas de V: espacio renglén de A

Las tdltimas n—r columnas de V: espacio nulo de A

Observacién 3 LaDVS escoge estas bases de una manera extremadamente especial. Son
més que simplemente ortonormales. Cuando A muldtiplica a una columna v; de V, produce
%, veces una columna de U. Este hecho proviene directamente de AV = UL, considerada
una columna a la vez.

Observacién 4 Los vectores caracteristicos de AAT y ATA deben ir en las columnas de U
yV:
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T= (v =UZZTUT  similar,y ATA=v2TsvT. @
U debe ser la matriz vector caracteristico para AAT, La matriz valor caracteristico que es-
t4 en medio es £ 7, que es de m por mcon o?,. .., o ? en la diagonal.
Conbase en ATA = VTR VT, lamatriz V debe ser la matriz vector caracteristico
para ATA. La matriz diagonal ZTE tiene los mismos o7,...,o 2, pero es de n por 7.

‘e i _ . T 2 A
Observacion 5 Esta es la razén por la que Av; = o;u;. Se empiezacon A" Av; = 0 Av;:

Multiplicar por A AATAv; = o} Av; (2)
;Lo anterior indica que Av; es un vector caracteristico de AAT! Simplemente se movieron
los paréntesis a (AADY(AY ) La longitud de este vector caracteristico Av; es X, ya que

vTATAv; = o}vjv; proporciona [Av;||* = o}

De modo que el vector caracteristico unitario es Av;/o; = u;. En otras palabras, AV =

Uz.
Ejiemplo 1 Esta A sélo tiene una columna: rango » = 1. Entonces, T sélo tiene &, = 3:
e R
DVS a=1| 2/=| % -1 %2110 = Usys Taxa Vi
ol L33 -t

ATA es de 1 por 1, mientras AAT es de 3 por 3. Ambas tienen valor caracteristico 9 (cuya
raiz cuadrada es 3 en ). Los dos valores caracteristicos cero de AAT dejan algo de liber-
tad para los vectores caracteristicos en las columnas 2 y 3 de U. Esta matriz debe mante-

nerse ortogonal.
2 —1
-1 2
1 /-1 1] [v/3 0 0 1 -2 1]/+/6
75{11“010 -1 0 1|/v/2.
1 1 1]7/43

Observe a +/3 y +/1. Las columnas de U son vectores singulares izquierdos (vectores ca-
racteristicos unitarios de AAT). Las columnas de V son vectores singulares derechos (vec-
tores caracterfsticos unitarios de ATA).

]conk=3y1:
0 -1 1

[-1 10]=U2VT=

Aplicaciones de la DVS

Se presentan algunas aplicaciones importantes, luego de recalcar una cuestién. La DVS es
terrorifica para cdlculos numéricamente estables, ya que U y V son matrices ortogonales.
Nunca cambian la longitud de un vector. Debido a que |Ux |2 = xTUTUx = Ix]? la
multiplicacién por U no puede destruir el escalamiento.

Por supuesto, % puede multiplicar por un gran & o bien (lo que es més comin) divi-
dir entre un ¥ pequeiio, y saturar la computadora. Sin embargo, Z es la mejor posible.
Revela exactamente qué es grande y qué es pequefio. La razén T, / Sy, ©8 ¢l nlimero
de condicién de una mairiz invertible de n por n. La disponibilidad de esta informacidn
es otra razén que explica la conocida popularidad de la DVS. En la segunda aplicacién se
volverd a esto.

1. Procesamiento de imdgenes Suponga que un satélite toma una fotografia, y quiere
enviarla a la Tierra. La fotografia puede contener 1000 por 1000 “pixeles”: un milldn de
cuadros pequefios, cada uno con un color definido. Es posible codificar los colores y trans-
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mitir 1 B80000-d¢ nimeros. Es mejor: encontra.r 1a ;ﬂ%’en‘ri‘ééﬁﬁﬁ‘ésenczal dentro de la ma-
triz de 1000 por 1000; y enviarsio eso. - NS

Suponga que se conoce la DVS. La clave estd en los valores singulares (en ). Tipi-
camente, algunos os son significantes y otros son extremadamente pequefios. Si se preser-
van 20 y se desechan 980, entonces s6lo se envian las 20 columnas correspondientes de U
y V. Las otras 980 columnas se multiplican por U VT por los s pequefios que se han ig-
norado. La multiplicacién de matrices puede hacerse como columnas por renglones:

A=UZVT = uo1v] +usoov; + -« +u,0007. 3)

Cualquier matriz es la suma de r matrices de rango 1. Si s6lo se preservan 20 términos, se
envian 20 veces 2000 ntimeros, en vez de un millén (compresién de 25 a 1).

Las fotograffas son verdaderamente sorprendentes, a medida que se incluyen mds y
més valores. Al principio no se ve nada y repentinamente se reconoce todo. El costo estd
en el cdlculo de la DVS; ésta se ha vuelto mucho mas eficaz, aunque es costosa para una
matriz grande.

2. FElrango efective El rango de una matriz es el niimero de renglones independien-
tes, y el mimero de columnas independientes. jEsto puede ser dificil de decidir en cslcu-
los! En aritmética exacta, el conteo de los pivotes es correcto. La aritmética real puede ser
engafiosa, aunque eliminar los pivotes pequefios no es la respuesta. Considere lo siguien-

te:
€ 1 € 1
0 0 Y e 1+e€]”

El rango de la primera es 1, aunque el error por redondeo probablemente produzca un se-
gundo pivote. Ambos pivotes son pequeflos, asi que cudntos se ignoran? La segunda tie-
ne un pivote pequefio, pero no es posible pretender que este rengldn es insignificante. La
tercera tiene dos pivotes y su rango es 2, aunque su “rango efectivo” debe ser 1.

A continuacidén se procede a una medicién mds estable del rango. El primer paso es
utilizar ATA 0 AAT, que son simétricas pero tienen el mismo rango que A. Sus valores ca-
racteristicos —los valores singulares al cuadrado— no son engafiosos. Con base en la preci-
sién de los datos, se decide en una tolerancia como 107 y se cuentan los valores singulares
arriba de ésta: este es el rango efectivo. Los ejemplos anteriores tienen rango efectivo 1
(cuando ¢ es muy pequefio).

= € 2¢
€ es pequefio
peq [1 2}

3. Descomposicién polar Todo nimero complejo z es un ndmero positivo r multipli-
cado por ¢” en la circunferencia unitaria: 7 = 2. Esto expresa a z en “coordenadas pola-
res”. Si se considera que z es una matriz de 1 por 1, r corresponde a una matriz positiva
definida y € corresponde a una matriz ortogonal. Més exactamente, debido a que £“ es
complejo y satisface e ™%¢® = 1, forma una matriz unitaria de 1 por 1: UPU = 1. Se toma
el conjugado complejo, asf como la traspuesta, de U,

1La DVS extiende esta “factorizacién polar” a matrices de cualquier tamafio:

or de HQ es ortogonal y S :

Para demostrar lo anterior simplemente se inserta VTV I en medio de la DVS
A=UsVT =WvTvsvh, 4
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El factor S = VEVT es simétrica y semidefinida (porque I lo es). El factor @ = UVT es
una matriz ortogonal (porque g0 = VU Ty yT = J). En el caso complejo, S se convier-
te en hermitiana en vez de simétrica y Q se vuelve unitaria en vez de ortogonal. En el ca-
so invertible, T es definida, asi como S.

Ejemplo 3  Descomposicion polar:

e DAL R Y

Ejemplo 4  Descomposicién polar inversa:

1 -2 2 1110 -1
— =
a4=50 {3 -—11 [1 3”1 0]'
Los ejercicios muestran como, en orden inverso, S cambia pero @ permanece igual. Tanto
S como S’ son positivas definidas simétricas porque A es invertible.

Aplicacién de A = @S: Una utilizacién fundamental de la descomposicién polar se en-
cuentra en mecanica del continuo (¥ recientemente en robética). En cualquier deformacién,
es importante separar el alargamiento de la rotacién, que es exactamente lo que logra OS.
La matriz ortogonal Q es una rotacion, y quiz4 una reflexién. El material no experimenta
deformacion. La matriz simétrica S tiene valores caracteristicos o, . . ., &, QUE 50N los
factores de alargamiento (o de compresién). La diagonalizacion que despliegan estos valo-
res caracterfsticos constituye la eleccién natural de los ejes, denominados gjes principales:
asi como con las elipses en la seccién 6.2. Es S la que requiere trabajar con el material, y
almacena energfa elastica.

Se observa que S? es ATA, que es positiva definida simétrica cuando A es invertible. S
es la raiz cuadrada positiva definida simétrica de ATA,y Q es AS™'. De hecho, A puede ser

rectangular, en tanto ATA sea positiva definida. (Esta es 1a condicién que se ha cumplido,
que A tenga columnas independientes.) En el orden inverso A = §'Q, lamatriz S’ es laraiz

cuadrada positiva definida simétrica de AAT.

4. Minimos cuadrados Para un sistema rectangular Ax = b, la solucién por minimos
cuadrados proviene de la ecuacién normal ATAT = ATb.SiA tiene columnas dependien-
tes, entonces ATA no es invertible y X no estd determinade. Cualquier vector en el espa-
cio nulo puede sumarse a %. Ahora es posible completar el capituio 3, eligiendo un “mejor”
(mds corto) ¥ para toda Ax = D.

Ax = b tiene dos posibles dificultades: renglones dependientes o columnas dependien-
tes. Con renglones dependientes, Ax = b puede no tener solucién. Esto ocurre cuando b es-
t4 fuera del espacio columna de A. En vez de resolver Ax = b, se resuelve ATAX = ATb.
Pero si A tiene columnas dependientes, este % no es tnico. Es necesario escoger una solu-
cién particular de ATAX = ATh, y se elige la méas corta.

La solucién dptima de Ax = b es la solucidn de menor longitud de ATAZ = ATb.

Esa solucién de longitud minima se denomina x*. Es nuestra opcién preferida como
la mejor solucién de Ax = b (que no tenfa solucién), y también de ATAZ = ATb (que te-
afa demasiadas). Empezamos con un ejemplo diagonal.

Ejemplo 5
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A es diagonal, con renglones dependientes y columnas dependientes:

~ o 0 0 0] |2 by
Ax =p es 0 oo 0 O 2 = by
0 0o o0 of |2 0

X4

Todas las columnas terminan con cero. En el espacio columna, el vector més préximo a
b= (b}, by, by es p= (by, by, 0). Lo mejor que puede hacerse con Ax = b es resolver las
dfos primeras ecuaciones, ya que la tercera ecuacién es O == b;. Este error no puede redu-
cirse, pero los errores en las dos primeras ecuaciones es cero. Asi,

:t'\l =b1/0'1 Y :\?2 =b2/0'2.

Ahora se enfrenta la segunda dificultad. Con la finalidad de hacer a X lo mds peque-

fio pos1b’le., se escoge que los totalmente arbitrarios Xs y X4 sean cero. La solucion de lon-
gitud minima es x ™

. . b[/o" }/O’l 0 0 b[

AT es seudoinversa + _ |ba/o2 0 /o 01 |by].

xt = A"b es mas corta 0 Tl o 0 Of b G
0 0 0 0

C.on esta ecuacién se encuentra x*, y también se despliega la matriz que produce x™
a pam: de li Fsta matriz es la seudoinversa A™ de la A diagonal. Con base en este ejemn-
plo, &7 y x¥ se conocen para cualquier matriz diagonal

o oy bi/oy

T = - Bt = b =

o, o, b,/'cr, ’

La matriz T es de m por n, con r elementos diferentes de cero en Z;. Su seudoinversa =+
es n por m con elementos r diferentes de ceroen 1 / %,. Todes los espacios en blanco son
ceros. Observe que (S%)™* es de nuevo . Esto es como (A~1)™! = A, pero aqui A no es
invertible.

A continuacién se encuentra x™ en el caso general. Se afirma que la solucién mds
corta x*, siempre estd en el espacio renglén de A. Recuerde que cualquier vector X pue-
de separarse en una componente espacio renglén x, y una componente espacio nulo

)fé—— xr +x,. A continuacién se presentan tres cuestiones importantes sobre esa separa-
cién:

1. La componente espacio renglén también resuelve ATA%, = ATb, porque Ax,, = 0.
2. Las componentes son ortogonales, y cumnplen el teorema de Pitdgoras:

—~2 -
1Z1? = lx1? + Jix. %, de modo que X es mds corto cuando x, = 0.
3. Todas las soluciones de ATAY = ATh tienen el mismo x,. Ese vector es x™.

El teorema fundamental del 4lgebra lineal se mostré en la figura 3.4. Todo p en el espacio
columna proviene de uno y sélo un vector x, en el espacio renglén. Todo lo que se estd ha-
ciendo es escoger ese vector x* = x,, como la mejor solucion de Ax = b.

La seudoinversa en la figura 6.3 empieza con b y regresa a x*. Invierte a A donde A
es i{lvertible: entre el espacio renglén y el espacio columna. La seudoinversa elimina al es-
pacio nulo izquierdo al enviarlo a cero, y elimina el espacio nulo escogiendo a x, como x™.




338 Capftulo 8 Matrices positivas definidas

Eiemplo 6

Espacio
columna
p= Az*

Espacio rengldn

€

Espacio nulo
de AT

Figura 6.3 La seudoinversa A™ invierte A donde puede sobre el espacio columna.

Adin no se demuestra que existe una matriz A™ que siempre proporciona x*, pero la
hay. Esta matriz es de m por #, ya que lleva b y p en R™ de regreso a x* en R”. Antes de
encontrar en general 8 A™ se considerari otro ejemplo.

Ax = b es—x; + 2x, + 2x; = 18, con un plano completo de soluciones.
Segtin nuestra teorfa, la solucién més corta debe estar en el espacio renglén de A =
{—1 2 2]. El mdltiplo de ese renglén que satisface la ecuacion es x7 = (-2, 4, 4). Hay so-
luciones mas largas como (~2, 5, 3), (—2,7, 1), 0 (—6, 3, 3), pero todas tienen componen-
tes diferentes de cero provenientes del espacio nulo. La matriz que produce x* a partir de
= [18] es la seudoinversa A™. Mientras A era de 1 por 3, esta A%t esde 3 por 1:

-2
y  AT[18] = | 4| ©®
4

At=[-1 2 2]" =

W 0 O

Fl espacio rengl6n de A es el espacio columna de A™. A continuacién se proporciona una
férmula para A™:

En el ejemplo 6 se tenfa T = 3; la rafz cuadrada del valor caracteristico de AAT = [9]. Aquf
estd denuevocon Ty T

—1 2 2
3 3 3
A=[-1 2 2]=vuzvT=[1][3 0 0]} } -5 3
2 z -1
3 3 3
S R N EIEO R
vtuT=| % -1 %10 =1 3| =A%
z 2 ~1]io z
3 3 3 9

La solucién de longitud minima por minimos cuadrados es x* = A*b = V *Ub.
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Demostracién  la multiplicacién por la matriz ortogonal U” deja sin cambio las longitudes:
Ax ~ bl = lUSVTx — b} = |=VTx — UTh|.

Se introduce la nueva incégnita y = VTx = V~lx, cuya longitud es la misma que x. Asf,
minimizar | Ax — b|| es lo mismo que minimizar | ¥y — U7h|. Ahora T es diagonal y se
conoce el mejor y*. Se trata de y* = 7 UTh, de modo que el mejor x* es W

Solucién méds corta T =Vyt=vIZtUTh = Ah.
V" estd en el espacio renglén, y ATAx" = ATb proviene de la DVS. B

Conjunto de problemas 6.3
En los problemas 1 y 2 se calcula la DVS de una matriz singular cuadrada A.

T PR e . »
1. Calcule A*A y sus valores caracteristicos o7, 0y sus vectores caracteristicos unitarios

Vi, Ugl
1 4
A-[z 8}.

2. a) Calcule AAT vy sus valores caracteristicos o}, 0y sus vectores caracterfsticos unita-
Ti0S Uy, Us. ' _
b) Escoja signos de modo que Av, = £ 11y Y compruebe 1la DVS:

RGO ICEOE

¢) (Cudles son los cuatro vectores que proporcionan bases ortonormales para C(A).
N(A), C(AT), N(AT)?

En los problemas 3 a 5 se solicita la DVS de matrices de rango 2.

3. Encuentre la DVS a partir de los vectores caracteristicos vy, v, de ATA v Av; = o,

1 0

4. Use la parte DVS del demo eigshow de MATLAB (o Java en la pigina del curso
web.mit.edu/18.06) para encontrar graficamente los mismos vectores vy y v,.

Matriz de Fibonacci A = { ! IJ .

5. Calcule AA y AAT, asf como sus valores caracteristicos v vectores caracter{sticos uni-
tarios para
A= 110 ‘
0 1 1

Multiplique las tres matrices U ZV7 para recuperar A.
Los problemas 6 a 13 abordan las ideas subyacentes de la DVS.

6. Supongaqueuy,...,u,¥ vy, ..., V,sonbases ortonormales de R”. Construya la ma-
triz A que transforma cada v; en u; para obtener Av, = uy, . . ., Av, = U,

7. Construya la matriz con rango 1 que tiene Av = 12u para v = %(1, LLDyu= %(2,
2, 1). Su tinico valor singulares o, =

8. Encuentre UZVT si A tiene columnas ortogonales wy, . . . , w, de longitudes oy, . . .,
O,

9. Explique cémo U T VT expresa A como una suma de r matrices de rango 1 en la ecua-

cién (3): A = 0'1“1“? R +0',u,v;r.
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16.

il.

12.

13.
14.
15,

16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

Suponga que A es una matriz simétrica de 2 por 2 con vectores caracteristicos unitarios
; copd — " T
1; ¥ u,. Si sus valores caracteristicos son A; = 3 y A, = —2, ;jcudles son U, n,y Ve

Suponga que A es invertible (con oy > 075 > 0). Cambie A por una matriz 1o més pe-
quefia posible para obtener una matriz singular Ao Sugerencia: Uy Vno cambian:
. [e3} T
Encuentre Ay, apartirde A = [ul uzl o [vx vz] .
a) Si A cambia a 44, jcudl es el cambio en la DVS?
b) (Cudl es laDVS para ATy A™'?
(Por qué 1a DVS para A + [ no utiliza simplemente & + I?
Encuentre la DVS y la seudoinversa 0" de la matriz cero de m por n.

Encuentre 1a DVS v la sendoinversa VE™ UT de

_i6 1 0 111
A=[1 11 1}, B—[l 0 0], y C"{o o]'
Si una matriz Q de m por n tiene columnas ortonormales, ;cudl es o7

Diagonalice ATA para encontrar su rafz cuadrada positiva definida § = VY2V Ty su
descomposicién polar A = QS:

Ao L [10 6:}
Jio L 0 8]
(Cuél es la solucién de longitud minima por minimos cuadrados xt = A%b delo si-
guiente?

1 0 0 C 0
Ax =11 0 0} |D| = |2].
11 1 E 2

Es posible calcular A, o encontrar la solucién general para ATAX = ATh y escoger
la solucién que esté en el espacio renglén de A. Este problema ajusta el mejor plano
C+Dt+ Ezab=0ytambiénab=2ent=z=0(yb=2ent=z=1)

@) Si A tiene columnas independientes, su inversa izquierda (ATA) " 'AT es A™.

b) Si A tiene renglones independientes, su inversa derecha AT(AAT) T es A™.

En ambos casos, compruebe que x* = A*b est4 en el espacio rengldn, y que ATAx™"
= A%b.

Separe A = UZVT en su descomposicién polar inversa S’

La expresi6n (AB)™ = BTA™, ;siempre es verdadera para seudoinversas? Creo que
no.

Si se eliminan los renglones cero de U se queda con A = L [J, donde las » columnas
de L generan el espacio columna de A y los r renglones de U generan el espacio ren-
glén. Asf, A" tiene la f6rmula explicita YU D" WLy 'LT.

Por qué A*b estd en el espacio renglén con UT al frente? (Por qué ATAAYb = A™b,
de modo que x* = A™b satisface la ecuacién normal como debe hacerlo?

Explique por qué AAY y A*A son matrices proyeccién (y por tanto simétricas). ;So-
bre qué subespacios fundamentales se proyectan?
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6.4 PRINCIPIOS MINIMALES

En esta seccién nos escapamos por primera vez de las ecuaciones lineales. La incégnita x
no se proporcionard como la solucién de Ax = b 0 Ax = x. En vez de ello, el vector x se
determinard por un principio minimo.

Es sorprendente la cantidad de leyes naturales que pueden expresarse como principios
minimales. Justo el hecho de que los liquidos pesados se hunden hasta el fondo es una con-
secuencia de minimizacién de su energia potencial. Y cuando una persona se sienta en un
automdévil 0 se acuesta en una cama, los resortes se ajustan a si mismos de modo que la
energfa se minimiza. Una pajilla en un vaso de agua se ve flexionada porque la luz llega al
ojo lo més répido posible. Ciertamente hay ejemplos mds intelectuales: el principio funda-
mental de la ingenierfa estructural es la minimizacién de la energfa total.”

Es necesario mencionar de inmediato que estas “energfas” no son otra cosa que fin-
ciones cuadrdticas positivas definidas. Y la derivada de una cuadritica es lineal. Volvemos
a las conocidas ecuaciones lineales, cuando las primeras derivadas se igualaron a cero. El
primer objetivo en esta seccidn es encontrar el principio minimo equivalente a Ax = b, y
lg minimizacidn equivalente a Ax = Ax. En dimensiones finitas se hard exactamente lo
que la teoria de la optimizacién hace en un problema continuo, donde “primeras derivadas
= (" proporciona una ecuacién diferencial. En todo problema, se tiene libertad de resolver
Ia ecuacion lineal o de minimizar la cuadrética.

El primer paso es directo: se desea encontrar la “pardbola” P(x) cuyo minimo ocurre
cuando Ax = b. Si A es justo un escalar, es ficil hacer lo anterior:

1 dP
La gréficade P(x) = EAxZ — bx tiene pendiente cero cuando —— = Ax — b = 0.
X

Este punto x = A™ 'b es un minimo si A es positiva. Asf, la pardbola P(x) se abre hacia arri-
ba (véase la figura 6.4). En mds dimensiones esta pardbola se transforma en un tazén pa-
rabdlico (un paraboloide). Para asegurar un minimo de P(x), no un méximo o un punto
silla, ;A debe ser positiva definida!

P(z) = zT Az — 276

Minimo en
xz = A"'b

me’n == “‘%bz/A me’n = “%bTA"lb

Figura 6.4 La gréfica de una cuadritica positiva P(x) es un tazén parabdlico.

*Estoy convencido de que los vegetales y los humanos también se desarrollan segtn principios minimales. Qui-

74 la civilizaci6n est4 basada en una ley de accién minima. Debe haber nuevas leyes (y principios minimales) por
descubrir en las ciencias sociales y en las ciencias de la vida.
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Ejemplo 1

Eiemplo 2

Demostracion Suponga que Ax = b. Para cualquier vector y, se demostrard que P(y) 2
P(x):

1 1
P(y) — P(x) = E)’TA}’ —yTh — ~2—xTAx +xTb
1
= %yTAy —yTAx + 5xTA;c (iguale b = Ax)

1
=50 = 0TAG — 0. &

Lo anterior no puede ser positiva definida porque A es positiva definida, y es cero sélo si
y—x = 0. En todos los demads puntos, P(y) es mas grande que P(x), de modo que el mini-
DO OCUITE en X. B
Minimizar P(x) = x? — x(x3 + x5 — b1x; — byx,. El método de costumbre, por célculo,
es igualar a cero las derivadas parciales. Asi se obtiene Ax = b:

8P/8x1 :2)(1”“}62"b1 =0 sionifi 2 ~-1 Xy — b1

9P/ox, = —m 420 —by =0 SEWR o n] T e @
El dlgebra lineal reconoce esta P(x) como %xTAx — xTb, y sabe de inmediato que Ax = b

proporciona el minimo. Se sustituye x = A™'ben P(x):
1 1 -
Valor minimo P = E(A_lb)TA(A‘lb) —(A7'B)Tb = -—EbTA 'b. (3)

En aplicaciones, %xTAx es la energia interna y —x"b es el trabajo externo. El sistema

autométicamente se vuelve x = A !5, donde la energfa total P(x) es un minimo.

Minimizacién con restricciones

Muchas aplicaciones agregan ecuaciones extra Cx = d por encima del problema de mini-
mizacién. Fstas ecuaciones son restricciones. P(x) se minimiza sujeto al requerimiento
adicional Cx = d. Por lo general x no es capaz de satisfacer n ecuaciones Ax = b y tam-
bién £ restricciones extra Cx = d. Se tienen demasiadas ecuaciones y se requieren £ incég-

nitas més.
Estas nuevas incégnitas vy, . . . , ¥, se denominan multiplicadores de Lagrange. In-
tegran la restriccién en una funcidn L(x, ¥). Esta fue la brillante aportacién de Lagrange:

1
L(x,y) = P(x) + yW(Cx — d) = 5x"f,Ax — 2T +xTCTy — y'd.
El término en L se escoge exactamente de modo que 3L/0y = 0 devuelva Cx = 4. Cuan-

do las derivadas de L se igualan a cero, se tienen n + £ ecuaciones para n + £ incOgnitas
xyy ,
Minimizacién 3L/3x =0 : Ax +C%y =b @
restringida 3L/8y =0 : Cx =d
Las primeras ecuaciones implican las misteriosas incégnitas y. Bien podria preguntarse qué
representan. Estas “incognitas duales” y indican cuédnto el minimo restringido Pgymm (que

s6lo permite a x cuando Cx = 4) excede al P, no restringido (permitiendo todas las x):

Sensibilidad del minimo Peimin = P + % YHCA™ 'S ~d) > Pam - ')

Suponga que P(xi,x2) = $x} + $x7. Ciertamente, su valor mds pequefio es Ppg, = 0.
Este problema no restringido tiene n = 2, A = I'y b = 0. Asf, la ecuacién de minimizacién
Ax = b justamente proporcionax; = 0y x, = O.
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Ahora se agrega una restriccion ¢ix; + ¢;x, = d. Esto coloca a x sobre una recta en
el plano x;-x;. El minimizador anterior x, = x, = 0 no est4 en la recta. La funcién Ja-
grangiana L(x, y) = 3x? + 1x? + y(cix; + c2x, — d) tiene m + £ = 2 + 1 derivadas
parciales:

8L/8x1 =0 xy + ay =0
AL/3xy =0 X+ oy =0 6)
aL/3y =0 cix1 +oxn =d.
Al sustituir x; = —c¢;y y X, = —c,y en la tercera ecuaci6n se obtiene —c?y — c2y = d.
‘s ~d cd cad
Solucién S . - 2
7 ct + o3 ! ¢t +c? *2 c +ct &
El minimo restringido de P = %xTx se alcanza en ese punto solucidn:
1 1 1%d% + 247 1 4
Pc/mfn = —-'Xlz + —x% = L 2 TR . 8
2 2 2 (C§+C§)2 268+ 3 ®

Lo anterior es igual a —% yd, como se pronosticaba en la ecuacién (5), yaque b =0y
Pooia = 0.

En la figura 6.5 se muestra ¢l problema que ha resuelto el dlgebra lineal, si las restric-
ciones mantienen a x sobre una recta 2x; — x, = 3. Se estd buscando el punto mds préxi-
mo a (0, 0) sobre esta recta. La solucién es x = (2, —1). Se espera que este vector mas
corto x sea perpendicular a la recta, y se tiene razén.

vz P = 3(af + z3)

/

Figura 6.5 Minimizacién de 3|x||? para toda x sobre la recta de restricciones 2x; — x, = 5.

Minimos cuadrados de nueve

En minimizacidn, la gran aplicacién son los minimos cuadrados. El mejor ¥ es el vector
que minimiza el error al cuadrado £2 = ||Ax — b}|%. {Esta es una cuadrdtica y se ajusta a
nuestro marco de referencia! Esclarecerd las partes que parecen nuevas:

Error al cuadrade  E? = (Ax — b)T(4x —b) = xTATAx — 2xTATH + BTh. (D)
Compare con $xTAx — xTb al inicio de esta seccién, que condujo a Ax = b

[A cambia a ATA] [b cambia a ATh] [se suma bTh].

La constante 575 eleva toda la grifica, lo cual no afecta al mejor X. Los otros dos cambios,
AenATA y b en ATh, originan una nueva manera de [legar a la ecuacién de minimos cua-
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drados (ecuacién normal). La ecuacién de minimizacién Ax = b cambia a la

Ecuacién por minimos cuadrados ATAT = ATb. (10)
El tema de la optimizacién requiere todo un libro. Nos detendremos mientras sea dlgebra
lineal pura.

Ei cociente de Rayleigh

El segundo objetivo es encontrar un problema de minimizacién que sea equivalente a Ax
= )Ax, lo cual no es tan fécil. La funcién a minimizar no puede ser cuadratica, ya que en-
tonces su derivada tendria que ser lineal, y el problema de valores caracteristicos es no li~
neal (1. multiplicado por x). El truco exitoso es dividir una cuadrética entre otra:

xTAx

xTx

Cociente de Rayleigh Minimizar R(x) =

Si se mantiene xTAx = 1, entonces R(x) es un minimo cuando xTx = [|x]|? es lo mds gran-
de posible. Se est4 buscando el punto sobre el elipsoide x"Ax = 1 lo més lejano posible al
origen: el vector x de mayor longitud. Con base en el andlisis que se hizo sobre el elipsoi-
de, su eje mayor apunta a lo largo del primer vector caracteristico. Asi, R(x) es un minimo

en xy.
Algebraicamente es posible diagonalizar la matriz simétrica A por medio de una ma-

triz ortogonal: QTAQ = A. Luegose hace x = Oy y el cociente se facilita:

YA YA AyE +oeee + ApyE
RO = (@) : (Qy) _ ¥ B y _ 1y,2 Zy,,~ an
(@N(2y) vy yi+oeee Tty
El minimo de Res A, enelpuntoenquey, = 1yy, =--- =y, =0

En todoslos puntos A (32 + y2+--- +¥2) < My + My + e ).

El cociente de Rayleigh en la ecuaci6n (11) nunca es menor que Ay Y RUNCE €S MAYOT que
%,, (el mayor valor caracteristico). Su minimo estd en el vector caracteristico x; y su méxi-

mo estd en x,:

T
Miéximo donde Ax, = A%, R(x,) = o = F0— = A,

Un detalle pequefio pero importante: el cociente de Rayleigh es igual a a;;, cuando el vec-
tor ensayo es x = (1,0, ..., 0). Asi, ay, (sobre la diagonal principal) estd entre A,y A, Bs-
to puede verse en la figura 6.6, donde la distancia horizontal a la elipse (donde ap® =1)
esté entre la distancia més corta y la distancia mds larga:
1 L 1
s e e R, s
Vi T Jan T VA
Los elementos diagonales de cualquier matriz simétrica estdn entre A,y . Para ver mds
claramente lo anterior, la figura 6.6 se traz$ para una matriz positiva definida de 2 por 2.

quees Ay =an = .

Ejemplo 3

041738
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/vy

elipse T Ax =1

1/y/ai

ngura 6.5 Ambas, la x = x;/+/A] més alejada y la x = x,/+/A, mds préxima propor-
cionan x*Ax = xTAx = 1. Estos son los ejes mayor y menor de la elipse.

Entrelazamiento de los valores caracteristicos

L(?s vecto.res caracteristicos intermedios x,, . . ., x,— | son puntos silla del cociente de Ray-
leigh (derivadas cero, aunque ningtn minimo o maximo). La dificultad con estos puntos es
que no se tiene ni idea de si R(x) estd arriba o abajo de ellos. Esto hace mds dificil de esti-
mar a los valores caracteristicos intermedios Ay, . .., Ayey-

. ?ara este t6pico opcional, la clave consiste en encontrar un minimo o un maximo res-
tringido. Las restricciones provienen de la propiedad bésica de las matrices simétricas: x;
es perpendicular a los otros vectores caracteristicos. -

Eﬁte principioc maximo” hace de A, el mdximo sobre todas las v del minimo de R(x) con
x'v = (. Esto supone un método para estimar X, sin conocer A;.

Eliminar el dltimo renglén y la dltima columna de cualquier matriz simétrica:

M(A) =2—+/2 2 -1 0
Aa(A) =2 A=1-1 2 ~11| seconvierteen B = [ 2 —'1] AM(B) =1
As(A) =2+ /2 o -1 2 ~1 2| x(B)=3

El segundo valor caracteristico X,(A) = 2 estd por arriba del menor valor caracteristico
A(B) = 1. El menor valor caracteristico A;(4) =2 — /2 estd por abajo de »y(B). Asf,
1(B) estd atrapado entre ambos.

En este ejemplo se escogié v = (0, 0, 1), de modo que la restriccién xTy = Q eliminé
la tercera componente de x (reduciendo asi A a B).
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La fotografia completa es un entrelazamiento de valores caracteristicos:
A(A) S A(B) £ 2a(A) S 2a(B) =+ £ Xe-i(B) = An(A) 13

Esto tiene una interpretacién natural para un elipsoide, cuando es cortado por un plano que
pasa por el origen. La seccién transversal es un elipsoide de una dimensién menor. El eje
mayor de esta seccién transversal no puede ser mas largo que el gje mayor de todo el elip-
soide: A;(B) = A (A). Sin embargo, el eje mayor de la seccién transversal es por lo me-
nos tan largo como el segundo eje del elipsoide original: A(B) < A2(A). De manera
semejante, el eje menor de la seccidn transversal es menor que el segundo eje original, y
mayor que el eje menor original: ,(A) < A(B) < A3(A).

Lo mismo puede verse en mecénica. Cuando los resortes y las masas estdn oscilando,
suponga que una masa se mantiene en equilibrio. Entonces la menor frecuencia se incre-
menta, pero no por arriba de A,. La mayor frecuencia disminuye, pero no por debajo ;.

Se termina con tres observaciones. Espero que su intuicién le indique que son correctas.

Observacion 1  El principio maximo se extiende a subespacios §; de dimensién j:

Méximo del minimo Aj+1 = méx | min R(x)|. (14
todaslasS; | x LS;

Observacion 2 Para M, ; también hay un principio minimax:

Minimo del maximo An—; = min | maxR(x)|. (13)
todas las §; | x.L.S5; i

Sij = 1, se estd maximizando R(x) sobre una restriccién x*v = 0. Este maximo estd entre
An—1 ¥ A, 0o restringidas. La restriccién més fuerte hace que x sea perpendicular al vector
caracteristico superior v = x,,. As{, el mejor x es el siguiente vector caracteristico x,,_,. El
“minimo de los maximos” s A, .

Observacion 3 Para el problema generalizado Ax = AMx, los mismos principios se cum-
plen si M es positiva definida. En el cociente de Rayleigh, x*x se convierte en x"Mx:

xTAx

—rp7; S¢ obtiene (M1 A). (16)

Cociente de Rayleigh Al minimizar R(x) =

Incluso para masas desiguales en un sistema oscilatorio (M = ), al mantener una masa en
equilibrio se eleva la menor frecuencia y se disminuye la mayor frecuencia.

Conjunto de problemas 6.4

1. Considere el sistema Ax = b dado por

2 -1 04 [xy 4
-1 2 —14 ix| = |0}
o -1 2 X3 4

Construya la cuadritica correspondiente P(x,, x,, x3), calcule sus derivadas parciales
3P /dx;, y compruebe que se hacen cero exactamente en la solucién deseada.

10.

1.

12.

i3.
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Complete al cuadrado en P = jxTAx —xTb = 3(x—AT'D)TA(x — A7) + cons-
tante. Esto es igual a P, porque el término anterior nunca es negativo. (;Por qué?)

Encuentre el minimo, en caso de haberlo, de Py = 3x? +xy +3y?~3y y P, = 1x?
— 3y. ;Qué matriz A estd asociada con P,?

(Repaso) Otra cuadrética que ciertamente tiene su minimo en Ax = b es
1 1 1
Q(x) = z[lAx = b|> = =xTATAx —xTATb + -bb.
2 2 2
Al comparar Q con P, e ignorar la constante %bTb, (qué sistema de ecuaciones se ob-
tiene en el minimo de 07 ;Cémo se denominan estas ecuaciones en la teorfa de mini-
mos cuadrados?

Para cualquier matriz simétrica A, calcule la razén R(x) para la eleccién especial x =
(1,...,1). ;C6mo estd relacionada la suma de todos los elementos a; con A, y 1,2

2 -1 >
ConA = [ -1 2} , encuentre una eleccién de x con la que se obtenga un menor R(x)

que la cota A; = 2 que proviene de los elementos diagonales. ;Cudl es el valor mini-
mo de R(x)?

Si B es positiva definida, a partir del cociente de Rayleigh demuestre que el menor va-
lor caracteristico de A + B es mayor que el menor valor caracterfstico de A.

Si A, y uq son los menores valores caracteristicos de A y B, demuestre que el menor
valor caracteristico 9; de A + B es por lo menos tan grande como A, + wu,. (Intente el
correspondiente vector caracteristico x en los cocientes de Rayleigh.)

Nota Quizd los problemas 7 y 8 son los resultados mds tipicos y mds importantes
que resultan facilmente del principio de Rayleigh, pero no es asi en el caso de las ecua-
ciones de valores caracter{sticos.

Si B es positiva definida, a partir del principio minimax (12) demuestre que el segun-
do menor valor caracteristico se incrementa al sumar B : J,{A + B) > A,(A4).

Si se eliminan dos renglones y dos columnas de A, ;qué desigualdades son de esperar
entre el menor valor caracteristico 1 de la nueva matriz y los As originales?

Encuentre los valores minimos de

2 — X1X2 +x22

2 2
x — X1X3 T x
R()C) — 1 i 2

x
R{x) =
x? + x2 Y 2 2x} + x}
A partir de la ecuacién (11), demuestre que R(x) nunca es mayor que el mayor valor
caracteristico A,,.

El principio minimax para }; implica subespacios §; de dimension j:

Aj = rrgn [méx R(x)}

xenS;

Equivalente a la ecuacién (15)

a) Si A; es positivo, deduzca que todo S; contiene un vector x con R(x) > 0.

b) Deduzca que S, contiene un vector y = C~ x con yTCTACy/yTy > 0.

¢) Concluya que el j-€simo valor caracteristico de CTAC, con base en ¢l principio mi-
nirnax, también es positivo, suponiendo de nmuevo la ley de la inercia proporciona-
da en la seccién 6.2.
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14. Demuestre que el menor valor caracterfstico A de Ax = AMx no es més largo que la
razén a;;/my; de los elementos en las esquinas.

15. ;Qué subespacio particular S, en el problema 13 proporciona el valor minimo A,? En
otras palabras, ;sobre qué $, se cumple que el mdximo de R(x) es igual a 1,7

16. (Recomendado) A partir de la submatriz cero, decida los signos de los n valores carac-

teristicos:
0 1
2

(ool es Jlenl

0

2 - n

17. (Minimo restringido) Suponga que el minimo sin restringir x = A~ ') satisface la
restriccién Cx = d. Compruebe que la ecuacién (5) proporciona correctamente
Pe/min = P €l término de correccidn es cero.

—

6.5 EL METODO DEL ELEMENTO FINITO

En la secci6n previa sobre principios minimos se presentaron dos conceptos fundamentales:
i) Resolver Ax = b es equivalente a minimizar P(x) = {xTAx — x"b.
ii) Resolver Ax = A,x es equivalente a minimizar R(x) = xTAx/xTx.

A continuacién se intentard explicar cémo es posible aplicar estas ideas.

La historia es larga, ya que estos principios se conocen desde hace més de un siglo.
En ingenierfa, problemas como el doblado de planchas, o problemas de fisica como el es-
tado fundamental (funcién caracteristica) de un dtomo, la minimizacién se ha utilizado pa-
ra obtener una aproximacién tosca a la solucién verdadera. La aproximacién tenia que ser
tosca; las computadoras eran humanas. Los principios 1) y ii) ah{ estaban, aunque no era
posible implementarlos.

Resulta evidente que la computadora conllevaria una revolucién. Lo que salté hacia
delante fue el método de diferencias finitas, ya que es fécil “discretizar’” una ecuacién di-
ferencial. Ya en la seccién 1.7, las derivadas se sustituyeron por diferencias. La regidn fi-
sica es cubierta con una malla, y «” = f{x) se convirtid en u;.1 ~ 2u; + u;- =h>f;.Enla
década de 1950 surgieron nuevos métodos para resolver sistemas Ay = f que eran muy
grandes y ralos: actualmente los algoritmos y el hardware son mucho més répidos.

Lo que no se reconocié por completo fue que incluso las diferencias finitas se vuelven
increiblemente complicadas para problemas ingenieriles reales, como las deformaciones
que experimenta un avién. La verdadera dificultad no estriba en resolver las ecuaciones,
sino en plantearlas. Para una regién irregular el trozo de malla se colocd junto con tridn-
gulos, cuadrildteros o tetraedros. Luego se requirié un método sistemético para aproximar
las leyes fisicas subyacentes. La computadora tuvo que ayudar no sélo en la solucién de
Au = fy Ax = )x, sino también en su planteamiento.

Puede conjeturarse lo que ocurrié. Los antiguos métodos estén de vuelta, con un nuevo
concepto y un nuevo nombre. El nuevo nombre es método del elemento finito. La nueva idea
utiliza mds de la potencia de la computadora —en la construccién de una aproximacién dis-
creta, en su resolucion y en el despliegue de los resultados— que cualquiera otra técnica en la
computacién cientifica.” Si la idea bésica es simple, las aplicaciones pueden ser complicadas.

“Por favor, disculpe este entusiasmo; sé que el método puede no ser eterno.

NATCIONAL
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| Bng. PECES I - DEL uRUBUAY

Para problemas en esta'escala ‘ef anich Pt i 1l fuede discutirse es su costo; me temo

que mil millones de délares es una estimacidén conservadora del costo hasta la fecha. Es-

pero que algunos lectores tengan el vigor necesario para dominar el método del elemento

finito y utilizarlo correctamente.

Funciones ensayo

Empezando con el cldsico principio de Rayleigh-Ritz, se introducird la nueva idea de los
elementos finitos. La ecuacién puede ser —u" = fix) con condiciones en la frontera u(0) =
u(1) = 0. Este problema es de dimensidn infinita (el vector b se sustituyd por una funcién
£,y lamatriz A se convierte en —d 2/dx?). Es posible escribir la energia cuyo minimo se bus-
ca, al sustituir los productos internos v'f por integrales de v(x) f(x):

1 1
Energia total P(v) = —;-UTAv i =-;- / v(x)}(—v"(x)) dx — / v(x) f(xydx. (1)
3} [+

P(v) debe minimizarse sobre todas las funciones v(x) que satisfacen v(0) = v(1) = 0. La
Juncion que proporciona el minimo es la solucion u(x). La ecuacién diferencial se ha con-
vertido en un principio minimo, y sélo queda integrar por partes:

1 1 de 1
/ v(=v")ydx =/ (v dx — [vV'JZ} modo P(v) =/ [—l—(v’(x))z + v(x)f(x)} dx.
0 0 que o L2
El término vu'es cero en ambos limites, ya que v lo es. Asi, [(v/(x))?dx es positiva, co-
mo xTAx. Se tiene garantizado un minimo.

El cdlculo exacto del minimo es equivalente a resolver exactamente la ecuacién di-
ferencial. El principio de Rayleigh-Ritz produce un problema n-dimensional al escoger
sélo n funciones ensayo Vi(x),. .., V,(x). A partir de todas las combinaciones V =y,
Vi(x)+ - -+ +y,V,(x) se busca la combinacién particular (se denomina U) que minimiza
P(V). Esta es la idea clave: minimizar sobre un subespacio de Vs en vez de sobre todas las
v{x) posibles. La funcién que proporciona el minimo es U(x). Es deseable y de esperar que
U(x) esté préxima a la u(x) correcta.

Al sustituir V por v, la cuadrética se convierte en

1 1
PO =1 /0 V() ++ -+ y Vi) dx— [0 L) ++ -y Vi) () . (2)

Las funciones ensayo V se escogen de anternano. Este es el paso clave! Las incégnitas y,,
., ¥, van en un vector y. Luego, P(V) = % yTAy — yTb se reconoce como una de

las cuadréticas de costumbre. Los elementos A,; de la matriz son [ V/V/dx = coeficien-

tes de yy; Las componentes b; son [ V; f dx. Ciertamente, es posible encontrar el mini-

mo de 1yTAy — yTb al resolver Ay = b. En consecuencia, el método de Rayleigh-Ritz

consta de tres pasos:

1. Escoger las funciones ensayo Vi, .. ., V.

2. Calcular los coeficientes A;; y b;.

3. Resolver Ay = b para encontrar U(x) = yVi(x) + -+ - + ¥, Vu(x).

Todo depende del paso 1. A menos que las funciones V; (x) sean extremadamente sim-
ples, los otros pasos serfan virtualmente imposibles. Y a menos que alguna combinacion de
los V; esté préxima a la soluci6n u(x) verdadera, estos pasos seran intitiles. Para combinar
la facxhdad de hacer los célculos y la exactitud, la idea clave que hace exitosos los elemen-
tos finitos, es el uso de los polinomios por partes como las funciones ensayo V(x).
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Elementos finitos lineales

El elemento finito mds simple y de mayor uso es lineal por partes. En los puntos interio-
res x; = h, x, = 2h, ..., x, = nh se colocan nodos, as{ como para las diferencias finitas.
Luego, V; es la “funcién sombrero” que es igual a 1 en el nodo x;, y cero en todos los de-
més nodos (véase la figura 6.7a). Estd concentrado en un pequefio intervalo alrededor de
su nodo, y es cero en todas las demds partes (incluyendo x = 0 y x = 1). Cualquier com-
binacién yV; + - - - + y,V, debe tener el valor y; en el nodo j (los otros Vs son cero ahi),
de modo que resulta facil trazar su gréfica (véase la figura 6.75).

Va(z) V@) =yuVi+- - +ysVs
1
/\ 70 Ya
Tyg = 4h 1

0 1
a) b)

Figura 6.7 Funciones sombrero y sus combinaciones lineales.

En el paso 2 se calculan los coeficientes A;; = [ V/ V! dx enla “matriz de rigidez” A.
La pendiente Vies igual a 1/h en el pequefio intervalo a la izquierda de x;, y a ~1/k en el
intervalo a la derecha. Si estos “intervalos dobles” no se traslapan, el producto v/ ij es ce-
ro y A;; = 0. Cada funcién sombrero se traslapa consigo misma y con sélo dos vecinos:

1\ 2 1\2
Aii=/Vi,Vi,dX =/(-};> dx +/(——71~) dx
Fueradela L _ P 1 -1
diagonal i=j=l A"/'"/Vivjdx “/ (};) (7{‘) dx

Asi, la matriz de rigidez es realmente tridiagonal:

En la diagonal i = j

il
=

-1

Il

2 -1
1 -1 2 -1
Matriz de rigidez A = — —~1 2 -1
h -1 2 -1
-1 2

jEsto se ve como diferencias finitas! Ha conducido a miles de discusiones sobre la relacién
entre estos dos métodos. Elementos {initos mds complicados ~polinomios de grado supe-
rior, definidos sobre trifngulos o cuadrildteros para ecuaciones diferenciales parciales—
también producen matrices ralas. Podr{a pensarse que los elementos finitos es una forma
sistemética para construir ecuaciones en diferencias exactas sobre mallas irregulares. La
cuestion esencial es la sencillez de estos polinomios por partes. Dentro de cada elemento,
sus pendientes son féciles de calcular e integrar.

Las componentes b; en el miembro derecho son nuevas. En vez de simplemente con-
tar con el valor de fen x;, como para las diferencias finitas, ahora son un promedio de f
alrededor de ese punto: b; = [ V; f dx. Luego, en el paso 3, se resuelve el sistema tri-
diagonal Ay = b, que proporciona los coeficientes en la funcién ensayo minimizadora
U=y V +---+y,V, Al unir todas estas alturas y; con una recta quebrada, se obtiene la
solucién aproximada U(x).

Ejemplo 1
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—u” = 2 con u(0) = u(1) = 0, y solucién u(x) = x ~ »°.

La aproximacién usa tres intervalos y dos funciones sombrero, con 4 = 3. La matriz
A es de 2 por 2. El miembro derecho requiere integracién de la funcién sombrero multipli-
cada por f(x) = 2. Lo anterior produce el doble del 4rea 5 bajo el sombrero:

S

La solucién de Ay = bes ¥y = (%, £). La mejor U(x) es2Vy + 2V,, queesigualaZ enlos

9
211
3 g~

LHID WIS

puntos de la malla. Esto coincide con la solucion exacta u(x) = x —x

En un ejemplo mds complicado, la aproximacidn no es exacta en los nodos. Aunque
estd extraordinariamente préxima. La teoria subyacente es explicada en el libro del autor
An Analysis of the Finite Element Method (consulte la pagina wuw.wellesleycambridge
.com) escrito al alimén con George Fix. En otros libros se proporcionan aplicaciones més
detalladas, y el tema de los elementos finitos se ha convertido en una parte importante de
la educaci6n de la ingenierfa. Se aborda en Introduction to Applied Mathematics, y también
en mi nuevo libro Applied Mathematics and Scientific Computing. Ahi se analizan ecua-
ciones diferenciales parciales, donde el método realmente se encuentra en su medio.

Problemas de valores caracteristicos

El concepto de Rayleigh-Ritz —minimizar sobre una familia de dimensién finita de Vs en
lugar de hacerlo sobre todas las vs admisibles— también es de utilidad para los problemas
de valores caracterfsticos. El verdadero minimo del cociente de Rayleigh es la frecuencia
fundamental A . Su minimo aproximado A, es més grande, ya que la clase de funciones
ensayo se ha restringido a los Vs. Este paso era completamente natural e inevitable: aplicar
las nuevas ideas del elemento finito a esta forma variacional del problema de valores ca-
racteristicos establecida hace bastante.

El mejor ejemplo de un problema de valores caracteristicos tiene u(x) = sen wx y
Ay =

Funcién caracteristica u(x) —u’ = Au, con u(0) =u(l)=0.

Esta funcidn sen 7 minimiza el cociente de Rayleigh vTAv/ v
_ fol v(x)(—v"(x)) dx _ fol(v’(x))z dx
Jow(x)?dx Jo wox)?dx

Esta es una razén de energia potencial a energia cindtica, y estdn en equilibrio en el vector
caracteristico. Normalmente este vector caracteristico es desconocido, y para aproximarlo
es necesario admitir s6lo los candidatos de ensayo V = y, V; + + - + y, Vs
mm—ﬂmw+m+%WHX_fm
Y| = .
JoOiVi+ -+ 3,V )2dx v My
A continuacién se aborda el problema matricial: Minimizar y*Ay/y™My. ConM = [, 1o
anterior conduce al problema de valores caracteristicos estdndar Ay = Ay. Sin embargo, la
matriz M es tridiagonal, ya que la aproximacion a esta funcién se traslapa. Es exactamente
la situacién que conlleva el problema generalizado de valores caracteristicos. El valor mi-
nimo A, es el menor valor caracteristico de Ay = AMpy. Esta A, estd préxima a (y por
arriba de) 7. El vector caracteristico y proporciona la aproximacién U = y, V) + -+ +
v, V, ala funcién caracteristica.

Cociente de Rayleigh R(v)
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Asf como en el problema de estitica, el método puede resumirse en tres pasos: 1) es-
coger los V, 2) calcular A y M, y 3) resolver Ay = AMy. No sé por qué esto cuesta mil mi-
liones de délares.

Conjunto de problemas 6.5

1. Use tres funciones sombrero, con h = %, para resolver —u” = 2 con u(0) = u(1) = 0.
Compruebe que la aproximacién U coincide con u = x — x% en los nodos.

2. Resuelva —u” = x con u(0) = u(1) = 0. Luego resuelva aproximadamente con dos

funciones sombrero y & = % (Dénde esté el error mds grande?

3. Suponga que —” = 2, con la condicién en la frontera u(1) = 0 cambiada a u'(1) = 0.
Esta condicién “natural” sobre #’ no requiere ser impuesta sobre las funciones ensayo

V.Conh = %, existe un semisombrero extra Vs, que vade O a 1 entre x = % yx =1
Calcule A3 = [(Vy Ydxy f = J 2V5dx. Resuelva Ay = f para la solucién del ele-
mento finito y, v, + y, Vo + y3 V4.

4. Resuelva - = 2 con una sola funcién sombrero, perc coloque su nodo en x = ten
vezde x = % (Trace esta funcién V,.) Con condiciones a la frontera u(0) = u(1) = 0,
compare la aproximacidén por elementos finitos conlau = x — x* verdadera.

5. El método de Galerkin empieza con la ecuacién diferencial (por ejemplo —u" = f(x))
en vez de con la energfa P. La solucién ensayo sigue siendo u =y, Vi + y, Vo + <+ +

Y Vi, ¥ 128 ys se escogen para hacer que la diferencia entre —u” y f sea ortogonal para
todo V;:
i

Galerkin /(-—yl Vi =9V — = 3VVdx = /f(x)Vj(x) dx.

Integre por partes el miembro izquierdo para llegar a Ay = f, demostrando que el mé-
todo de Galerkin proporciona las mismas A y f que Rayleigh—Ritz para problemas si-
métricos.

6. Una identidad fundamental para cuadréticas demuestra y = A™'b como la minimiza-
cién de:

1 1 1
P(y) = —inAy —yTh = —2—(y —~ ATITA(y — A7'D) — EbTA“‘b.

El minimo sobre un subespacio de funciones ensayo estd en la y mds proxima a A~ 'b.
(Esto hace lo més pequefio posible al término de la derecha; constituye la clave para
la convergenciade Uaw)SiA =71y b = (1,0,0), jqué miltiplode V= (1, 1, 1)
proporciona el menor valor para P(y) = $yTy — 2

7. Para una simple funcién sombrero V(x) centrada en x = %, calcule 4 = f (Vh2dxy
M = [ V?dx. En el problema de valores caracteristicos de 1 por 1, (A = A/M es
mayor o menor que el verdadero valor caracterfstico L = 77

8. Para las funciones V, y V, centradas en x = A = % yx=2h= % calcule la matriz
masa de 2 por 2 M;; = [ V;V;dx, y resuelva el problema de valores caracteristicos
Ax = AMx.

9. (Cudl es la matriz masa M;; = [ V;V; dx para n funciones sombrero con 2 = -7

|
!
!
E
.

Capitulo

Galculos con matrices

7.1 INTRODUCCION

Uno de los objetivos de este libro es explicar las partes ttiles de la teorfa de matrices. En
comparacion con libros més antiguos sobre dlgebra lineal abstracta, la teoria subyacente no
ha cambiado radicalmente. Una de las mejores cosas sobre el tema es que la teorfa es real-
mente esencial para las aplicaciones. Lo que es diferente es el cambio en el énfasis que vie-
ne con un nuevo punto de vista. La eliminacién se convierte en mas que justo una forma de
encontrar una base para el espacio renglén, y el proceso de Gram-Schmidt no sélo es una
demostracién de que todo subespacio tiene una base ortonormal. En vez de lo anterior, real-
mente se necesitan estos algoritmos. Y se requiere una descripcién conveniente, A = LU
0 A = R, de lo que hacen aquéllos.

Este capitulo avanzard unos pasos més en la misma direccién. Supongo que estos pasos
estan regidos por la necesidad computacional, mds que por la elegancia, y no sé dénde pedir
disculpas por esto; los hace sentir muy superficiales, lo cual es erréneo. Tratan con los pro-
blemas mds antiguos vy fundamentales del tema, Ax = by Ax = Ax, aunque cambian y mejo-
ran continuamente. En andlisis numérico hay un remanente de la prueba de ajuste, y se desea
describir algunos conceptos que han prevalecido. Estos pueden clasificarse en tres grupos:

1. Técnicas para resolver Ax = b. La eliminacién es un algoritmo perfecto, excepto
cuando el problema en cuestién tiene propiedades especiales, como ocurre con casi todos
los problemas. En la seccién 7.4 la atencién se centrard en la propiedad de ser ralo(a),
cuando la mayor parte de los elementos en A son cero. Para resolver Ax = b se desarro-
llan métodos iterativos en vez de directos. Un método iterativo se “corrige a s mismo”, y
nunca llega a la respuesta exacta. El objeto es aproximarse mds rdpidamente que la elimi-
nacién. En algunos problemas esto es posible; en muchos otros, la eliminacién es més se-
gura y rapida si aprovecha los ceros. La competencia est4 lejos de terminar, y se identificard
el radio espectral que controla la velocidad de convergenciaax = A™'b.

2. Técnicas para resolver Ax = Jx. El problema de valores caracterfsticos es uno de
los extraordinarios éxitos del andlisis numérico. Estd definido claramente, su importancia
es evidente, aunque hasta no hace mucho nadie sabfa cémo resolverlo. Se han sugerido do-
cenas de algoritmos, y todo depende del tamafio y de las propiedades de A (y del ndmero
de valores caracteristicos que se quieren). El lector puede solicitar LAPACK, una subruati-
na para valores caracteristicos, sin conocer su contenido, aunque es mejor conocerlo. He-
mos escogido dos o tres conceptos que han sustituido a casi todos sus predecesores: el
algoritmo QR, la familia de “métodos de potencias” y el reprocesamiento de una matriz
simétrica para hacerla tridiagonal.
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Los dos primeros métodos son iterativos, y el dltimo es directo. Hace su trabajo en un
nimero finito de pasos, aunque no termina con los valores caracteristicos en si. Esto pro-
duce una matriz mucho més simple de utilizar en los pasos iterativos.

3. FEl niimero de condicién de una mairiz. En la seccién 7.2 se intenta medir la “sen-
sibilidad” de un problema: si A y B se modifican ligeramente, ;cudn grande es el efecto so-
bre x == A7 !b? Antes de abordar esta pregunta, se requiere un método para medir 4 y el
cambio AA. La longitud de un vector ya se ha definido, y ahora se necesita la norma de
una matriz. Luego el ndmero de condicion, vy la sensibilidad de A se concluyen al multi-
plicar las normas de A y A™'. Las matrices de este capitulo son cuadradas.

7.2 NORMA DE UNA MATRIZ Y NOMERO DE CONDICION

Un error y una metedura de pata son cosas muy distintas. Un error es una pequefia equivo-
cacién, quizd inevitable incluso para un matemdtico perfecto o una computadora perfecta.
Una metedura de pata es mucho mds seria, y por lo menos un orden de magnitud mayor.
Cuando la computadora redondea un ntimero después de 16 bits, eso es un error. Pero cuan-
do un problema es tan espantosamente sensible que este error de redondeo cambia por
completo la solucién, entonces casi con toda seguridad alguien ha metido la pata. Nuestro
objetivo en esta seccidn es analizar el efecto de los errores con la finalidad de evitar las me-
teduras de pata.
En realidad, se estd continuando un andlisis que empez6 en el capitulo 1 con

A:[l 1 J y B___[o.oom 1}

1 1.0001 1 1

Se afirmé que B estd bien acondicionada, y no es particularmente sensible al redondeo, ex-
cepto que si la eliminacién gaussiana se aplica de manera imprudente, entonces la matriz
se vuelve completamente vulnerable. Una metedura de pata es aceptar a 0.0001 como el
primer pivote, por lo que es necesario insistir en una eleccién més grande y segura, me-
diante un intercambio de renglones de B. Cuando “pivoteo parcial” se integra al algoritmo
de eliminacidn, la computadora busca automdticamente los pivotes mds grandes. As, lare-
sistencia natural al error por redondeo deja de estar comprometida.

;Cémo se mide esta resistencia natural, v se decide si una matriz esta bien acondicio-
nada o mal acondicionada? Si hay un cambio ligero en & o en A, jcudn grande es el cam-
bio que esto produce en la solucién x?

Se empieza con un cambio en el miembro derecho, de b a b + §b. Este error podria
deberse a los datos experimentales o al redondeo. Puede suponerse que 8b es pequefio, pe-
ro su direccidn estd fuera de nuestro control. La solucién ha cambiado de x a x + 8x:

Ecuacién de error A(x + 8x) = b + 8b, de modo que, por sustraccidn, A(8x) = 8b. (1)

Un error 8b conduce a §x = A™!8b. En la solucién x hay un gran cambio cuando A~ es
grande, A es casi singular. E]l cambio en x es especialmente grande cuando 8b apunta en la
direccion que es mds amplificada por A7,

Suponga que A es simétrica y que sus valores caracteristicos son positivos:
0 < A; £+ < X, Cualquier vector 8b es una combinacién de los vectores caracter{sti-
cos unitarios correspondientes xy, . . . , x,,. El peor error 8x, que proviene de A” !, esen la
direccidn del primer vector caracterfstico x;:

Peor error Si b = €x;, entonces Jx = .82 (2)

o

Ejemplo 1

7.2 Norma de una matriz y nimero de condicién 353

El ervor ||8b|| es amplificado por 1 / Ay, que es el mayor valor caracteristico de A~ . Esta
amplificacién es méxima cuando A, estd préximo a cero, v A es casi singular.

Medir la sensibilidad completamente, por medio de A, tiene una seria desventaja. Su-
ponga que todos los elementos de A se multiplican por 1000. Asi, ), se multiplica por 1000
y la matriz se verd mucho menos singular. Esto ofende nuestro sentido del juego justo; un
reescalamiento tan simple no puede corregir a una matriz mal acondicionada. Es cierto que
8x serd 1000 veces menor, pero lo mismo ocurre a la solucién x = A™ 5. Fl error relativo
I18x]] / llxll serd el mismo. Al dividir entre |}x]], el problema vuelve a normalizarse contra un
cambio trivial de escala. Al mismo tiempo hay una normalizacién para 8. Nuestro proble-
ma es comparar el cambio relativo ||8b)/||b)| con el error relative ||8x| /x|

El peor de los casos es cuando {|8x]| es grande —con 8b en la direccién del vector ca-
racteristico x;—, y cuando ||x]| es pequefia. La verdadera solucién x debe ser lo mds peque-
fia posible en comparacién con la b verdadera. Esto significa que el problema original
Ax = b debe estar en el otro extremo, en la direccién del dltimo vector caracteristico x,,: si
b = x,, entonces x = A”p = b/A ,.

Es esta combinacién, & = x,, ¥y 8b = ex;, lo que hace al error relativo lo més grande
posible. Estos son los casos extremos en las siguientes desigualdades:

Los valores caracteristicos de A son aproximadamente A, = 10™%/2y A, = 2:

111 . P L . e
A= {1 1.000 1] tiene ndmero de condicién aproximado de ¢ = 4. 10%.

Debe esperarse un cambio brusco en la solucién debido a los cambios normales en los da-
tos. En el capitulo 1 se compararon las ecuaciones Ax = by Ax’ = b':

u + v o= 2 u + v =2
u + 1.0001lv =2 u + 1.0001v = 2.0001.

Il

Los miembros derechos sélo han cambiado por |85 = 0.0001 = 107*. Al mismo tiempo,
lasolucibn vade u = 2, v = 0au = v = 1. Este es el error relativo de

I6xl _ ML DI _ V2 s ionala 2_104%%11_

flxll 1z, ol 2’
Sin haber hecho ninguna eleccidn especial de la perturbacidn, en la solucién se observa un
cambio relativamente grande. Las x y §b forman dngulos de 45° con los peores casos, 1o
cual explica el 2 faltante entre 2 - 10* y la posibilidad extrema ¢ = 4 - 10%.

SiA =/Joincluso si A = I/ 10, su ndimero de condicién es ¢ = Apa/Ama = 1. Por
comparacion, el determinante es una medida terrible del mal acondicionamiento. Depen-
de no sélo del escalamiento, sino también del orden n: si A = I/10, entonces el determi-
nante de A es 107" De hecho, esta matriz “casi singular” estd lo mejor acondicionada
posible. '




354

Capitulo 7 Célculos con matrices

Ejiemplo 2

La matriz diferencia finita A de n por n tiene g = 4 Y A = 7z:2/ n?:

2 -1
-1 2 -1

A= -1 2
. -
-1 2
E! nimero de condicién es aproximadamente c(A) = %nz-, y esta vez la dependencia res-
pecto al orden n es genuina. Mientras mejor se aproxime a —u” = f, incrementando el nd-
mero de incOgnitas, mas dificil es calcular la aproximacién. En cierto punto de intersec-
¢ién, un incremento en n produce en realidad una respuesta més deficiente.
Aformunadamente para el ingeniero, esta interseccién ocurre donde la precision es bas-
tante buena. Al trabajar con precisién simple, una computadora tipica podria hacer errores
por redondeo del orden de 107°. Con n = 100 incégnitas y ¢ = 5000, el error se amplifica
cuando mucho, de modo que es del orden de 1077, lo cual sigue siendo més preciso que
cualquier medicién normal. Sin embargo, con 10 000 incégnitas se tiene un problema, o con
una aproximacién 1, —4,6, —4, 1 a d*u/dx* = f(x), para la cual el nimero de condicién
crece con n*."

Matrices no simétricas

Hasta el momento, nuestro andlisis ha sido aplicado a matrices simétricas con valores ca-
racteristicos positivos. La hipé6tesis de positividad puede abandonarse facilmente, y usar
sélo valores absolutos |A]. Pero para ir més all4 de la simetria, como ciertamente se quie-
re, debe haber un cambio fundamental. Esto puede verse ficilmente para las matrices bas-
tante no simétricas

1 100 o _[1 -100 4
A—[O 1] y A‘——[O 1]. 1€))

Todos los valores caracteristicos son iguales a la unidad, aunque el niimero de condicién
idéneo no es ;s mi = 1. El cambio relativo en x no estd acotado por el cambio relati-
vo en b. Compare

_ |0 _ {100} , _ 1100 , 1100
x—.[IJ cuando b—[ 1}, x-—{ O} cuando b—[ 0}.

Un cambio de 1% en b ha producido un cambio centenario en x; el factor de amplificacién
es 100%. Debido a que c representa una cota superior, el niimero de condicién debe ser por
lo menos 10 000. La dificultad aquf es, que un gran elemento fuera de la diagonal en A sig-
nifica un elemento igualmente grande en A™'. A menudo es erréneo esperar que A™’ se ha-
ga mds pequefia a medida que A se hace més grande.

Para una definicién idénea del mimero de condicién, se considera nuevamente la ecua-
cién (3). Se est4 intentando hacer pequefio a x y grande a b = Ax. Cuando A no es simétri-
ca, el mdximo de |Ax|| /x|l puede encontrarse en un vector x que no es unc de los vectores
caracteristicos. Este maximo es una excelente medida del tamaiio de A. Es la norma de A.

* La regla empirica, comprobada experimentalmente, es que la computadora puede perder log c¢ ci-
fras decimales debido a los errores de redondeo en la eliminacién gaussiana.
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LAl = méx, o 12Z0

lxll

Las matrices A y A™! en la ecuacién (4) tienen normas ubicadas en alguna parte entre
100 y 101. Es posible calcularlas exactamente, pero primero se desea completar la relacién
entre las normas y los ntimeros de condicién. Debido aque b = Ax vy §x = A~18b, la ecua-
cidén (6) proporciona

ol < HANxH y Iexil < NATH N8B M

Esta es la sustitucién de la ecuacién (3), cuando A no es simétrica. En el caso en que es si-
métrica, [JAll es la misma que A ¥ A~ Y es lo mismo que 1 /A . La sustitucion correc-
ta para Mpsy/ A €5 el producto |A|JA™], que es el ndmero de condicién.

l&xi _ _lepll -
B

lexl_ __lisAl
e+ 8xl = “ Al

Lo que es extraordinario es que el mismo ndmero de condicién aparece en la ecuacién (9),
cuando se perturba la matriz misma: Si Ax = by (A + §A) x + 8x) = b, entonces por
sustraccién

Abx + 8A(x + 8x) = 0, 0 Sx = —A YW SAYx + 6x).

Al multiplicar por 84 se amplifica un vector por no més de [|SA[}, y al multiplicar por A™*
se amplifica por no més de JA™|[. Luego, [|5x|| < JA™ I8 A|lllx + Sx}l, que es

1] 1Al
T Al

Estas desigualdades significan que el error por redondeo proviene de dos fuentes. Una
es la sensibilidad natural del problema, medida por c. La otra es el error verdadero 8b o
SA. Esto constituyd la base del andlisis de error de Wilkinson. Debido a que la eliminacién
realmente produce factores aproximados L' y U, resuelve la ecuacién con la matriz erré-
nea A + 8A = L'U’, en vez de hacerlo con la matriz correcta A = LU. Wilkinson demos-
tré que el pivoteo parcial controla §A, de modo que la carga del error por redondeo es
llevada por el niimero de condicion c.

Al =c (10)

Una férmula para la norma

La norma de A mide la mayor cantidad por la cual cualquier vector (vector caracteristico o
no) es amplificado por la matriz multiplicacién: [|A|] = méx (JJAx| / llxiD. La norma de la
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matriz identidad es 1. Para calcular la norma, ambos miembros se elevan al cuadrado para
tlegar a la ATA simétrica:

2 TaT
o I g 24 4% n

lAI? = mdx

lxl? xTx

*TATAx _ 2T (AmaxX) _
xT - Tx -

Ama(ATA) = A2

En la figura 7.1 se muestra una matriz no simétrica con valores caracterfsticos A, =

%, = 1y norma Al = 1.618. En este caso A™ ' tiene la misma norma. Los puntos més
alejado y mds préximo Ax sobre la elipse provienen de los vectores caracterfsticos de ATA,
no de A.
11
A= 1++5
[0 1} Nl = =5
ATA = 11
i1 2 TAN? = Amax(ATA) = 2.618

/A7H? = Amm(ATA) ~ 0.382
c(A) = JJAI[ATY| =~ (1.618)*

elipse total de Az circulo |lz|| =1

Figura 7. Las normas de A y A™! provienen de la Ax més larga y més corta.

Nota 1 Lanorma y el niimero de condicién no se calculan realmente en la préctica, sino
gue s6lo se estiman. No hay tiempo para resolver un problerna de valores caracteristicos
para A, (ATA).

Nota 2 En la ecuacién por minimos cuadrados ATAx = A™b, el nimero de condicién
c(ATA) es el cuadrado de c(A). Al formar ATA, un problema sano puede convertirse en uno
enfermo. Quizd sea necesario ortogonalizar A con el proceso de Gram-Schmidt, en vez de
calcularla con ATA.

Nota 3 Los valores singulares de A en la DVS son las raices cuadradas de los valores
caracteristicos de ATA. Por la ecuacién (12), otra férmula para la norma es Al = Tpac
Las matrices ortogonales U y V dejan sin cambio las longitudes en |[Ax|| = UL VTx|-
Asi, el mayor ||Ax|] / [lx]l proviene del mayor o en la matriz diagonal Zi.

Nota 4 El error por redondeo también entra en Ax = Jx. ;Cudl es el niimero de condi-
cién del problema de valores caracteristicos? E! nidmero de condicion de la matriz de dia-
gonalizacion § mide la sensibilidad de los valores caracteristicos. Si | es un valor
caracteristico de A + E, entonces su distancia a uno de los valores caracteristicos de A s

[ =2 < USTASTHHEN = c(DIE]. (13)
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Con vectores caracteristicos ortonormales y S = 0, el problema de valores caracteristicos
estd perfectamente acondicionado: ¢(Q) = 1. El cambio 8\ en los valores caracterfsticos no
es mayor que el cambio 8A. En consecuencia, el mejor de los casos es cuando A es simétri-
ca, o més generalmente, cuando AAT = ATA. Entonces A es una matriz normal; su § diago-
nalizadora es una Q ortogonal (véase la seccibn 5.6).

Si x, es la k-ésima columna de Sy y, es el k-ésimo renglén de S™!, entonces A, cam-
bia por

8)y = yEx; + términos de orden || E|J%. (14)
En la préctica, y,Fx; es una estimacién realista de SA. La idea en todo buen algoritimo es

mantener la matriz error £ lo més pequefia posible —usualmente al insistir, como se hard
en la signiente seccion, en matrices ortogonales en cada paso del célculo de A.

Conjunto de problemas 7.2

1. Para una matriz ortogonal @, demuestre que ||Q]] = 1 y también que ¢(Q) = 1. Las
matrices ortogonales (y sus miiltiplos Q) son las tinicas matrices perfectamente acon-
dicionadas.

2. ;Qué “famosa” desigualdad proporciona [|[(A + B)x|| < [|Axl| + | Bx|l, ¥y por qué se
concluye de la ecuacién (5) que |4 + Bl < Al + | B]?

3. Explique porqué |ABx| < |All | Bll lix|l, y concluya de la ecuacidn (5) que |[AB] <
1A B]l. Demuestre que esto también implica c(AB) < c(A)c(B).

4. Para la matriz positiva definida A = [_f 73] caleute A7 = 1/0, AN = A,

¥y c{A) = Ap/X;. Para un miembro derecho & y una perturbacién 85 de modo que el
error sea el peor posible, |8xl/lixll = cll8b11/1I1b]l-

5. Demuestre que si A es cualquier valor caracteristico de A, Ax = Ax, entonces [|A] <
Al

6. Las matrices en la ecuacién (4) tienen normas entre 100 y 101. ;Por qué?
7. Compare los valores caracteristicos de ATA y AAT, para demostrar que |A] = |AT].

8. Para una matriz positiva definida A, la descomposicién de Cholesky es A = LDLT =
R'R, donde R = ~/DLT. A partir de la ecuacién (12), demuestre directamente que el
niimero de condicidn de ¢(R) es la raiz cuadrada de c(A). La eliminacién sin intercam-
bios de renglones no puede afectar a una matriz positiva definida, ya que c¢(4) =
c(RTYc(R).

9. Demuestre que méx|A| no es una norma verdadera, encontrando contragjemplos de 2
por 2 para AysdA + B) < ApsdA) + Ainax(B) ¥ ArnsulAB) = A A A max(B).

10. Demuestre que los valores caracteristicos de B = [ fT ’g] son =t 0;, los valores sin-

gulares de A. Sugerencia: Intente B,

il. @ AyA”l,  tienen el mismo nimero de condicién ¢?
b) En paralelo con la cota superior (8) sobre el error, demuestre una cota inferior:

lexl 1 jibl

> . (Considere A™'b = xen vez de Ax = b))
=l = < J2|
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12. Encuentre las normas A, y los niimeros de condicion Amsz/ Ame de 1as siguientes ma-
trices positivas definidas:

3 1

N

REIi

13. Encuentre las normas y los mimeros de condicién, a partir de las raices cuadradas de
At (ATAY ¥ Aia(ATAY:
11
-1 1}

-2 0 1 1
0 2 0 0
14. Demuestre que el niimero de condicién [|A]] A"} es por lo menos 1.

15. ;Por qué [ es la tnica matriz positiva definida simétrica que cumple Apax = Amm = 1?

Asi, las Ginicas matrices con [JA]l = 1y [|A™!|| = 1 deben cumplir A"A = I. Son ma-
trices
16. Las matrices ortogonales tienen norma [|@fl = 1. 8§i A = OR, demuestre que AL <

[R|l y también que |R|| < [|All. Asi, |All = [IQI|IR]l. Encuentre un ejemplo de A =
LU con [IAll < ILIIUY-

17. (Sugerido por Moler y Van Loan) Calcule b — Ay y b — Az cuando

_fo217] , _[0780 0563] [ 0341] _ [ 0999
= lo2s4 = 0913 0659 77 [-0.087 -10 |’

Para resolver Ax = b, |y estd més préximo que z? Conteste en dos formas: Compare
el residuo b — Ay con b — Az. Luego compare y y z con el verdadero x = (1, —1). Al-
gunas veces se desea un residuo pequefio, y algunas veces, un dx pequefio.

Los problemas 18 a 20 son sobre normas vectoriales distintas a la norma de costum-

bre|lx|] = +/x-x.

18. La “norma £ es {xf; = x| + - - - + |x,l. La “norma £%°” es |lxllc = max |x].
Calcule flxfl, llxlls, ¥ llxllco para los vectores

x=(1,1,1,,, D y x =(0.1,0.7,0.3,0.4, 0.5).
19. Demuestre que [xlloo = Jixl] = lix|l;. A partir de la desigualdad de Schwarz, demuestre

que las razones ||x|| / Hxlloo ¥ Nl 1/ |lxl nunca son mayores que /. {Con qué vector
(X1, . . . » X,,) s& obtienen razones iguales a \/n?

20. Todas las normas vectoriales deben cumplir la desigualdad del tridngulo. Demuestre
que

Ix + Yoo < Ixlloo + I¥llee v llx +ylls = lixlls + Iyl

21. Por eliminacién, calcule la inversa exacta de 1a matriz de Hilbert A. Luego, calcule de
nuevo A”! redondeando todos los nimeros hasta tres cifras:

En MATLAB: A = hilb(3) =

Wi B ot
g je 03
O ]

22. ParalamismaA, calcule b = Axparax = (1, 1, 1) y x = (0, 6, ~3.6). Un cambio pe-
quefio Ab produce un gran cambio Ax.
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23. Calcule Apue Y A Para la matriz de Hilbert de 8 por 8 a;; = 1/(i + j — 1), Si Ax =
b con ||b]|= 1, ;cudn grande puede ser [|x]{? Si el error por redondeo de & es menor
que 10718, ;cudn grande es el error que esto puede provocar en x?

24. Sise conocen L, U, O, y R, ;qué es més rapido resolver, LUx = b o QRx = b?

25. Escoja el pivote mds grande disponible en cada columna (pivoteo parcial), para facto-
rizar cadaAen PA = LU:

1 01
A=[i (2)] y A=\|2 2 0
6 2 0

26. Encuentre la factorizacién LU de A = [f %] . En su computadora, resuelva por eli-

minacién cuando ¢ = 1073, 107, 1072, 10712, 10715

€ 1i|x) _|l+e

i 1 X2 2 ’
El x verdadero es (1, 1). Elabore una tabla para mostrar el error para cada €. Intercam-
bie las dos ecuaciones y vuelva a resolver: los errores casi deben desaparecer.

7.3 CALCULO DE VALORES CARACTERISTICOS

No hay ninguna forma mejor que otra para encontrar los valores caracteristicos de una ma-
triz. Sin embargo, ciertamente existen algunas formas terribles que nunca deben intentar-
se, asi como tambicn algunas ideas que merecen un sitio permanente. Empezamos con la
descripcién de un método bastante facil y aproximado: el método de potencias, cuyas pro-
piedades de convergencia son ficiles de comprender. Para demostrar este método en ac-
cién, en la pagina del curso web.miz.edu/ 18.06 se agregd una animacidn gréfica (sonora).

De manera continua nos dirigimos hacia otro algoritmo mds complicado, que empie-
za por hacer tridiagonal a una matriz simétrica y termina por hacerla virtualmente diago-
nal. Este segundo paso se realiza repitiendo el proceso de Gram-Schmidt, por lo que se
denomina método QR.

El método de potencias normal opera, con base en el principio de una ecuacién en
diferencias. Empieza con una conjetura inicial u, y sucesivamente forma u, = Aug, u, =
Au,y y en general up., = Auwu,. Cada paso es una multiplicacién matriz-vector. Luego de k
pasos produce u; = Afu,, aunque la matriz A* nunca aparece. La cuestién esencial es que
la multiplicacién por A debe ser facil —si la matriz es grande, mejor serfa si fuese rala—
debido a que la convergencia al vector caracteristico a menudo es muy lenta. Suponiendo
que A tiene un conjunto completo de vectores caracteristicos xy, . . . , X, €l vector i, estd
dado por la férmula de costumbre:

Vectores caracteristicos ponderados por A* 1w, = ¢;3x; + -+ - +cMx,

Suponga que el valor caracterfstico més grande A, es todo en si: no hay otro valor caracte-
ristico de la misma magnitud, y |A] < --- < | Ay—1] < |A,|- Entonces, a medida que la
conjetura inicial i, contenia alguna componente x,, del vector caracteristico, de modo que
¢, # 0, esta componente domina gradualmente en u,:

A} PR
123 =¢ <_)\‘_1) X1+ F ey ( ; 1) Xp—1t CnXn. (1)

}\’ﬁ n 3
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Ejemplo 1

Los vectores w, apuntan cada vez con mayor precision hacia la direccion de x,,. Su factor
de convergencia es la razon r = |A, 1/ |A,]. Es justo como la convergencia hacia un esta-
do estacionario, para una matriz de Markov, excepto que ahora A, puede no ser igual a 1.
El factor de escalamiento AX en la ecuacién (1) evita que u, se vuelva muy grande o muy
pequefio, encasode que [A,] > 1o [A,] < 1.

A menudo apenas es posible dividir cada u, enire su primera componente o, antes
de continuar con el paso siguiente. Con este simple escalamiento, el método de potencias
U+ = Augle, converge a un miltiplo de x,,. Los factores de escalamiento oy tienden a A,

667 0.9 02 .
El u, tiende al vector caracteristico ﬁg} = {8_333:‘ cuando A = [0.1 0.8] es la matriz

de movimientos de poblacién en la seccidn 1.3:

1 _ 109 _10.83 _ 10.781 _ 10.747
o = M’ “ee [O.J’ w2 {0.17} = {0.219]’ e {0.253}'

Sir = |A,-il/1A,] €5 proximo a 1, entonces la convergencia es muy lenta. En muchas
aplicaciones r > 0.9, lo cual significa que para alcanzar un digito més se requieren més de
20 iteraciones. (En el ejemplo se tenfa r = 0.7, y aun as{ era lenta). Si r = 1, lo que signifi-
ca{i,—| = | A.}, entonces es probable que la convergencia ni siquiera ocurra. Esto sucede

(en el paquete sonoro) para un par conjugado complejo A,—, = A,. Hay varias formas de
evitar esta limitacién. A continuacién se describen tres.

1. El método de potencias en bloque funciona con varios vectores a la vez, en lugar de
u. Si p vectores ortonormales se multiplican por 4, y luego para ortogonalizarlos se
aplica de nuevo el proceso de Gram-Schmidt —lo cual es un solo paso del método—
entonces la razén de convergencia se convierte en »' = [A,.,|/|{X,]. Se obtendrén
aproximaciones para p valores caracteristicos distintos y sus vectores caracteristicos.

2. Elmétodo de potencias inverso opera con A™! en vez de A. Un simple paso es vy, =
A"y, lo cual significa que se resuelve el sistema Av,,, = v, (;y se ahorran los fac-
tores Ly U!) En este caso se converge al valor caracteristico mds pequefio A, y su vec-
tor caracteristico x,, en el supuesto de que [A;| <C [A,|. A menudo, lo que se requiere
en las aplicaciones es ), y entonces la iteracidn inversa es una opcidn automatica.

3. El método de potencias inverso desplozado es el mejor de todos. A se sustituye por
A — «al. Cada valor caracterfstico es desplazado por «, y el factor de convergencia pa-
ra el método inverso cambia a r” = |&; — «|/|A; — «]. 51 « es una aproximacién
aceptable a A, entonces r” es muy pequefio y la convergencia se acelera enormemen-
te. Cada paso del método resuelve (4 — aDwis, = wy:

o C1Xy CaX2 ... CnXn
YT e Ga—ak Gon — )
Cuando « estd proximo a A, el primer término domina s6lo al cabo de uno o dos pa-
508. 8i A; ya se ha calculado con algiin otro algoritmo (como OR), entonces « s este

valor calculado. Un procedimiento normal es factorizar A — af en LU y resolver
Ux,; = (1, 1, ..., 1) por sustitucidén hacia atrés.

Si A, no se ha aproximado atin, entonces el método de potencias inverso desplazado
debe generar su propia eleccién de «. Es posible hacer variar « = o, en cada paso si asi se
desea, de medo que A — o NDwr+y = wy.
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Cuando A es simétrica, una opcién bastante precisa es ¢l cociente de Rayleigh:

wEAwk

T

desplazado por o = R(wy) = .
Wy, Wy

Este cociente R(x) tiene un minimo en el vector caracteristico verdadero x,. Su gréfica es
como el fondo de una pardbola, de modo que el error A, = o es aproximadamente el cua-
drado del error del vector caracteristico. Los factores de convergencia {A; — oy|/ Az — ot |
en si convergen a cero. Asi, estos desplazamientos de cocientes de Rayleigh proporcionan
una convergencia ciibica de a, a A"

Formas tridiagonales y de Hessenberg

El método de potencias es razonable sdlo para una matriz grande y rala. Cuando demasia-
dos elementos son distintos de cero, este método es un error. En consecuencia, se plantea
la pregunta de si existe alguna forma sencilla de crear ceros. Este es ¢l objetivo de los pé-
rrafos siguientes.

Puede afirmarse que después de calcular una matriz semejante O~ 'AQ con més ceros
que A, no se intenta regresar al método de potencias. Hay variantes mucho mds poderosas,
y parece que la mejor es el algoritmo QR. (El método de potencias inverso desplazado tie-
ne su sitio al final, para encontrar el vector caracteristico.) El primer paso es producir rapi-
damente tantos ceros como sea posible, usando una matriz ortogonal Q. Si A es simétrica,
entonces también lo es 07 'AQ. Ningtn elemento puede hacerse peligrosamente grande
porque O preserva la longitud.

Para pasar de A a 0" !AQ, hay dos posibilidades principales: Es posible producir un
cero en cada paso (como en la eliminacién), o puede trabajarse con toda una columna a la
vez. Para un simple cero, es ficil utilizar una rotacién del plano como se ilustra en la ecua-
cién (7), que se encuentra cerca del final de esta seccién, que tenga a cos 8 y sen & en un
bloque de 2 por 2. Luego, puede ciclarse a través de todos los elementos por debajo de la
diagonal, escogiendo en cada paso una rotacién 8 que produzca un cero; este es el método
de Jacobi. Fracasa en diagonalizar A después de un nidmero finito de rotaciones, ya que los
ceros de pasos previos se destruyen cuando se crean ceros posteriores.

Para preservar los ceros y detenerse, es necesario plantear lo anterior para menos que
una forma triangular. La forma de Hessenberg acepta una diagonal distinta de cero por
abajo de la diagonal principal. Si una matriz de Hessenberg es simétrica, entonces sélo
tiene tres diagonales distintas de cero.

Una serie de rotaciones en los planos idéneos produce los ceros requeridos. Househol-
der encontré una nueva manera de obtener exactamente lo mismo. Una transformacion de
Householder es una matriz reflexién, determinada por un vector v:

o7

Matriz de Householder H =7 — ZW'
v

A menudo, v se normaliza para convertirlo en un vector unitario y = v /||y, y entonces H
se transforma en [ — 2uu’.

* Convergencia lineal significa que cada paso multiplica el error por un factor fijo r << 1. Convergen-
cia cuadrética significa que en cada paso el error se eleva al cuadrado, como en el método de N_C:?W
100 Xy — % = — f(x)/f (%) para resolver f(x) = 0. La convergencia ctbica requiere de 107" a2
10732 107%
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En cualquier caso, H es tanto simétrica como ortogonal: Ejemplo 2

HYH = (I — 2uuDy(J — 2uu®y = I — duu” + duuuu™ = I.

Asi, H = H¥ = H™!, El plan de Householder era producir ceros con estas matrices, y su
éxito depende de la siguiente identidad Hx = —oz:

La demostracién consiste en calcular Hx y llegar a —oz:

_ 200Tx WUx +oz2)'x
Hx=x = = = O o0 e o5 oD
=x—(x +02) (porque xTx = o?)
= —-gz. )

Esta identidad puede utilizarse de inmediato, sobre la primera columna de A. A la
O™ 'AQ final le permite una diagonal diferente de cero abajo de la diagonal principal (for-
ma de Hessenberg). En consecuencia, sélo participan los elementos que estdn estrictamen-

te debajo de la diagonal:
23] 1 -
a 0 0
e= | z=1.|, Hx=]. | 3)
Qny 0 0

En este punto la matriz H de Householder es sélo de orden n — 1, de modo que estd incrus-
tada en la esquina inferior derecha de una matriz U, de tamafio completo:

0 0 0 0 au‘

1 * % k%
0 —o ok %k ok %
U=|0 H =0, y UTAU = | 0 % * % =
1] O % % % %
0 0 x % # x

Esta primera etapa estd completa, y U, ™ *AU, tiene la primera columna requerida. En la se-
gunda etapa, x consta de los n — 2 ltimos elementos en la segunda columna (tres estrellas
en negritas). Asf, H, es de orden »n — 2. Cuando estd incrustada en U.,, produce

1 0 0 0 O k & ok ok ok
01 06 0 O % ok k% %
U; =10 0 =U; !, Uy (UTTAUG U = |0« x % %
0 0 H, 0 0 * x =%
0 0 0 0 *x % =%

Uj; se encargari de la tercera columna. Para una matriz de 5 por 3, se alcanza la forma de
Hessenberg (tiene seis ceros). Como regla general, O es el producto de todas las matrices
UyUy - -+ U,z y el mimero de operaciones necesarias para calcularla es de orden n°.
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(para cambiar a;3 = a3; €N CEIo)
1 0 1
A=]0 1 1}, x=m, uzm, H:[__(l) “é}.
1 1 0

Al incrustar H en Q, el resultado Q0 'AQ es tridiagonal.

1 0 4] 1 ~1 L}
g=1{0 0 -1}, o'4a0=1-1 0 1
g -1 0 0 1 1

Q™ 'AQ es una matriz que ya est4 lista para revelar sus valores caracterfsticos: el algoritmo
QR esté listo para comenzar, aunque a continuacién se hace una digresién para mencionar
otras dos aplicaciones de estas mismas matrices H de Householder.

1. La factorizacidn de Gram-Schmidt A = QR. Recuerde que R ha de ser triangular su-
perior. Ya no es necesario aceptar una diagonal distinta de cero extra abajo de la dia-
gonal principal, ya que no hay matrices multiplicando por la derecha que estropeen los
ceros. El primer paso en la construccién de Q es trabajar con toda la primera columna
de A:

an 1
(23] 0 UUT
x = s z = , v =x + |lx|lz, Hi=1=2—.
: vl
ant O

La primera columna de H A es igual a —||x[|z. Es cero abajo de la diagonal principal,
y es la primera columna de R. El segundo paso trabaja con la segunda columna de
H A, desde el pivote hacia abajo, y produce una H,H A que es cero abajo de ese pivo-
te. (Todo el algoritmo es como la eliminacién, aunque ligeramente mds lento.) El re-
sultado de n — 1 pasos es una matriz triangular superior R, aunque la matriz que
registra los pasos no es una triangular inferior L. En vez de lo anterior, es el producto
O = HH, - -+ H,-1, qQue puede almacenarse en esta forma factorizada (sélo se pre-
servan los vs) y nunca se calcula explicitamente. Asf se completa el proceso de Gram-
Schmidt.

2. La descomposicién del valor singular UTAV = 3. La matriz diagonal X tiene la mis-
ma forma que A4, y sus elementos (los valores singulares) son las raices cuadradas de
los valores caracterfsticos de ATA. Debido a que las transformaciones de Househol-
der sélo pueden preparar el problema de valores caracteristicos, no es de esperar que
produzcan X. En vez de ello, producen de manera estable una matriz bidiagonal, con
ceros en todas partes, excepto a lo largo de la diagonal principal y la diagonal arriba
de ésta.

El primer paso hacia la DVS es exactamente como en QR arriba: x es la primera co-
lumna de A, y H,x es cero abajo del primer pivote. El paso siguiente es multiplicar por la
derecha por una H" que produzca ceros, como se indica a lo largo del primer renglén:

* k% % * * 0 0
A->HA=|0 % % %| > HAHY =0 x =% =]. 4)
0 % = % 0 % % x%
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Luego, dos transformaciones de Householder alcanzan rdpidamente la forma bidiagonal:

* % 0 0 * x 0 0
HHAHD =10 = % = y HHAHVH® =10 % = 0
g 0 % =% g 0 = =*x

El algoritmo OR para calcular valores caracteristicos

El algoritmo es casi mégicamente sencillo. Empieza con A, la factoriza en QO R, con el
proceso de Gram-Schmidt, y luego invierte los factores: A; = RyQp. La nueva matriz A,
es semejante a la original porque Q5 ' Aq Qo = Q5 (QoRo) Qo = A;- Asi, el proceso con-
tintia sin cambio en los valores caracteristicos:

Toda A es igual Ar = OyR,  vyentonces  Agsy = ReQs (6}

Esta ecuacién describe el algoritmo QR no desplazado, vy casi siempre A, tiende a una for-
ma triangular. Sus elementos diagonales tienden a sus valores caracteristicos, que también
son los valores caracteristicos de A,. Si ya existia algtin procesamiento para obtener la for-
ma tridiagonal, entonces A, estd relacionada con la A absolutamente original, mediante
Q'AQ = A,

Como est4, el algoritmo QR es bueno pero no tanto. Para hacerlo especial, requiere dos
refinamientos: es necesario permitir desplazamientos a A, — o/, y debe asegurarse que la
factorizacién QR en cada paso sea muy rapida.

1. El algoritmo desplazado. Si el ndmero o, estd muy préximo de un valor caracte-
tistico, el paso en la ecuacién (5) debe desplazarse de inmediato por ¢ (lo cual cambia

Oy Re):
Ay —oyd = QR yentonces  Ags = R Qi + ol ©)
Esta matriz A, es semejante a A, (siempre los mismos valores caracteristicos):
O Ac Qi = Q' (QuRe + D Qi = Agss-

Lo que ocurre en la préctica es que el elemento (n, n) de Ay el que estd en la esquina infe-
rior derecha, es el primero en tender a un valor caracterfstico. Ese elemento es Ia eleccién
més simple y conocida para el desplazamiento «,. Normalmente esto produce convergencia
cuadrdtica, y en el caso simétrico incluso convergencia cidbica, al menor valor caracteristi-
co. Al cabo de tres o cuatro pasos del algoritmo desplazado, la matriz A, se ve como sigue:

, con € K 1.

RY

El A\ se acepta como una aproximacién muy préxima al ), verdadero. Para encontrar el
siguiente valor caracteristico, el algoritmo QR continiia con la matriz mds pequefia (de 3
por 3, en la ilustracién) en la esquina superior izquierda. Sus elementos subdiagonales se
reducen algo en los primeros pasos QR, y otros dos pasos son suficientes para encontrar A;.
Asi se obtiene un procedimiento sistemadtico para encontrar todos los valores caracteristi-
cos. De hecho, el método OR ya estd descrito por completo. S6lo queda encontrar los vec-
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tores caracteristicos, lo cual es un simple paso de potencias inverso, y usar los ceros crea-
dos por Householder.

2. Cuando A, es tridiagonal o de Hessenberg, cada paso OR es muy répido. El proceso

de Gram-Schmidt (factorizacién en OR) requiere O@°) operaciones para una matriz com-

pleta A. Para una matriz de Hessenberg, lo anterior se vuelve en O(n?), y para una matriz

tridiagonal, es O(n). Por fortuna, cada nueva A, estd nuevamente en forma de Hessenberg
o tridiagonal:

k

0, es de Hessenberg Qo = AgRy ! = :

SO % %
* % ¥ *
* * ¥ H*
OO O
OO * *
O ¥ X %
* ¥ % ¥

0

Puede comprobarse ficilmente que esta multiplicacién deja a Qg con los mismos tres ce-
ros que Aq. Una matriz de Hessenberg multiplicada por una matriz triangular es una ma-
triz de Hessenberg. Lo mismo es cierto para una matriz triangular multiplicada por una
matriz de Hessenberg:

I
A, es de Hessenberg AL = RyQp = 8 (’; : : ; : : :
0 0 0 = 0 0 %= =

El caso simétrico es todavia mejor, ya que 4, = 0y Ap Qg = OF Ao Qo permanece simé-
trica. Por el razonamiento que acaba de presentarse, A, también es de Hessenberg. Asf, 4,
debe ser tridiagonal. Lo mismo es valido para A, As, . . ., y cada paso OR empieza con
una matriz tridiagonal.

El dltimo punto es la factorizacién en si, que produce las Q, ¥ R, a partir de cada A,
(o realmente, de A, — «,J). Householder puede usarse de nuevo, pero es més sencillo aniqui-
lar cada elemento subdiagonal a la vez, mediante una “rotacién del plano” Py, La primera
es Pyy:

cosfd —senf ap; ok k%
Rotacién para eliminar a ay, Poidc = |- 9 cosb . aél : : : '0h)
1 0 0 =*= =

‘El elemento (2, 1) en este producto es a;, sen 6 + a,; cos 8, y se escoge el dngulo 8 que

hace cero esta combinacién. La siguiente rotacion Ps, se elige de forma semejante, para
eliminar el elemento (3, 2) de P3,P5;4A,. Después de n — 1 rotaciones, se tiene Ry:

Factor triangular Ry = Py -+ P3a Py Ax. )

M4ds informacion acerca de este extraordinario algoritmo para calculos cientificos, puede
encontrarse en libros sobre 4lgebra lineal numérica. Se rmenciona un método més: Arnoldi
en ARPACK, para matrices grandes. Ortogonaliza la sucesién de Krilov x, Ax, A%, . . . , me-
diante el proceso de Gram-Schmidt. Si requiere los valores caracteristicos de una matriz
grande, jno use det(A — AD!

Conjunto de problemas 7.3

i. Paralamatriz A = {_? ';

veces el método de potencias u..; = Au, a la conjetura inicial uo = [}]. (Cudl es el
vector limitante .7

] , con valores caracterfsticos A, = 1y A, = 3, aplique tres
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2. Para la misma A y la conjetura inicial ug = [z}, compare tres pasos de potencias in-
versos con un paso desplazado con o = u} Aug fulug:

- 112 1 . —
Mprr = A ‘ukzg[l 2:! u, o bien, u = (A — @) uo.
El vector limitante u.. ahora es un myltiplo del otro vector caracteristico (1, 1).

3. Explique por qué |4,/ ,_| controla la convergencia del método de potencias de cos-
tumbre. Construya una matriz A para la que este método no converge.

4, La matriz de Markov 4 = [8‘,? 8;3] tiene A = 1y 0.6, y el método de potencias uy =

A*ug converge a [gg] Encuentre los vectores caracterfsticos de A7 1. ;A qué converge

el método de potencias inverso u_j = A1, (después de multiplicar por 0.6%)?

§. Demuestre que para dos vectores distintos de la misma longitud, {[x|| = ivll, 1a trans-
formacién de Householder con v = x — y proporciona Hx = y y Hy = x.

6. Calenle o= |jxj,v =x +oz, y H =1 —2v0T/v . Compruebe Hx = —ox:

S

7. Use el problema 6 para encontrar la HA H ~1 tridiagonal que es semejante a
1 3 4
A=13 1 0
4 0 O

8. Demuestre que empezando con Ag = [_,? ';} el algoritmo QR sin desplazar sélo

o 4 -3
produce la modesta mejorfa A = } [_3 6} .

9. Aplique a la siguiente matriz A un solo paso OR con el desplazamiento a = a,, que
en este caso significa sin desplazamiento, ya que a,; = 0. Demuestre que los elemen-
tos fuera de la diagonal vande sen 6 a —sen® 8, que es convergencia cibica.

- cosf senf
sen 6 0

10. Compruebe que el algoritmo QR no modifica la matriz tridiagonal A = [? é} Esuno

de los (raros) contraejernplos de la convergencia (por lo que se desplaza).

11. Demuestre por induccién que, sin desplazamientos, (Go Q1+ Qu)(Re -+ RiRo) es
exactamente 1a factorizacién OR de A, ;. Esta identidad relaciona QR con el método de
potencias y conduce a una explicacién de su convergencia. Si [Ai] > [Aa] > -+ > [Aa],
estos valores caracteristicos aparecen gradualmente sobre la diagonal principal.

12. Escoja sen 6 y cos 8 en la rotacién P para triangularizar A, y encuentre R:

_jcos@ =sen@ 11 —~1| _ 1% =} _
Pnd = [sen@ cos@} [3 5} N [O *] R.

gii73¢%©
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13. Escoja sen 6y cos & para hacer triangular a Py; A Py;! (misma A). ;Cudles son los va-
lores caracteristicos?

14. Cuando A se multiplica por P;; (rotacién del plano), qué elementos cambian? Cuan-
do P;; se multiplica por la derecha por P}, ;qué elementos cambian ahora?

15. ;Cusntas multiplicaciones y cudntas sumas se usan para calcular PA? (Una organiza-
cién cuidadosa de todas las rotaciones proporciona §n3 multiplicaciones y sumas, lo
mismo que para OR por reflectores y el doble que para LU.)

16. (Giro de una mano robot) Un robot produce cualquier rotacién A de 3 por 3, a partir
de rotaciones del plano alrededor de los ejes x, y, y z. Si Py P3Pyt A = I, las tres
vueltas del robot estdn en A = P3;! P3;' P5;t. Los tres dngulos son dngulos de Euler.
Escoja la primera 8 de modo que

cosfd —send O i 1 2 2
Py A = | senf cos8 Of - 2 —-1 2 | escero en la posicién (2, 1)
0 o 13| 2 2 -1

7.4 METODOS ITERATIVOS PARA Ax = b

En contraste con los valores caracteristicos, para los cuales no hay opcidn, en absoluto se
requiere un método iterativo para resolver Ax = b. La eliminacién gaussiana llega a la so-
lucién x en un nimero finito de pasos (#°/3 para una matriz completa, menos para las gran-
des matrices que se encuentran en realidad). A menudo este nidmero es razonable. Cuando
es enorme, quizd convenga detenerse en una x fija que pueda obtenerse mds rdpido, y en-
tonces ya no es de utilidad aplicar parcialmente la eliminacién y luego detenerse.

Nuestro objetivo es describir métodos que empiecen desde cualquier conjetura inicial
Xp, ¥ Obtener una aproximacién mejorada x;..; a partir de la x; previa. Es posible detener-
se donde se quiera.

Es fécil inventar un método iterativo al separar la matriz A. S1 A = § — T, entonces
la ecuacién Ax = b es la misma que Sx = Tx + b. En consecuencia, puede intentarse

Iteracién desde x, hasta x4 Sxg+1 = Txp +b. 1

No hay garantia de que este método funcione. Una separacién exitosa § — T satisface dos
requisitos:

1. El nuevo vector x;.., debe ser ficil de calcular. En consecuencia, § debe ser una ma-
triz sencilla (je invertible!); puede ser diagonal o triangular.

2. La sucesidn x, debe converger a la solucién verdadera x. Si la iteracién en la ecuacién
(1) se resta de la ecuacién verdadera Sx = Tx + b, el resultado es una férmula que im-
plica sélo los errores ¢, = x — x;:

Ecuacién error Sepr, = Tey. (2)
Esta es justo, una ecuacién en diferencias. Empieza con el error inicial e, y luego de

k pasos produce el nuevo error & = (§7'T)eo. La cuestién de convergencia es exac-
tamente la misma que la cuestién de estabilidad: x, — x exactamente cuando e, — 0.




368

Capitulo 7 Célculos con matrices

Ejemplo 1

Recuerde que una solucién tipica de g4+ = S51Te, es una combinacién de vectores ca-
racteristicos:

Error después de k pasos e = C1Aix1 + ++ + Cakpa. @)

El mayor |, termina por ser dominante, de modo que el radio espectral 0 = |Ama/ gobier-
na la razén a Ia que e, converge a cero. Ciertamente, se requiere p < L.

Los requisitos 1 y 2 son contradictorios. Es posible alcanzar convergencia absoluta con
§=AyT = 0;el primer y Unico paso de la iteracién debe ser Ax;, = b. En ese caso la ma-
triz error S™7 es cero, sus valores caracterfsticos y el radio espectral son cero, y la razén
de convergencia (que suele definirse como —log o) es infinita. Pero Ax; = b puede ser di-
ficil de resolver; ésa fue la razén para separar. A menudo una eleccién simple de S puede
ser exitosa, y se empieza con tres posibilidades:

1. S = parte diagonal de A (método de Jacobi).
2. S = parte triangular de A (método de Gauss-Seidel).
3. 5

= combinacién de 1 y 2 (sobrerrelajamiento sucesive o SRS).

S también se conoce como preacondicionador, y su eleccién es crucial en anélisis numé-
ricos.

(Jacobi) Aqui S es la parte diagonal de A:

2 -1 _ 12 _Jo 1 i 10
I G R I A

Si las componentes de x son v y w, €l paso de Jacobi Sx;. = Tx, + b €8

1
2ups1 = wi + by o bien, v =, iYL bi/2 .
2wier = v T by, Wi i 0] |w], b/2

. .. _ . s i .
La matriz decisiva ST tiene valores caracteristicos == 5, que significa que el erTor s re-
duce a la mitad (un digito binario més se vuelve correcto) a cada paso. En este ejemplo,
que es demasiado pequefio para ser tipico, la convergencia es rdpida.

o N
| IOSTS——

<

Para una matriz A més grande, hay una dificultad muy préctica. La iteracién de Ja-
cobi requiere mantener todas las componentes de x; hasta gue se ha completado el
célculo de X;... Una idea mucho mas natural, que sélo requiere la mitad de almacena-
miento, es empezar utilizando cada componente de la nueva x,, tan pronto como €8
calculada; x,.; toma el lugar de x, una componente a la vez. Entonces x, puede destruir-
se en cuanto x,., es creada. La primera componente queda como antes:

Nuevax, @l = (—a@ix; —apxs = ~GuinX)e + b1

Ejemplo 2
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El paso siguiente opera inmediatamente con este nuevo valor de X1, para encontrar {x3)4:
Nuevax, an(X2)is1 = =@(xe + (—apxs =+ — ag,x,)i + by.

Y la dltima ecuacién en el paso de iteracién usa exclusivamente nuevos valores:
Nuevax, @nm{%disr = (@uX1 — QX2 = *** = Gpae1Xy-1)ks1 + bo.

Esto se denomina método de Gauss-Seidel, aunque aparentemente Gauss no lo conocia y
Seidel no lo recomendaba. Esto es parte de una historia sorprendente, ya que no es un mal
método. Cuando los términos en x..; se muevan al miembro izquierdo, § se ve como la par-
te triangular inferior de A. En el miembro derecho, 7 es estrictamente triangular superior.

(Gauss-Seidel) Aquf S7'7 tiene valores caracteristicos menores:

_[ 2 = [ 20 o 1 0
P AR A L S

Un simple paso del método de Gauss-Seidel lleva las compbnentes VU ¥ wien

2V = wg + by . 2 0 _ 0 1
2w = Vst + by, o bien, [‘1 2] Fer1 = [0 O} xe + .

FNTFININ
[I—

Los valores caracteristicos de $”!7 son § y 0. El error se divide entre 4 cada vez, de mo-
do que un solo paso de Gauss-Seidel amerita dos pasos de Jacobi. Debido a que ambos
métodos requieren el mismo nimero de operaciones —simplemente se utiliza el nuevo va-
lor en vez del anterior, vy realmente ahorra almacenamiento— el método de Gauss-Seidel
es mucho mejor.

Esta regla se cumple en muchas aplicaciones, aun cuando hay ejemplos en los que el
método de Jacobi converge v Gauss-Seidel fracasa (o a la inversa). El caso simétrico es di-
recto: cuando todos los a; > 0, Gauss-Seidel converge si y s6lo si A es positiva definida.

Durante la €poca en que los cédlculos se hacfan manualmente se descubri6 (tal vez acciden-
talmente) que la convergencia es mds rdpida si se va mds alld de la correccion x,,., — x;
de Gauss-Seidel. En términos generales, estas aproximaciones quedan en el mismo lado de
la solucién x. Un factor de sobrerrelajamiento w nos acerca maés a la solucién. Con w =
1, se recupera Gauss-Seidel; con w > 1, el método se conoce como sobrerrelajamiento su-
cesivo (SRS). La eleccidn éptima de w nunca es mayor que 2. A menudo estéd en la vecin-
dad de 1.9.

Para describir el sobrerrelajamiento, sean D, L, y U las partes de A sobre, abajo y arri-
ba de la diagonal, respectivamente. (Esta separacién no tiene nada que verconla 4 = LDU
de la eliminacidn. De hecho, ahora se tiene 4 = L + D + U.) El método de Jacobi tiene
§ = Den el miembro izquierdoy 7 = —L — U en el miembro derecho. El método de Gauss-
Seidel escoge § = D + Ly T' = —U. Para acelerar la convergencia, nos movemos a

Sobrerrelajamiento [D+wLllxy = [(1 +0)D — oUlx, + wb. S

Sin importar @, la matriz de la izquierda es triangular inferior y la de la derecha es triangu-
lar superior. En consecuencia, x,..; puede seguir sustituyendo a x,, componente a compo-

nente, tan pronto como es calculada. Un paso tipico es
(X )+ = auxe +@l(—anx; — - — gy Xi-Diw H(—@ux =0~ dinXade T Bl
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Ejemplo 3

Si ocurre que la conjetura anterior X coincide con la verdadera solucién x, entonces la nue-
va conjetura x;,.; puede ser la misma, y la cantidad entre corchetes se elimina.

(SRS) Parala misma A = [-% ';} , cada paso de sobrerrelajamiento es

2 0 -e) o
Lw 2]"“‘"[ 0 2(1-—0))}”“”"

Si se divide entre w, estas dos matrices son Sy Tenlaseparacion A = § — T, la iteracién
regresa a Sx4; = Tx + b. La matriz crucial L = ST es

[ 2o - e [ 1-e 3@
-0 2 0 21-w)| |le(l-w) l-w+ie’]

La  6ptima hace lo més pequefio posible al mayor valor caracteristico de L (su radio es-
pectral). Todo el chiste del sobrerrelajamiento es descubrir esta @ dptima. El producto de
los valores caracteristicos es igual a det L = det T/det S:

A =detL = (1 — )’

Siempre det S = det D porque L estd abajo de la diagonal, y det T = det (1 — w)D porque
U estd arriba de la diagonal. Su producto es det L = (1 — w)". (Esto explica por qué nun-
ca se lega tan lejos como a @ = 2. El producto de los valores caracteristicos serfa tan gran-
de, v la iteracién no convergeria.) También se obtiene una pista sobre el comportamiento
de los valores caracteristicos: En la @ optima, los dos valores caracteristicos son iguales.
Ambos deben ser iguales a w — 1, de modo que su producto coincide con det L. Este valor
de w es f4cil de calcular, porque la suma de los valores caracteristicos siempre coincide con
la surna de los elementos diagonales (la traza de L):

woptima M+ he = @ = D) + (e = 1) =2~ 2 ke ©
Esta ecuacién cuadritica proporciona wep = 4(2 — /3) ~ 1.07. Los dos valores caracte-
rsticos iguales son aproximadamente & — 1 = 0.07, que es una reduccién importante del
valor de Gauss-Seidel A = %, en w = 1. En este ejemplo, la elecci6n correcta de w ha du-
plicado nuevamente la razén de convergencia, ya que (%)2 ~ 0.07. Si w se incrementa atin
mis, los valores caracterfsticos se convierten en un par conjugado complejo, ya que ambos
tienen |A| = @ — 1, que ahora crece con w.

El descubrimiento de que tal mejorfa podfa obtenerse tan facilmente, casi como por ar-
te de magia, fue el punto de partida para 20 afios de intensa actividad en analisis numérico.
El primer problema fue resuelto en la tesis de Young de 1950: una simple férmula para la @
éptima. El paso clave era relacionar los valores caracteristicos A de L con los valores carac-
teristicos g de la matriz original de Jacobi D™ Y(—L — U). Esta relacidn se expresa como

Férmulaparaw (O + o — 1)* = A’ u’. 0]

Lo anterior es valido para una amplia variedad de matrices de diferencias finitas, y si se to-
ma w = 1 (Gauss-Seidel), se obtiene A% = Ap?. En consecuencia, A = 0y A = 2 como
en el gjernplo 2, donde (L = i% yaA=0A= :ﬁ;. Todas las matrices en la clase de Young
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P T 33
tienen valores caradtérfstichs u q@@&nﬁ&r%ﬁ’ﬁgésbrg;ﬁ;}z:ms, y la A correspondient
son 0y w°. Asf, Gauss-Seidel duplica la razén de convergencia de Jacobi ° e
El p@blema importante es escoger w de modo que A, sea minimizéxdo Por fortuna
jla ecuacién de Young (7) es exactamente nuestro ejemplo de 2 por 2! La me'(;r @ h i
ambas raices A sean igualesaw — 1: ! e

(@ =1 +(@=-1) =2-20+u’? obien, w:w.
P

P?ra una matriz grande, este patrén se repite para una cantidad de pares distintos +u;, y

.. e
sélo puede hacerse una eleccién de w. La g mdés grande proporciona el mayor valor de w
yde X == 1. Qomo el objetivo es hacer a A4, lo més pequefio posible, ese par extre-
mo satisface la mejor eleccion de wgp,.

@ 6ptima  wgy = 21 - V21 =~ Pana)

Homax

Amax = wepe — 1. (8)

Lo anterior sélo puede apreciarse con un ejemplo. Suponga que A es de orden 21, lo
cuai es bastante moderado. Asi, & = 31— cos wh = 0.99 y el método de Jacobi es ler;tO'
cos” mh = 0.98 significa que incluso el método de Gauss-Seidel requiere muchas iteracio—’
nes. Pero como sen mh = +/0.02 = 0.14, el método de sobrerrelajamiento 6ptimo tendrd
el factor de convergencia

N = 0.86
mix = T T 0.75, con ey =1 + Apsx = 1.75.

Sj 31:3; I;e lzz)d;l;:; §n=2(5;7;56.:n cada paso, y un solo paso SRS es el equivalente de 30 pasos

Este es un sorprendente resultado de una idea tan sencilla. Sus aplicaciones reales no
son en un problema unidimensional como —u, = f. Un sistema tridiagonal Ax = b ya es
fz‘zcﬂ. Palja lo que es importante el sobrerrelajamiento (y otros conceptos) es para las ecua-
ciones diferenciales. Al cambiar a —u,, — u,, = fse llega al “esquema de cinco puntos”.
Los element?s -1, 2, —1 en la direccién x se combinan con —1, 2, —1 en la direccién y
para proporcionar una diagonal principal de +4 y cuatro elementos de —1 fuera de la dia-
gonal. ;La matriz A no tiene un ancho de banda pegueiio! No hay ninguna forma para nu-
merar los N2 puntos de la malla en un cuadrado, de modo que cada punto permanezca
préximo a sus cuatro vecinos. Esta es la verdadera direccidn de la dimensionalidad, y
computadoras en paralelo la alivian parcialmente.
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Si el ordenamiento se realiza renglén por rengldn, cada punto debe esperar todo un
renglén para que el vecino de arriba se aproxime. El ancho de banda de la “matriz de cin-

co puntos” es V:

N

—1,2,-1lenzyy A=
da -1, 1,4, -1, -1

AN

Esta matriz ha recibido més atencién, y ha sido atacada en més formas diferentes que cual-
quier otra ecuacion lineal Ax = b. La tendencia actual es volver a métodos directos, con
base en una idea de Golub y Hockney: ciertas matrices especiales se apartardn cuando se
aborden de la manera idénea. (Esto es comparable a la Transformada de Fourier Répida.)
Antes del surgimiento de los métodos iterativos de direccién alternada, donde la separa-
cién dividia a la matriz tridiagonal en la direccién x y en la matriz en la direccién y. Una
eleccién reciente es § = Lyl,, donde elementos pequefios de las verdaderas L y U se igoa-
lan a cero mientras se factoriza A. Se denomina LU incompleta y puede ser terrible.

No es posible terminar esta secci6n sin mencionar el método del gradiente conjugado,
que parecia muerto aungue repentinamente resulté bastante vivo (los pasos se proporcio-
nan en el problema 33). Es directo, més que iterativo, pero a diferencia de la eliminacién,
puede detenerse en cualquier parte del proceso. Y aunque no merece la pena mencionarlo,
un concepto completamente nuevo puede surgir v ganar. Sin embargo, parece justo decir
que fue el cambio de 0.99 a 0.75 lo que revoluciond la solucién de Ax = b.

Conjunto de problemas 7.4
1. Los valores caracteristicos de la siguiente matriz son 2~ /2,2, v 2+ /2:

2 -1 0
A= |-1 2 -1
0 —1 2

Encuentre la matriz de Jacobi D™Y—L — U) vy la matriz de Gauss-Seidel (D +
L)~} (—U) y sus valores caracteristicos, as{ como los nmeros wg,, ¥ *max para SRS.

2. Para la siguiente matriz de n por n, describa la matriz de Jacobi J = D™}(—~L - U):

2 -1
-1 . .
A= . R
-1 2
Demuestre que el vector x, = (sen 7th, sen 27T, . . . , sen nzh) es un vector caracterfs-

tico de J con valor caracteristico A, = cos wh = cos #/{n + 1).

3. Enel problema 2, demuestre que x, = (sen k7wh, sen 2knh, . . ., sen nkmh) es un vec-
tor caracteristico de A. Multiplique x; por A para encontrar el valor caracteristico co-
rrespondiente «,. Compruebe que en el caso de 3 por 3 estos valores caracterfsticos

son2—+/2,2,2 + /2.
Nota Los valores caracteristicos de la matriz de Jacobi J = %(—L -=1- %A
son A, =1~ %ak = cos krth. Ocurren en pares més-menos ¥ A4, €S COS 7L.)
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Los problemas 4 y 5 requieren el “teorema del circulo” de Gershgorin: Tode valor carac-
teristico de A estd en por lo menos uno de los circulos Cy, . . ., C,, donde C, tiene su cen-
tro en el elemento dzagor}zal a;. Su radio r; = Z i 1] es igual a la suma absolura a lo
largo del resto del renglon.

Demostracién  Suponga que x; es la mayor componente de x. Entonces Ax = ix con-
duce a

A —aix = Za,—;x,-, obien, [A—ay|< Zjaijjlfj—i < Z{aij] = ;. B

[z —

J#i J# J#
4. Lamatriz
31 1
A=10 4 1
2 2 5

Se denomina dominante diagonalmente porgue toda |a;;| > r;. Demuestre que cero no
puede estar en ninguno de los circulos, y concluya que A es no singular.

5. Escriba la matriz de Jacobi J para la matriz A diagonalmente dominante del problema
4, y encuentre los tres cfrculos de Gershgorin para J. Demuestre que todos los radios
satisfacen r; < 1, y que la iteracién de Jacobi converge.

6. La verdadera solucién de Ax = b es ligeramente diferente de la solucién por elimina-
cién de LUxg = b; A — LU se pierde el cero debido al redondeo. Una estrategia es ha-
cer todo en doble precisién, aunque una manera mejor y més répida es el refinamiento
iterativo: Calcula s6lo un vector r = b — Ax, en doble precisién, resuelva LUy =ry
sume la correccion y a x,. Problema: Multiplicar x; = x, + y por LU, escriba el resul-
tado como una separacién Sx; = Tx, + b, y explique por qué 7 es extremadamente
pequefia. Este simple paso lleva casi exactamente a x.

7. Para una matriz general de 2 por 2
_la b
=i
encuentire la matriz de la iteracién de Jacobi ST!T = —D"NL + U) y sus valores

caracteristicos w4, También encuentre la matriz de Gauss-Seidel —(D + L) 'U y sus
valores caracteristicos A;, ¥ decida si Ags = U4

8. CambieAx=bax = (I — A)x + b. ;Cudles son S y T para esta separacién? ; Qué ma-
triz § 7 controla la convergencia de xx+1 = (I — Adx, + 57

9. Si A es un valor caracteristico de A, entonces es un valor caracteristico de
B =] — A. Los verdaderos valores caracteristicos de B tienen valor absoluto menor
que 1 si los verdaderos valores caracterfsticos de A estin entre ¥

16. Demuestre por qué la iteracién Xxy+1 =(/ —A)xx +b no converge para
_ [ 2=
A= [—1 2]-
11. ;Por qué la norma de B* nunca es mayor que ||B]|“? Entonces ||B|| < 1 garantiza que

las potencias de B tienden a cero (convergencia). Esto no es una sorpresa, ya que |Almax
estd debajo de || B].
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12. Si A es singular, entonces deben fracasar todas las separaciones A = S — T. A partir
de Ax = 0, demuestre que S~ 'Tx = x. Por tanto, esta matriz B=S"'TteneA =1y
fracasa.

13. Cambie los 2s a 3s, y encuentre los valores caracterfsticos de S~ '7 por ambos méto-
dos:

@ {3 g] X1 = {? él xu+h (GS {_3{ (3)1 Xe+1 = [g (l)i\ xe +0b.

LAl msx para Gauss-Seidel es igual a |A12.4x paca Jacobi?

14. Escriba un cédigo de computadora (MATLAB u otro) para Gauss-Seidel. Puede de-
finir Sy T a partir de A, © establecer el ciclo iterativo directamente a partir de los
elementos a;;. Pruébelo en —1, 2, —1 las matrices A de orden 10, 20, 50, con b =
(1,0,...,0).

15. La matriz de separacién S para SRS es la misma que para Gauss-Seidel, excepto que
la diagonal se dividid entre w. Escriba un programa para SRS de una matriz de n por
n. Apliquelo con @ = 1, 1.4, 1.8, 2.2 cuando A es la matriz —1,2, —1 de orden 10.

16. Cuando A = AT, el método de Arnoldi-Lanczos encuentra gs ortonormales de modo
que Ag; = bj-1gj-1 T a;q; + b;gj+1 (con go = 0). Multiplique por g7 con la fina-
lidad de encontrar una férmula para a;. La ecuacién indica que AQ = QT, donde Tes
una matriz

17. (Cudl es la cota sobre [ A max proporcionada por Gershgorin para las siguientes matri-
ces (consulte el problema 4)7 Cudles son los tres circulos de Gershgorin que contie-
nen a todos los valores caracterfsticos?

03 03 02 2 -1 ©
A= 103 02 04 A=|-1 2 -1
02 04 0.1 6 -1 2

La cuestién clave para matrices grandes, es gue la multiplicacién matriz-vector es
mucho més répida que la multiplicacién matriz-matriz. Una construccidn crucial em-

pieza con un vector by calcula Ab, A%b, . . . (jpero nunca A?!) Los N primeros vectores ge-
neran el N-&simo subespacio de Krilov. Se trata de las columnas de la matriz Ky de Krilov:
Ky=[b Ab A% --- AV7'B].

La iteracién de Arnoldi-Lanczos ortogonaliza las columnas de Ky, ¥ la iteracién del gra-
diente conjugado resuelve Ax = b cuando A es positiva definida simétrica.

Iteracién de Arnoldi Iteracién del gradiente conjugado

g1 = bf “bn X0 ‘-—':0, o =b, Po = Fo
paran=1la N —1 paran =12a N

v = Agn Uy = (r,?.lrnq)/(pf_lAp,,-l) longitud del paso X,—1 @ X»
paraj =1l an Xp = Xyt 0nPn-1 aproxime la solucién
hjn = q}v Fn = Fpel = O ADn—1 residuo nuevo b — Ax,
v=v—hjq; B = (rTra)/ (rii7a1) mejora en este paso
Bprrn = 0l Dn = I+ BnDn—t direccién de la siguiente bisqueda

Gu+r = U/ Bpr1a  Nota: Sélo 1 multiplicacién matriz-vector Aq y Ap.
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18. En Arnoldi, demuestre que
“n At , g, €s ortogonal a g,. El método de Amoldi
hzacwn'de? Gram-Sghmidt aplicada a la matriz de Krilov: K, = QN;QT\,S. %ozn‘?agl?)?ea‘
caracteristicos de. QNAQN a menudo se encuentran muy préximos a los de A inclusg
para N < n. La iteracidn de Lanczos es el método de Arnoldi para matrices,si étri
cas (todas codificadas en ARPACK). e

19. En gradientes conjugados, demuestre que r; es ortogonal a r, (residuos ortogonales)

T . . . <
y piAps = 0 (las direcciones de busqueda son A-ortogonales). La iteracién resuelve

Ax = b al IMUNImuzar e] €ITor ¢ Ae cn p -
el Subes acio de oV aigo
Knl . ES un lg ritmo fan
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8.1 DESIGUALDADES LINEALES

El 4lgebra concierne ecuaciones, y a menudo el andlisis concierne desigualdades. La linea
entre ambos siempre ha parecido clara. Sin embargo, me-he percatado que este capitulo es
un contracjemplo: la programacion lineal es sobre desigualdades, aunque constituye una
parte incuestionable del dlgebra lineal. También es extremadamente 4til: es més probable
que las decisiones de negocios impliquen programacion lineal que determinantes o valores
caracteristicos.

Hay tres formas para abordar las matemdticas subyacentes: intuitivamente a través de
la geometria, computacionalmente a través del método simplex, o algebraicamente a través
de la dualidad. Estos enfoques se desarrollan en las secciones 8.1, 8.2, y 8.3. Luego, la sec-
cidn 8.4 es sobre problemas (como el matrimonio) donde la solucidn es un entero. En la
seccién 8.5 se analizan el pdquer y otros juegos matriciales. Los estudiantes del MIT en
Bringing Down the House contaron cartas altas para ganar en blackjack (en Las Vegas se
siguen reglas fijas, y un verdadero juego matricial implica estrategias al azar).

En la seccidn 8.3 se presenta algo nuevo en esta cuarta edicidn. El método simplex
ahora se presenta en franca competencia con una forma completamente nueva de hacer los
célculos, denominada método del punto interior. La emocién comenzé cuando Karmar-
kar afirmé que su versién era 50 veces mds rdpida que el método simplex. (Su algoritmo,
delineado en la seccién 8.2, fue uno de los primeros que fueron patentados: algo que en-
tonces crefamos imposible, y no realmente deseable.) Esa afirmacién provocé una oleada
de investigacién sobre métodos que tienden a la solucién desde el “interior”, donde todas
las desigualdades son estrictas: x > 0 se convierte en x > 0. El resultado es ahora una gran
forma de obtener ayuda del problema dual para resolver el problema primario.

Una clave para este capitulo es considerar los significados geométricos de las desi-
gualdades lineales. Una desigualdad divide el espacio n-dimensional en un semiespacio
donde se cumple la desigualdad, y en un subespacio en el que no lo hace. Un ejemplo tipi-
co es x + 2y > 4. La frontera entre los dos semiespacios es la recta x + 2y = 4, donde la
desigualdad es “apretada”. La figura 8.1 se verfa casi igual en tres dimensiones. La fronte-
ra se convierte en un plano como x + 2y 4+ z = 4, y arriba se encuentra el semiespacio
x + 2y + z > 4. En n dimensiones, la “dimensién” del planoes n — 1.
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r+2y=4

z-+2y=0

Figura 8.1 Las ecuaciones proporcionan rectas y planos. Las desigualdades, semiespacios.

Hay otra restriccién fundamental para la programacién lineal: se requiere que x y y
sean nonegativas. Este par de desigualdades x > 0y y > O produce dos subespacios més.
La figura 8.2 estd acotada por los ejes coordenados: x > 0 admite todos los puntos a la de-
recha de x = 0, y y > 0 es el subespacio que estd arribade y = 0.

El conjunto factible y la funcién de costo

El paso importante es imponer de una vez las tres desigualdades. Estas se combinan para
proporcionar la regién sombreada de la figura 8.2. El conjunto factible es la interseccion
de los tres subespacios x + 2y = 4, x > 0, y y = 0. Un conjunto factible estd constituido
por las soluciones de una familia de desigualdades lineales como Ax > b (la interseccién
de m subespacios). Cuando también se requiere que toda componente de x sea no negativa
(la desigualdad vectorial x > 0), se agregan n subespacios mds. Mientras mds restricciones
se imponen, mds pequefio es el espacio factible.

Puede ocurrir facilmente que un conjunto esté acotado o incluso sea vacfo. Si el ejem-
plo se cambia al subespacio x + 2y < 4, preservando x > Oy y > 0, se obtiene ¢l pequefio
tridngulo OAB. Al combinar las dos desigualdades x + 2y = 4 y x + 2y < 4, el conjunto
se reduce a una recta donde x + 2y = 4. Si se afiade una restriccidn contradictoria como x
+ 2y < -2, el conjunto factible es vacio.

El dlgebra de las desigualdades lineales (o conjuntos factibles) constituye una parte
de nuestro tema de estudio. Sin embargo, la programacion lineal tiene otros ingredientes:
busca el punto factible que maximiza o minimiza una cierta funcién de costo como 2x +
3y. El problema en programacion lineal es encontrar el punto que estd en el conjunto fac-
tible y minimiza el costo.

El problema se ilustra con la geometrfa de la figura 8.2. La familia de costos 2x + 3y
proporciona una familia de rectas paralelas. El costo minimo aparece cuando la primera
recta corta al conjunto factible. Esta interseccién ocurre en B, donde x* = 0y y" = 2; el
costo minimo es 2x" + 3y" = 6. El vector (0, 2) es factible porque estd en el conjunto fac-
tible, y es dptimo porque minimiza la funcién de costo, y el costo minimo 6 es el valor del
programa. Los vectores 6ptimos se denotan con un asterisco.
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N N N
~ N N

costo 2r+3y =6 .
N < N

2x+3y\=0 \‘\

Figura 8.2 Conjunto factible con lados planos, y los costos 2x + 3y, que se tocan en B.

El vector dptimo ocurre en un vértice del conjunto factible. Este hecho lo garantiza
la geometria, ya que las rectas que proporcionan la funcién de costo (o los planos, cuando
se llega a mds incégnitas) se desplazan de manera continua hasta que cortan al conjunto
factible. {El primer contacto debe ocurrir a lo largo de su frontera! El “método simplex” va
de un vértice del conjunto factible al siguiente hasta que encuentra el vértice de menor cos-
to. En contraste, los “métedos del punto interior” tienden a esa solucién Sptima desde el
interior del conjunto factible.

Nota Con una funcién de costo distinta, la interseccién podria no ser un solo punto. Si el
costo fuese x + 2y, toda la arista entre B y A seria 6ptima. El costo minimo es x* + 2y,
que es igual a 4 para todos estos vectores 6ptimos. En nuestro conjunto factible, jel proble-
ma méximo no tendria solucién! El costo podria elevarse arbitrariamente y el costo méxi-
mo serfa infinito.

Todo problema de programacién lineal puede ubicarse en cualquiera de las tres cate-
gorias posibles siguientes:

1. El conjunto factible es vacio.

2. La funcién de costo no estd acotada en el conjunto factible.

3. El costo alcanza su minimo (o midximo) en el conjunto factible: este es el caso bonda-
doso.

Los casos vacio y no acotado son bastante raros para un problema genuino en economia o
ingenierfa. Se espera una solucién.

Variables flojas

Hay una forma simple para cambiar la desigualdad x + 2y > 4 en una ecuacién. Simple-
mente se introduce la diferencia como una variable floja w = x + 2y — 4. ;Esta es nues-
tra ecuacion! La restriccién anterior x + 2y > 4 se convierte en w > 0, lo cual coincide
perfectamente con las otras restricciones de la desigualdad x > 0, y > 0. As{, se tienen s6-
lo ecuaciones y simples restricciones de no negatividad sobre x, y, w. Las variables w que
“quitan la flojera” ahora se incluyen en el vector incégnito x:

Problema original Minimizar cx sujeto a Ax = byx > 0.

El vector rengldn ¢ contiene los costos; en nuestro ejemplo, ¢ = [2 3 0]. La condicién x
> 0 pone el problema en la parte no negativa de R”. Estas desigualdades se reducen a las
soluciones de Ax = b. La eliminacién corre peligro, por lo que se requiere una idea com-
pletamente nueva.
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El problema de la dista y su dual

Nuestro gjemplo con costo 2x + 3y puede plantearse con palabras. [lustra el “problema de
la dieta” en programaci6n lineal, con dos fuentes de proteinas, por ejemplo, un bistec y
mantequilla de cacahuate. Cada libra de mantequilla de cacahuate proporciona una unidad
de proteinas, y cada bistec proporciona dos unidades. En la dieta se requieren por lo me-
nos dos unidades de protefnas. Por tanto, una dieta que contiene x libras de mantequilla de
cacahuate y y bisteces estd restringida por x + 2y > 4, asi como porx > 0y y = 0. (No
puede tenerse un bistec o mantequilla de cacahuate negativos.) Este es el conjunto factible,
y el problema es minimizar el costo. Si una libra de mantequilla de cacahuate cuesta $2 y
un bistec cuesta $3, entonces el costo de toda la dieta es 2x + 3y. Por fortuna, la dieta 6p-
tima consta de dos bisteces: x” =0y y" = 2.

Todo programa lineal, incluyendo éste, tiene un dual. Si el problema original es una
minimizacion, su dual es una maximizacién. El minimo en el “problema original” dado,
es igual al mdximo en su dual. Esta es la clave de la programacion lineal, que se explica-
rd en la seccién 8.3. Aqui se permanece con el problema de la dieta y se intenta interpretar
su daal.

En lugar del comprador, quien compra suficientes proteinas al costo minimo, el pro-
blema dual es confrontado por el farmacéutico. Las pildoras de proteinas compiten con los
bisteces y con la mantequilla de cacahuate. De inmediato se encuentran los dos ingredien-
tes de un programa lineal tipico: el farmacéutico maximiza el precio p de las pildoras, aun-
que este precio estd sujeto a restricciones lineales. Las protefnas sintéticas no deben costar
mds que las proteinas que hay en la mantequilla de cacahuate ($2 por unidad) o las protei-
nas que hay en los bisteces ($3 por dos unidades). El precio debe ser no negativo o el far-
macéutico no venderd nada. Debido a que se requieren cuatro unidades de proteinas, la
ganancia del farmacéutico es de 4p:

Problema dual Maximizar 4p, sujeto ap < 2,2p <3yp > 0.

En este ejemplo es mds facil resolver el dual que el original; sélo tiene una incégnita p. La
restriceion 2p < 3 es la estricta que en realidad es activa, y el precio maximo de la protei-
na sintética es p = $1.50. La ganancia méxima es 4p = $6, y el comprador termina pagan-
do lo mismo por la proteina natural que por la proteina sintética. Este es el teorema de
dualidad: el mdximo es igual al minimo.

Aplicaciones tipicas

La signiente seccién se concentra en la resolucién de programas lineales. Este es el mo-
mento para describir dos situaciones pricticas en las que se minimiza o maximiza una fun-
cion de costo lineal sujeta a restricciones lineales.

1. Planeacién de la produccién. Suponga que la General Motors gana $200 por cada
Chevrolet, $300 por cada Buick y $300 por cada Cadillac. Estos automéviles dan 20, 17,
¥y 14 millas por galén, respectivamente, y el Congreso insiste en que el automévil prome-
dio debe proporcionar 18. La planta puede ensamblar un Chevrolet en un minuto, un Buick
en dos minutos, y un Cadillac en 3 minutos. ;Cu4l es la ganancia méxima en 8 horas {480
minutos)?

Problema Maximizar la ganancia 200x + 300y + 500z sujeta a

20x +17y + 142 > 18(x +y +2), x+2y +3z <480, x,y,z3> 0.
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2. Seleccién del portafolios. Los bonos federales pagan 5%; los municipales, 6%, y los
bonos chatarra, 9%. Es posible comprar cantidades x, y, z sin exceder un total de $100 000.
El problema consiste en maximizar el interés, con dos restricciones:

i) no es posible invertir més de $20 000 en bonos chatarra, y
i) lacalidad media del portafolios no debe ser menor que los bonos municipales, de mo-
dogquex >z

Problema Maximizar 5x + 6y + 9z sujeto a
x +y-+z<100000, z=<20000, z<x, x¥2zz=0.

Las tres desigualdades proporcionan tres variables flojas, con nuevas ecuaciones como
w = x — z y desigualdades w > 0.

Conjunto de problemas 8.1

1. Trace el conjunto factible con restricciones x +2y > 6,2x +y = 6,x =2 0,y = 0.
(Qué puntos estan en los tres “vértices” de este conjunto?

2. (Recomendado) Sobre el conjunto factible precedente, ;cudl es el valor minimo dfﬁ la
funcién de costo x -+ y? Trace la recta x + y = constante que toca primero el conjun-
to factible. ;Qué puntos minimizan las funciones de costo 3x + yy x = »?7

3. Demuestre que el conjunto factible restringido por 2x + 5y < 3, —3x + 8y < —5,
x >0, y >0, es vacfo.

4. Demuestre que el siguiente problema es factible pero no acotado, de modo que no
tiene solucién Sptima: Maximizar x + y, sujetoa x 20,y = 0, ~3x + 2y < -1,
x—y =<2

5. Agregue una simple desigualdad restrictiva a x > 0, y = 0 de modo que el conjunto
factible contenga sélo un punto.

6. ;Qué forma tiene el conjunto factible x >0,y =0,z 0, x+y+z=17 cudl es
el méximo de x + 2y + 327

7. Resuelva el problema del portafolios al final de la seccién precedente.

8. FEn el conjunto factible para el problema de la General Motors, la no negatividad x, y,
z > 0 deja un octavo del espacio ridimensional (el octante positivo). ;Como es Cf)l‘ta—
do esto por los dos planos de las restricciones, y qué forma tiene el conjunto factzple?
. Cémo muestran sus vértices que, con s6lo estas dos restricciones, sélo hay dos tipos
de automdviles en la solucién Sptima?

9, (Problema de transporte) Suponga que Texas, California, y Alaska producen —cada
uno— un millén de barriles de petréleo; en Chicago se requieren 800 000 barriles, a
una distancia de 1000, 2000, y 3000 millas de los tres productores, respectivamente; y
se necesitan 2 200 000 barriles en Nueva Inglaterra a 1500, 3000, y 3700 millas de: dis-
tancia. Si el embarque cuesta una unidad por cada barril-milla, ;qué programa‘lmea'l
con cinco restricciones de igualdad debe resolverse con la finalidad de minimizar el
costo por embargue?
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8.2 EL METODO SIMPLEX

Esta seccién aborda la programacién lineal con n incégnitas x > O y m restricciones Ax =
b. En la seccién previa se tenfan dos variables, y una restriceién x + 2y = 4. No es dificil
explicar todo el problema, pero no es fécil resolverlo.

El mejor método es plantear el problema en forma matricial. Se cuenta con 4, &, y ¢:

1. unamatriz A de m porn,
2. un vector columna b con m componentes, y
3. un vector renglén ¢ (vector de costo) con n componentes.

Para ser “factible”, el vector x debe satisfacer x > 0 y Ax > b. El vector 6ptimo %" es el vec-
tor factible de costo minimo, y el costo es cx = cyx; + * -+ CuXa.

Problema minimo Minimizar el costo cx, sujeto a x> 0y Ax = b.

La condicién x > O restringe a x al cuadrante positivo en el espacio n-dimensional. En
R? es un cuarto del plano; es un octavo de R®. Un vector aleatorio tiene una posibilidad en
27 de ser no negativo. Ax > b produce m semiespacios adicionales, y los vectores factibles
satisfacen todas las m + n condiciones. En otras palabras, x estd en la interseccién de m + n
semiespacios. Este conjunto factible tiene lados planos; puede no estar acotado y ser vacio.

La funcién de costo cx aporta al problema una familia de planos paralelos. Un plano
cx = 0 pasa por el origen. Los planos ¢x = constante proporcionan todos los costos posi-
bles. A medida que varfa el costo, estos planos barren todo el espacio n-dimensional. La x
Sptima (el menor costo) ocurre en el punto en que los planos tocan por vez primera al con-
Junto factible.

Nuestro objetivo es calcular x”. Esto puede hacerse (en principio) encontrando todos
los vértices del conjunto factible, y calculando sus costos. En la prictica esto es imposible.
Podria haber millones de vértices, por lo que seria imposible calcularlos todos. En vez de
hacer lo anterior, se aplica el método simplex, que es uno de los conceptos més célebres en
mateméticas computacionales. Este método fue desarrollado por Dantzig como una forma
sistemnética para resolver programas lineales, y ya sea por suerte o no, se trata de un €xito
sorprendente. Los pasos del método simplex se resumirdn en breve, ya que primero se in-
tentard explicarlos.

La geometria: movimiento a lo largo de las aristas

Considero que lo que revela el método es la explicacién geométrica. En la fase I simple-
mente se localiza un vértice del conjunto factible. El meollo del método va de vértice a vér-
tice a lo largo de las aristas del conjunto factible. En un vértice tipico hay n aristas a
escoger. Algunas aristas se alejan de la x” ptima pero desconacida, y otras llevan gradual-
mente hacia ésta. Dantzig escogié una arista que lleva a un nuevo vértice con un cosfo me-
nor. No hay posibilidad de volver a nada que sea més costoso. Finalmente se llega a un
vértice especial, a partir del cual todas las aristas conducen al camino equivocado: se ha
minimizado el costo. Este vértice es el vector 6ptimo x”, y ahi se detiene el método.

El siguiente problema es transformar los conceptos de vértice y arista en 4lgebra li-
neal. Una arista es el punto de encuentro de n planos distintos. Cada plano estd dado
por una ecuacién —justo como tres planos (muro frontal, muro lateral, y piso) producen un
vértice en tres dimensiones. Cada vértice del plano factible proviene de transformar n de
las n + m desigualdades Ax > b y x = 0 en ecuaciones, y encontrar la interseccién de es-
tos n planos.
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Una posibilidad es escoger las 7 ecuaciones x; = 0, ..., x, = 0, y terminar en el ori-
gen. Asf como todas las demds posibilidades, este punto de interseccion sélo es un vértice
genuino si también satisface las demds m restricciones de desigualdad, En caso contrario,
ni siquiera estd en el conjunto factible, por lo que es un engafio total. Nuestro ejemplo con
n = 2 variables y m = 2 restricciones tiene seis intersecciones, que se ilustran en la figura
8.3. Tres de ellas en realidad son los vértices P, , R del conjunto factible. Se trata de los vec-
tores (0, 6), (2, 2) y (6, 0). Uno de ellos debe ser el vector 6ptimo (a menos que el costo mi-
nimo sea —oo). Los otros tres, incluyendo el origen, son falsos.

Figura 8.3 Los vértices P, O, R vy las aristas del conjunto factible.

En general, hay (n + m)! / n!m! intersecciones posibles. Esto incluye el ndmero de for-
mas para elegir n ecuaciones planas de n + m. El tamafio de este coeficiente binomial ha-
ce imposible el cdlculo de todos los vértices para m y n grandes. La tarea de la Fase [ es
encontrar un vértice genuino o establecer que el conjunto factible es vacio. Continuamos
con la hipdtesis de que se ha encontrado un vértice.

Suponga que se retira uno de los » planos de interseccién. Los puntes gue satisfacen
las n — 1 ecuaciones restantes constituyen una arista que sale del vértice. Este vértice
es la interseccidn de los n — 1 planos. Para permanecer en el conjunto factible, a lo largo
de cada arista s610 se permite una direccién. Pero se tiene una eleccion de n aristas, v la Fa-
se II debe hacer esta eleccién.

Para describir esta fase, Ax = b vuelve a escribirse en una forma completamente para-
lela a las n restricciones simples x; > 0. Este es el papel de las variables flojas w = Ax —
b. Las restricciones Ax = b se traducena w; > 0, ..., w,, > 0, con una variable floja pa-
ra cada renglén de A. La ecuacién w = Ax — b, 0 Ax — w = b, pasa a la forma matricial:

Las variables flojas proporcionan m ecuaciones [A -1 ] [;] = b.

El conjunto factible estd regido por estas m ecuaciones y las n + m desigualdades simples
x = 0, w = 0. Ahora se cuenta con restricciones de igualdad y nonegatividad.

El método simplex no establece ninguna diferencia entre x y w, de modo que se sim-
plifica:

[ 4 — } se vuelve a x se vuelve a [ ] se vuelve a
nombrar como A w | nombrar como x nombrar como c.
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Las restricciones de igualdad son ahora Ax = b. Las n + m designaldades se vuelven
justo x > 0. El énico rastro que queda de la variable floja w se encuentra en el hecho de
que la nueva matriz A es de m por n + m, y la nueva x tiene n + m componentes. Se pre-
serva mucho de la notacién original, dejando sin cambio a m y n como recordatorio de lo
que ha ocurrido. El problema ha cambiado a: Minimizar cx, sujetoax > 0y Ax = b.

Fl problema en la figura 8.3 tiene las restricciones x + 2y > 6,2x +y = 6,ycostox + y.
El nuevo sistema tiene cuatro incégnitas (x, y, y dos variables flojas):

Az[; ? '(1) _ﬂ b=[§] c=[1 1 0 0]

El algoritmo simplex

Con restricciones de ignaldad, el método simplex puede comenzar. Un vértice es ahora un
punto donde n componentes del nuevo vector x (los xy w anteriores) son cero. Estas n
componentes de x son las variables libres en Ax = b. Las m componentes restantes son las
variables bdsicas o variables pivote. Al igualar a cero las n variables libres, las m ecuacio-
nes Ax = b determinan las m variables bésicas. Esta “solucién bésica” x es un vértice ge-
nuino si sus m componentes distintas de cero son positivas. Asi, x pertenece al conjunto

factible.

El punto vértice P en la figura 8.3 es la interseccién de x = Gcon 2x + y — 6 = 0.

e 0
Vértice (0,6,6,0) 1 2 -1 o]|6| _ 6
Bgsica  (dos ceros) Ax = 5 ) o —11lel =16 =
Factible (positivos diferentes de cero) 0

A cudl vértice ir a continuacion? Se requiere moverse a lo largo de una arista hacia
un vértice adyacente. Debido a que los dos vértices son vecinos, m — 1 variables bésicas
permanecen siendo bdsicas. Slo uno de los 6s se vuelve libre (cero). Al mismo tiempo,
una variable se mueve desde cero para convertirse en bdsica. Las otras m — 1 compo-
nentes bésicas (en este caso, los otros 6) cambian pero siguen siendo positivas. La elec-
cién de arista (consulte el ejernplo 2 a continuacién) decide qué variable sale de labasey
cusl entra. Las variables basicas se calculan al resolver Ax = b. Las componentes libres

de x se igualan a cero.
Una variable que entra y una variable que sale producen un desplazamiento hacia un nue-
vo vértice.

X1 +X3+6X4+QX5=8

Minimizar Tx3 — X4 — 3xs sajeto a
X3 + X3 + 3x5 = 9.

Se empieza desde el vértice en que x, = 8 ¥ x, = 9 son las variables basicas. En ese vér-
tice, X3 = x4 = x5 = 0. Esto es factible, aunque el costo puede no ser el minimo. Serfa im-
prudente hacer positivo a x3, ya que su coeficiente de costo es +7 y se estd tratando de
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minimizar el costo. Se escoge x5 porque tiene el ¢ i 4 ivo:
e g€ X5 POrq oeficiente de costo mds negativo: —3. La

Con x5 que entra a la base, deben salir x, 0 x,. En la primera ecuacién, Xs $€ incremen-
ta y x; se disminuye mientras se mantiene x; + 2xs = 8. Luego, x, se lleva hasta cero cuan-
do x5 llega a 4. En la segunda ecuacién se mantiene x, + 3x5 = 9. Aqui x; sélo puede crecer
ha}st.a 3. I mds all4 harfa negativo a x,, de modo que la variable de salida es x,. Fl nuevo
vértice tiene x = (2, 0, 0, 0, 3). E! costo ha bajado a —9.

Formarapida EnAx = b, los miembros derechos divididos entre los coeficientes de la va-
9

. 3 . ~ o g . .
tiable de entrada son Z y ~39~. La raz6n més pequefia, § indica cudl es la variable que llega
primero a cero, por lo que debe salir. Sélo se consideran razones positivas, porque si el coe-
ficiente de x5 fuese —3, entonces incrementar x5 en realidad haria crecer a x,. (En x5 = 10,
la: segunda ecuacién daria x, = 39.) La razdén :,’9- indica que la segunda variable sale. Tam-
bién proporciona x5 = 3.

Sl. todos los coefmr:mtes de x5 hubieran sido negativos, se tendria un caso no acotado:
es posible hacer arbitrariamente grande a x5, y disminuir el costo hacia —o0.

' El p.aso actu'al terrm’n:fl en el nuevo vértice x = (2, 0, 0, 0, 3). El paso siguiente es f4-
cil s6lo si las variables basicas x; y xs se mantienen por sf mismas {(como originalmente fue
el caso con x; ¥ x,). En consecuencia, se “pivotea” sustituyendo x5 = %(9 — X —~x3)enla
funcién de costo y en la primera ecuacién. El nuevo problema, empezando desde el nuevo
vértice, es:

Minimizar el costo Txs ~ x4 ~(9 — X —x3) = x3 + 8x3 —x4 — 9
con restricci — 2 1
cciones x Ixg + bxy + 6x =72
1 1
3X2 + 5x3 + x5 = 3.

3

El paso siguiente es fécil ahora. El éinico coeficiente negativo —1 en el costo hace que la
variable de entrada sea x,. Las razones de £ y 2, los miembros derechos divididos entre
la columna de x,, hace que x, sea la variable de salida. El nuevo vétice es x™ = (0,0, 0, 1
3). El nuevo costo —91 es el minimo. Y

En un problema grande, una variable de salida puede volver a entrar a la base después.
Pero el costo sigue bajando —excepto en un caso degenerado— de modo que las m varia-
bles bésicas no pueden ser las mismas de antes. ;Ningin vértice se visita dos veces! Fl mé-
todo simplex debe terminar en el vértice Sptimo (o en —o0 si ocurre que el costo no estd
acotado). Lo extraordinario es la rapidez con que se encuentre x.

Resumen Los coeficientes de costo 7, —1, —3 en el primer vértice y 1, 8, —1 en el se-
gundo vértice decidieron las variables de entrada. (Estos nimeros van en r, el vector cru-
cial que se define a continuacién. El método se detiene cuando todos son positivos). Las
razones decidieron las variables de salida.

Observacién sobre la degeneracién Un vértice es degenerado si més de las n componen-
tes de costumbre de x son cero. Por el vértice pasan més de n planos, de modo que ocurre
que una variable bésica se hace cero. Las razones que determinan la variable de salida in-
cluyen ceros, y la base podria cambiar sin realmente moverse del vértice. Tedricamente, s
posible permanecer en un vértice y dar vueltas por siempre en la eleccién de la base.

Por fortuna, esta situacién no ocurre. Es tan rara que los c6digos comerciales la igno-
ran. Lamentablemente, los casos degenerados son bastante cormunes en aplicaciones: si el
costo se imprime después de cada paso simplex, se observa que se repite varias veces an-
tes de que el método simplex encuentre un buen vértice. Luego, el costo decrece otra vez.




386

Capitulo 8 Programacién lineal y teoria de juegos

La tabla {tableau)

Cada paso simplex implica decisiones seguidas por operaciones en los renglones —es ne-
cesario escoger a las variables de entrada y de salida, y es necesario hacer que vayany vuel-
van. Una forma de organizar el paso es escribir A, b, ¢ en una matriz grande, o tabla:

Latablaesdem + 1porm +n+1 T = [’2 g}

Al inicio, las variables basicas pueden mezclarse con las variables libres. Volviendo a nume-
rar en caso de Ser necesario, SUPONgA que X1, . . . , X, Son las variables bdsicas (distintas de
cero) en el vértice actual. Las m primeras columnas de A forman una matriz cuadrada B (la
matriz base para ese vértice). Las n dltimas columnas proporcionan una matriz N de m por
. El vector de costo se separa en [cz cyl, ¥ la incégnita x 1o hace en (xz, Xp)-

En el vértice, las variables libres son xy = 0. Ahf, Ax = b se convierte en Bxg = b:

= {BNb} xy =0 xp=B'b costo =czB'b.

)\]

Tabla en el vértice

Las variables bdsicas quedan solas cuando la eliminacién multiplica por B~

/] {B'NiB7b
cgi en i O )

Tabla reducida T = { ----- Foementee SEELReRl

Para alcanzar la forma escalonada totalmente reducida R = rref(T), cp multiplicado por
el renglén en bloque superior se resta del renglén inferior:

: -1 i p-
Totalmente reducida R = 1 ------- BN """ BLb. .
Oiley— CBB“INE "'CBB“lb
A continuacién se revisard el significado de cada elemento de esta tabla, y se llama la aten-
cién hacia el ejemplo 3 (a continuaci6n, con nimeros). He aquf el dlgebra:

Restricciones x5 + B 'Nxy = B™'b  Vértice x3=B"'b, xy =0. (1)
El costo cgxp + cyxy se ha convertido en
Costo cx = (cy —csB 'N)xy + cz B™'b Costo en este vértice = cpB7lb. (D)

Toda cantidad importante aparece en la tabla completamente reducida R. Es posible deci-
dir si el vértice es 6ptimo al observarar = cy — cB N en medio del renglén inferior. 81
cualquier elemento en r es negativo, sigue siendo posible reducir el coste. Es posible
hacer negativo a rxy, al principio de la ecuacién (2), incrementando una componente de Xy
Este es el paso siguiente. Pero si r > 0, entonces se ha encontrado el mejor vértice. Esta es
la prueba de detencion, o condicién de optimalidad:

Las componentes negativas de r son los costos reducidos: el costo en ¢, por usar una
variable menos lo que ahorra. Bl céleulo de r se denomina poner precio alas variables. Si
el costo directo (en cy) es menor que el ahorro (de reducir las variables bésicas), entonces
r, < 0, y pagard por incrementar esa variable bésica.

Ejemplo 3

Bif~v38
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Suponga que el costo reducido mds negativo es r;,. Entonces, la i-ésima componente de x
es la variable de entrada, que crece desde cero hasta un valor positivo « en el vértice siN
guiente (el final de la arista). ]
A medida que se incrementa x;, otras componentes de x pueden decrecer (para mante-
ner Ax = b). La primera x, que llega a cero se convierte en la variable de salida: cambia de
bésica a libre. El siguiente vértice se alcanza cuando una componente de xg cae a cero.

‘ El nuevo vértice es factible porque sigue teniéndose x > 0. Es bdsico porque de nuevo
se tienen n componentes cero. La i-ésima componente de x,, pasé de cero a . La k-ésima
componente de xz cayd a cero (las otras componentes de x siguen siendo positivas). La x,
de salida que cae a cero es la que proporciona la razén minima en la ecuacién (3): ¢

(B~'bYy; (B7'b)

x; = o = razdn mas pequefia

(B~'u),;

_.1 e I3 -
B~ !y es la columna de B™!N en la tabla reducida R, arriba del elemento més negativo en
el renglén inferior 7. Si B~ 'u < 0, el siguiente vértice est4 infinitamente lejos y ¢l costo mi-

nimo es —oo (esto no ocurre aqui). Nuestro ejemplo va del vértice P a @, y de nuevo em-
piezaen Q.

La funcidn de costo original x + y y las restricciones Ax = b = (6, 6) proporcionan

Ab__éz—l 056
c ol ~= 1 06 ~1: 6

En el vértice P en la figura 8.3, x = O corta a 2x + y = 6. Para estar organizados, se inter-

cambian las columnas 1 y 3 con la finalidad de escribir las variables bésicas antes que las
variables libres:

Tablaen P T = 0 1

I_.,uego, la eliminacién multiplica el primer renglén por —1, para obtener un pivote unita-
rio, y usa el segundo renglén para producir ceros en la segunda columna:

1 0| 3 =2 6
Totalmente reducidaen? R=,0 1 ! 2 =1 6
0 o 1 711 =6

Primero observe a r = [—1 1] en el renglén inferior. Tiene un elemento negativo en la co-
lumna 3, de modo que la tercera variable entra a la base. El vértice actual P y su costo +6
no son 6éptimos. La columna arriba de ese elemento negativo es B~y = (3, 2); sus razo-
nes con la iltima columna son g y % . Debido a que la primera razén es menor, la primera
incégnita w (y la primera columna de la tabla) es obligada a abandonar la base. En la figu-
ra 8.3, se efectdia un movimiento a lo largo del conjunto factible del vértice P al vértice Q.
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La nueva tabla intercambia las columnas 1 y 3, y al pivotear por eliminaci6n se ob-
tiene

3 .00 1 -2¢ 6 I 2
2 10 -1} 6|0 1 -2 i 2
-1 0" 0 1°' -6 o o' 1 i —4

En esa nueva tablaen @, r = [+ 1] es positivo. Se ha pasado la prueba de deten-

cién. Bl vértice x = y = 2y su costo +4 son Optimos.

Organizacion de un paso simplex

A continuacién, la geometria del método simplex se representa en dlgebra: Los “vértices”
son “soluciones factibles basicas”. El vector r y la razén a son decisivos. Su calculo cons-
tituye ¢l corazén del método simplex, y puede organizarse de tres formas distintas:

1. En una tabla, como arriba.
3. Actualizando B™! cuando la columna u tomada de N sustituye a la columna & c{elB.
3. Calculando B = LU, y actualizando estos factores LU en vez de hacerlo con B~

Esta lista constituye una breve historia del método simplex. En algunas formas, la eta-
pa mds fascinante es la primera —la tabla— que dominé el tema por muchos .ar"n?s. Para la
mayorfa de nosotros, trajo un aura de misterio a la programacion lineal, pm.xcxpahner?te
porque se las arregl$ para evitar casi por completo la notacién matricial (jmediante el dis-
positivo habilidoso de escribir por completo todas las matrices!) Para efectos computa-
cionales (excepto para pequefios problemas en libros de texto), la época de la tabla ya
termind.

Para ver por qué, recuerde que después de que el coeficiente mds negativo en r indica
cudl columna u entra a la base, no se utilizard ninguna de las otras columnas arriba de r.
Fue una pérdida de tiempo calcularlas. En un problema mds grande, cientos de columnas
se calculan una y otra vez, justo para esperar su turno de entrar a la base. Esto permite que
la teorfa haga por completo las eliminaciones y alcanzar R. Sin embargo, en la préctica no
es posible justificar esto.

Es maés rapido, y al final ms simple, ver cudles cdlculos son realmente necesarios. Ca-
da paso simplex intercambia una columna de N por una columna de B. Estas columnas son
decididas por r v «. Este paso comienza con la matriz base actual B y la solucién actual
xz = B~ 'b.

Un paso del método simplex
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Algunas veces, lo anterior se denomina método simplex revisado para distinguirlo de
las operaciones en la tabla. En realidad es el método simplex en si, reducido.
Este andlisis termina una vez que se ha decidido c6mo calcular los pasos 1,3,y 4:

A=cpB', v=B"'u, y xz=B"p )

La forma més conocida es trabajar directamente con B™', calculdndola explicitamente en
el primer vértice. En vértices subsecuenies, el paso de pivoteo es sencillo. Cuando la co-
lumna & de la matriz identidad se sustituye por u, la columna k de B™! se sustituye porv =
B~ 'u. Para reconvertir la matriz identidad, la eliminacién multiplica la B! anterior por

1 v - 1 - /v
E"‘I - Vg E=3 1/vk (5)
Un 1 _vn/vk 1

En muchos cédigos simplex se utiliza la forma de producto de la inversa, que ahorra
estas simples matrices £~ ' en vez de actualizar directamente a B~!. Cuando es necesario,
se aplican a b y cp. A intervalos regulares (quizd cada 40 pasos simplex), se vuelve a
calcular B~ y la E™* se borra. En el problema 9 se comprueba la ecuacién (5), al final de
esta seccion.

En un método mds reciente se usan los métodos normales del dlgebra lineal numérica,
considerando a la ecuacién (4) como tres ecuaciones que comparten la misma matriz B:

AB =c¢p, Bv=u, Bxz=~hb. ©)

La factorizacion de costumbre B = LU (0 PB = LU, con intercambios de renglones por ra-
zones de estabilidad) conduce a las tres soluciones. L v U pueden actualizarse, en vez de
calcularlas de nuevo.

Queda una pregunta: ;Cudntos pasos simplex es necesario efectuar? Es imposible
contestar de antemano. La experiencia indica que el método toca sélo alrededor de 3m/2
vértices distintos, lo cual significa un conteo de operaciones aproximado de mn. Esto es
comparable con la eliminacién normal para Ax = b, y es la razdn del éxito del método sim-
plex. Sin embargo, las mateméticas muestran que la longitud de la ruta no siempre puede
acotarse por cualquier miltiplo fijo o potencia de m. Los peores conjuntos factibles (Klee
y Minty inventaron un cubo lobulado) pueden obligar a que el método simplex intente ca-
da vértice, a costo exponencial.

Fue el método de Khachian lo que demostré que la programacidn lineal podia resol-
verse en tiempo polinomial.” Su algoritmo permanecid denrro del conjunto factible, y cap-
turé a x* en una serie de elipsoides que se contraen. La programacién lineal est4 en la clase
agradable P, no en la temible clase NP (como el problema del agente de ventas viajero).
Para problemas VP, se considera (aunque no estd demostrado) que todos los algoritmos de-
termin{sticos deben terminar en un tiempo interminablemente exponencial, en el peor de
los casos.

Todo este tiempo, el método simplex ha hecho su trabajo —en un tiempo medio del
que ya se ha demostrado (para variantes del método de costumbre) que es polinomial. Por

" El nidmero de operaciones estd acotado por potencias de m v 7, como en la eliminacion. Para pro-
gramacidn entera y factorizacidn en primos, todos los algoritmos conocidos pueden ser exponencial-
mente largos. La célebre conjetura “P ¥ NP” establece que tales problemas no pueden tener
algoritmos polinomiales.
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alguna razén, oculta en la geometrfa de poliedros de muchas dimensiones, los malos con-
juntos factibles son raros y el método simplex tiene suerte.

Métode de Karmarkar

Ahora llegamos al evento més sensacional que ha ocurrido en la historia reciente de la pro-
gramacién lineal. Karmarkar propuso un método basado en dos conceptos simples, y en sus
experimentos derroté al método simplex. Tanto la eleccién del problema como los detalles
del c6digo son cruciales, y el debate sigue vigente. Sin embargo, las ideas de Karmarkar
eran tan naturales y se ajustaban tan perfectamente al marco de referencia del dlgebra li-
neal aplicada, que pueden explicarse en unos cuantos pérrafos.

La primera idea es comenzar desde un punto que esié dentro del conjunto factible: se
supondré que es L =(1,1,...,1). Debido a que el costo es cx, la mejor direccién para re-
ducir el costo es hacia —c¢. Normalmente, 1o anterior nos saca del conjunto factible; mover-
se en esa direccién no preserva Ax = b. 5i Ax® = by Ax' = b, entonces Ax = %t — x0 debe
satisfacer AAx = O. El paso Ax debe estar en el espacio nulo de A. En consecuencia, —¢
se proyecta sobre el espacio nulo, con 1a finalidad de encontrar la direccién factible més pré-
xima a la mejor direccién. Este es un paso natural pero costoso en el método de Karmarkar.

Fl paso Ax es un miiltiplo de la proyeccion —Pc. Mientras mds grande sea el paso, mas
se reduce el costo, aunque no es posible salir del conjunto factible. El miltiplo de —Pc se
escoge de modo que x! esté préximo, aunque un poco adentro, de 1a frontera en la cual una
componente de x llega a cero.

As{ se completa la primera idea: la proyeccién que proporciona el descenso factible
mds pronunciado. El segundo paso requiere una nueva idea, ya que continuar en la misma
direccién es indtil.

La sugerencia de Karmarkar es transformar x* de vuelta a (1,1, ..., 1) en el centro.
Su cambio de variables no era lineal, pero la transformacién més simple es justo un rees-
calamiento por una matriz diagonal D. Luego ya hay espacio para moverse. El reescala-
miento desde x hasta X = D™ 'x cambia las restricciones y el costo:

Ax = b se vuelve ADX = b ¢Tx se vuelve ¢TDX.

En consecuencia, la matriz AD toma el sitio de A, y el vector &ID toma el lugar de cT. El
segundo paso proyecta la nueva ¢ sobre el espacio nulo de la nueva A. Todo el trabajo es-
t4 en esta proyecci6n, para resolver las ecuaciones normales ponderadas:

(AD*ATyy = ADc. 7

La forma normal para calcular y es por eliminacién. El proceso de Gram-Schmidt ortogo-
naliza las columnas de DAY, lo cual puede resultar costoso (aunque facilita el resto de los
célculos). El método favorito para problemas ralos grandes es el método del gradiente con-
Jjugado, que proporciona la respuesta exacta més lentamente que la eliminacién, aunque
puede aplicarse parcialmente y luego detenerse. A mitad de la eliminacién no es posible de-
tenerse.

Asf como otras ideas nuevas en la computacion cientifica, el método de Karmarkar tu-
vo éxito en algunos problemas y en otros no. La idea subyacente fue analizada y mejorada.
Un éxito primordial lo constituyen métodos de punto interior (que permanecen dentro del
conjunto factible) mds recientes, que se mencionan en la siguiente seccién. Y el método
simplex sigue siendo tremendamente valioso, como todo el tema de la programacion lineal,
que fue descubierta siglos después que Ax = b, aunque comparte las ideas fundamentales
del 4lgebra lineal. De estas ideas, la que va mas lejos es la de dualidad, que se presenta a
continuacién.
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Conjunto de problemas 8.2

1. Minimizar x; + x, — X3, sujeto a
2X1"'4X2+)C3+X4 = 4
3)C;+5)C2+)C3 “l"X5=2

;Cudl de X1, X, X3 debe entrar a la base, y cudl de x,, x5, debe salir? Calcule el nuevo
par de variables bésicas, y encuentre el costo en el nuevo vértice.

[

. Después del paso simplex precedente, prepare y decida el paso siguiente.

3. En el ejemplo 3, suponga que el costo es 3x + y. Con reagrupamiento, el vector de
fosfzo es ¢ = (0, 1, 3, 0). Demuestre que r > 0 y, en consecuencia, que el vértice P es
6ptimo.

4. Suponga que la funcién de costo en el gjemplo 3 es x ~ y, de modo que después de un
reagrupamiento ¢ = (0, —1, 1, 0) en el vértice P. Calcule r y decida qué columna u
debe ser elemento de la base. Entonces calcule B~ 'u y muestre desde su signo que

nunca llegaré a otro vértice. En la figura 8.3 estamos escalando el ¢je y y x — y llega
a —oo.

5. De nuevo en el ejemplo 3, cambie el costo a x + 3y. Compruebe que el método sim-
plex vade Pa @ a R, y que el vértice R es dptimo.

6. La Fase I encuentra una solucion factible bdsica de Ax = b (un vértice). Después de
cambiar signos para hacer b > 0, considere el problema auxiliar de minimizar w, +
wy +.. ..+ w,,sujetoax >0, w > 0, Ax + w = b. Siempre que Ax = b tiene una
solucién nonegativa, el costo minimo en este problema es cero, con w” = 0.
ay Demuestre que, para este nuevo problema, el vértice x = 0, w = b es tanto bési-
co como factible. En consecuencia, su Fase I ya estd establecida, y el método sim-
plex puede proceder para encontrar el par éptimo x*, w". Si w" = 0, entonces x*
es el vértice requerido en el problema original.

by Con A = [1 —1]y b = [3], escriba el problema auxiliar, el vector de su Fase [
x = 0, w = b, y su vector 6ptimo. Encuentre el vértice del conjunto factible
Xy —x2 =3, x; > xp > 0,y trace una figura de este conjunto.

7. Si c}uisiera maximizarse el costo en vez de minimizarlo (con Ax = by x > 0), jcudl
serfa. 1a prueba de detencidn sobre r, y qué reglas escogerian la columna de N con la
finalidad de hacerla bésica y la columna de B para hacerla libre?

8. Minimice 2x; + xo, swjetoa x; +x; >4, x; +3x, > 12, x;, —x > 0,x = 0.

9. Corr}pruebe la inversa en la ecuacidn (5), y demuestre que BE tiene Bv = u en su
kvislmia1 colu@a. Asi, BE els la matriz bésica correcta para la siguiente detencién,
E~'B 'essuinversa, y £7 actualiza correctamente la matriz bésica.

10. Suponga que se quiere minimizar cx = Xx; — X, sujeto a

2xy — 4xy + x3 6
3%, + 6y fxa =12 (toda x1, X2, X3, x4 = 0.

Empezando desde x = (0, 0, 6, 12), ;deben incrementarse x; o x, a partir de su valor
actual de cero? ;Cudnto puede incrementarse hasta que la ecuacién obliga a cero a x3
o x4? En ese punto, ;cudl es el nuevo x?
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11. Para la matriz P = — AT(AAT) "' A, demuestre que si x estd en el espacio nulo de
A, entonces Px = x. El espacio nulo permanece sin cambio bajo esta proyeccién.

12. a) Minimice el costo ¢Tx = 5x, + 4x, + 8xy sobre el plano x; + x; + x3 = 3, pro-
bando los vértices P, O, R, donde el tridngulo esté cortado por el requerimiento
x> 0.
b) Proyecte c = (5, 4, 8) sobre el espacio nulo de A = [1 1 1], y encuentre ¢l paso ma-
ximo s que mantiene nonegativoa ¢ — sPc.

8.3 EL PROBLEMA DUAL

La eliminaci6n puede resolver Ax = b, pero los cuatro subespacios fundamentales han de-
mostrado que una comprensién diferente y més profunda es posible. Es exactamente o
mismo para la programacion lineal. La mecénica del método simplex resuelve un progra-
ma lineal, aunque la dualidad se encuentra en el centro de la teorfa subyacente. La intro-
duccién del problema dual es una idea elegante, que al mismo tiempo s fundamental para
las aplicaciones. Se explicard tanto como entendemos.

La teorfa empieza con el problema original dado:

e Orlgmal ® Minimizar cx, sujeto ax > 0y Ax >
El problema dual comienza a partir de las mismas A, b, y ¢, e invierte todo. En el proble-
ma original, ¢ estd en la funcién de costo y b estd en la restriccién. En el problema dual, se
cambian b y ¢. La incégnita dual y es un vector renglén con m componentes, y el conjun-

to factible tiene YA < ¢, en vez de Ax = b.
Fn corto, el dual de un problema minimo es un problema méximo. Ahoray > O

- Dual  Maximizar yb, sujetoay > 0y yA < c.
El dual de este problema es ¢l problema minimo original. Hay simetrfa completa entre los
problemas dual y original. El método simplex es igualmente vélido para una maximiza-
cién; en todo caso, ambos problemas se resuelven a la vez.

Es necesario proporcionar una interpretacion de todas estas inversiones. Aconsejan
una competencia entre el minimizador y el maximizador. En el problema de la dieta, el mi-
nimizador cuenta con n alimentos (mantequilla de cacahuate y bistec, en la seccién 8.1).
Eatran en ¢l problema de la dieta en las cantidades (nonegativas) x;, . . . , X, Las restric-
ciones representan m vitaminas requeridas, en vez de una restriccién anterior de suficien-
tes protefnas. El elemento a; mide la i-ésima vitamina en el j-ésimo alimento, y el i-ésimo
renglén de Ax > b obliga a que en la dieta se incluya por lo menos b; de esa vitamina. Si
¢; es el costo del j-€simo alimento, entonces ¢, x; + « + + + %, = cx s elcosto de la die-
ta. Este es el costo que debe minimizarse.

En el dual, el farmacéutico vende pildoras de vitamina, a precios y; = 0. Debido a
que el alimento j contiene vitaminas en las cantidades ay;, €l precio del farmacéutico para
el equivalente de vitarninas no puede exceder el precio ¢; del tendero. Estaes 1a j-ésima res-
triccién en yA < c. Al trabajar dentro de esta restriccién sobre los precios de las vitaminas,
el farmacéutico puede vender la cantidad requerida b; de cada vitamina por un ingreso to-
talde y;b) + -+ + Ymbm =yb 2 maximizar.
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Los con.juntos factibles para los problemas original y dual se ven completamente dife-
rentes. El primero es un subconjunto de R”, marcado por x > 0 y Ax = b. El segundo es un
sui;lconév:mto de1 R™/determinado por y > 0y AT y ¢. Toda la teorfa de la programacion li-
neal radica en la relacién que hay entre el original y el dual. A conti i6
resultado fundamental: puacon se preseniacl

Si los vectores Sptimos no existen, hay dos posibilidades: ya sea que ambos conjuntos fac-
tibles son vacios o uno es vacio y el otro problema no estd acotado (el méximo es +o00 o
el minimo es —00).

El teorema de dualidad establece la competencia entre el tendero y el farmacéutico. £l
resultado siempre es un empate. En la teoria de juegos se encuentra un “teorema minimax”
semejante. El cliente no tiene ninguna razén econdmica para preferir las vitaminas a los ali-
mentos, aun cuando el farmacéutico garantice igualar al tendero en cada alimento —e in-
cluso venda mds barato los alimentos costosos (como la mantequilla de cacahuate). Se
demostrard que los alimentos costosos se mantienen fuera de la dieta original, de modo que
1a salida puede ser (y es) un empate.

Lo anterior puede parecer un punto muerto, aunque espero que €l lector no se deje en-
gaﬁar. Los vectores Gptimos contienen la informacién crucial. En el problema original, x"
indica al comprador qué comprar. En el dual, y* fija los precios naturales (precios imagi-
narios) a los cuales la economia deberfa marchar. En tanto nuestro modelo lineal refleje la
verdadera economfa, x* y y" representan las decisiones esenciales que han de tomarse.

Se quiere demostrar que cx” = y"b. Puede parecer evidente que el farmacéutico
pueda subir los precios y* de las vitaminas para encontrar al comprador, aunque s6lo una
cuegién es verdaderamente clara: Debido a que cada alimento puede sustituirse por su
equivalente vitaminico, sin incremento en el costo, todas las dietas alimentarias idoneas de-
ben costar por lo menos tanto como las vitaminas. Esta desigualdad es unilateral: precio del

Jarmacéutico < precio del tendero. Se denomina dualidad débil, y es ficil demostrarlo pa-
ra cualquier programa lineal y su dual:

Qemostracién Debido a que los vectores son factibles, satisfacen Ax > b y yA < c. De-
bido a que la factibilidad también incluye x = Oy y > 0, es posible tomar productos inter-
nos sin arruinar estas desigualdades (multiplicar por nimeros negativos debe invertirlos):

yAx=yb vy  yAx <cx. ¢y

Debido a que los miembros izquierdos son idénticos, se tiene la dualidad débil yb < cx. ®

Esta desigualdad unilateral prohibe la posibilidad de que ambos problemas sean no
acqtados. Siyb es arbitrariamente grande, una x factible contradice yb < cx. De manera se-
mejante, si cx puede ir hacia —co, entonces el dual no puede admitir una y factible.

Igualmente importante, cualesquiera vectores que alcancen yb = cx deben ser dpti-
mos. En este punto el precio del tendero es igual al del farmacéutico. Una dieta alimenta-
ria éptima y los precios éptimos de las vitaminas se reconocen por el hecho de que el
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consumidor no tiene nada que elegir:

Debido a que ningiin y puede hacer yb mds grande que cx, la y que alcanza este valor
es 6ptima. De manera semejante, cualquier x que alcance el costo cx = yb debe ser una x"
Sptima.

A continuaci6n se proporciona un ejemplo con dos alimentos y dos vitaminas. Obser-
ve que AT aparece cuando se escribe el dual, ya que yA < ¢ para vectores renglén signifi-
ca ATy" < T para columnas.

Original Minimizar x| + 4x; Dual Maximizar 6y, + 7y2

sujetoa x; = 0,x, 20 sujetoay; = 0,y, =0
2%, + x =6 2y1 + 5y, = 1
Sxy + 3x, > 7. yy + 3xy < 4.

Solucién x, = 3y x, = 0 son factibles, con costo x; + 4x, = 3. En el dual, y, = % y
y, = ( proporcionan el mismo valor 6y, + Ty, = 3. Estos vectores deben ser 6ptimos.

Por favor, observe la situacién detenidamente para ver lo que ocurre realmente en el
mormento en que yb = cx. Algunas de las restricciones de desigualdad son estrictas, lo cual
significa que se cumple la igualdad. Otras restricciones son flojas, y laregla clave tiene sen-
tido econémico:

En el ejemplo, x, = 0 porque el segundo alimento es demasiado costoso. Su precio exce-
de el precio del farmacéutico, ya que y; + 3y, < 4 es una desigualdad estricta -‘2- +0<4.
De manera semejante, la dieta requerfa siete unidades de la segunda vitamina, aunque en
realidad proporcioné 5x; + 3x; = 15. Asf, se encontr6 y, = 0, y esta vitamina es un pro-
ducto libre. Puede verse cémo se ha completado la dualidad.

Estas condiciones de optimalidad pueden entenderse facilmente en términos matricia-
les. A partir de la ecuacién (1) se quiere y"Ax" = y"& en el 6ptimo. La factibilidad requie-
re Ax" > b, y se buscan cualesquiera componentes en las que fracase la igualdad. Esto
corresponde a una vitamina que esté sobreofrecida, de modo que su precio es y¥ = 0.

Al mismo tiempo, se tiene y"A < c. Todas las restricciones estrictas (alimentos costo-
sos) corresponden a x¥ = 0 (omisi6n en la dieta). Estaes la clave para y"Ax™ = ¢x', que
se requiere. Estas son las condiciones flojas complementarias de la programacién lineal,
y las condiciones de Kuhn-Tucker de programacion no lineal:

e vt et

- si(Ax™); > b; entonces y;

A continuacién se repite la demostracién. Cualesquiera vectores factibles x y y satisfacen
1a dualidad débil:
yb < y(Ax) = (yA)x < cx. 3)
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Se requiere la igualdad, y s6lo hay una forma en que y*5 puede ser igual a y"(Ax"). Cada
vez que b; < (Ax*),, el factor y;" que multiplica a estas componentes debe ser cero. .

De manera semejante, la factibilidad proporciona yAx < cx. La igualdad se obtiene s6-
lo cuando se cumple la segunda condicién de flojera. Si hay un sobreprecio (y"4); < ¢, de-
be cancelarse a través de la multiplicacién por x; = 0. Asf, se queda con y"b =ch"’ gn la
ecuacién (3). Esta igualdad garantiza la optimalidad de x" y y".

Demostracion de la dualidad

La desigualdad unilateral yb < cx fue fécil de demostrar; proporcioné una prueba répida
para vectores ptimos (Ja convierten en igualdad); y ahora ha proporcionado las condicio-
nes de flojera en la ecuacién (2). Lo tnico que no ha hecho es mostrar que y*b = cx”* real-
mente es posible. El teorema de dualidad no estd completo sino hasta que se obtienen estos
vectores 6ptimos.

Para obtener y”, se regresa al método simplex, que ya ha calculado x*. El problema
consiste en mostrar que el método se detuvo en el momento indicado para el problema dual
(aun cuando se construy6 para resolver el problema original). Recuerde que las m desigual-

dades Ax = b se cambiaron a ecuaciones, mediante la introduccién de las variables flojas
w = Ax — b:

Factibilidad original ~11|5] = *
ad origin (A4 -1] [w] by {w > 0. 4
Cada paso simplex escogi6 m columnas de la matriz larga [A —I] para hacerlas bdsicas, y
las desplazé (tedricamente) hacia el frente. Asf se obtuvo [B N]. El mismo desplazamien-
to reordend el largo vector de costo [¢ 0] en [cz cyl. La condicién de detencién, que lle-
v6 a término al método simplex, era r = ¢y —czB™'N = 0.

Esta condicion r = O se alcanzd finalmente, ya que el nimero de vértices es finito. En
ese momento, el costo era lo mds bajo posible:

B7'p

Costo minimo cx® = [cp cN][ 0

] — csB7'b, ®)
Si en el dual puede escogerse y* = cy B!, ciertamente se tiene y*b = cx*. El mini-

mo y el méximo son iguales. Debe demostrarse que esta y* satisface las restricciones dua-
lesyA<cyy=>0:

Factibilidad dual y{a -Il=[c 0] ()

Cuando el método simplex vuelve a mezclar la gran matriz y el vector para poner primero
las variables basicas, esto reagrupa las restricciones en la ecuacién (6) como

y[B N]=<[es en]. %

Para y* = ¢z B}, la primera mitad es una igualdad y la segunda es cy B! N < cy. iEsta
es la condicién de detencidn r = 0 que se sabe debe cumplirse! En consecuencia, la y” es
factible, y se ha demostrado el teorema de dualidad. Al localizar la matriz critica B de m
por m, que es no singular en tanto esté prohibida la degeneracién, el método simplex ha
producido 1a y* 6ptima, as{ como x".
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Precios imaginarios

En cédlculo, todo mundo conoce la condicién para un méximo o un minimo: las primeras
derivadas son cero. Sin embargo, este hecho es transformado completamente por las res-
tricciones. Fl ejemplo mds sencillo es larectay = x. Su derivada nunca es cero, ¢l célculo
parece indtil, y ciertamente la mayor y ocurre al final del intervalo. jEsta es exactamente la
situacién en programaci6n lineal! Hay més variables, y un intervalo se sustituye por un
conjunto factible, aunque el méximo sigue encontrandose en un vértice del conjunto facti-
ble (con s6lo m componentes diferentes de cero).

Fl problema en programacion lineal es localizar ese vértice. Para este efecto, el cilcu-
lo no es completamente inttil. Lejos de ello, porque los “multiplicadores de Lagrange”
harén cero las derivadas en el méximo y en el minimo. Las variables duales y son exacta-
mente los multiplicadores de Lagrange. Y responden la pregunia clave: ;Comeo cambia el
costo minime cx” = y'b, si se cambian b o ¢?

Esta es una pregunta en andlisis de sensibilidad. Permite obtener informacién adicio-
nal del problema dual. Para un economista o un ejecutivo, estas preguntas sobre cosio mar-
ginal son las més importantes.

Si se permiten grandes cambiosenboenc, la situacién se comporta de manera bastan-
te irregular. Cuando aumenta el precio de 1os huevos, hay un punto en el que éstos desapa-
recen de la dieta. La variable X,.evo salta de bésica a libre. Para seguirla correctamente, €s
necesario introducir programacién “paramétrica”. Pero si los cambios son pequefios, el vér-
tice que era Optimo permanece siendo dptimo. La eleccién de las variables basicas no
cambia; By N siguen siendo las mismas. Geométricamente, e} conjunto factible se ha des-

_plazado un poco (al cambiar b), y los planos que lo cortan se han inclinado (al cambiar ¢).

Cuando estos cambios son pequefios, €] contacto ocurre en el mismo vértice (que se ha mo-
vido ligeramente).

Al final del método simplex, cuando se conocen las variables bésicas id6neas, las m
columnas correspondientes de A constituyen la matriz base B. En ese vértice, un desplaza-
miento de tamafio Ab modifica el costo minimo por y*Ab. La solucién dual y"* propor-
ciona la razon de cambio del costo minimo (su derivada) respecto a cambios en b. Las
componentes de y" son los precios imaginarios. Si ¢l requerimiento para una vitamina su-
be por A y €l precio del farmacéutico es y7, entonces el costo de la dieta (del farmacéutico
o del tendero) sube por yA. En el caso en que y; es cero, esa vitamina es un producto Ii-
bre v el pequefio cambio no tiene ningtin efecto. La dieta ya contenia mds que b,.

Ahora se plantea una pregunta diferente. Suponga que se insiste en que la dieta con-
tenga una pequefia cantidad digerible de huevo. La condicién Xpuevo = 0 cambia a Xpuevo =
8. ;Cémo modifica esto al costo?

Si en la dieta x" hubiera huevo, no habria ningin cambio. Pero si Xihewo = Os habri un
costo extra por agregar la cantidad 8. El incremento no serd en todo el precio cpyevols ¥2
que es posible reducirlo de los otros alimentos. El costo reducido de los huevos es su pro-
pio precio, menos el precio que se paga por el equivalente en alimentos mds baratos. Para
calcularlo, se regresa a la ecuacién (2) de la seccién 8.2:

Cosio = (¢ — cp B N)ay + cgB7Yb =ray + csB'b.

Si el huevo es la primera variable libre, entonces el incremento de la primera componente
de x, a & aumenta el costo por r,8. El verdadero costo del huevo es 1y. Este es el cambio
en el costo de la dieta cuando la cota inferior cero (restriccién de no negatividad) se mue-
ve hacia arriba. Se sabe que r > 0, y la economia indica lo mismo: el costo reducido de los
huevos no puede ser negativo, o habrian entrado a la dieta.
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El método simplex se mueve a lo largo de los vértices del conji’xytgﬂfactible para llegar fi-
galmente al vértice 6ptimo x”. Los métodos de puntos interiores empiezan z%entro del con-
junto factible (donde todas las restricciones son desigualdades). Estos métodos esperan
moverse directamente a x* (y también encontrar y*). Una vez que estdn muy préximos a la
respuesta, se detienen.

Una forma de permanecer dentro es colocando una barrera en la frontera. Agregar un
costo extra en la forma de un logaritino que se infla cuando cualquier variable x o cualquier
variable floja w = Ax — b toca cero. El niimero 6 es un pequeflo pardmetro a escoger:

3

Problema con barrera P (§)  Minimizar cx — 6 Z Inx; + Z In w) ®
1 1

Este costo es no lineal (aungue la programacion lineal de hecho ya no es lineal, a partir de
las desigualdades). La notacién es mds simple si el vector largo (x, w) vuelve a identificar-
se como x v [A —1] se vuelve a identificar como A. Ahora, las restricciones originales son
x> 0y Ax = b. La suma de In x; en la barrera pasa ahora am -+ n.

' Las restricciones duales son yA < ¢. (Cuando se tiene Ax = b en el original no se re-
quiere y > 0). La variable floja es s = ¢ — yA, con s = 0. ;Cudles son las condiciones de
Kuhn-Tucker para que x v v sean las x" y ¥ 6ptimas? Junto con las restricciones se requie-
re dualidad: cx” = y*b.

Incluyendo la barrera se obtiene un problema aproximado P(6). Para sus condiciones
de Kuhn-Tucker de optimalidad, la derivada de In x; proporciona 1 / X;. Si a partir de estos
niimeros positivos x; se crea una matriz diagonal X, y se usae = [1 ... 1] para el renglén
vector de n + m unos, entonces la optimalidad en P (6) es como sigue:

Qriginal (vectores columna) Ax =5b con x>0 (9a)
Dual (vectores renglén) YA +0eX 7 =¢ (9b)

Cuando & — 0, es de esperar que las x y y éptimas tiendan a x” y ¥ para el problema ori-
ginal sin barrera, y que eX ™' permanezca no negativo. El plan es resolver las ecuaciones
(9a y 9b) con barreras cada vez mds pequefias, dadas por el tamaifio de 6.

En realidad, estas ecuaciones no lineales se resuelven aproximadamente con el méto-
do de Newton (lo cual significa que son linealizadas). El término no lineal es s = feX 1.
Para evitar 1/x,, lo anterior se vuelve a escribir como sX = Be. Al crear la matriz diagonal
S a partir de s, ésta es eSX = Oe. Si e, y, ¢, ¥ 5 se cambian a vectores columna, y se traspo-
ne, ahora la optimalidad consta de tres partes:

Original Ax =b, x > 0. (10a)
Dual ATy +5 =c. (10b)
No lineal XSe —Be = 0. (10¢)

El método de Newton requiere un paso Ax, Ay, As, a partir de las x, y, s, actuales. (Es-
tas resuelven las ecuaciones (10a) y (105), pero no la (10¢).) Al ignorar el término de se-
gundo orden AXASe, jlas correcciones provienen de ecuaciones lineales!

AAx =0 (1la)
Paso de Newton ATAy + As = Q. (115
SAx + X As = e — X Se. (11lo)
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Las notas de Robert Freund para su curso en el MIT afianzan la razén de convergencia
(cuadrética) v la complejidad computacional de este algoritmo. Sin importar las dimensio-
nes m y n, la brecha de dualidad sx suele estar abajo de 1072 luego de entre 20 a 80 pasos
de Newton. Este algoritmo se utiliza casi “como es” en software comercial de punto inte-
rior, asf como para una amplia variedad de problemas de optimizacién no lineal.

Teoria de las desigualdades

La dualidad puede estudiarse en mds de una forma. Rdpidamente se demostré yb < cx, y
luego se aplics el método simplex para obtener la igualdad. Esta es una prueba construc-
tiva; x" y y* se calculan en realidad. A continuacién se aborda brevemente un método dife-
rente, en el que se omite el algoritmo simplex, y se analiza mds directamente la geometria.
Considero que los conceptos clave son igualmente claros (de hecho, quizd més claros) si
se omiten algunos detalles.

La mejor ilustracién de este método se encuentra en el Teorema Fundamental del Al-
gebra Lineal. El problema en el capitulo 2 consistia en encontrar b en el espacio columna
de A. Después de la eliminacién y los cuatro subespacios, la cuestién de resolubilidad fue
respondida en una forma completamente distinta por el problema 11 en la seccién 3.1:

Este es el teorema de la alternativa, porque encontrar tanto a x como a y es imposible: si
Ax = b entonces yAx = yb 3 0, lo cual contradice a yAx = Ox = 0. En el lenguaje de los
subespacios, b est4 en el espacio columna, o tiene una componente adherida en ¢l espacio
nulo izquierdo. Esta componente es la y que se busca.

Para desigualdades, se desea encontrar un teorema que sea exactamente del mismo
tipo. Se empieza con el mismo sistema Ax = b, pero se agrega la restriccién x > 0. ;Cudn-
do existe una solucidn nonegativa de Ax = b?

En el capitulo 2, b estaba en cualquier parte del espacio columna. Ahora sélo se per-
miten combinaciones nonegativas, y las bs ya no llenan un subespacio. En vez de lo ante-
rior, ocupan una regién en forma de cono. Para n columnas en R”, el cono se convierte en
una pirdmide de extremo abierto. En la figura 8.4 se muestran cuatro vectores en R%L v A
es de 2 por 4. Si b est4 en este cono, existe una solucidén nonegativa de Ax = b; en caso
contrario, no.

P

plano de
separacion

b\

columna 1
columna 2

columna 4 columna 3

del cono

Figura 8.4 Cono de las combinaciones nonegativas de las columnas: b = Ax con x > 0.
Cuando b est4 fuera del cono, estd separado por un hiperplano (perpendicular a y).

Ejemplo 1
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i Cudl es la alternativa si b estd fuera del cono? En la figura 8.4 también se muestra
un “hiperplano de separacién” que tiene, al vector b en un lado y a todo el cono en el otro
lado. El plano consta de todos los vectores perpendiculares a un vector fijo y. El d4ngulo en-
tre y y b es mayor que 90°, por lo que yb < 0. El dngulo entre y y toda columna de A es me-
nor que 90°, de modo que yA = 0. Esta es la alternativa que se buscaba. Este teorema del
hiperplano de separacion es fundamental para la economia matemdtica.

Las combinaciones nonegativas de las columnas de A = I llenan el cuadrante positivo
b = 0. Para cualquier otra b, la alternativa debe cumplirse para alguna y:

No estd en

. 2 .
el cono Sib= [~3} , entonces y = [0 l]proporcwna yI = 0 pero yb = =3,

El eje x, perpendicular a y = [0 1], separa b del cono = cuadrante.

A continuacién se presenta un par de alternativas curiosas. Es imposible que un subes-
pacio § y su complemento ortogonal S contengan vectores positivos. El producto interno
debe ser positivo, no cero. Sin embargo, § podria ser el eje x y S podrfa ser el eje y, en cu-
yo caso contienen a los vectores “semipeositivos” [1 0] y [0 1]. Esta alternativa ligeramen-
te més débil funciona: Ya sea que S contiene un vector positivo x > 0, o que S+ contiene
un'y > 0 diferente de cero. Cuando § y §* son rectas perpendiculares en el plano, una o la
otra deben estar en el primer cuadrante. No puedo ver claramente esto en tres o cuatro di-
mensiones.

Para la programacion lineal, las alternativas importantes provienen cuando las restric-
ciones son desigualdades. ;Cudndo ocurre que el conjunto factible es vacio (no x)?

Demostracion Las variables flojas w = Ax — b cambian a Ax > b en una ecuacién. Se apli-
ca 8L

Primera alternativa (A4 —I] [j‘j = b para algin Lﬂ = 0.

Segunda alternativa y [A ~{ ] > [O 0] paraalgunaycon yb < 0. B

Este es el resultado que conduce a una “demostracién no constructiva” del teorema de dua-
lidad.

Conjunto de problemas 8.3

1. ;Cudl es el dual del siguiente problema: Minimizar x; + x,, sujetoa x; > 0, x > 0,
2x; > 4,x, +3x; > 117 Encuentre la solucién de este problema y su dual, y com-
pruebe que el minimo es igual al médximo.

2. (Cudl es el dual del siguiente problema: Maximizar y,, sujeto a y; > 0, y, = 0,
y1 + y» < 3?7 Resuelva este problema y su dual.

3. Suponga que A es la matriz identidad (de modo que m = n), y que los vectores b y ¢
son nonegativos. Explique por qué x* = b es éptimo en el problema del minimo, en-
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=

10.

11.

12.

13.

14.

15,

cuentre ¥ en el problema del méximo, y compruebe que los dos valores son iguales.
Si la primera componente de b es negativa, jcudles son x” y y"?

Construya un ejemplo de 1 por 1 donde Ax > b, x > 0 es no factible, y el problema
dual no esté acotado.

Empezando con lamatrizde 2por2 4 = {é _?] , escoja b y ¢ de modo que los dos
conjuntos factibles Ax > b,x >0 v yA < ¢, y = 0 sean vacios.

Si todos los elementos de A, b, y ¢ son positivos, demuestre que tanto el original co-
mo el dual son factibles.

Demuestre que x = (1, 1, 1, O) y y = (1, 1, 0, 1) son factibles en el original y en €l
dual, con

et e (DO

0
1
1
0

O b O e
i ek () CD
[
o
Il
0 ot psd ok

Luego, después de calcular cx y yb, explique cémo se sabe que son Sptimos.

. Verifique que los vectores en el gjercicio previo satisfacen las condiciones de flojedad

complementarias en la ecuacién (2), y encuentre la desigualdad floja tanto en el origi-
nal como en el dual.

Suponga que A = B ?], b= [M}} y ¢ = m Encuentre las x y y optimas, y
compruebe las condiciones de flojedad complementarias (as{ como yb = cx).

Si el problema original se restringe por ecuaciones en vez de por desigualdades —Mi-
nimizar cx sujeto a Ax = b y x > 0— luego, el requerimiento y > 0 se deja fuera del
dual: Maximizar yb sujeto a yA < ¢. Demuestre que la desigualdad unilateral yb < cx
sigue cumpliéndose. ;Por qué en la ecuacién (1) se requerfa y > 0 pero aqui no es ne-
cesario? Esta dualidad débil puede completarse para dualidad total.

a) Sin utilizar el método simplex, minimice el costo 5x; + 3x; + 4x3, Sujeto a
x1+xp+x3 > 1, x20,x>0,x > 0.

b) ;Cua4l es la forma del conjunto factible?

¢) (Cudl es el problema dual, y cudl es su solucién y?

Si el problema original tiene una solucién tnica x*, y luego ¢ se modifica ligeramen-
te, explique por qué x" sigue siendo la solucién Sptima.

Escriba el dual del siguiente problema: Maximizar x; + x, + xssujetoa 2x, +x; <4,
x3 < 6. (Cudles son las x" y y* 6ptimas (jen caso de existir!)?
SiA= [é }} , describa el cono de combinaciones nonegativas de las columnas. Si b

estd dentro del cono, por egjemplo b = (3, 2), ;cudl es el vector factible x? Si b est4 fue-
ra, por gjemplo b = (0, 1), ;qué vector y sigue satisfaciendo la alternativa?

En tres dimensiones, ;es posible encontrar un conjunto de seis vectores cuyo cono de
combinaciones nonegativas llene todo el espacio? ;Qué puede decir sobre cuatro vec-
tores?
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16. Use 8H para demostrar que la siguiente ecuacion no tiene solucién, ya que la alterna-

tiva se cumple:
2 27 _ 1
4 4|7 -
17. Use 81 para demostrar que no hay solucién x > 0 (la alternativa se cumple):
1 3 -5 _ 12
1 -4 =7]77 3]

18. Demuestre que las alternativas en 8] (Ax = 5, x > 0, yA > 0, y6 < 0,y < 0) no
pueden cumplirse. Sugerencia: yAx.

8.4 MODELOS DE REDES

Algunos problemas lineales tienen una estructura que llega muy répido a su solucién. Las
matrices de banda tienen elementos diferentes de cero cerca de la diagonal principal, y es
facil resolver Ax = b. En programacién lineal, se tiene interés en la clase especial para la
cual A es una matriz de incidencia. Sus elementos son —1 o +1, o (en su mayoria) cero,
v los pasos de pivoteo sélo implican sumas y restas. Es posible resolver problemas mucho
més grandes que los de costumbre.

Las redes se presentan en todo tipo de aplicaciones. La circulacién en un crucero sa-
tisface las leyes de la corriente de Kirchhoff: el flujo que entra es igual al flujo que sale.
Para gas y petréleo, la programacién de redes ha disefiado sisternas de conduccién que son
millones de délares més baratos que los disefios intuitivos (no optimizados). jLa programa-
cidén de pilotos, tripulaciones y aviones se ha convertido en un problema importante en
matemadticas aplicadas! Incluso se resuelve el problema del matrimonio: maximizar el ni-
mero de matrimonios cuando las novias estdn vetadas. Este problema puede no ser real, pe-
10 es uno que resuelve la programacién de redes.

El problema en la figura 8.5 consiste en maximizar el flujo de la fuente al sumidero.
Los flujos no pueden exceder las capacidades indicadas en las aristas, y las direcciones pro-
porcionadas por las flechas no pueden invertirse. El flujo sobre las dos aristas hacia el su-
midero no puede exceder 6 + 1 = 7. ¢ Es posible alcanzar este total de 77 ;Cudl es el flujo
mdximo de izquierda a derecha?

Las incégnitas son los flujos x; del nodo  al nodo j. Las restricciones de capacidad son
x;; =< ¢y Los flujos son nonegativos: x; > 0 en direccion de las flechas. Al maximizar el flu-
jo de regreso xg, (la recta punteada), se maximiza el flujo total hacia el sumidero.

capacz’dad\\
de corte
fuente 243410 surnidero

4
Figura 8.5 Red con 6 nodos con aristas de capacidad: ¢l problema del flujo méximo.
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Atin se escuchar hablar de otra restriccion. Se trata de la “ley de conservacion’ el flu-
Jjo que entra en cada nodo es igual al flujo que sale de cada nodo. Esta es 1a ley de la co-
rriente de Kirchhoff:

Ley de la corriente inj —-Zx,-k =0 para j=12,..., 6. )
i k

Los flujos x;; entran al nodo j provenientes de nodos previos i. Los flujos x salen del no-
do j a nodos posteriores k. El balance de la ecuaci6n (1) puede escribirse como Ax = 0,
donde A es una matriz de incidencia nodo-arista (la traspuesta de la seccién 2.5). A tiene
una flecha por cada nodo y una columna +1, —1 para cada arista:

1 1 -1 nodo 1

-1 1 1 2

- 3

Matrizde A= L 1 _ ; ! 1 4
incidencia 1 -1 1 5
-1 -1 1 6

arista 12 13 24 25 34 35 46 56 61

Flujo maximo Maximizar x¢ sujetoa Ax =0 ¥y 0< x5 < €5

Un flujo de 2 puede iren la trayectoria 1-2-4-6-1. Un flujo de 3 puede ir 2 lo largo de 1-3-
4-6-1. Un flujo adicional de 1 puede seguir la trayectoria maés corta 1-3-5-6-1. El total es
6, y nada mds es posible. ;C6mo se demuestra que el flujo maximal es 6yno7?

El método al tanteo es convincente, pero las matematicas son concluyentes: La clave
es encontrar un corte en la red, a través del cual todas las capacidades se llenen. Este cor-
te separa los nodos 5 y 6 de los demés nodos. Las aristas que van directamente a través del
corte tienen una capacidad total de 2 + 3 + 1 = 6, jy nada més puede cruzar! La dualidad
débil establece que cada corte constituye una cota para el flujo total, y la dualidad total es-
tablece que el corte de menor capacidad (el corte minimal) se ltena por el flujo maximal.

Teorema del flujo mdx-cort mm
el-cort

Un “corte” separa los nodos en dos grupos §y T (fuente en Sy sumidero en T). Su capa-
cidad es la suma de las capacidades de todas las aristas que cruzan desde el corte (deSa
T). Varios cortes podrian tener la misma capacidad. Ciertamente, el flujo total nunca pue-
de ser mayor que la capacidad total a través del corte minimal. El problema, aqui y en to-
do lo que concierne a la dualidad, es demostrar que la igualdad se alcanza gracias al flujo
y el corte idoneos.

Demeostracién de que flujo mdx = corte min Suponga que un flujo es maximal. Algu-
nos nodos atin podrfan alcanzarse desde la fuente mediante flujo adicional, sin exceder nin-
guna de las capacidades. Estos nodos van con la fuente hacia el conjunto S. El sumidero
debe estar en el conjunto restante 7, o bien, ;hubieran recibido mds flujo! Cada arista a tra-
vés del corte debe llenarse, o flujo adicional podria avanzar més lejos hacia el nodo en 7.
Asf, el flujo maximal llena este corte a su capacidad y se ha alcanzado Ia igualdad. =
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Lf) anterior sugiere una forma de construir el flujo maximal: Comprobar si alguna tr
yectoria posee una capacidad no utilizada. En caso de encontrar una, agregar ﬂu'ogz lo & .
g0 d.e la “trayectoria aumentada”. Luego, calcular las capacidades restantes y dgacidir siag
sumidero estd cortado respecto a la fuente o si es posible afiadir flujo adicional. Si cada no
do en S se identifica con el nodo previo del que pudo provenir el flujo. entoncés es osibI;
realizar un rastreo para encontrar la trayectoria del flujo adicional. , F

El problema del matrimonio

Suponga que hay cuatro mujeres y cuatro hombres. Algunas de estas 16 parejas son com-
patibles y otras no. ;Cudndo es posible encontrar un emparejamiento completo, en la que
t(?dos estén casados? Si el dlgebra lineal es capaz de trabajar en el espacio de dim:ansién 20
ciertamente puede manejar el problema trivial del matrimonio. ,

Hay dos formas de presentar el problema: en una matriz o en una gréfica. La matriz
con’tle’ne a; = 0 si la i-ésima mujer y el j-6simo hombre no son compatibles, y a; = 1 si
estzfn intentando ser compatibles. Asfi, el renglén i proporciona las opciones Zie Iayi-ésima
mujer, v la columna j corresponde al j-€simo hombre:

1 0 0 0O
. . 1 11 0 .
Matriz de compatibilidad A= 00 0 1 tiene 6 pares compatibles
1

La gréfica de la izquierda en la figura 8.6 muestra dos matrimonios posibles. Ignorando la
fuente s y el sumidero ¢, tiene cuatro mujeres en la izquierda y cuatro hombres en la dere-
cha. Las aristas corresponden a los 1s en la matriz, y las capacidades son 1 matrimonio
Entre la p’n'mera mujer y el cuarto hombre no hay aristas, ya que la matriz tiene a,, = 0. '

Podria parecer que no es posible alcanzar el nodo M, por més flujo, jpero éste no es
el caso! El flujo adicional a la derecha va de regreso para cancelar un matrimonio existen-
te. Este flujo adicional realiza tres matrimonios, lo que es maximal. El corte minimal lo cru-
zan 3 aristas.

Un empe}re_]:jxmiento completo {en caso de ser posible) es un conjunto que tiene cuatro
1s en la matriz. Estos pueden provenir de cuatro renglones distintos y cuatro columnas di-
ferentes, ya que no se permite la bigamia. Es como encontrar una matriz de permutacion
d'entr.o de los elementos de A diferentes de cero. En la gréfica, esto significa cuatro aristas
sin n.mgfin nodo en comdn. El flujo maximal es menor que 4 exactamente cuando un em-
parejamiento completo es imposible.

capacidad
de cortg -

1 1

Figura 8.6 Dos matrimonios a la izquierda, tres (m#ximo) a la derecha. El tercero es crea-
do agregando dos nuevos matrimonios y un divorcio (flujo hacia atrés).
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En nuestro ejemplo, el flujo maximal es 3, no 4. Se permiten los matrimonios 1-1, 2-2,
4-4 (as{ como varios otros conjuntos de tres matrimonios), aunque no hay forma de lograr
cuatro. El corte minimal a la derecha separa a las dos mujeres en el fondo de los tres hom-
bres en la parte superior. Las dos mujeres sélo tienen un hombre restante para elegir, lo cual
no es suficiente. La capacidad a través del corte es sélo de 3.

Siempre gue hay un subconjunto de k mujeres gue deben decidir entre un conjun-
to menor que k hombres, un emparejamiento completo es imposible.

| Hall

La prueba es decisiva. La misma imposibilidad puede plantearse en varias formas:

1. (Paraajedrez) Resultaimposible poner cuatro peones en escagques que tienen 1s en
A, de modo que bajo enroque no es posible, puede comer a cualquier otro enroque.

2. (Para matrices de matrimonio) Los 1s en la matriz pueden cubrirse con tres lineas
horizontales o verticales. Esto es igual al niimero de matrimonios.

3. (Para algebra lineal) Toda matriz con los mismos ceros que A es singular.

Recuerde que el determinante es una suma de 4! = 24 términos. En cada término se utili-
zan los cuatro renglones y columnas. Los ceros en A hacen cero a todos los 24 términos.

iUn bloque de ceros impide un emparejamiento completo! La submatriz de 2 por 3 en
los renglones 3 y 4 y en las columnas 1, 2, 3 de A es completamente cero. La regla gene-
ral para una matriz de n por n es que un bloque p por g de ceros impide un emparejamien-
to sip + g > n. Aqui las mujeres 3, 4 sélo podrian casarse con 4 hombres. Si p mujeres
pueden casarte conn — gy p = n — g hombres (lo cual es igual al blogue cero conp +
g > n), de modo que un emparejarmiento completo es imposible.

El problema matemdtico es demostrar lo siguiente: si @ todo conjunto de p mujeres ie
agrada por lo menos p hombres, un emparejamiento completo es imposible. Esta es la
condicion de Hall. Ningtin bloque de ceros es demasiado grande. Cada mujer debe agra-
darle por lo menos a un hombre; dadas dos mujeres, una de ellas debe agradarle por lo me-
nos a dos hombres, y as{ sucesivamente, hasta p = #.

.
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La demostracitn es mds sencilla si las capacidades son », en vez de 1, sobre todas las
aristas a través de la parte de en medio. Las capacidades que salen de la fuente y se dirigen
hacia el sumidero siguen siendo 1. Si el flujo maximal es n, entonces las aristas que van de
la fuente al sumidero estén llenas, y el flujo produce » matrimonios. Cuando un empareja-
miento completo es imposible y el flujo méximo estd por abajo de »n, algdn corte debe ser
responsable.

Ese corte mantiene a la capacidad por abajo de n, de modo que las aristas de en me-
dio la cruzan. Suponga que p nodos a la izquierda y » nodos a la derecha estén en ¢l con-
junto S con la fuente. La capacidad a través de ese corte estd a n — p de la fuente a las
mujeres restantes, y a r de estos hombres al sumidero. Debido a que la capacidad de corte
estd por debajo de n, las p mujeres s6lo agradan a los r hombres y a ningin otro. Sin em-
bargo, la capacidad n — p + r estd por abajo de n exactamente cuando p > r, v la condi-
cién de Hall fracasa.

Arboles generadores y el algoritmo avare

Uno de los modelos fundamentales de redes es el problema de la ruta minima, donde las
aristas tienen longitudes en vez de capacidades. Se busca la ruta mds corta de la fuente al
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sumidero. Si las aristas son lineas telefénicas y las longitdes son tiempos de retraso, se es-
t4 encontrando la ruta m4s rdpida para una llamada. Si los nodos son computadoras, se
estd buscando el protocolo perfecto para pasar el mensaje.

Un problema estrechamente relacionado encuentra el drbol generador mds corto: un
conjunto de n — 1 aristas que unen todos los nodos de la red. En vez de ir répidamente de
una fuente a un sumidero, ahora se estd minimizando el costo de conectar todos los nodos.
No hay ciclos porque el costo de cerrar un ciclo es innecesario. Un drbol generador conec-
ta los nodos sin ciclos, y se desea encontrar el mds corto. A continuacién se presenta un al-
goritmo posible:

1. Se empieza en cualquier nodo sy se repite el paso siguiente:
Sumar la arista mds corta que une el drbol actual a un nuevo nodo.

En la figura 8.7, las longitudes de las aristas se observan en el orden 1, 2, 7, 4, 3, 6. Bl wl-
timo paso omite la arista de longitud 5, que cierra un ciclo. La longitud total es 23, pero,
(es minimo? La arista de longitud 7 se acepté muy facil, y el segundo algoritmo propor-
ciona una longitud més larga.

T isiguiente?®
T8 :3 [siguiente? 2
®

Figura 8.7 Red y 4drbol generador més corto de longitud 23.

2. Aceptar las aristas en orden creciente de longitud, rechazando las aristas que comple-
tan un ciclo.

‘Ahora las aristas se presentan en el orden 1, 2, 3, 4, 6 (rechazando 5 de nuevo), y 7.
Son las mismas aristas, aunque esto no ocurre siempre. Su longitud total es la misma, lo
cual ocurre siempre. El problema del drbol generador es excepcional, porque puede re-
solverse en un paso.

En el lenguaje de la programacion lineal, primero se estd encontrando el vértice Gpti-
mo. El problema del 4rbol generador se resuelve como en la sustitucién hacia atrds, sin pa-
sos falsos. Este método general se denomina algoritmo avare. A continuacion se presenta
otra idea codiciosa:

3. Construir drboles a partir de todos los n nodos, repitiendo el paso siguiente:
Seleccionar cualquier drbol y sumar la arista de longitud minima que sale de ese drbol.

Los pasos dependen del orden de seleccién de los drboles. Para permanecer en el mismo
érbol es el algoritmo 1. Tomar las longitudes en orden es el algoritmo 2. Barrer a través de
todos los drboles a la vez es un nuevo algoritmo. Se oye muy fécil, pero para un gran pro-
blema la estructura de los datos se vuelve critica. Con mil nodos, podria haber cerca de un
millon de aristas, y no es recomendable repasar esta lista mil veces.

Modelos de redes adicionales

Los siguientes problemas estdn relacionados para hacer coincidir y son casi tan féciles:

1. Elproblema de la asignacion éptima: a; mide el valor del aspiranie i al puesto j. Asig-
nar puestos para maximizar el valor total —la surma de los a; sobre los puestos asig-
nados. (Si todos los a; son O o |, este es el problema del matrimonio.)
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2.

El problema de transporte: Dados suministros en n puntos y demandas en n merca-
dos, escoger embarques x; de los proveedores a los mercados que minimicen el costo
total 5~ Cy;x;;. (Sitodos los suministros y las demandas son 1, este es el problema de
la asignacién Sptima: enviar una persona a cada puesto.)

Flujo de costo minimo: Ahora las rutas tienen capacidades ¢y, asi como costos Cj,
mezclando el problema de flujo médximo con el problema de transporte. ;Cudl es el
flujo més barato, sujeto a restricciones de capacidad?

Una parte fascinante de este tema es el desarrollo de algoritmos. En vez de una demos-

tracién teérica de la dualidad, se usa primera biisqueda de amplitud o primera bisqueda
de profundidad para encontrar la asignacién ptima o el flujo mds barato. Es como el mé-
todo simplex, ya que empieza con un flujo factible (un vértice) y suma un nuevo flujo (el
desplazamiento hacia el siguiente vértice). Los algoritmos son especiales porque los pro-
blemas de redes implican matrices de incidencia.

La técnica de programacion dindmica se apoya en un concepto simple: Si una ruta de

una fuente a un sumidero es dptima, entonces cada parte de la ruta debe ser optima. La
solucién es construir hacia atrds a partir del sumidero, en un proceso de decisién de etapas
miltiples. En cada etapa, la distancia al sumidero es el minimo de una nueva distancia més
una distancia anterior:

Ecuacion de Bellman

distancia x-f = minimo sobre y de (distancias x-y + y-f).

Me hubiese gustado tener mds espacio sobre redes. Son simples y hermosas.

Conjunto de problemas 8.4

1.

2.

En la figura 8.5, sume 3 a cada capacidad. Por inspeccidn, encuentre el flujo méximo
y el corte minimo.

Encuentre un flujo méximo y el corte minimo para la siguiente red:

Si es posible incrementar la capacidad de cualquier tubo en la red de la figura anterior,
;qué cambio provocaria el mayor incremento en el flujo méximo?

Trace una red de cinco nodos con capacidad |i — j| entre el nodo i y el nodo j. Encuen-
tre el méximo flujo posible del nodo 1 al nodo 4.

En una gréfica, el ndmero méximo de rutas de s a ¢ sin aristas comunes es igual al nd-
mero minimo de aristas cuya eliminacién desconecta s de ¢. Relacione esto con ¢l teo-
rema del flujo méximo-corte minimo.

16.

1.

12.

13.

14.

1s.

16.
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Encuentre un conjunto méximo de matrimonios (un emparejamiento completo, de ser
posible) para

0 0 1 0 0 1 1.6 00
11 0 1 1 0 1 061 0
A=10 1 1 0 1 y B=j{0 01 0 1
0 0 1 1 0 11100
6 6 610 1 0 0 00

Trace la red para B, con lineas més gruesas en las aristas de los emparejamientos.

Para la matriz A del problema 6, ;qué renglones violan la condicién de Hall al tener
todos sus 1s en muy pocas columnas? ; Qué submatriz de ceros de p por g cumple p +
g > n?

(Cudntas rectas (horizontales y verticales) se requieren para cubrir todos los unos en
la matriz A del problema 67 Para cualquier matriz, explique por qué la dualidad débil
es cierta: si k matrimonios son posibles, entonces se requieren por lo menos k rectas
para cubrir todos los 1s.

a) Suponga que cada renglén y cada columna contienen exactamenten dos 1s. De-
muestre que un emparejamiento completo es posible. (Demuestre que no es posi-
ble cubrir los 1s con menos de » rectas.)

b) Encuentre un ¢jemplo con dos o mds 1s en cada renglén y cada columna, para el
cual un emparejamiento completo es imposible.

Si una matriz de 7 por 7 tiene 15 1s, demuestre que permite por 1o menos tres matri-
monios.

Para conjuntos infinitos, un emparejamiento completo puede ser imposible incluso si
se cumple la condicién de Hall. Si todo el primer rengién es de 1s y entonces cada
a;—-; = 1, demuestre que p renglones cualesquiera contienen 1s en por lo menos p co-
lumnas; y ni as{ se tiene un emparejamiento completo.

Si la figura 8.5 muestra longitudes en vez de capacidades, encuentre la ruta mds corta
de s a t, y un drbol generador minimo.

Aplique los algoritmos 1 y 2 para encontrar un drbol generador minimo para la red del
problema 2.

a) ;Por qué el algoritmo avaro es vélido para el problema del 4rbol generador?
b) Demuestre con un ejemplo que el algoritmo avaro podria fracasar en encontrar la
ruta més corta de s a t, empezando con la arista més corta.

Si A es la matriz de 5 por 5 con 1s justo arriba y abajo de la diagonal principal, en-
cuentre

a) Un conjunto de renglones con 1s en muy pocas columnas.
by Un conjunto de columnas con 1s en muy pocos renglones.
¢) Una submatriz de ceros de p porgconp + g > 5.

d) Cuatro rectas que cubran a todos los 1s.

El problema de flujo méximo tiene variables flojas wy = c; — x;; para la diferencia en-
tre capacidades y flujos. Formule el problema de 1a figura 8.5 como un programa lineal.
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8.5 TEORIA DE JUEGOS

La mejor manera de explicar un juego de suma-cero de dos personas es mediante un gjem-
plo. Hay dos jugadores X y ¥, v las teglas son las mismas en cada turno:

Si X hace lo mismo cada vez, ¥ lo imitard y ganard. De manera semejante, ¥ no puede
adherirse a una sola estrategia, o X hard lo contrario. Ambos jugadores deben usar una es-
trategia mezclada, y la eleccién en cada turno debe ser independiente de los turnos pre-
vios. Si hay algtin patrén histérico, el oponente puede aprovecharlo. Incluso la estrategia
“quedarse con la misma opcién hasta perder” es evidentemente fatal. Luego de suficien-
tes juegos, el oponente debe saber exactamente qué esperar.

En una estrategia mezclada, X puede poner una mano con una frecuencia x, y ambas
manos con frecuencia x, = 1 — x;. En cada turno, esta decisién es aleatoria. De manera se-
mejante, ¥ puede escoger probabilidades y, y y, = 1 — y,. Ninguna de estas probabilida-
des debe ser O 0 1; en caso contrario, ¢l oponente ajusta su estrategia y gana. Si son iguales
a 3, Y perderfa $20 muy a menudo. (Podrfa perder $20 la cuarta parte del tiempo, $10 otra
cuarta parte del tiempo, y ganar $10 la mitad del tlempo, lo cual supone una pérdida me-
dia de $2.50. Esto es mas de lo necesario.) Pero mientras ¥ se mueve mas hacia una estra-
tegia pura de dos manos, mas se moverd X hacia una mano.

El problema fundamental es encontrar las mejores estrategias mezcladas. | X puede
escoger probabilidades x, y x, que presenten a Y sin razén para moverse en su propia es-
trategia (y viceversa)? Entonces el pago medio habrd alcanzado un punto silla: es maximo
en tanto X esté preocupado, y es minimo en tanto ¥ esté preocupado. Encontrar este punto
silla es resolver el juego.

X combina las dos columnas con pesos x; y 1 — x, para producir una nueva columna
“mezclada”. Los pesos 2 y £ deben producir esta columna:

Columna mezclada 3 -10) 20 200 _42)
51 10 5 |—10 2

Contra esta estrategia mezclada, ¥ siempre pierde $2. {Esto no significa que todas las
estrategias son 6ptimas para ¥! Si ¥ es flojo y se queda con una mano, X cambiard y em-
pezard a ganar $20. Luego Y cambiard, y luego también lo hard X. Finalmente, como se
supone que ambos son inteligentes, se quedardn en estrategias mezcladas Sptimas. ¥ com-
binar4 los renglones con los pesos y; y 1 — y;, tratando de producir un nuevo renglén que
sea lo mds pequefio posible:

Renglén mezclado y, [ —10 20] + (1 —y) [10 —10] = [10 —20y, —10+ 30y, ].

La mezcla correcta hace iguales a las dos componentes, en y; = % Luego, hace iguales a
2 a ambas componentes; el renglén mezclado se vuelve {2 2]. Con esta estrategia ¥ rno
puede perder mds de $2.

Ejemplo 1
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Y ha minimizado la pérdida maxima, y este minimax coincide con el maximin encontrado
por X. El valor del juego es minimax = maximin = $2.

iL.a mezcla 6ptima de renglones puede no siempre tener elementos iguales! Suponga
que a X se permite una tercera estrategia de mantener hasta tres manos para ganar $60 caan-
do ¥ pone una mano y $80 cuando Y pone hasta dos. La matriz de pagos se convierte en

A= ["10 20 60
10 —10 80]

X escogerd la estrategia de las tres manos (columna 3) cada vez, y ganaré por lo menos $60.
Al mismo tiempo, ¥ siempre escoge el primer renglén; la pérdida méxima es $60. Sigue
teniéndose maximin = minimax = $60, pero el punto silla est4 en el vértice.

En la mezcla 6ptima de renglones de s, que era puramente el renglén 1, $60 aparece
s6lo en la columna realmente utilizada por X. En la mezcla 6ptima de columnas de Xs, que
era la columna 3, $60 aparece en el rengl6n que entra en la mejor estrategia de Ys. Esta
regla corresponde exactamente a la condicidn floja complementaria de la programacién
lineal.

Juegos matriciales

El “juego matricial de m por n” mds general, es exactamente como nuestro ejemplo. X tie-
ne n posibles movimientos (columnas de 4). ¥ escoge de los m renglones. El elemento g,
estd en la matriz de pagos cuando X escoge la columna j y ¥ escoge el rengldn i. Un ele-
mento negativo significa un pago a Y. Este es un juego de suma-cero. Lo que pierde un ju-
gador lo gana el otro.

X es libre de escoger cualquier estrategia mezclada x = (x, . . ., x,,). Estos x; propor-
cionan las frecuencias para las n columnas, cuya suma es 1. En cada turno, X utiliza un me-
canismo aleatorio para producir la estrategia { con frecuencia x,. Y escoge un vector y =
V15 - -+ » Ym)» también con y; = 0y Ey; = 1, que proporciona las frecuencias para seleccio-
nar los renglones.

Una simple jugada del juego es aleatoria. En promedio, la combinacién de la colum-
na j para X y del renglén i para ¥ aparece con probabilidad x;y;. Cuando se presenta, el pa-
80 es ay;. Bl pago esperado para X a partir de esta combinacidnes 33 a;;x;y; = ydx:

X1

ayy a4y 0 dyp x
2

=apnxint ot QX Y,
= Pago medio.

yAx=[y1 }’m]
A1 Am2 " Gmn

Este es el pago yAx que X quiere maximizar y ¥ quiere minimizar.

Suponga que A es la matriz identidad de n por n, A = 1. El pago esperado se vuelve y[x =
X1y1+ - + x,¥,- X espera encontrar la misma opcidén que Y, ganar g; = $1. ¥ estd in-
tentando evadir a X, pagar a; = $0. Si X escoge cualquier columna m4s a menudo que otra,
Y puede escapar mis a menudo. La mezcla dptima es x* = (1/n,1/n,..., 1/0).
De igual manera, ¥ no puede preferir a ninglin renglén, va que la mezcla dptima es
y* = (1/n, 1/n,..., 1/n). La probabilidad de que ambos escojan la-estrategia i es (1/m)%,
y/la sumatoria sobte i es el pago esperado a X. El valor total del juego es n veces (1/n)%, o
i/n:
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Eiemplo 2

1 U/n

Un] 1 : =<;11-)2+-'-+<’—12->2=%.

i/n

y¥ax® = [Un

Cuando 7 crece, ¥ tiene mejores posibilidades de escapar. El valor 1 / n baja. ,

La matriz simétrica A = I no hizo justo el juego. Una matriz simétrica sesgada, A* =
—A, significa un juego completamente justo. Asf, una eleccién fie la estra.xtegia jporXei
por Y gana q; para X, y la eleccién dej por Ye i por X gana la misma cantidad para Y (por-
que a; = —ay). Las estrategias Gptimas x* y y~ deben ser las mismas, y el pzilgo esperado
debe ser y"Ax" = 0. El valor del juego, cuando AT = —A, es cero. Aunque adn es necesa-
rio encontrar la estrategia.

0 -1 -1
Juego justo A= 11 0 -1
1 1 0

En palabras, ambos X y ¥ escogen un ndmero entre 1 v 3. La eleccién més pequeiia gana
$1. (Si X escoge 2 y Y escoge 3, el pago es az; = $1; si escogen el mismo. ndmero, se es-
t4 en la diagonal y nadie gana.) Ningin jugador puede escoger una estrategia que implique
2 o 3. Las estrategias puras x° = y* = (1, 0, 0) son Gptimas: ambos jugadores escogen 1
cada vez. El valor es y'Ax" = a;; = 0.

La matriz que deja sin cambio a todas las decisiones tiene mn elementos iguales, por
ejemplo a. Esto significa simplemente que X gana una cantidad adicional cen cgda turno.
El valor del juego se incrementa por ¢, pero no hay razén para cambiarax yy .

El teorema minimax

Péngase en el lugar de X, quien escoge la estrategia mezcladax = (xg, .. ., x,,?. Y te@na—
r4 por reconocer esa estrategia y escogeré y para minimizar €l pago yAx. Un jugador inte-
ligente X elegird x* para maximizar este minimo:
X gana por lo menos min yAx® = méx myin yAx. H
y
El jugador Y hace lo contrario. Para cualquier estrategia elegida y, X maximizard yAx.
En consecuencia, Y escogerd la mezcla y* que minimiza este mdximo:
Y pierde no més de méx y*Ax = myin m;éx yAx. 2)
x
Espero que el lector se dé cuenta cudl serd el resultado clave, si es cierto. Se quiere que
la cantidad en la ecuacién (1) que se garantiza que X ganard sea igual a la cantidad en la
ecuacién (2) que Y debe estar satisfecho de perder. Asf se resolvera el juego: X puede ga-

nar sélo moviéndose a partir de x” y ¥ puede perder sélo moviéndose a partirde y~. La exis-
tencia de este punto silla fue demostrada por Von Neumann.
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En este punto silla, x” es por lo menos tan bueno como cualquier otro x (ya que y"Ax <
¥Ax"). Y el segundo jugador ¥ sélo puede pagar més si abandona y".

Asf como en la teoria de dualidad, maximin < minimax es fécil. En la ecuacién (1) se
combina la definicién de x", y en la ecuacién (2) se combina la definicién de y™:

méxmin yAx = min yAx™ < y*Ax* < méx y¥Ax = minmdx yAx. (5)
X y y X Yy X

Esto sélo afirma que si es posible garantizar que X gane por lo menos «, y que Y pierda no
mds de 3, entonces o < B. El logro de Von Neumann fue demostrar que & = 8. El teo-
rema minimax significa que la igualdad debe cumplirse en toda la ecuacién (5).

Para nosotros, lo extraordinario sobre la demostracién es que utiliza exactamente los
mismos procedimientos matemdticos que la teoria de la programacion lineal. X y Y desem-
pefian roles “duales”. Ambos escogen estrategias del “conjunto factible” de vectores de
probabilidad: x; = 0,3 x; =1,y > 0,5 y; = 1. Lo emocionante es que incluso Yon Neu-
mann 1o reconocié de inmediato ambas teorias como la misma. (Demostrd el minimax en
1928, la programacién lineal comenzé antes de 1947, y Gale, Kuhn, y Tucker publicaron
la primera demostracién de la dualidad en 1951, jcon base en notas de Von Neumann!) Es-
tamos invirtiendo la historia para deducir el teorema minimax a partir de la dualidad.

En breve, el teorema minimax puede demostrarse como sigue. Sean b el vector colum-
na de m 1s, y ¢ el vector renglén de n 1s. Estos programas lineales son duales:

minimizar cx, maximizar yb,

sujetoa Ax = b,x > 0 sujetoa yA <c,y > 0.

Para tener la certeza de que ambos problemas son factibles, a todos los elementos de A se
suma un gran nimero «. Esto no puede afectar las estrategias 6ptimas, ya que cada pago
asciende por «. Para la matriz resultante, que sigue denotandose por A4, y = 0 es factible en
el dual y cualquier x grande es factible en el original.

El teorema de dualidad de programacién lineal garantiza x”™ y y* éptimos con cx” =
y"b. Debido a los 1s que hay en b y en c, esto significa que 3" x* = 3" y* = §. La divi-
sién entre § cambia las sumas a 1, y las estrategias mezcladas resultantes x° /Sy y" /S son
Optimas. Para cualesquiera otras estrategias x y y,

Ax* > b implica yAx*>yb=1 y y*A<c implica y*Ax <cx = L.

La cuestién mas importante es que y*Ax < 1 < yAx™®. Al dividir entre S, esto indica que
el jugador X no puede ganar mds que 1/S contra la estrategia y*/S, y que el jugador X no
puede perder m4s que 1/S contra x*/S. Estas estrategias proporcionan maximin = mini-
max = 1/8S.
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Juegos verdaderos

Con esto se completa la teorfa, aunque queda una pregunta natural: ;Cudles juegos norma-
les son equivalentes a los *juegos matriciales”? El ajedrez, el bridge y el poquer, ;se ajus-
tan a la teoria de Von Neumann?

Considero que el ajedrez no se ajusta muy bien, por dos razones. Una estrategia para
las negras debe incluir una decisién de cémo contestar a la primera jugada de las blancas,
a la segunda jugada y asf sucesivamente hasta el final del juego. X y ¥ tienen millones de
estrategias puras. No veo mucho sobre el papel del azar. Si las blancas pueden encontrar
una estrategia ganadora, o si las negras pueden encontrar una estrategia inspirada -—ningu-
na de estas posibilidades se ha descubierto— eso podria efectivamente terminar el juego
del ajedrez. Puede jugarse como tic-tac-toe (gato), aunque la emocién se perderia.

El bridge contiene algo decepcionante, como en un impasse. Se considera como un jue-
go matricial, aunque de nuevo m y n son fantésticamente grandes. Quiz4 sea posible anali-
zar parte por separado del bridge para encontrar una estrategia éptima. Lo mismo es valido
para el béisbol, donde el pitcher y el bateador tratan de adivinar la eleccién del otro acerca
del lanzamiento. (O bien el cdtcher intenta adivinar cudndo el corredor se robard una base.
Una “bola” cada vez otorga al bateador “base por bolas”, de modo que debe haber una fre-
cuencia éptima —dependiendo del corredor en base y de la situacién.) De nuevo, una parte
del juego puede aislarse para su andlisis.

Por otro lado, el blackjack no es un juego matricial (en un casino) porque sigue reglas
fijas. Mi amigo Ed Thorp encontrd una estrategia ganadora mediante el conteo de cartas al-
tas, obligando a barajar mds y més naipes en Las Vegas. No habfa ningtin elemento de azar,
y tampoco ninguna estrategia x". El éxito editorial Bringing Down the House afirma c6mo
estudiantes del MIT ganaron bastante dinero (mientras no estaban haciendo sus deberes).

También estd el dilema del prisionero, en el que a dos cémplices se les ofrece por sepa-
rado el mismo trato: confiesa y eres libre, en el supuesto de que tu cémplice no confiese (asi,
el cémplice obtiene 10 afios de prisidn). Si ambos confiesan, cada uno es condenado a 6 afios
de cércel. Si ninguno confiesa, s6lo es posible probar un delito menor (2 afios de prision a
cada uno). ;Qué hacer? La tentacién por confesar es muy grande, aunque si pueden depen-
der mutuamente, saldrian libres. Este no es un juego de suma-cero: ambos pueden perder.

Un ejemplo de juego matricial es el péguer. La simulacidn o fingimiento (bluffing) es
esencial, y para que sea efectiva debe ser impredecible. (Si su oponente descubre un pa-
trén, usted estd perdido). Las probabilidades en pro y en contra de fingir dependen de las
cartas que estén a la vista, as{ como de las apuestas. De hecho, nuevamente el nimero de
alternativas hace impractico encontrar una estrategia absolutamente 6ptima x*. Un buen ju-
gador de péquer debe aproximarse bastante ax”, y ésta puede calcularse exactamente si se
acepta la siguiente simplificacién enorme del juego:

X recibe una jota o un rey, con igual probabilidad, y ¥ siempre recibe una reina. X puede
pasar y perder la apuesta de $1, o subir la apuesta por $2 adicionales. Si X apuesta, ¥ pue-
de pasar y perder $1, o pagar los $2 adicionales y averiguar si X est4 fingiendo. Luego, la
carta mds alta gana los $3 del oponente. Asi, ¥ tiene dos posibilidades, en reaccién a X
(quien tiene cuatro estrategias):

Estrategias (Renglén 1) Si X apuesta, Y pasa.

para Y (Renglén 2) Si X apuesta, ¥ paga los $2 adicionales.
Estrategias 1) Apostar los $2 adicionales al rey y pasar con una jota.
para X 2) Apostar los $2 adicionales en cualquier caso (fingir).

3) Pasar en cualquier caso, y perder $1 (lo cual es una tonteria).
4) Pasar con ¢l rey y apostar con una jota (lo cual es una tonteria).
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Para calcular la matriz de pagos A se requiere un poco de paciencia;

a;; = 0: X pierde $1 la mitad del tiempo en una jota y gana con un rey (¥ pasa).
az = 1: En ambas apuestas X pierde $1 la mitad del tiempo y gana $3 la mitad
del tiempo.
ap, = 1: X apuesta y ¥ pasa (la simulacién tuvo éxito).
a; =0 X gana $3 con el rey y pierde $3 con la jota (el fingimiento fracasa).
Matriz de pagos del péguer A= [(1) (1) :i _g} .

La estrategia Optima para X es fingir la mitad del tiempo, x* = (4, 1, 0, 0). El probable
perdedor ¥ debe escoger y* = (4, 1). El valor del juego es 50 centavos para X.

Esta es una forma extrafia de terminar este libro, ensefiando c6mo jugar un péquer sua-
vizado (el blackjack paga mucho mds). Sin embargo, me imagino que incluso el péquer tie-

ne su sitio dentro del dlgebra lineal y sus aplicaciones. Espero que haya disfrutado el libro.

Conjunto de problemas 8.5

1. ¢De qué forma son afectadas las estrategias éptimas en el juego con que empieza esta
seccién si los $20 se incrementan a $707 ;Cudl es ¢l valor (Ia ganancia media para X)
de este nuevo juego?

2. Con la matriz de pagos A = [; ﬂ , explique los cdlculos por X del maximin y por ¥
del minimax. ;Cudles son las estrategias Sptimas x" y y™?

3. Siaqy es el mayor elemento en su renglén y el mds pequefio en su columna, X siem-
pre escogerd la columna j y Y siempre escogerd el renglén i (sin importar el resto de

la matriz)? Demuestre que el problema precedente tenfa tal elemento, y luego constru-
ya A sin uno,

4. Calcule la mejor estrategia de Ys ponderando los renglones de A = B g %] con

¥y 1 — y. X secentrard en la mayor de las componentes 3y + 2(1 — ), 4y, yy +
3(1 — 2}). Encuentre la més grande de estas tres {(dependiendo de ¥), v luego encuen-
tre lay” entre O y 1 que hace que esta componente sea lo més pequefia posible.

5. Conla misma 4 que en el problema 4, encuentre la mejor estrategia para X. Demues-
tre que X s6lo usa las dos columnas (la primera y la tercera) que se encuentran en el
punto minimax en la gréfica.

6. Encuentre tanto las estrategias éptimas como el valor, si
_ 1 0 -1
4= [~2 -1 2}
a b

7. Suponga que A = [ . d]. (Qué pesos x; y 1 — x; proporcionan una columna de la

forma [u u]* y qué pesos y; vy 1 — y; proporcionan un nuevo renglén [v v]? Demues-
tre que u = V.
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8. Encuentre x”, y* y el valor v para

1 0 O
A=10 2 0
0 0 3
9. Calcule
min max  (xiyi + X2y2).
yz0 x 20

yity=1 x+x=1

10. Explique cada una de las desigualdades en la ecuacién (5). Luego, una vez que el teo-
rema minimax la transforma en igualdades, deduzca (otra vez con palabras) las ecua-
ciones del punto silla (4).

11. Demuestre que x* = (1, £,0,0) y »* = (3, §) son estrategias Sptimas en nuestra
versi6n simplificada del péquer, calculando yAx" y y"Ax, y comprobando las condicio-
nes (4) para un punto silla.

12. ;Ya se ha demostrado que ninguna estrategia de ajedrez hace ganar a las negras? Esto
es ciertamente verdadero cuando se permite que los jugadores realicen dos movimien-
tos a la vez; si las negras tienen una estrategia ganadora, las blancas podrfan adelantar
y retroceder un caballo y después seguir esa estrategia, llegando a la conclusi6n impo-
sible de que ambos pueden ganar.

13. Si X escoge un nimero primo y simultdneamente Y adivina si es par o impar (con ga-
nancia o pérdida de $1), ;quién tiene la ventaja?

14. Si X es un mariscal de campo de fiitbol americano, con la opcién de correr o lanzar un
pase, y Y puede defender contra una carrera o un pase, suponga que el pago (en yar-
das) es

A= 2 8| defensa contra la carrera
T |6 —6| defensacontra el pase.

correr pasar

(Cudles son las estrategias 6ptimas y la ganancia media en cada jugada?

Vititv3e@
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1. Lainterseccion de dos espacios vectoriales

Al considerar dos subespacios V y W en vez de sélo uno, surgen nuevas preguntas. Prime-
ro se consideran los vectores que pertenecen a ambos subespacios. Esta “interseccién”
¥V MW es un subespacio de estos subespacios.

Suponga que x y y son vectores que estdn en V y también en W. Debidoaque Vy W
son espacios vectoriales por derecho propio, x + y y cx estdn en V y en W. Los resultados
de la suma y la multiplicacion escalar también esidn en la interseccion.

Dos planos que pasan por el origen (o dos “hiperplanos” en R”) se cortan en un subes-
pacio. La interseccién de varios subespacios, o de un ndmero infinito también es un
subespacio.

La interseccién de dos subespacios ortogonales V' y W es el subespacio VN'W = {0} que
consta de un solo punto. Sélo el vector cero es ortogonal a sf mismo.

Suponga que V y W son los espacios de matrices triangulares superior e inferior de n por
n. La interseccién V N W es el conjunto de matrices diagonales, que pertenecen a ambos
subespacios triangulares. El resultado de sumar matrices diagonales, o de multiplicarlas por
¢, es una matriz diagonal.

Suponga que V es el espacio nulo de A y que W es el espacio nulo de B. Entonces VMW
es el menor espacio nulo de la matriz més grande C:

Interseccién de espacios nulos N(A) N N(B) es el espacio nulo de C = [g}

Cx = 0 requiere tanto Ax = 0 como Bx = 0. Asi, x tiene que pertenecer a ambos espacios
nulos.
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[nterseccién, suma y producto de espacios

2. La suma de dos espacios vectoriales

Casi siempre, después de analizar la interseccién de dos conjuntos, resulta natural estudiar

su unién. Con espacios vectoriales esto no es natural. La unidn V U'W de dos subespacios

en general no es un subespacio. Si V y W son el eje x y el eje y en el plano, los dos ejes

juntos no son un subespacio. La suma de (1, 0) y (0, 1) no estd en ninguno de estos ejes.
Se desea combinar ¥V y W. En vez de estudiar su unién, lo hacemos con su suma.

DEFINICIBN  Si Vy W son subespacios de un espacio dado, también lo es su swma. V -+
W contiene a todas las combinaciones v + w, donde vestien Vy westden W.

V + W es el menor espacio vectorial que contiene tanto a V como a W. La suma del
eje x v del eje y es todo el plano x-y, como también lo es la suma de dos rectas distintas
cualesquiera, sean perpendiculares o no. Si Veselejexy Wes larectax = y a 45 en-
tonces cualquier vector como (5, 3) puede separarseen v + w = (2,0) + (3,3). As{, V +
W es todo R~

Suponga que V y W son complementos ortogonales en R”. Entonces su sumaes V -+ W =
R". Todo x es la suma de sus proyecciones en Vy W.

Si V es el espacio de matrices triangulares superiores y W es el espacio de matrices trian-
gulares inferiores, entonces V + W es el espacio de todas las matrices. Toda matriz de n
por n puede escribirse como la suma de una matriz triangular superior y una matriz trian-
gular inferior —de muchas formas, ya que las diagonales no estén determinadas de mane-
ra finica.

Estos subespacios triangulares tienen dimensién n(n + 1)/2. El espacio V + W de to-
das las matrices tiene dimensién n2. El espacio V N W de las matrices diagonales tiene di-
mensi6n z. La formula (8) que se presenta a continuacién se convierte en n® + n = ni{n +
1/2 + n(n + 1)/2.

SiV es el espacio columna de A y W es el espacio columna de B, entonces V + W es el
espacio columna de la matriz mds grande [A B]. La dimensién de V + W puede ser me-
nor que las dimensiones combinadas de V y W (porque estos dos espacios podrian trasla-
parse):

Suma de espacios columna dim(V + W) = rangode [A B]. 6)

El cdiculo de V N W es mds sutil. Para la interseccién de espacios columna, un buen
método consiste en poner bases de V y W en las columnas de A y B. El espacio nulo de [A
B} conduce a V N W (consulte el problema 9). Estos espacios tienen la misma dimension
(la nulidad de [4 B]). Al combinar con dim(V + W) se obtiene

Adm(V + W) + dm(VN'W) = rangode [A 5]+ nulidadde [A Bl \¢)]

Se sabe que el rango mds la nulidad (contando las columnas pivote mds las columnas li-
bres) siempre es igual al nimero total de columnas. Cuando [A B] tiene k + £ columnas,
conk = dimVy £ = dim W, se llega a una conclusién clara:

Que no es una mala férmula. El traslape de Vy Wes VN W.

Ejemplo 7
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3. Producto cartesiano de dos espacios vectoriales

Si 'V tiene dimensién n y W tiene dimensién g, su producto cartesiano V X W tiene dimen-
sidén 1 + g.

DEFINICION vV X W contiene a todas las parejas de vectores x = (v, w).

Al sumar (v, w) a (v", w") en este espacio producto se obtiene (v + v*, w + w™), y al mul-
tiplicar por ¢ se obtiene (cv, cw). Todas las operaciones en V X W se realizan componen-
te por componente.

El producto cartesiano de R? y R> se parece bastante a R®. Un vector tipico x en R? x R?
es ((1, 2), (4, 6, 5)); un vector de R? y uno de R>. Esto se ve como (1, 2, 4, 6, 5) en RS,

Los productos cartesianos estdn asociados de forma natural con las matrices en blo-
que. De R’ a R’ se tienen matrices ordinarias de 5 por 5. En el espacio producto R2 x R,
la forma natural de una matriz en bloque M de 5 por 5 es:

o= R*aR*> R*aR’] _[2por2 2por3] _[A B
R’aR RaR? 3por2 3por3| |C DY

El resultado de la multiplicacién de una matriz por un vector es (Av + Bw, Cv + Dw), lo
cual no es muy fascinante.

4. Producto tensorial de dos espacios vectoriales

De alguna manera se quiere contar con un espacio producto cuya dimensién sea n multipli-
cada por q. Los vectores en este “espacio tensorial” (que se denota por ®), se parecen
a las matrices de n por ¢. Para el producto tensorial R? @ R>, los vectores se parecen a las
matrices de 2 por 3. La dimensién de R? x R? es 5, pero la dimensién de R2 ® R% es 6.

Se empiezacon v = (1,2)y w = (4, 6, 5) en R* y R. El producto cartesiano simple-
mente los aproxima mutuamente como (v, w). El producto tensorial combinaa vy w en
la matriz vwT de rango 1:

Columna multiplicada

i v®w:va:[1}[4 6 5]2[4 6 5}_

2 8 12 10

Todas las matrices especiales vw” pertenecen al producto tensorial R?> ® R>. El espacio
producto es generado por estos vectores ¥ ® w. Las combinaciones de las matrices de ran-
go 1 proporcionan todas las matrices de 2 por 3, por 1o que la dimensién de R? ® R%es 6.
En términos abstractos: el producto tensorial V @ W se identifica con el espacio de trans-
formaciones lineales que vande V a W.

Si 'V es s6lo una rectaen R? y V es sélo una recta en R>, entonces V @ W es s6lo una
“recta en el espacio de matrices”. Ahora las dimensiones son 1 X 1 = 1. Todas las matri-
ces vw! de rango 1 son mdltiplos de una matriz.

Bases del producto tenserial. Cuando V es R? y W es R, se tiene una base estdndar
para todas las matrices de 2 por 3 (un espacio de seis dimensiones):

Rase 1 0 6|0 1 0}]0 O 1}]0 O O]{0 0 Q][0 O ©
0 0 60 0 0]j0 O O}1 0 0J]J0 1 0OJ|0 O 17
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La base para R* ® R? se construy6 de forma natural. Se comenzé con la base estdndar
v =(L0yv, =0 1) para R2. Estos vectores se combinaron con los vectores bésicos
w, =(1,0,0), wy = ©,1,0yw; =00, 1) en R>. Cada pareja v; ® W; corresponde a
uno de los seis vectores basicos (las matrices de 2 por 3 de antes) en el producto tensorial
Vv @ W. Esta construccion también tiene éxito para subespacios:

V ® W es un subespacio de dimensién ng de las matrices de m pot p. Un algebrista harfa
corresponder esta construccién matricial con la definicién abstracta de V ® W. Luego, los
productos tensoriales pueden ir més alla del caso especifico de los vectores columna.

5. Producto de Kronecker A ® B de dos matrices

Una mairiz A de m por n transforma cualquier vector v de R” en un vector Av de R™. De
manera semejante, una matriz B de p por g transforma w en Bw. Las dos matrices juntas
transforman vw? en AvwTB". Bsta es una transformaci6n lineal (de productos tensoriales)
y debe provenir de una matriz.

(Cuél es el tamafio de la matriz A ® B? Esta lleva el espacio ng-dimensional
R" ® RY en el espacio mp-dimensional R” ® R”. En consecuencia, la forma de la matriz

es de mp por nq. Este producto de Kronecker que también se denomina producto tensorial)
se escribe

ayB apB - auB

Producto de Kronecker mp anB apB - auwB

renglones, ng columnas A®B = . . e . ®
Ami B am?.B o amnB

;Observe la estructura especial de esta matriz! Muchas matrices en bloque importantes tie-
nen esta forma de Kronecker. Aquéllas provienen de aplicaciones bidimensionales, donde
A es una “matriz en la direccién x” ¥ B acttia en la direccién y (a continuacién se propor-
cionan algunos ejemplos). Si A y B son cuadradas, también lo son m = ny p = ¢, enton-
ces la matriz grande A ® B también es cuadrada.

(Diferencias finitas en las direcciones x y y) La ecuacion diferencial original de Laplace
52,78 x? — 3%u/d y* = 0 se sustituye por diferencias finitas a fin de encontrar valores pa-
ra « en una malla bidimensional. Las diferencias en la direccién x se suman a las diferen-
cias en la direccién y, uniendo cinco valores vecinos de u:

&—&—@ -1 e—1 e

-1 2 -1 + 9 -1 -1 —Uip1,j T 2u;,5 — Ui—1,5
— U g1t DU T Yigl

o—e —® -1 @ =

diferencias-x diferencias-y suma

Ejemplo 9
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Una ecuacién de 5 puntos estd centrada en cada uno de los nueve puntos de la malla. L
.La

matriz de 9 por 9 (que se denomina A :
; op) S€ construye a partir s Ty
3 para las diferencias a lo largo de una l1t")tac:ta: vear de la matriz “1D" de 3 por

Matri i i 2 -
ena riz d.e dxf?fenCIas _ 1 1 0 Matriz identidad 100
una direccién 1 2 -1 ireccié =10
0 -1 5 en otra direccién L o]
0 0 1

Los productos de Kronecke i
. : r producen tres diferencias
i aos productos de K 1D a lo largo de tres rectas, ha-

Y 2 -
Una direccién AQT = -5 2§ w?
o ~-I 2I
A O
Otra direccién IRA=]0 A 8
0 0 4
) ) A+2F -7 0
Ambas direcciones Ap =(AQN)+(IR®A) = -1 A+21 -1
0 -7 A+2I

i;i Sar:z e(.;i I?;n]t gsﬁie(n I 1® A) 'e‘s 1211 r;latriz de 9 por 9 de Laplace para la ecuacién en dife-
a seccién 1.7 era para 1D y en la seccién 7.4 iond
El renglén de en medio de esta matriz de © e oo it
or 9 muestra tod i i
rentes de cero para la molécula de 5 puntos:p ? todos los neo clementos dife

Lejos de la frontera Renglén Sde Ay)p =[0 —1 O -1 4 —1 0 —1 0]

S:/é[:!t.nz de Fourier en 2D) La matriz unidimensional F de Fourier es la matriz compleja
m lm?OF:the enel rr}ugdo. La Transformada Répida de Fourier en la seccidn 3.5 es una
rma rapida para multiplicar por esa matriz F. As{, la TRF transforma el “dominio tempo-

ral en el dominio de frecuencias” ii i
. ias” para una sefial de audio en 1D ima
quiere la transformada 2D: - Para Imagenes, se re-

Matriz de Fourier en 2D Fyp = F @ F = Se transforma a lo largo de cada renglén,
y luego hacia abajo de cada columna

Laimagen es un arr.eglo bidimensional de valores de pixeles. Es transformada por Fop en

un t?rrreglo bidimensional de coeficientes de Fourier. Este arreglo puede comprimirse tzr?ins

mi 7 ’ i
se y almacenarse. Luego, la transformada inversa regresa de los coeficientes de Fou-

rier a I()S plx les. ES ‘ vVer O O O (-
Val()[es de € necesaric conocer ia e la
g m sa para ]. S pr duct S d

La inversa de la matriz A @ B es lamatriz A™' @ B~ L.

iLa T,RF tan}bnén acelera la transformada inversa 2D! Simplemente se invierte en una di
reccién seguida de la otra direccién. Se estd sumando 575 ikx gty > 5o
e cree®* &'ty sobre k y luego so-
N in‘I;a matriz fie diferencias de Laplace A%12 =(A ® I) + (I ® A) no tiene una férmu-
ersa sencilla. Es por ello que la ecuacién A,pu = b ha sido estudiada con tanto cui-
dado. foo' de los métodos mds rédpidos es diagonalizar A, usando la matriz de vectores
caractenstlc’os‘ (que es la matriz seno § ® S de Fourier, muy semejante a A,p). Los valo-
res caracteristicos de A,p, provienen inmediatamente de los valores caracterfzs?ic;os de Ap:
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Los n? valores caracteristicos de (4 ® 1) + (I ® B) son todas las sumas 1;(4) + X ;(B).
Los #2 valores caracteristicos de A ® B son todos los productos A;(A)A F(B).

Si Ay B son de » por n, el determinante de 4 ® B (el producto de sus valores caracteristi-
cos) es {(det AY*(det B)". La traza de A ® B es (traza A)(traza B). {En este apéndice se ilus-
tran tanto el “dlgebra lineal pura” como sus aplicaciones cruciales!

Conjunto de probiemas A

1.

Suponga que S y T son subespacios de R'*, condim§ = 7y dim T = 8.

a) (Cudl es la méxima dimensidn posible de S N T?
b) (Cudl es la minima dimensién posible de S N T?

¢) ;Cudl es la minima dimensién posible de S + T?
d) ;Cudl es la méaxima dimensidn posible de § + T?

;Cudles son las intersecciones de las siguientes parejas de subespacios?

a) Elplano x-y y el plano z-y en R>.

b) Larecta que pasapor (1, 1, 1) y el plano que pasa por (1,0, 0 v (0, 1, ).
¢y El vector cero y todo el espacio R3.

d) El plano S perpendiculara (1, 1,0) v (0, 1, 1) en R®.

{Cudles son las sumas de estas parejas de subespacios?

En el espacio de todas las matrices de 4 por 4, sea V el subespacio de las matrices
tridiagonales y W el subespacio de las matrices triangulares superiores. Describa el
subespacio V + W, cuyos elementos son las matrices superiores de Hessenberg.
(Cudl es V. N W? Compruebe la férmula (8).

51V N'W contiene sélo al vector cero, entonces la ecuacidn (8) se convierte en dim(V
+ W) = dim V -+ dim W. Compruebe este hecho cuando V es el espacio renglién de
A, W es el espacio nulo de A v la matriz A es de m por n de rango r. ;Cudles son las
dimensiones?

Proporcione un ejemplo en R para el que V N W contiene sélo al vector cero, pero V
1o es ortogonal a W.

SiVNW = {0}, entonces V + W se denomina suma directa de V y W, con la nota-
cién especial V @ W. Si V es generado por (1, 1, 1) y (1, 0, 1), escoja un subespacio
W de modo que V ® W = R>. Explique por qué cualquier vector x en la suma direc-
ta V @ W puede escribirse de una y sélo una formacomox = v + w{convenVy
wen W).

Encuentre una base para la sumna V + W del espacio V generado por v, = (1, 1,0, 0),
vy, = (1,0, 1, 0) y el espacio W generado por w; = (0, 1,0, 1), w, = (0,0, 1, 1). Tam-
bién encuentre la dimensién de ¥V N W y una base para éste.

A partir de la ecuacidn (8), demuestre que rango (4 + B) < rango(4) + rango(B).

La interseccién de C(4) N C(B) coincide con ¢l espacio nulode [A B]. Caday =
Ax; = Bx, en los espacios columna tanto de A como de B coinciden con x = (x;, ~xp)
en el espacio nulo, porque [ A Blx = Ax, — Bx, = 0. Compruebe quey = (6, 3, 6)

10.

11.

12.

13.
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coincide con x = (1, 1, =2, —3) y encuentre la interseccién C {A) N C(B), para

15 3 0
A=13 0 B=1{0 11
2 4 0 2

Multiplique A ® B por A™' ® B™' para obtener AA™' @ BB™ = [ ® [ = Iy,

._.1 *
Suponga que Ax = A(A)x y By = A(B)y. Forme un vector columna largo z con n?

c)on‘rlponentes, %1y, luego x,y y por dltimo x,;y. Demuestre que z es un vector caracte-
tsticode (A® 1)z = AM(A)z ¥ (A® B)z = A(A)A(B)z.

¢Cudl es la matriz de Fourier de 4 por 4 Fop, = F @ Fpara F = ﬁ 1]7

(Cudl debe ser 1a matriz de Laplace de 7 puntos para —u,, — u yy ™ Uy = 07 Esta

matriz “wridimensional” se construye a partir de productos de Kronecker usando J y
AID.




Apéndice

la forma de Jordan

Dada una matriz cuadrada A, se quiere escoger M de f'orma que M™TAM sea lo mds d?ftz:
nal posible. En el caso més sencillo, A tiene un conju.nto completo dz; ve:ctcgesJ gz‘an °
risticos que se convierten en las columnas de M, conogda como S. Lawomzla 1e e
J = M~AM = A; se construy6 completamente a partir de bloques J; = A; ¢ e poral s ydi-
objeto de una matriz diagonal se ha alcanzado por completf). Enel caso mas ]ieneése E:;aso
ficil, faltan algunos vectores caracterfsticos y una forma diagonal es imposible.
constituye ahora nuestro principal interés.
Se repite el teorema que debe demostrarse:

o Sluna imiatriz A tiene s vectores caracteristicos linealmente in dependientes, to
: es‘ser“néjante 2 una matriz J que es laforme de Jordan, con s blogues cuadrados en

~ ladiagonal:

Un ejemplo de esta forma de Jordan es el siguiente:
8 1 Ji
o s
o 1 = Jz
s ol
(0] J3

El valor caracteristico doble A = 8 sélo tiene un simple vector caracterisfico, en la prime-
ra direccién de coordenadas ¢; = (1, 0,0, 0, 0); como ?esultado, 2 = 8 sélo aparfaCf: en un
simple bloque J,. El valor caracterfstico triple A = 0 tiene dqs vecto'res caract:nsmco:,r,a?
y es, que corresponden a los dos bloques de Jordan {2 y.J3. Si A tuviese 5 vectores
terfsticos, todos los bloques serfan de 1 por 1y J serfa diagonal. o W
La pregunta clave es: Si A es alguna otra ma.mz de 5 por 5, jen q_ule con‘_zc}’orggmo
forma de Jordan seria esta misma J? ¢Cudndo existe una M tal que M .AM = al. mo
primer requerimiento, cualquier matriz semejante A debe compartir los mismos v m:ei o
racteristicos 8, 8, 0, 0, 0. Sin embargo, la matriz diagonal con estos valores caracteristi

Sy
i
<o
OO O
<
OO DO
OO LOOO
tt
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no es semejante a J, y la pregunta planteada en realidad concierne a los vectores caracte-
risticos.

Para contestar, M 'AM = J se escribe en forma més simple como AM = MJ:

8 1
0 8
Alxy X X3 X4 X5|] = Xy X3 X3 Xa X5 0 1
0 0O
0
Al efectuar la multiplicacién columna por columna,
Ax1 = 8X1 Y AJCZ = 8XZ +x; (10)
AX3 == 0X3 y Axq = OX4 + x3 Y A)Cs = OX5. (11)

Ahora es posible reconocer las condiciones sobre A. Debe tener tres vectores caracteristicos
genuinos, asi como J. El que cumple A = 8 debe ir en la primera columna de M, exactamen-
te como si hubiese ido en la primera columna de S: Ax, = 8x,. Los otros dos, que se identi-
fican como x; v x5, van en las columnas tercera y quinta de M: Ax; = Axs = 0. Por dltimo,
debe haber otros dos vectores especiales: los vectores caracteristicos generalizados x, y X,.
Se considera que x, pertenece a una cadena de vectores, encabezados por x, y descrita por
las ecuaciones (10). De hecho, x, es el Ginico otro vector en la cadena, v el blogque J, corres-
pondiente es de orden 2. La ecuacién (11) describe dos cadenas distintas, una en la que x, si-
gue a x3, y otra en la que x5 estd solo: los bloques J, y Jy;sonde 2 por 2 yde 1 por 1.

La bisqueda de la forma de Jordan de A se convierte en la bisqueda de estas cade-
nas de vectores, cada una encabezada por un vector caracteristico: Para toda i,

ya sea AJC,' = )\.,‘X,‘ O bien, AX[ = kix,- -+ Xi—]. (12)

Los vectores x; van en las columnas de M, y cada cadena produce un simple blogue en J.
Esencialmente, es necesario demostrar que estas cadenas pueden construirse para cada ma-
triz A. Entonces, si las cadenas coinciden con las ecuaciones particulares (10) y (11), la J
obtenida serd la forma de Jordan de A.

Considero que la idea de Filippov hace de la construccién lo més clara y sencilla po-
sible.” Procede por induccién matemética, empezando con el hecho de que toda matriz de
1 por 1 ya estd en forma de Jordan. Puede suponerse que la construccién se logra para to-
das las matrices de orden menor que 1 —esta es la “hipétesis de induccién”— y luego ex-
plicar los pasos para una matriz de orden n. Hay tres pasos, que después de una descrip-
cién general se aplican a un ejemplo especifico.

Paso1l Sise supone que A es singular, entonces su espacio columna tiene dimensién
r << n. Observando sélo dentro de este espacio més pequefio, la hipétesis de induccién
garantiza que una forma de Jordan es posible: en el espacio columna debe haber r vec-
tores independientes w; tales que

yasea Aw; = A w; o bien, Aw,' = AW+ Wi-q. (13)

Paso 2 Suponga que el espacio nulo y el espacio columna de A tienen una intersec-
cién de dimensién p. Por supuesto, todo vector en el espacio nulo es un vector carac-
teristico correspondiente a A = 0. Por consiguiente, en el paso 1 debe haber p cadenas
que comenzaron en este valor caracteristico, y se tiene interés en los vectores w; que

* A. F. Filippov, A short proof of the reduction to Jordan form, Moscow Univ. Math. Bull.,
volume 26(1971) pp. 70-71.
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vienen al final de estas cadenas. Cada uno de estos p vectores esté en el espacio co-
lumna, por 1o que cada uno es una combinacion de las columnas de A: w; = Ay; para
alguna y;.

Paso3 La dimension del espacio nulo siempre es n — 7. En consecuencia, de forma
independiente con respecto a su interseccién p-dimensional con el espacio columna,
debe contener n — r — p vectores basicos adicionales z; fuera de esa interseccién.

A continuacién se retinen estos pasos para obtener ¢l teorema de Jordan:

Si se desea renumerar estos VECtores Como Xy, . . - » %, ¥ hacerlos coincidir con la ecua-
cién (12), entonces cada y; debe insertarse de inmediato después del w; del que provino;
completa una cadena en la que A; = 0. Las zs vienen hasta el final, cada una sola en su
propia cadena; de nuevo el valor caracter{stico es cero, ya que las z8 estan en el espacio
nulo. Los blogues con valores caracteristicos diferentes de cero ya se habf{an termninado en
el paso 1, los blogues con valores caracteristicos ceroc aumentan por un renglén y una co-
lurana en el paso 2 y el paso 3 contribuye con cualesquiera bloques de 1 por 1 J; = [OL

A continuaci6n se intentard trabajar un ejemplo, y a fin de permanecer préximo a las
paginas previas, los valores caracteristicos se toman como 8,8,0,0,0:

g8 0 0 8 8
0 0 0 8 8
A=1]0 0 0 0 O
0 0000
0 0 0 0 8

Paso 1 La dimensién del espacio columna es r = 3, y es generado por los vectores de
coordenadas e,, e, ¢s. Para buscar dentro del espacio se ignoran los renglones terce-
ro y cuarto y las columnas de A, lo que queda tiene valores caracteristicos 8, 8,0 y su
forma de Jordan proviene de los vectores

8 0 0
0 1 8
wy = 01, w2=0, wsz = 0j.
0 0 0
0 1 0

Los w; estdn en el espacio columna, completan la cadena para A = 8 ¢ inician la ca-
dena para A = O

Aw; = 8w, Aw, = Bun + wy, Aws; = Qws. (14)

Paso 2 El espacio nulo de A contiene a ¢, y €3, por lo que su interseccion con el espa-
cio columna es generada por e;. Por consiguiente, p = 1y, como era de esperar, en la
ecuacién (14) hay una cadena correspondiente a % = 0. El vector w; viene al final (¥
también al principio) de esa cadena, y W3 = Ale, — e;). En consecuencia, y = €3 ~ €1-
Paso 3 Flejemplotienen —r —p = 5—3—1=1yz=ezestdencl espacio nu-
lo pero fuera del espacio columna. Es esta z la que produce un blogue de 1porlenl
Si los cinco vectores se ensamblan, las cadenas completas son

Awp = 8wy, Aw, = Bw, + wy, Aws = Ows, Ay = 0}7 -+ ws, Az = 0z.

Ejemplo 1
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Al comparar con 1a.s ecuaciones (10) y (11), se tiene una correspondencia perfecta: la for-
ma de Jordan del ejemplo es exactamente la J que se escribié previamente. Al escribir los
cinco vectores en las columnas de M debe obtenerse AM = MJ, o bien, M 'AM = J;

8 00 —1 0O
0 1 8 0 0
M=10 0 0 0 1
0 0 0 1 0
01 0 0 0

Confiamos bastante en las matemati i j
maéticas (o somos demasiado flojos), por 1 i
C bz © que no multi-
plicamos M™'AM. P ! !
' Enla construcqon de Filippov, la dnica cuestién técnica es comprobar la independen-
cia de toda la coleccién w,, y; v z.. En consecuencia, se supone que alguna combinacién es

Cero:
Scwi+y divit+y &z =0 (15)

Al multiplicar por A, y usar las ecuaciones (13) para las w;, asf como Az; = 0,

Ajw;

Zci o bien, +ZdiAyi = 0. (16)

)»,»wi + Wi-—1

Las Ay, son las w; especiales al final de las cadenas correspondientes a A; = 0, de modo que
no pueden aparecer en la primera suma. (Estdn multiplicadas por cero en Aw; ) Debido a
que la ecuacién (16) es algona combinacién de las w;, que por la hip6tesis de ;mcii;ccién eran
independientes —proporcionaban la forma de Jordan en el espacio columna— se concluye
que cada d; debe ser cero. Volviendo a la ecuacién (15), esto deja 3 ciw; = — 3 8z y el
miembro izquierdo est4 en el espacio columna. Debido a que las zs eran independientes de
ese espacio, cada g; debe ser cero. Por tltimo, > c;w; = 0 y la independencia de las w;
produce ¢; = 0. l

Si la A original no hubiese sido singular, entonces los tres pasos se hubieran aplicado
aA’ = A — cl. (La constante ¢ se escoge para hacer singnlar a A’, y puede ser cualquiera
de los valores caracterfsticos de A.) El algoritmo pone A’ en su forma de Jordan M~ A'M
:-J " al producir las cadenas x; a partir de las w;, ¥; ¥ z;. Luego, la forma de Jordan para A
utiliza las mismas cadenas vy la misma M:

M AM =M7'AM+M 'eM =7 +cl =T

Con esto se completa la demostracién de que toda A es semejante a alguna matriz de Jor-
dan J. Salvo un reagrupamiento de los bloques, es semejante solo a una J ast, hay una for-
ma de Jordan tinica para A. Asi, el conjunto de todas las matrices se separa ,en una canti-
dad de familias con la siguiente propiedad: todas las matrices de la misma familia tienen
la misma forma de Jordan, y todas son semejantes entre 5{ {y a J), pero ningunas matrices
pertenecientes a familias distintas son semejantes. En cada familia, J es la mds hermosa
en caso de que a usted le agrade que las matrices sean casi diagonales. Con esta clasiﬁca:
cién de familias terminamos.

con A =10,0,0.

S

I
OdO
OO
[
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Esta matriz tiene rango r = 2y s6lo un vector caracteristico. Dentro del espacio columna
hay una sola cadena w,, w, que coincide con las dos dltimas columnas:

1 2 1
A0}l =0 y Al =101,
0 0 0
o bien,
Aw, =0 y Awy = Qw, + wi.

Fl espacio nulo estd completamente dentro del espacio columna, y es generado por w. En
consecuencia, p = 1 en el paso 2, y el vector y proviene de la ecuacién

2 0
Ay =w, = |1}, cuya solucién es y = |0}
0 1

Finalmente, la cadena w;, w,, y va en la matriz M:

1 2 0] 01 0
M=10 1 0}, y M'AM =10 0 1| =1J
0 0 1] 0 0 O

Aplicacidén a du/dt = Au

Como siempre, el problema se simplifica separando las incégnitas. Esta separacién estd
completa sélo cuando hay un conjunto completo de valores caracterfsticos y u = Sv; el me-
jor cambio de variables en este caso es # = Mv. Esto produce la nueva ecuacién M dv/dt
= AMv, o dv/dt = Jv, que es lo mds simple como permiten las circunstancias. Estd acopla-
da sélo por los 1s fuera de la diagonal dentro de cada bloque de Jordan. En el ejemplo pre-
cedente, que tenfa un solo bloque, du/dr = Au se convierte en

dv 010 daldt =b a=ag + bet + cot?/2
— = |0 0 1|v obien, db/dt=c obien, b = by + cot
a 19 0 0 deldr =0 c= co-

Fl sistema se resuelve trabajando hacia arriba a partir de la tltima ecuacién, y en cada pa-
so entra una nueva potencia de ¢. (Un bloque de £ por £ tiene potencias tan altas como
t47Y). Las exponenciales de J, en este caso y en el ejemplo anterior de 5 por 3, son

e ¥ 0 0 0

1 ¢ 42 0 & 0 0 0
=101 t y 0 0 1 ¢t Ol

00 1 0 0 01 0

0 0 0 0 1

Puede verse c6mo los coeficientes de a, b y ¢ aparecen en la primera exponencial. Y en el
segundo ejemplo es posible identificar a todas las cinco de las “soluciones especiales” de
du/ dt = Au. Tres de ellas son las exponenciales puras u; = &%x;, us = e%x3 y us =
&% x5, formadas como de costumbre a partir de los tres vectores caracteristicos de A. Las
otras dos implican los vectores caracteristicos generalizados x, y x4

uy = & (txy + x3) y ua = €% (tx3 + x4). an
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La solucién mds general de du/dr = Au es una combinacién de cruy+ - +esus,yla
combinacién que coincide con 1, en el instante ¢ = 0 de nuevo es

ug = cyx; + -+ +csxs, obien  wug = Mc, obien ¢ = M ly,.

Esto s6lo significa que u = Me’* M 'ug, y quela S v la A en la férmula anterior Se® S™lug
se han sustituido por M y J.

Conjunto de problemas B

1. Encuentre las formas de Jordan (jen tres pasos!) de

L1 01 2
A=[11] y B=10 0 0]
000

2. Demuestre que la solucién especial u, en la ecuacién (17) satisface du/dt = Au, exac-
tamente debido a la cadena Ax; = 8x;, Ax; = 8x> + x;.

3. Para la matriz B en el problema 1, use Me?" M ™! para calcular la exponencial &%, y
compérela con la serie de potencias [ + Bt + (B 21 + - - -.

4. Demuestre que cada bloque de Jordan J, es semejante a su traspuesta, J& = P11, P,
usando la matriz permutacién P con 1s a lo largo de la diagonal cruzada (de la parte
inferior izquierda a la parte superior derecha). Concluya que toda matriz es semejante
a su traspuesta.

5. “Por inspeccién”, encuentre las formas de Jordan de

1 2 3 L
A=10 4 5 y B=[_1 _1}.
006

6. Encuentre la forma de Jordan J y la matriz M para A y B (Los valores caracterfsticos
de Bsonl, 1,1, ~1). ;Cudl es la solucién de a'u/dt = Au, y cuél es e*?

00 0
00010 -1 0 =l
A=100 0 0 1 y oB=|9 2 9 1
00000 AR
00000

7. Suponga que A” = A. Demuestre que su forma de Jordan J = M~'AM satisface
J? = J. Ya que los blogues diagonales permanecen separados, esto significa que
J? = J; para cada bloque; demuestre por célculo directo que J; sélo puede ser un blo-
que de 1 por 1, J; = [0] o J;, = [1]. Asi, A es semejante a una matriz diagonal de Os y
1s.

Nota Este es un caso tipico del teorema con que terminamos: la matriz A puede diagonali-
zarse si'y s6lo si el producto (A — M IYA — dI)--- (A — A, I), sin incluir ninguna repe-
ticion de los s, es cero. Un caso extremo es una matriz con valores caracteristicos distintos;
el teorema de Cayley-Hamilton establece que con » factores, A — AJ siempre se obtiene ce-
ro. El otro extremo es la matriz identidad, también diagonalizable (p = 1 yA — I = 0). La

mafriz no diagonalizable A = [é i} no satisface (A — I) = 0, sino sélo (A ~ I = 0)*: una

ecuacién con una raiz repetida.




Soluciones a ejercicios seleccionados

Conjunto de problemas 1.2, pagina 8

1.
3.

© N

11,

13.

15.

17.

19.

21.

23,

Las rectas se cortan en (x, y) = (3, 1). Asi, 3(columna 1) -+ 1{columna 2) = (4, 4).
Estos “planos” se cortan en una recta en el espacio tetradimensional. El cuarto plano
normalmente corta esta recta en un punto. Una ecuacién inconsistente como 1 + w =
5 no deja solucién (no hay interseccidn).

Los dos puntos sobre el planoson (1,0,0,0) ¥y (0, 1, 0, 0.

Resoluble para (3, 5, 8) v (1, 2, 3); noresoluble para b = (3,5, 7)o b = (1, 2, 2).

. Columna 3 = 2(columna 2) — columna 1. Si & = (0, 0, 0), entonces (u, v, w) =

(c, —2¢, 0).

Tanto a = 2 y a = —2 proporcionan una recta de soluciones. Todas las demads a pro-
porcionan x = 0,y = Q.

La representacién de los renglones tiene dos rectas que se encuentran en (4, 2). La re-
presentacion de las columnas tiene 4(1, 1) + 2(—2, 1) = 4(columna 1) + 2(columna
2) = miembro derecho de (0, 6). .

1a representaci6n de los renglones muestra cuatro rectas. La representacién de las co-
Iumnas estd en el espacio tetradimensional. No hay solucidén a menos que el miembro
derecho sea una combinacién de las dos columnas.

Six,y, z satisfacen las dos primeras ecuaciones, también satisfacen la tercera ecuacion.
La recta L de soluciones contiene a v = (1,1,0), w = (1,1, ) yu = v + 1w,
as{ como a todas las combinaciones cv + dweconc +d = 1.

Columna 3 = columna 1; soluciones (x, y,z) = (1, 1, 0) 0 (0, 1, 1) y es posible sumar
cualquier mdltiplo de (—1, 0, 1); b = (4, 6, ¢) necesita ¢ = 10 para resolubilidad.

Se cambian el segundo plano, el rengldén 2 v todas las columnas de la matriz. La solu-
¢ién no cambia.

u=0,v=0,w= 1, porque 1(columna 3) = b.

Conjunto de problemas 1.3, pagina 15

1.

3.

11.

Se multiplica por £ = -129 = 5 y se resta para encontrar 2x + 3y = 1y —6y = 6. Los
pivotes son 2y —6

Se resta -—-% veces la ecuacién 1 (o se suma % veces la ecuacién 1). La nueva segunda

ecuacién es 3y = 3. Asi, y = 1 y x = 5. Si el miembro derecho cambia de signo, tam-

bién lo hace la solucién: (x, y) = (—35, ~1).

. 6x + 4y es 2 veces 3x + 2y. No hay solucidn, a menos que el miembro derecho sea

2 - 10 = 20. Por tanto, todos los puntos sobre la recta 3x + 2y = 10 son soluciones,

incluyendo a (0, 5) y (4, —1).

Sia = 2, la eliminacién debe fallar. Las ecuaciones no tienen solucién. Sia = 0, la

eliminacidn se detiene para un intercambio de renglones. Asi, con 3y = —3 se obtie-

ney= —1ycond4x + 6y = 6 se obtiene x = 3.

6x — 4y es 2 veces (3x — 2y). Por consiguiente, se necesita b, = 2b,. Entonces hay una

infinidad de soluciones. Las columnas (3, 6) y (—2, —4) estdn sobre la misma recta.

2x — 3y =3 pro- 2x — 3y =3 x =23 Delrenglén 2 se resta 2 X renglén 1
y+ z=1por- y+ z=11y y=1 Delrenglén3serestal X renglén |

2y — 3z =12 ciona —=35z=0  z=0 Delrenglén 3 se resta 2 X renglén 2

13.

15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.
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La segunda posicién pivote contiene a —2 — b. 8i b = —2, se intercambia con el ren-
glén 3. Si b = —1 (caso singular), entonces la segunda ecuacién es —y — z = 0. Una

solucidén es (1, 1, —1).

Sirenglén 1 = renglén 2, entonces el renglén 2 es cero después del primer paso; se
intercambia el renglén cero con el renglén 3 y no hay tercer pivote. Si columna 1 =
columna 2, no hay segundo pivote.

El rengldn 2 se convierte en 3y — 4z = 5; Inego, el rengldn 3 se convierte en (g +

4)z =t — 5. 81 g = —4, el sistema es singular; no hay tercer pivote. Luego, sit = 5,
la tercera ecuacién es 0 = 0. Al escoger z = 1, la ecuacién 3y — 4z = 5 proporciona
y = 3 y la ecuacién 1 proporciona x = —9.

El sistema es singular si el rengldn 3 es una combinacion de los renglones 1 y 2. Des-
de la vista extrema, los tres planos forman un tridngulo. Esto ocuire si los renglones
1 + 2 = renglén 3 en el miembro izquierdo pero no en el miembro derecho; por ejem-
plo,x+y+z=0,x—2y—z=1,2x —y = 9. Ninguna pareja de planos es para-
lela, aungue sigue no habiendo solucién.

El quinto pivote es g. El n-ésimo pivote es i"—'il"—‘l

u+ v+ o w= 2 u= 3
Sistema triangular 2v + 2w = —2 Solucién v = =2,
2w = 2 w = 1

(u,v,w) ={3/2,1/2, —3). Se cambia a +1 para que el sistema sea singular (2 co-
luranas iguales).

a = 0 requiere un intercambio de renglones, pero el sistema es no singular: a = 2 lo
hace singular (un pivote, infinidad de soluciones); ¢ = —2 lo hace singular (un pivo-
te, no hay solucidn).

El segundo término bc + ad es (a + b)(c + d) — ac — bd (sélo una multiplica-
cién adicional).

La eliminaci6n falla para @ = 2 (columnas iguales), a = 4 (renglones iguales), a = 0
(columna de ceros).

Conjunto de problemas 1.4, pagina 26

3.

17 5
4i, 1 -21, [2} Con lados (2, 1) ¥ (0, 3), el paralelogramo va a (2, 4).
7] | 3]
Productos internos 54 y 0, al multiplicar 1a columna por el rengldn se obtiene
F 3 5 1
-6 =10 -21].
21 35 7

5. Ax = (0, 0, 0), de modo que x = (2, 1, 1) es una solucién; las otras soluciones son

7.

9.

cx = (2¢, ¢, ©).

1 0 0 1 3 4 1 3 4
Ejemplos: Diagonal |0 2 O/, simétrica |3 2 0{, triangular [0 2 0|, simé-
0 0 7 4 0 7 0 0 7
0 3 4
trica sesgada | =3 0 O}.
-4 0 0
a) ap, b L =a;/a; © lanueva a;;es —gi-l-alj
11

. azy
b) segundo pivote ay — —aps.
an
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11.

13.

15.
17.

1.

21.

23.

25.

27.

29.

31

33.

3s.

37.
35.

41.

43.

4s.

Los coeficientes del renglén B son 2, 1, 4 provenientes de A. El primer rengién de AB
es [6 3]

0 1] ,_fo 17 ._TJo 1}, _ I S U
A—[_l 0],3»[0 0},c-[1 O}D-A,E—F-[l “J'
ABy=BiAdab=c=0AB,=B,Adaa=d. Asi A=al.

A(A + B) + B(A+ B), (A+B)B + A), A>+ AB + BA + B? siempre es igual a
(A + B

a blip q| _|a|lp g _{b|lr s1 _ |ap+br ag + bs

c dl|r s c d cp +dr cq +dsy

m oo oA 11 ] _ 10 0} _ .
At = A, B" = [O (—1)"}’6' = [O 0} = matriz cero.
EnEnb = (1,5, —=35) pero EnEnb = (1, —5,0). Asi, el renglén 3 no siente
ningin efecto debido al renglén 1.
Al cambiar as; de 7 a 11 se cambia el tercer pivote de 5a 9. Al cambiara;; de 7a 2
se cambia el pivote de 5 a ningiin pivote.
Para invertir Ej;, se suma 7 veces el renglén 1 al renglén 3.

1 0 0O
Lamatrizes R3; = |0 1 O].

7 06 1
1 01 1 01 2 01
E;s=10 1 0|;10 1 0f; E51E;s=1{0 1 0. Pruebe con la matriz identidad!
001 01 0

1 1 1
Ey tiene &y = —%, Ex; tiene €3, = —%, Ey3 tiene £43 = ~3. En caso contrario, las
Es coinciden con /.
a+ b+ ¢c= 4 a=72
a +2b+4c = 8 proporciona b = 1.
a+3b+9 =14 c=1

a) Cada columna es E multiplicado por una columna de B.

1 0] [1 2 4]_[1 2 4
b)EB:[z 1} [1 2 4}’{2 48}

Los renglones de EB son combinaciones de los renglones de B, por lo que son mdl-
tiplosde [l 2 4].
(renglén 3y -xes 3 a3 x;, ¥ (A% = (renglén 1) - (columna 1) = >oaan.
BA = 3Ies de 5 por 5, AB = S5l es de 3 por 3, ABD = 5D es de 3 por 1, ABD: No,
A(B + C)y: No

0
a)y B=4[. by B=0. ¢) B= |0
1

O e O
QD e

d) Todorenglénde Bes 1,0, 0.

ay mn (todo) b) mnp. ¢) n® (esto es n® productos punto)

1 0 330 f[ooo 3 30
2{[330]+[4|[121]=1|6 6 0 +]|4 8 4| =10 14 4|
2 1 6 6 0 12 1 7 8 1

47.

49.

51.

53.

55,

57.

59.

61.
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a4 E-EIIINNE

Los bloques (2, 2) § = D — CA™ !B constituyen el complemento de Schur: los blo-
ques en d — (cbla).
A multiplicada por X = [x; x; x;] es la matriz identidad [ = [Ax; Ax, Axs].

at+b atb coincide con atc b+d do b = =d.
c+d c+d Mlag+c b+g|HBOPTcya=a
2x +3y +z+ 35t =8esAx=bconlamatriz4A =[2 3 1 5]de 1 por 4. Las so-

luciones x llenan un “plano” widimensional en cuatro dimensiones.
x
Elproductopunto [1 4 5] |y| = (1 por 3)(3 por 1) es cero para puntos (x, y, 2) so-
z
bre un plano x + 4y + 5z = 0 en tres dimensiones. Las columnas de A son vectores
unidimensionales.

Axv=1[3 4 57 y v xv = 50;v= A proporcionan un mensaje de error.
g8 3 4 5+u 5—u-+v 5—v

M=11 5 9 =|{5—~u—v 5 S4u+uvl:
6 7 2 S+4+v S4+u—v 5—u

M3(1, 1, 1) = (15, 15, 15); M4(1, 1, 1, 1) = (34, 34, 34, 34) porque la suma de los
nidmeros 1 a 16 es 136, que es 4(34).

Conjunto de problemas 1.5, pdgina 39

1.

3.

1.

U es no singular cuando ningiin elemento sobre la diagonal principal es cero.

1 ool 100 [t ooj][1o0o0]]1 0 0] 5
2 1 0l|~2 1 0Ol=i0 1 0i;|-2 1 Ol 2 1 ¢l=7 también.
-1 -1 1}{-1 1 1} |0 0 1] |-l 1 1jj-1 -1 1]

(E7'FIG'WGFE)=E"'F"'FE=E7'E = I, también (GFEYE"'F'G V=1

1 0 0 2 3 3 dCSPUéS de la 2 3 3 _u 2
LU=10 10|10 5 7§ giminacien, |0 5 7| |v] =] 2}

3 1110 0 ~1 0 6 -1} |w -1
1 6 0 0O 1 06 0 0
{2 1 0 0] _lz2 1 0 0
FGH=10 2 1 of/H9F =14 2 1 0
6 0 2 1 8 4 2 1
a) No singular cuando d,d,d; 5 0. b) Suponga que d5 ¥ 0. Lc¢ = b se resuelve yendo

0 .dl "dl 0 U 0
hacia abajo: Lc¢ = bproporcionac = |0 Asl, |0 dp ~dy| jv| = |0

1 _O 0 d:; w i

1/ds
proporciona x = | 1/ds|.
1/ d3 [ 2

Al resolver Le = b yendo hacia abajo se obtiene ¢ = ——2:{ : Al resolver Ux = ¢ yendo

5 0
hacia arriba se obtiene x = {—2} .
0
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Permutacién 1.0 0y ju 2
B ren lones2y3 |2 0 1), jv) = -3
& 01 0] |w 4
Permutacion 6 10 “ _ 1
renglones 1y 2 10 0h v} =}-1).
0 0 0} |w 1
01 00 1 1 1 00t 0o o]t o 1]
15. PA=LDUesi1 0 O 1 0 1{=1{0 1 010 1 0110 1 1
001_234 231_00—100{
1 0 0] 1 2 1 1t 00t o o]t 2 1]
PA=LDUesi0 0 1 2 4 2l =11 1 01]0 —1 0|0 1 O}
01 0|t 11 2 0 1/{0 o0 of[0 0 0O

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

1 00
Lseconvierteenil 1 0. MATLAB y otros c6digos utilizan PA = LU.

2 01
a = 4 conduce a un intercambio de renglones; 35 + 10a = 40 conduce a una matriz
singular; ¢ = 0 conduce a un intercambio de renglones; ¢ = 3 conduce a una ma-
triz singular.
£y, = 1y 4y = 2 (£33 = 1): invierta los pasos para recuperar x + 3y + 6z = 11 a
partir de Ux = ¢; 1 multiplicado por (x + y + z = 5) + 2 multiplicado por (¥ + 2z =
2) + 1 maltiplicade por {z = 2) proporciona x + 3y + 6z = 11

1 1 1 1 1
0 1 -2 1 A=10 2 3i=U.
0-2 1 001 0 0-6

1 00
A= 12 1 0|U=E}E;U=LU.
0 2 1

De 2 por 2: d = 0 no esté permitido.

1 1 0 1 d e g d=1, ¢ =1,entonces £ = 1
1 1 21 =12 1 f h f =0 10 estd permitido
1 2 n 1 j

sin pivote en el renglén 2.

1 m i
2 4 8 2 .
A=10 3 9|tienel =]y D= 3 ;A= LU tiene U = A (pivotes
o 0 7 7
1 2 4 ‘
enladiagonal); A = LDUtiene U = DA = |0 1 3| conunosenla diagonal.
0 0 1
a a a a 1 a a a a a#0
a b b b _ 11 1 b—a b—a b-—a . bLs#a
a b ¢ ¢f |1 1 1 c—b c¢—b .Reqmerec#b
a b ¢ d 111 1 d—c d # c.
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1 1T 1 0 a a 0 a
3. j1 1 1 1y =LIU; la a+b b = (misma L) b }
[y

0 1 1 0 b b+c
1 1

1
(misma /)

0] 4 411 11 4] . 3

0] ¢=|5|proporcionac=1].|{0 1 1|x=|1) proporcionax = [0].
] 1] |6 iflo o1} |1 1
A=LU.

35. La submatriz superior de 2 por 2 contiene los dos primeros pivotes 2 y 7; Razén: La
eliminacién sobre A comienza en la esquina superior izquierda con eliminacién sobre B.

1 0
3301 1

11 1 1 1
1 2 3 4 5
37. 11 3 6 10 15
1 4 10 20 35
1 5 15 35 70

1 1 1 1 1 1 El tridngulo de Pascalen Ly U. El ¢6-

11 1 2 3 4] digoiude MATLAB arruina el patrén.

=11 2 1 1 3 s6|. Elcédigo chol no realiza ningin inter-

1 3 3 1 1 4 cambio de renglones para matrices si-

1 4 6 4 1 1 méiricas con pivotes positivos.

39. Cada nuevo miembro derecho sélo cuesta n? pasos en comparacién con los rz3/ 3 para
eliminacidn total A\b.

41. 2 intercambios; 3 intercambios; 50 intercambios y luego 51.

0 1 0 1 090 0 0 1
43.P=10 0 1{;A=1{0 0 1|y P=1{0 1 O
1 00 01 0 1 0 0

(P, proporciona un intercambio de columnas).

45. Hay n! mairices permutacién de orden #. Al final, dos potencias de P deben ser las
mismas: Si PT = P°, entonces P7° = [. Ciertamente, r — s < n!

P 0 1 01 0
p=|7 esSporScon P = ,Pr=10 0 1],y Pé =1,
Ps 10 L0 o

47. Lasolucidnesx = (1, 1,...,1). Asi, x = Px.

Conjunto de problemas 1.6, pagina 52

_ o 4 - o0l _ cos@® senb
b= 3. - 2 . -
L4 [% OJ’ 4z {—1 %} 43 [-sen@ cosb

3. ATV =BC AT =UTILT'P

5. A(AB) = (guitar paréntesis) = (A®)B) = L




.
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5. [V3/2 v2) [=v32 w2 fo 1] . o 2o
[ 12 —«/37/2’ vz Sl o todas tienen A .

9. Sielrenglén 3 de A~ fuese (a, b, ¢, d), entonces con ATlA = [ se obtendrfa 2a = 0,
a + 3b = 0, 4a + 8k = 1. Esto no tiene solucién.

RN ERA R

o B (3] + {__? é} - {__i i] (B-' + A = B(A + B)'A.

6 6 2
Tp —g- BTA = 8: ART = . gAT =
13. ATB =8; BTA = 8; AB [2 2}, BA [6 2].

15. a) n(n + 1)/ 9 elementos sobre y arriba de la diagonal. b) (n — l)n/ 2 elementos
arriba de la diagonal.

17. a) La inversa de una matriz triangular inferior (superior) sigue siendo triangular infe-
rior (superior). Al multiplicar matrices triangulares inferiores (superiores) se obtie-
ne una matriz triangular inferior (superior). b) Las diagonales principales de LT}
L,D,y DU Uy t gon las mismas que las de D,y Dy, respectivamente. LTULL,D, =
DU, U3 !, de modo que se tiene D, = D,. Al comparar los elementos fuera de
las diagonales de LT'L,D, = DU U ! ambas matrices deben ser diagonales.
L7'L,D, = Dy, D\UU;" = Dy, Dy es invertible, de modo que L7 'L, = I,
U U =L Ast, Ly =L, Uy = Uy

L 0o 0]t o 0]t 35
9. I3 1 ollo 3 oljo 1 1
s 1 1llo o 2/ lo o1t
1 0} la 0 1 b/al _ T
{b/a 1] {0 d-(bz/a)] [0 1}“LDL'

21. Avpartirde B(/ —AB) = (I — BA)Bse obtiene (I — BA)™! = B(I — ABY'B7Y,
una inversa explicita en el supuesto deque Bel — AB sean invertibles. Segundo mé-
todo: si I — AB no es invertible, entonces BAx = x para alguna x diferente de cero. En
consecuencia, ABAx = Ax, o bien, ABy =y, € I — AB podria no ser invertible. (Ob-
serve que y = Ax es diferente de cero, con base en BAx = x.)

x| _ 0.5 ] 1—02 _1__1__ 5 —
23. L] = ‘:_0-2} \ZZ} = { 0.1] de modo que A~ = T [‘_2 J'

25. a) EnAx = (1, 0, 0), ecuacién 1 + ecuacién 2 — ecuacién 3 es 0=1. b)Los
miembros derechos deben satisfacer by + by = b;. c¢) Elrenglén 3 se convierte
en un renglén de ceros; no hay tercer pivote.

37 Si B intercambia los renglones 1y 2 de A, entonces B! intercambia las columnas 1y

2de A7
29. SiA tiene una columna de ceros, también BA. Asi, BA = I es imposible. No existe A7

[ L JE R

1

entonces |1 1 es I = E!, después de invertir el orden de estas tres matrices
111

elementales y cambiar —1 a +1.

33.

35.

37.

33.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

55.

57.
59.

PLfi738

Soluciones a ejercicios seleccionados 435

A x ones(4,1) proporciona el vector cero, de modo que A no puede ser invertible

1 310 13 10 10 7 -3
_2701}“’[01~2 1}”’[01_2 1}=[1 AT
1 3 1 0 1 6 -8 3
_3801]"[01 3—1]:[1 A7,
1 a b 1 0 0 1 a 01 0 —b
01 ¢ 01 0] —-10100 1 —c
601 00 1 6 0100 1
1 0 61 —a ac—b
-0 100 1 —c .
0010 O 1

2 2 01 2 0 -1 1 1 60 ~V/2 1/2

{o 2 1 0}“*[0 2 1 o}"{o 1 U2 o}"”” A7

No es invertible para ¢ = 7 (columnas iguales), ¢ = 2 (renglones iguales), ¢ = 0 (co-
lumna cero). ’

-1 -
A7l = . La matriz A™* de 5 por 5 tiene 1s en la diagonal y arriba

O OO M
OO e
D o O
e OO

de ésta.

I 0 A1 0 —-D I
.._C 7 H __D—ICA—-I D—-l » ¥ I 0}.

Para Ax = b con A = ones(4, 4) = matriz singular y b = ones(4, 1), A\b, esco-
gex = (1,0,0,0)y pinv(A) % b escoge la solucién més corta x = (1, 1, 1, 1)/4.

T — 1 9 -1 _ 1 0 - . 1 —
A [0 3}’/& ~{~3 1/3}’“‘ 1)Tz(AT)I:[O 1/3};AT=AY

entonces A~ = }. [0
¢

((ABY™)T = (B1A™HT = (A™)Y(B™)T; (U™)T es triangular inferior.

5
T -
(Px)T(Py) = xTPTPy = xTy yaque PTP = I, por lo general, Px-y = x - PTy #

PAPT recupera la simetria.

a) xTAy =an =5 by xTA=[4 5 6. c) Ay= [2}

a) La traspuesta de RTAR es RTATRTT = RTAR = n por n.

b) (RTIR)jj = (columna j de R) - (columna j de R) = longitud al cuadrado de la colum-
naj.
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1 0 1] |¥sc ysc + ¥Bs
61. Las corrientes totales son ATy = |—=1 1 0| |ycs| = |—¥ysc + Ycs
0 —1 —1jf |{yes —Ycs ™ ¥BS

De cualquier forma (4x)Ty = xT(ATy) = xgysc +x8¥ps —XcYsc *+XcYcs TXsYes T
X3 YBS- .
63. Ax -y es el costo de las entradas, mientras x - ATy es el valor de las salidas.

65. Estos son grupos: triangular inferior con diagonal de unos, diagonal invertible D y las
permutaciones P. Dos mds: permutaciones pares; todas las matrices no singulares.
b

67. Al reordenar los renglones y/ o las columnas de [i d] se mueve ¢l elemento a, con
lo que no se obtiene [;‘7 2]

69. Casi seguramente, las matrices aleatorias son invertibles.

71. Lamatriz —1, 2, —1 en la seccién 1.7 tiene A = IDILTcon ;. =1— %

Conjunto de problemas 1.7, pagina 63

2 -1
L. 1—1 2 -1
-1 2 -1
-1 2
1 2 1 -4
—1 1 E] 1 ~2 _ -
= 2, . 2, ? 3 LDL
ER- . 3 s i det =
i 3
1 -1 ¢ 0
-1 | La suma de cada c 0
3. Ap = -1 2 -1 . renglén es 1, Ag {cl = |0].
-1 2 -1 por lo que c 0
-1 1 c 0
5. (uy, ua, uz) = (72/8,0, —1?/8) en vez de los valores verdaderos (1, 0, —1).

9 =36 30
7. HV = | =36 192 —1801.
30 —180 180

9, La matriz de Hilbert de 10 por 10 estd muy mal condicionada.

11. Un pivote grande se multiplica por menos que 1 en la eliminacién de cada elemento

abajo del pivote. Un caso extremo, con multiplicadores = 1y pivotes = %, % 4, es

V2 w2 1
A= |-1/2 0 1}
~1/2 -1 1

Conjunto de problemas 2.1, pagina 73
1. a) Elconjunto de todas las (u, v), donde 1 y v son razones p/ g deenteros. b) Elcon-
junto de todas las (u, v), donde u = Qov=0.
3. C(A) es el eje x; N(A) es la recta que pasa por (1, 1); C(B) es R* N(B)esla rg:cta que
pasa por (—2, 1, 0); C(C) es el punto (0, 0) en R?; el espacio nulo N(C) es R°.
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5. Reglas que nose cumplen: a)7,8,b) 1¢) 1, 2, 8.

7. b), d) y ) son subespacios. No es posible multiplicar por —1 en a) y c). No es posible
sumar en ).

9. Lasuma de dos matrices no singulares puede ser singular (A4 + (—A)). La suma de dos
matrices singulares puede ser no singular.

11. a) Una posibilidad: las matrices cA forman un subespacio que no contiene a B.

b) Si; el subespacio debe contenera A — B = [
c) El subespacio de matrices cuya diagonal principal es toda cero.

13. Si(f+ () esla f(g(x) de costumbre, entonces (g -+ f)(x) es g(f(x)), que es dife-
rente. En la regla 2 ambos miembros son f(g(A(x))). La regla 4 se rompe porque po-
drfa no existir funcién inversa £~ '(x) tal que F(f~'(x)) = x. Si esta funcién inversa
existe, se trata del vector —f.

15. Lasumade (4, 0,0) y (0, 4, 0) no estd sobre el plano; tiene x + y — 2z = 8.

17. a) Los subespacios de R? son R? mismo, las rectas que pasan por (0, 0) y el punto

0, 0).

b) Los subespacios de R* son R* mismo, los planos tridimensionales n - v = 0, los
subespacios bidimensionales (n, - v = 0 y n, - v = 0), las rectas unidimensionales
que sélo pasan por (0,0, 0, 0) y (0, 0,0, 0).

19. El menor subespacio que contiene a Py L es P o R>,

21. Elespacio columna de A es el eje x = todos los vectores (x, 0, 0). El espacio columna
de B es el plano x-y = todos los vectores (x, y, 0). El espacio columna de C es la rec-
ta de los vectores (x, 2x, 0).

23. Una combinacién de las columnas de € también es una combinacién de las columnas
de A (mismo espacio columna; B tiene un espacio columna diferente).

25. La columna adicional b agranda el espacio columna, a menos que b ya esté en ese es-
pacio:

D

A bl = 1 0 1 (espacio de columna mds grande)
[ =15 o 1 {no hay soluci6n para Ax = b).

1 0 1 (b incluida en el espacio de columna)
0 1 1 (Ax = b tiene solucidn).

27. Espacio columna = R®. Todo b es una combinacion de las columnas, ya que Ax = b
es resoluble.

1 1 0 1 1 2 1 2 0
28. A= {1 0 O|obien{}l O 1{;A= {2 4 0] (columnasen lalineal).
01 0 0 1 1 3 6 0

31. R? contiene vectores con dos componentes: no pertenecen a R,

Conjunto de problemas 2.2, pagina 85
L. x+y+z=1x+y+z=0.Alcambiar1 a0, (x,y,2) =c(—1,1,0) +d4(—1,0, 1).

0 0 0 O
ciales (1,0, 0,0), (0, 0, 1, 0) y (0, —3, 0, 1). Consistente cuando b, = 2b,. Solucién
completa (0, 5,, 0, 0) mds cualquier combinacién de soluciones especiales.

3. Formaescalonada [/ = [O 1 0 3] ; variables libres x;, x3, x4; soluciones espe-
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u —2v —3 -2 -3
5. lv]| = v =y 1} + | 0}siNo hay solucién!

7. ¢c=Tpermiteu =1, v=1w= 0. El espacio columna es un plano.

_% g para Reducida 1 2 0 -2
9. a) x =x; +Xa ] _ 4l : X2, X4 por R=10 0 1 21.
g ? cualesquiera renglones o 0 0 5
a—3b -2 2
b) Solucién completa x = O 1ol Yan O} para cualesquiera
b 0 2| Xp,%s
0 0 1

11. B ﬂ B‘] = [(l)} tiene espacio nulo = recta que pasa por (—1, 1), pero no tiene
' 2

solucién. Cualquier b = t‘} tiene muchas soluciones particulares de Ax, = b.

1 1 11 (1)(1)(1)? 1 -1 1 —1 (ay r = 1.
13-R=0000;R=0000;R=0 00 0. @®Or=
0 0 0 O 000 0 6 00 O © r=1
15. Una matriz espacio nulo N = [Mi} esdenporn — r.
17. Creo que es cierto.
:i :2 1 0
19. Las soluciones especiales son las columnas de N = ) 0 y N=10 -2L
0 1
0 1

21. Las r columnas pivote de A forman una submatriz de m por r de rango r, de modo que
la matriz A” tiene r renglones pivote independientes, con lo cual se obtiene una sub-
matriz invertible de r por r de A. (Los renglones pivote de A" y A son los mismos, ya
que la eliminacion se efectia en el mismo orden: simplemente para A" no vemos las
columnas “libres” de ceros que aparecen para A.)

23. (uvT)(wzT) = u(vTw)z" tiene rango 1, a menos que viw = 0.
25. Se tiene que AB = I, cuyo rango es n. Luego, rango(AB) < rango(A) obliga a que ran-
go(A) = n.

27. Si R = EA y la misma R = E*B, entonces B = (E*Y"'EA. (Para obtener B, A se redu-
ce a R y luego se invierten los pasos de vuelta a B). B es una matriz invertible multi-
plicada por A, cuando comparten la misma R.

29, Debido a que R empieza con r renglones independientes, RT empieza con r columnas

independientes (y por tanto ceros). Asi, su forma escalonada reducida es [é g} , don-
de JTesde rporr.
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11 2 2 )
3L. Sic=1,R= {0 0 0 O] tiene x5, x3, x4 libres.
0 0 0 O
) 1 0 2 2
Sic#1,R= 1|0 1 0 0} tiene x3, x4 libres.
0 0 ¢ O
-1 -2 =2 -2 -2
Soluciones especial = 1 0 0 = -0 0
pecialesen N 0 1 O(c——l)yN~ 1 0(6#1).
0 0 1 0 1
Sic=1R= 0o 1. . . 1 -2
s 0 0 tiene x; libres;si ¢ =2, R = 0 Ojf tiene x, libres; R = J

si¢#1,2.
1

Soluciones especialesen N = {0} (¢ = 1) o bien, N = {
matriz vacia de 2 por 0.

. .
1] (¢ = 2)obien, N =

— s 12 -3 0
33. Xcompleta ™ ? + x2 1 ;> Xcompleta = 1/(’)2 X é t X g :
0 —
0 0 1

. by —2b;
bles libres). b) Resoluble si by = 2b, y 3b; — 3bs + by = 0.

5by — 253 -1
Ast, x = | by —2by | + x5 |—1].

35. a) Resoluble si b, = 2b, y3b, — 3b3 + b, = 0. Asi, x = liSb‘ B 2b3} (no hay varia-

0 1
37. Un sistema de 1 por 3 tiene por lo menos dos variables libres.

39. a) Lasolucién particular x, siempre se multiplica por 1. b) Cualquier solucién puede

3 3 x| _ |6 .11 .
Ser x,. ¢) [3 3?} [y} = { 6}' Asf, [ J es més corta (longitud /2) que [(ﬂ dy La
solucién “homogénea” en el espacio nulo es x,, = 0 cuando A es invertible.

. g . x X
41. x, se multiplica por 2, misma x,,; { X} es { (;’ }; las soluciones especiales también in-
4

-7 .
cluyen a las columnas de [ IJ; x, ¥ las soluciones especiales no cambian.

43. Para A, g = 3 'proporciona rango 1, y cualquier otra g proporciona rango 2. Para B,
g = 6 proporciona rango 1, y cualquier otra ¢ proporciona rango 2.

45. a) r<m,siemprer <n.byr=mr<ncr<mr=ndr=m=n.

. 1 0 0 0 0 1 6 6 -1
7. R=10 0 1 0| v x, = |1}; |0 O 1 2 | : no hay solucién debido al
0 0 0 0 0 0 0 0O 5
rengldn 3.
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49.

51.

53.

55.

57.

59.

61.

63.

65.

67.

69.

1 1 ) :
A = |0 -21|; B no puede existir porque dos ecuaciones en tres incégnitas no pueden
0 3

tener una solucioén.

El rango de A es 4 — 1 = 3; la solucién completa de Ax = O es x = 2,3,1,0).

1 0 -2 0
R=10 1 -3 0| con—2,—3enlacolumna libre.
0 0 0 1
a) Falso. b) Verdadero. c¢) Verdadero (s6lon columnas). d) Verdadero (sSlo m
renglones).
o1 11111 0110011(R )
0001111 160010 11 no proviene
U=loooo111 YR loooo1 11| deestall
0000CO0CO0O 0000O0CO0GO

Si columna 1 = columna 5, entonces xs es una variable libre. Su soluci6n especial es
(-1,0,0,0, 1).

Es seguro que la columna 5 no tiene pivote, ya que es una combinacion de Columas
anteriores y x5 es libre. Con cuatro pivotes en las otras columunas, 1a solucidn especial
es (1,0, 1, 0, 1). El espacio nulo contiene a todos los muiltiplos de (1, 0, 1, 0, 1) (una
recta en R%).

1 0 0 —4
A= 10 1 0 -3
0 0 1 -2

Esta construccién es imposible; dos columnas pivote, dos variables libres, sélo tres co-
lumnas.

A=l Y)

Lo més probable es que R sea I; lo més probable es que R sea I con €l cuarto renglén
de ceros.

Cualquier renglén cero aparece después de estos renglones: R = [1 —2 ~31,
1 06 o
R [o 1 0} R=1

Conjunto de problemas 2.3, pagina 98

1.

(1) i ; 2 = () proporciona c3 = ¢3 = €1 = 0.Pero vy + vy —4vs +va=0

0 0O 1lijcs

(dependiente).

Sia = 0, entonces columna 1 = 0; si d = 0, entonces b(columna 1) — a{columna 2}

= 0; si f = 0, entonces todas las columnas terminan en cero (todas son perpendicula-
res a (0, 0, 1), y todas en el plano xy, deben ser dependientes).

s,

11.
13.
15.

17.

19.

21.

23.

25.

27.

29.

31

33.
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G dfetdeBd sditBdmanay
CHACIONAL

SYAL

1 2 ;'-:?.33803
a) {3 1 Ff' ' DEL URUGUAY
2 3 ENTINA
1 2 3 . . . :
invertible = columnas independientes
- |0 =3 —71 (hubieran podid lones)
0 0 —18/5 podido usarse renglones).
1 2 =3 1 2 =3 1 0 la suma de las columnas
b) |3 1 2 - {0 7 =71;A 1] = {0}, esO (hubieran podido
2 -3 1 0 0 0 1 0 usarse renglones).

Lasuma y, — vy + vz = 0 porque (w; — ws) — (wy — w3) +(w; —wy) =0,
a) Los cuatro vectores son las columnas de una matriz A de 3 por 4 con por lo menos
una variable libre, de modo que Ax = 0. b) Dependientes si el rango de [v; v,] es

00 1.¢) Quy + (0,0, 0) = O tiene una solucién distinta de cero (tome cualquier
c 7% 0).

a) Rectaen R®. b) Planoen R>. ¢) Planoen R®. d) Todo R3.

Todas las dimensiones son 2. Los espacios renglén de A y U son los mismos.

v=31(w+w)+iv—w) y w=Liv+w)— 1w —w). Los dos pares generan
el mismo espacio. Son una base cuando v y w son independientes.

Si la eliminacién produce uno o més renglones cero, entonces los renglones de A son
linealmente dependientes;

1100 1 1 0 0

por ejemplo, en el problema 16 é 8 i (1) - 8 M(l) i (1)
0 1 0 1 0 0 1 1]

1 1 0 0]

N 0 -1 1 0

0 0 1 17

0 0 0 o]

Los n vectores independientes generan un espacio de dimensién n. Forman una base

para ese espacio. Si son las columnas de A, entonces m no es menor que n (m > n).

C(U): Bases cualesquiera de R% N(U/): (renglén 1 y renglén 2) o bien, (renglén 1 y

renglén 1 + renglén 2).

Columnas independientes = rango n. Las columnas generan R™ = rango m. Las co-

lumnas son una base para R™ = rango = m = n.

a) La tinica solucidn es x = O porque las columnas son independientes. b) Ax = b es
resoluble porque las columnas generan R°.

Las columnas 1 y 2 son bases para los espacios columna (diferentes) de A y U, los ren-

glones 1 y 2 son bases para los espacios renglén (iguales); (1, —1, 1) es una base pa-

ra los espacios nulos (iguales).

rango(A) = 2sic = 0y d = 2; rango (B) = 2, excepto cuandoc = doc¢ = —d.

Seanv; = (1,0,0,0), ..., v, = (0,0, 0, 1) los vectores de coordenadas. Si W es la

recta que pasa por (1, 2, 3, 4), ninguno de los vs estd en W

a) Si no hubiera una base, serfa posible sumar méds vectores independientes, con lo
cual se excederfa la dimensién &.  b) Sino hubiera una base, serfa posible elimi-
nar algunos vectores, dejando menos que la dimensidn 4.
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35. a) Falso, podria no haber solucién. b) verdadero, 7 vectores en R3 son dependientes.

1 00 [000] [000 01 0] [0 01
37.a10 0 0}, |0 1 O], |10 0 0. b)Sumar |1 0 0}, |0 0 0O},
o 00 |oool loo1 0 0ol |t oo
0 0 0 01 0 o011 [0 0 0
b
00 1. o |-1 0 0[] 00 0f |0 o 1| MOV
01 0 0 00 |-1 00 o -1 o0
A= —AT.

39. 3(0) = O requiere A + B + C = 0. Una base es cos x — ¢cos 2x y cos x — ¢os 3x.
41. y,(x), yo(x), y3(x) pueden ser x, 2x, 3x (dim 1) o bien, x, 2x, x* (dim 2), o bien, x, 3%, x°
(dim 3).

1 1 1 1 1
43. 1 = |1 - il + 1 -+ 1

Compruebe el elemento (1, 1), luego (2, 3), luego (3, 3), luego (1, 2) para demostrar
que estos cinco Ps son independientes. Cuatro condiciones sobre los nueve elementos
hacen que las sumas de renglones y columnas sean iguales: suma del rengién 1 = su-
ma del renglén 2 = suma del renglén 3 = suma de la columna 1 = suma de la colum-
na 2 (= suma de la columna 3 es automdtico porque suma de todos los renglones =
suma de todas las columnas).

45. Si la matriz [A b] de 5 por 5 es invertible, b no es una combinacién de las columnas
de A. Si [A b} es singular y las columnas de A son independientes, b es una combina-
¢ién de estas columnas.
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1. Falso; lo Gnico que se sabe es que las dimensiones son iguales. El espacio nulo izquier-
do tiene una dimensién més pequefia dim = m — r.

3. C(A:r =2,(1,0,1)(0,1,0); N(A:rn—r=2,(2,-1,1,0,(-1,0,0,1);
C(AT:r =2,(1,2,0,1),(0,1,1,0); NAD:m—r =1,(—1,0,1);
CU)Y:(1,0,0),(0,1,0; N (2,-1,1,0,(-1,0,0,0);

C(UM:(1,2,0,1),(0,1,1,0); N(AT):(0,0,1).

5. A multiplicada por cada columna de B es cero, de modo que C(B) estd contenido en el
espacio nulo N(A).

7. Con base en Ax = 0, el espacio renglén y el espacio nulo deben ser ortogonales. Con-
sulte el capitulo 3.

1 2 4
9. [1 2 4];|2 4 8| tiene el mismo espacio nulo.
3 6 12

11. Si Ax = O tiene una solucién diferente de cero, entonces r < n y C(A™) es menor que
R". Asi, ATy = fno es resoluble para alguna f. Ejemplo: A = [1 1]y f= (1, 2).

13. d = bc/a; el tnico pivote es a.

15. Con columnas independientes: rango n; espacio nulo = {0}; el espacio renglén es R”;
inversa izquierda.

17. A=(1 1 O0;B=[0 0 1L
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19. No: por ejemplo, todas las matrices invertibles de n por » tienen los mismos cuatro
subespacios.

1 0
21. a) {1 0} b) Imposible: dimensiones 1 + 153 ¢) {1 1].
0 1

d [_g “ﬂ e) Imposible: espacio renglén = espacio columna requiere m = n.

Asim—r=n-—r.

23. A invertible: base del espacio renglén = base del espacio columna = (1, 0, 0), (0, 1, 0},
(0, 0, 1); las bases del espacio nulo y del espacio nulo izquierdo son vacfas. B: base
del espaciorenglén (1,0,0,1,0,0),(0,1,0,0, 1, 0) y (0, 0, 1, 0, 0, 1); base del espa-
cio columna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); base del espacio nulo (—1,0, 0, 1, 0, 0), (0,
-1,0,0,1,0y(0,0, —1,0,0, 1); la base del espacio nulo izquierdo es vacia.

25. a) El espacio renglén es igual al espacio nulo. En consecuencia, el rango (dimensién
del espacio rengldn) es el mismo. b) El espacio columna es igual al espacio nulo
izquierdo. Mismo rango (dimensién del espacio columna).

27. a) Lainexistencia de una solucién significa que r < m. Siempre se tiene » < n. No es
posible comparar m y n.

b) Sim — r> 0, el espacio nulo de AT contiene un vector diferente de cero.

29. Base del espacio renglén (1, 2, 3, 4), (0, 1, 2, 3), (0, 0, 1, 2); base del espacio nulo
(0, 1, —2, 1); base del espacio columna (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1); el espacio nulo iz-
quierdo tiene una base vacia.

31. SiAv =0y vesunrenglénde A, entonces v - v = 0. S6lo v = 0 en ambos espacios.

33. Renglén 3 — 2(renglén 2) + renglén 1 = renglén cero, de modo que los vectores ¢(1,
—2, 1) estén en el espacio nulo izquierdo. Ocurre que los mismos vectores estdn en el
espacio nulo.

35. a) uy w generan a C(A). b) vy z generan a CAD. © Rango < 2 si u y w son depen-

dientes o v y z son dependientes. d) El rango de uv’ + wz” es 2.

37. a) Verdadero (mismo rango). b) Falso (4 = [1 0]. c¢) Falso (A puede ser inver-
tible y también no simétrica). d) Verdadero.

39, ayp = 1, adyp = 0, a3 = 1, Gy 0, a3y =~ 1, dzp = 0, gz = 1, azy = 0, ay; = 1

(no es tnica).
41. Rango r = n significa espacio nulo = vector cero y x,, = 0.

Conjunto de problemas 2.5, pdgina 122

1 —-1 0 1
1. A= {0 1 ~1|; N(A) contiene multiplos de | 1 |; N(AT) contiene multiplos de
1 0 -1 1
1
1j.
-1

3. La suma de los elementos en cada renglén es cero. Por tanto, cualquier combina-
cién posee esa misma propiedad: £, + £+ f3 = 0; ATy = f = y, +¥y = fi,
—yi+ ¥ = f,mya—ys = f3 = fi +f +f = 0. Significa que la corriente to-
tal que entra desde el exterior es cero.
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¢ tc¢ —C —C
! 3 ! 3 251 + 3 %4 . . +
5. -1 c1te —-ca 13 c o + ¢ tiene pivotes ¢; + ¢3,
—Cy 1 2
—C3 {7 cy T3

€103 T €102 T €263
<y +C'3 ’

7. Las condiciones sobre bson by + by —bs = 0,b3 —by +bs = 0,5, — bs +bs = 0.

11.

13.

15,
17.
19.

21.

'3 ~1 —1 =17 [e1 +cp +os -1 —¢ —Cs
-1 3 -1 -1 —¢y c; +e3toeg —C3 —Cq4
-1 -1 3 -1y —Cy -3 cy + c3 + 6 (g
-1 -1 -1 3 —C5 —Cq g cy + s+ Co
Estas cs que se unen con el nodo j ahora aparecen en el renglén J.
"1 0o 0 0 -1 1 07 [y Fo]
o L o0 0 -1 0 1||» 0 —4 -1
0 0 4 0 0 1 0f|»m 0 ~3 2
0 0 0 1 0 0 -1 yal =0 hx=1_wuy=1|,
-1 -1 0 o 0 0 0] ix A 3 3
1 0 t 0 0 0 0flx £ 0 L
0 1 0 -1 0 0 0] |xs3] | f3
6! .
Hay 20 elecciones de 3 aristas de 6, yaque “6en 37 = e 20. Cuatro elecciones

proporcionan tridngulos, dejando 16 drboles generadores.

Creo que ya estd considerada.

9 nodos — 12 aristas + 4 ciclos = 1; 7 nodos — 12 aristas + 6 ciclos = 1.

Conzx = (1, 1, 1, 1) se obtiene Ax = 0; asi, ATAx = 0; de nuevo, el rangoes n — 1.

0 1 1 1
{1 0 1 1
M=1 10 1]Y
1 1 1 0
3 2 2 2 (M?);; = apay; + -+ + Ginny
M2 = 2 3 2 2 y se obtiene ay a; = 1 cuando hay una ruta
2 2 3 2y de 2 pasos que vade i ak a j. Observe las
2 2 2 3 tres rutas que van de un nodo a sf mismo.

Conjunto de problemas 2.6, pagina 133

1.

3.
3.

Rotacicn [0 "11.[0 O
otacmno ol lo ol

iAx}j? = 1 siempre produce una elipse.

Son transformados a (1, 3), (2, 6), (— 1, —3). El eje x gira; las rectas verticales se des-
plazan hacia arriba o hacia abajo, pero permanecen verticales.

Matriz de g g g (6)

segundas 0 6 o ol El espacio nulo es generado por (1,0,0,0) v (0, 1,0, 0),
derivadas 00 0 0

que proporcionan una P, lineal. Las segundas derivadas de funciones lineales son ce-

11.

13.

15,

17.

19.
21.

23.
25,
27.
29.
31.

33.

3s.

37.

39,

41.

43.

45.
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ro. Accidentalmente, el espacio columna es el mismo que el espacio nulo, porque las
segundas derivadas de ctibicas son lineales.

&'y e son una base para las soluciones de " = u.

cosf -—send| jcos® —send| _[1 O g2 =]
senf cos @ | [send cosé 0 1 o

a) Si. b) 5i. {Para (AB)C o0 A(BC) no se requieren paréntesis!

1 0 0 0] yA?= I ladoble traspuesta de una matriz
A = 0 01 0O proporciona la matriz misma.
01 0 0 Observe que A,; = 1 porque la traspuesta
0 0 0 1 de la matriz 2 es la matriz 3.
0
R 010 0 A 10 0
A= ;B=10 0 1 0O];AB = ;BA= 10 1 0Ol
0 1 0 00 0 1 0 0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
a) es invertible con 77 (y) = y'; ¢) es invertible con 77 '(y) = y — 11.

Con w = 0, la linealidad proporciona T(v -+ 0) = T(v) + T(0). Asi, T(0) = 0. Con
¢ = —1, la linealidad proporciona 7(—0) = —T(0). Con certeza T(—0) = T(0). Asi,
T0) = 0.
ST (W) = Sv) = v.
b) y ¢) son lineales, a) falla T(2v) = 2T(v), d) falla T(v + w) = T(w) + T(w).
T(T(@) = (v3,v1,v2); T>(v) = v; T'%0W) = T(T®(w)) = T(v).
a) 7(1,0) = 0.b) (0,0, 1) no estd en el rango. ¢) 7(0, 1) = 0.
La ley asociativa proporciona A(M, + M,) = AM| + AM,. La ley distributiva aplica-
da a las ¢s proporciona A(cMd) = c(AM.

0 0 0 1 .
1 O} {0 O}' Para los profesores: la dimen-
sion del espacio de matrices es 4. Las transformaciones lineales en ese espacio deben

provenir de matrices de 4 por 4 (16 pardmetros). Las multiplicaciones por A en los pro-
blemas 31 y 32 son transformaciones especiales con s6lo 4 pardmetros.

T({) = Opero M = [8 (i; OJ en el niicleo.

d

Con ninguna matriz se obtiene A {

J = T(M); éstas llenan el rango. M = {i

-1
a)M=[Z Z} b)N={‘Z 2} . ¢ ad = be.

Reordenar la base con la matriz permutacion; cambiar las longitudes por medio de la
matriz diagonal positiva.

1 a a?] JA 4

1 &5 P |B]| = ; el determinante de VanderMonde = (b — a)(¢ — a)
1 ¢ &2} |cC 6

(¢ — b); los puntos a, b y ¢ deben ser distintos, y asi el determinante ¢ 0 (es posible

interpolar).

Si T no es invertible, entonces T'(v,), ..., T(v,) 0o €s una base. Asi, no es posible

escoger w; = 7(v,) como base de salida,

S(T(wY) = (—1, 2), pero 5(v) = (=2, Dy T(S(w)) = (1, —2). As{, TS # 5T.




e
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47. La matriz H de Hadamard tiene columnas ortogonales de longitud 2. Por tanto, la in-
versa de H es H'/4 = H/A. '

49, Falso: los n vectores diferentes de cero deben ser independientes.

Conjunte de problemas 3.1, pagina 148

L fixfl = V2L Iyl = 3v2; 2Ty = 0. |
3. (x2/x)(y2/y1) = —1 significa que x;y, + x2y; = 0, de modo que x™y = 0.
5. v; y v; son ortogonales, asf como v, ¥ vs.
7. x=(~2,1,0;y=(~1, —1, 1); el renglén z = (1, 2, 1) es ortogonal al espacio nulo.
9. El complemento ortogonal es la recta que pasa por (—1, —1, 1)y (0, 0, ).
11. SiATy = 0, entonces yTh = yTAx = (yTA)x = 0, lo cual contradice que y'b # 0.
13. La figura separa cualquier y en R™ en la parte del espacio columna -+ la parte del es-
pacio nulo izquierdo.
15. No puede existir una matriz asf, ya que (1,2, 1)T(1, =2, 1) # 0.
17. La matriz con la base para V como sus renglones. Asf, el espacio nulo es Vi=wW.
19. a) SiVy W son rectas en R?, V* y W son planos que se cortan.  b) V.

1 1

21. (1,2, —1)esperpendicularaP. A = [0 1

g} tiene N(A) =P;B={1 2 —1]
tiene espacio renglén = P.

2 2
togonal a (—2, 1). El espacio renglén siempre es perpendicular al espacio nulo L.

23. A = [1 1] tiene subespacios = cuatro rectas; (1, 1) ortogonal a (—1, 1), (1, 2) or-

1 2 -3 2 1 1 1
25. a) 2 -3 11, ®) |—3]| noesortogonala|1]. ¢) |1lenCA)y |0
-3 5 - 5 1 1 0
en N(AT) es imposible: no son perpendiculares. d) 4 = E :ﬂ tiene A% = 0.
e) (1,1, 1) estd en el espacio nulo y en el espacio renglén; no existe una matriz asi.
27. a) Si Ax = b tiene una solucién y ATy = 0, entonces Ty = (Ax)Ty =0. b) bno
est4 en el espacio columna; asf, no es perpendicular a ninguna y en el espacio nulo
izquierdo.
29, x = x, + x,, donde x, estd en el espacio renglén y x, estd en el espacio nulo. Asf,
Ax, = 0y Ax = Ax, + Ax, = Ax,. Todos los vectores Ax son combinaciones de
las columnas de A. Si x = (1, 0), entonces x, = (1/2, 1/2).
31. a) Para una matriz simétrica, el espacio columna y el espacio renglén son iguales.
b) x estd en el espacio nulo y z estd en el espacio columna = espacio rengldn; por tan-
to, estos “vectores caracteristicos” tienen x'z = 0.

33. xseseparaen x, +x, = (1, —~1) + (1, 1) =(2,0).

§

35. Ax = BX significaque{ A B] {:yi] = (. Tres ecuaciones homogéneas en cuatro

incégnitas siempre tienen una solucidn diferente de cero. Aquix = (3, )y X = (1,0),
v Ax = BX = (5,6, 5) estdn en ambos espacios columna. jDos planos en R3 (que
pasan por cero) deben cortarse por lo menos en una recta!
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37. Ay = 0 proporciona (Ax)Ty = xTATy = 0. Asi, y LAxy N(AT) L Ca).

. 1
39. S*eselespacionulode A = {2 ; ﬂ En consecuencia, $- es un subespacio in-
cluso si 8 no lo es.

41

43. (1,1, 1, 1) es una base de P+, El espacionulode 4 = [1 1 1 1] es el plano P.

45. La columna 1 de A™! es ortogonal al espacio generado por los renglones 2o0., . . .
n-ésimo de A.

e

Si 'V es todo R*, entonces V- sélo contiene al vector cero. Asi, (VHT =R* =V,

3

2 2 -t
47. A= -1 2 2|,
2 -1 2

ATA = 9] es diagonal: (ATA),; = (columna i de A) - (columna j).

49, a) (1, —1, Q) estd en ambos planos. Los vectores normales son perpendiculares, iy los
planos siguen cortdndose! b) Se requieren tres vectores ortogonales para generar
todo el complemento ortogonal en R®.  ¢) Las rectas pueden cortarse sin ser orto-
gonales.

51. Cuando AB = 0, el espacio columna de B est4 contenido en el espacio nulo de A. En

consecuencia, dimensién de C(B) < dimensi6n de N(A). Esto quiere decir rango
(B) < 4 — rango(A).
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1. a) (x +y)/2 = /%y (media aritmética > media geométrica de x y y).

b) [jx +}’Ii2 < (Ixli+1yl)? significa que (x+y)T(x +y) < x> +20x Wiy I+ yIi2.
El miembro izquierdo es xTx + 2xTy + yTy. Después de cancelar lo anterior, se
obtiene x"y < x|l Iyll.

3. p =(10/3,10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9).

1
S. cos® =1/./n, de modo que 6 = arccos(1//n); P = |:|[1/n --- 1/n] =
todos los elementos % . !
7. Seescoge b = (1,..., 1); laigualdad ocurre si @, = - - - = a, (entonces a es parale-
laab).
5. p2 — aa'aa® _ a(aTa)a" aa®

= = = e = P,
aTaa™a (a%a¥a%a) aTa

L3 CRN)
. a2y p = {130 IO}Pz=I*Pl = % U ppr+p= [1 O};
0 16 T G 1

0
PP = [O 0}. La suma de las proyecciones sobre dos rectas perpendiculares

proporciona el vector mismo. La proyeccién sobre una recta v luego una recta per-
pendicular proporcionan el vector cero.

13. Trazaz‘i‘?)..;.....;.anan =424

ata aTa ata
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15.

17.

19.

21.

23.

25.

lAx)? = (AT (Ax) = xATAx, |ATx|? = (AT0)T (ATx) = x4A x. Si ATA = AAT, en-
tonces [|[Ax]| = !]ATxH. (Estas matrices se denominan normales).

a) aTb/a%a = 5/3; p = (5/3,5/3,5/3); e = (—2/3,1/3,1/3) tiene efa = 0.
b aTb/a%a = —1;p =(1,3, ) =bye=1(0,0,0).

11 NE L[t o3
11=P§yPlb=§5.P2=ﬁ3 9 3ly
11 5 1 3 1

12 -2 [ 4 4 =2

P=-1~2 4 4|,p==-|4 4 -2
912 4 a Ol—2 -2 1

P,P, = matriz cero porque a; L a,.

P +P+ P
[ 2 -2 e 4 - 4 2 4
=212 a4 4l+2] 4 4 —2]+=]-2 1 -2f=1I
912 4 4| %2 —2 1] % 4 -2 a4

Debido a que A es invertible, P = A(ATA)'AT = AA"W(AT) 1AT = I: proyectar
sobre todo R2.

Conjunto de problemas 3.3, pagina 170

1.

1.

13.

15.

17.

19.

T =2; E? = (10 — 3x)? + (5 — 4x)? es minimizado; (4, —3)T(3,4) = 0.

1
3

b=4,59ent= —1,0, 1; lamejorrectaes 6 + (5/2)t; p = (7/2,6,17/2).

es perpendicular a ambas columnas.

|

[ S e
G-
|
S
i
WY WIR WIN

o -1/2 1
2) PT = (PTP)T = p.As, P = PTP = P2 b) P proyecta sobre ¢l espacio
Z = {0}.
P+Q=1,PQ = 0, trasponera QP = 0, de modo que (P — O} P — Q) = P~
0—-0+Q=1.
La mejor recta es 61/35 — (36/35)t; p = (133/35,95/35, 61/35, —11/35) a partir
de C = Dr.
H2=(] —2P)* =] —4P +4P? =] —4pP + 4P = |. Con dos reflexiones se

obtiene I. 12 12
La proyeccién sobre x + y = 0 = Proyeccién sobre (—1, 1) = {_1 2 12 }

1 1/2 0
P=AATA AT = 11/2 1/2 -=1/2|.

La matriz proyeccion sobre el espacio renglén deberfa ser AT(AAT) ' A si los renglo-
nes fuesen independientes.

T, T = T
231. La mejor recta es{ G e T az} [xl} = { 2 b};;; = FJ
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~ala, ajaz| 1% —ajb 1

23. C=(ATA) TATH, AT = [1---11,b = (¥1,..., y)T entonces

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.

ATh _ it Ty

C =
ATA m

s x = 1D b= .
1 = -3
4 -5

b, + - - + b, En consecuencia, ¥ es la media de las bs. b) La
Tibi =% (0 p=(3,3,3), e =(-2,-1,3), ple =0.

1 —1
1o
A=
1 2
a) ata =m,a"b =
varianza es [efj?

111
1 1 14
1 11

F =X — )7 = (ATA)'AT(b — Ax) (b — Ax)TIA(ATA)™". Para errores in-
dependientes, al sustituir (b — Ax)}(b — Ax)T = o?] se obtiene la matriz de cova-
rianza (ATA) TATo? A(ATA)™L. Esto se simplifica a 02(ATA)™! férmula clara para
la matriz de covarianza.

i

P =

L3 ] b

1 9 1
—bip + T = - + -0+ .
070 " T ® bio)
1 0 0 1
1 1| [c] _ |8 . : =|3z=!
L 3 [D] =1 gl Al cambiar el miembro derecho por p = 130 x [4] se
1 4 20 17

resuelve AX = p.

1 0 0O 0
11 1 ¢ 8
Pardbola mds préxima: D = .
1 3 9 5 8
1 4 16 20
4 8 26][C 36
ATAX = | 8 26 92! |D| = |112].
26 92 338 |E 400

a) Lamejorrectaes x = 1 + 4¢, que pasa por el punto central (7, Z) =(2,9). b)Con
base en la primera ecuacién Cm +D 5 #; = ) b;. Se divide entre m para obtener
C+Df=50.

P _w%b1+-~'+w,2nbm
v wit oo +wl
Xw = (1/21,4/7); AZw = (1/21, 13/21,25/21),

b — AXy = (—1/21,8/21, ~4/21), (AZw) WTW(b ~ AZXw) = 0.

Conjunto de problemas 3.4, pégina 185

1.

a) ~4=C—-2D,-3=C~—D,—1 =C+D,0=C +2D. b)Lamsjorrecta,
—2 + ¢ pasa por todos los cuatro puntos; E2 = 0. ) b est4 en el espacio columna.
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3. Proyeccion sobre as: (—2/3,1 /3, —2/3); la suma es b mismo; observe que aay, azﬁg, 7. ¢=(1,0,1,0).
asal son proyecciones sobre tres direcciones ortogonales. Su suma es la proyeccion 9. a) y = Fveces (1,0,0,0) = columna cerode F = (1, 1, 1, 1).
sobre todo el espacio y debe ser la identidad. b) c= (1,1, 1, 1)/4.
-3 3 1 1 2 2
-1 1 1 L 0 c =11 y =10 0
2 2 z 11. ¢ = par = R
5. (J—2™)TU —2ud® = I —du + du™w™ =1,0=| T | | _if T T cmpa=0] Ty =0 777 |2
2 2 2 2 0 0 0 0
1 ) 1
2 2 2 2

13, ao=(fotAith+i)dc =(fo—ifi—atif)fdc=(fo— i+~ F)/4

T (igy + -+ xag) gy F o Xage) = x2 4o +x2 = b = pTh = c3=(fo+ifi —fo —ifs)/4; fimpar significafo =0, f, = 0, f = —f;. Luego co = 0,
xP 4+ a2 c2=0, c3 = —¢, de modo que ¢ también es impar.
9. La combinacién més préxima de ¢, es Og; + 0g,. : 1 L1 . .
11. O es triangular superior; la columna 1 tiene g;; = *1; por ortogonalidad, la colufnna’ 15, F = 1 111 i2 1 1 1] _ 1 FH
2 debe ser (0, £1,0,...); por ortogonalidad la columa 3es(0,0, =1,...) yasisu- 1 2 1 12 511 ' -1 )
cesivamente. 1 1 i —i i
o 0 1 o 0 1]yt 11 1 _ 1 1 1
3. A=10 1 1} = 0 1 0 0 1 11 = QR 17. b = eZm/ﬁ \ y F= 1 62111/3 e4m/3 .
11 1 1 0 0]1|0 O 1 etmifs 1 eWif3  G2mif3
1/3 2/3 —2/3 ‘ o ' 01 0
15. g = 2/31, g2 = |1/3], g3 = 2/3 | esté en el espacio nulo izquierdo; 19. A =diag(1,i,i%%); P=10 0 1] y PTlevaai® —1=0.
-2/3 2/3 1/3 10 0 :
-~ _laib] |1 ; 21. Valores caracteristicos ¢p =2—1—1=0, ¢; =2—i—i> =2, &y =2 —(-1) -
* T gke| T |2) ‘ (—1) =4, e3 =2 — i3 — % =2 Compruebe traza0 + 2 + 4 + 2 = 8.
~ T : 3 3 = _15/3 T = 5/9 23. Las cuatro componentes son (cg + ¢3) + (¢1 + ¢3); luego, (co — ¢2) +i(c; — ¢3);
17. Rx = QTb proporciona 0 V3 2 I y ol

Iuego, (co + ¢3) — (cy + ¢3); luego, (co — ¢2) — i(c; — ¢3). {Estos pasos son la TFR!
19. C* — (qIC*) ques ¢ ~ (i) a1 — (g3 ¢) g2 porque gfq, = 0.
i i 55 proximas son O sen 2x = 0y 0 + Ox = 0.
21. Por ortogonalidad, las funciones mas pr 1. det2A) = 8y det(—A) = (—1)*det A = % y det(A?) = % y det(A™1) = 2.
23. ap = 1/2,a1 = 0,b; =2/ 3. Porlaregla 5, las operaciones en los renglones dejan sin modificar a det A. Luego, al
multiplicar un renglén por —1 (regla 3) se obtiene la regla del intercarnbio de renglo-

Cenjunto de problemas 4.2, pagina 206

by

25. Larecta més proxima es y = 1/3 (horizontal, ya que (x, x%) = 0).

27. (1//3, =1/+/2,0,0), (1/+/6,1/+/6,2/+/6,0), nes: det B = —det A.
(—1/2/3, —=1/2+/3, 1/ 23/3, —1//3). 5, Para la primera matriz, con dos intercambios de renglones se obtiene la matriz identi-
2. A (1,~1,0,0);B=b—p= (l 1 ()) :C=c—pa—ps= (% % % -—1), dad. La segunda matriz requiere tres intercambios de renglones para llegar a .
. =q = s T hy Uy s - = \30 2 » s s 3s T
) 7. det A = 0 (singular); det U = 16; det UT = 16; det U™! = 1/16; det M = 16 (dos in-
Observe el patrén en estos vectores ortogonales A, B y C. Luego, (1, 1,1, D/4. tercambios(). gular) e e (dos in

- 2 T, ==
31. a) Verdadero b) Verdadero. Ox = x1q+x242. | @ > = x? +x3 porque g;q. = 0. 9, El nuevo determinante es (1 — m&)(ad ~ bc).

. as 3.5, pagina 196 £ 11. Si|det Q] no es 1, entonces det @" = (det Q)" se inflaria o tenderfa a cero. Pero 0" si-
Conjunto de problem pag - gue siendo una matriz ortogonal. Asf, det @ debe ser 1 o —1.
4 0 0 0 16 ¢ 0 O = 13. a) Con la regla 3 (factorizar —1 de cada renglén) se obtiene det (KT) = (—1)° det K.
1. F? = 0 0 0 4 F* = 0 16 0 0 _ 4y , Asi, con —det K = det KT = det K se obtiene det K = 0.
: 0 0 4 O g 0 16 O 0 0 1
0 4 0 O 0 0 0 16

0
0 0 1 0ol .
b) tiene det = 1,
3. La submatriz es Fs. : —(l) 8 g
5. ¢ = —1 para x = (2k + V), ¢® =i para § = 2km + 7/2, k es entero.
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15. Sumar cada columna de A a la primera columna la hace una columna cero, de modo
que det A = 0. Si la suma de todo rengidn de A es 1, entonces la suma de todo renglén

de A — Tesceroydet(A — 1) =0.

L1
Sin embargo, det A no debe ser 1: 4 = [f ?} tiene det (A — I) = 0, aunque det
A=0+1 2 2
17. det(A) = 10,det(A™) = &, det(A —AI) =2* —7A + 10 = O parai =35y
A= 2.

19. Al tomar determinantes se obtiene (det C)(det D) = (—1)*(det D)(det C). Paran par

el razonamiento fracasa (porque (—1)* = +1) y la conclusién es errénea.

d -b
-1y = ad —bc ad—bc| - ad —bc 1
21. det(A™!) = det | 4 T 2 ad =B~ ad—be
ad —bc ad —bc

23. Determinante = 36 y determinante = 3.
25. det(L) =1, det(U) = —6, det(4) = =6, det(U™'L™) = —1,y

det(U'L™4) = 1.
27. Renglén 3 — renglén 2 = renglén 2 — renglén 1, de modo que A es singular.
29. A es rectangular, de modo que det(ATA) # (det AT)(det A): éstas no estdn definidas.

31. Los determinantes de Hilbert son 1, 8 X 1072, 4.6 X 107, 1.6 X 1077,3.7 X 1072,
5410718, 4.8 X 10725, 2.7 X 1072, 9.7 X 10™%, 2.2 X 1077, Los pivotes son ra-
zones de determinantes, asi que el décimo pivote estd préximo a 10 7>%/1074 =1071%:
demasiado pequefio.

33. Los determinantes més grandes de las matrices 0—1paran = 1,2,...,s0on1,1,2,3,
3,9, 32, 56, 144, 320, en la pégina web www.mathworld. wolfram.com/Hadamards-
MaximumDeterminantProblem.htm/y también en la “On—Line Encyclopedia of Inte-
ger Sequences”’; www.research.att.com. Con —1s y 1s, el determinante de 4 por 4 méds
grande es 16 (consulte Hadamard en el indice).

35, det(J + M) = 1 +a +b+c+d. Reste el renglén 4 de los renglones 1, 2 y 3.

Luego, reste a(renglén 1) + b(renglén 2) + c(renglén 3) del renglén 4. Al hacer lo an-
terior, se queda con una matriz triangularcon 1, 1, 1,y 1 +a+ b+ c + densu dia-

gonal.

Conjunto de problemas 4.3, pagina 215
1. a) apanasap = 1; par,de modo que det A = 1.
b) bi3bpabaibis = 18; impar, de modo que det B = —18.
3. a) Verdadero (regla del producto). b) Falso (todo 1s).
c) Falso (det[! 1 0;0 1 1;1 0 1] =2).

5. El cofactor 1, 1, es F,—;. El cofactor 1, 2 tiene un 1 en la columna 1, con cofactor
F . Multiplique por (— D'*? y también — 1 para encontrar F,, = F,_;+ F,_,. Asi,
los determinantes son nimeros de Fibonacci, excepto que F, es el F,,_ de costumbre.

7. Desarrollo por cofactores: det = 4(3) — 4(1) +4(—4) —4(1) = —12

11.

13.

15.

i7.

19.

21.

23.

25.

27.
29.

31.

33.

33.

37.

39.
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. &) (n— Dn!{(cadatérminorn~1). b) (1 +i +-~+————_1 )ng
(n — 1)1

1 2!
c) -3~(n3 +2n —3).

0 A][r o] _[AB 4 I o] _ 0 A
O S A R

AB A

o I

det[
2 B I

} = det @B). Compruebe A=[1 2], B = H det [_ 0 A} =5=

det(AB); A = B], B = [1 2], det {_g /;} = ( = det(AB). Singular:

rango (AB) <rango (A) <n<m,

detA =1+ 18+ 12— 9 — 4 — 6 = 12, de modo que los renglones son indepen-
dientes; det B = 0, por lo que los renglones son dependientes (renglén 1 + renglén
2 = renglén 3); det C = —1, C tiene renglones independientes.

Cada uno de los seis términos en det A es cero; el rango es cuando mucho 2; la colum-
na 2 carece de pivote.

11023030044 HENE —, 040,303,204, tiene +, de modo que det A = 0;
detB=2-4-4-2-1-4-4-1=48,

a) Siay, = a = as3 = 0, entonces es seguro que cuatro términos son cero.

b) Quince términos son cero.

jAlgtin términe a a4 - - - a,, €0 la gran férmula es diferente de cero! Mueva los ren-
glones 1, 2, . .., n hacia los renglones B, . . ., w. Por tanto, estas gs distintas de cero
estan sobre la diagonal principal.

4172 = 12 permutaciones pares; det (I + P,,) = 16 04 0 0 (16 proviene de 7 + I).
3 2 1 4 0 0 1

C=12 4 2| y ACT= |0 4 0| =4/].Enconsecuencia, A~} = -7
123 00 4 4

1Bil = Al — Al =(a+ 1D —n=1

Es necesario escoger 1s de las columnas 2 y 1, de las columnas 4 y 3 y as{ sucesiva-
mente. En consecuencia, n debe ser par a fin de tener det A,, 7 0. El miimero de inter-
cambios es 1, por lo que C, = (—1)"2

Sy = 3,5, = 8,5; = 21. Parece que la regla es que cada segundo ndmero en la suce-
sién de Fibonacci . . ., 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, . . ., por lo que la conjetura es S, = 535.
Los cinco términos diferentes de cero en la gran férmula para S, son (con nidmeros 3
donde el problema 39 tiene nimeros 2) 81 + 1 — 9 — 9 — 9 = 55,

Al cambiar 3 por 2 en el vértice el determinante F,,,,» se reduce por 1 muliiplicado
por el cofactor de ese elemento del vértice. Este cofactor es el determinante de 5,
(un tamafio menor), que es F,,. En consecuencia, al cambiar 3 por 2 se modifica el de-
terminante a Fo,pn — Fa,, que es Fy, .

a) TododetL = 1;det U, = det 4, = 2,6, ~6parak = 1,2, 3.

b) Pivotes 5, £, 1.

Los seis términos son correctos. Renglén 1 — 2 renglén 2 + renglién 3 = 0, de modo
que la matriz es singular.

Los cinco términos diferentes de cero en det A = 5 son

CUD(EHD + (D(=D(=1)(~D — (=1D(—D(2)(2) — (22(~1)(—D
—(@2(=D(—1X2).




454 Soluciones a ejercicios seleccionados

41. Con a;; = 1, el determinante de la matriz —1, 2, —1 es det = 1 y la inversa
(A7) = n + 1 —mix ().

43. Al restar 1 del elemento n, n se resta su cofactor C,, del determinante. Este cofactor
es C,, = 1 (la menor matriz de Pascal). Al restar 1 de 1 se obtiene 0.

Conjunto de problemas 4.4, pagina 225

20 —10 —12 , [20 10 —12
1. getAa =20;CT =10 5 0 |ACT=20;A7" = % 0 5 0
0 o 4 o 0 .4

3. (x,y) = (d/(ad — bc), —c/(ad — be)); (x,y,2) =(3, 1, 2.
5. a) El 4rea de ese paralelogramo es det {_? ﬂ , por lo que el 4rea del trisgngulo ABC

es %4 = 2. b) El tridngulo A'B'C ! tiene la misma drea; simplemente se ha movido ha-
cia el origen.

7. Los pivotesde Ason 2,3y 6 a partir de los determinantes 2,3,y 36; los pivotes de B
son2,3y0.

9, a) P*lleva(1,2,3,4,52@3,2, 5,4, 1.
b) P lleva(l,2,3,4,5 a3, 4, 5,2, .

11. Las potencias de P son todas Ias matrices permutacion, por lo que finalmente una de
esas matrices debe repetirse. Si P es la misma que P*, entonces P™° = L

13. a) det A = 3, det B, = —6, det B, = 3, de modo que x; = —6/3 = =2y X =
3/3=1. b) |Al =4 |B,| = 3, |Byl = —2, |Bs| = 1. Por tanto, x; = %, X, = —1%
Yy X3 =3 :

15. ayx; = % Y Xy = :52: no hay solucién. b) x; = % Y Xy = %: indeterminada.

17. Si la primera columna de A es también el miembro derecho b, entonces det A = det
B,. Tanto B, como B; son singulares, ya que se repite una columna. En consecuencia,
xn=IBl/lAl = 1yx=x=0.

19. Si todos los cofactores = 0 (incluso en un solo renglén o en una sola columna), enton-

11 . .
no tiene cofactores cero pero no es mver-

ces det A = O (no hay inversa). A = [1 1

tible.

21. SidetA = 1y se conocen los cofactores, entonces CT = A~y también det ATl=1
Debido a que A es la inversa de A™!, A debe ser la matriz de cofactores de C.

23. Una vez que se conoce C, el problema 22 proporciona det A = (detC) Feonn = 4.
Asi, es posible construir A7! = CT/det A usando los cofactores conocidos. Para en-
contrar A es necesario invertir.

25, a) Cofactores Cyy) = Cyy =Cp = 0.

b) Ciz = C2, C31 = C13,C = (s hace simétrica a S71.

27. a) Area ‘f; gl —10. b) Area del tridngulo = 5. ¢) Area del wridngulo = 5.

211 211

3 41 05 1l=5+7=12.

051 -1 0 1

31. Las aristas del hipercubo tienen longitud /1 + 1 + 1% 1 = 2 Flvolumen det H es
2% = 16. (H/2 tiene columnas ortonormales. Asi, det (H /2) = 1 lleva de nuevo a det

H = 16).

29. a) Area% = §.b) 5 + nueva drea del tridngulo %
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PRSI i /123803
(5 S GHCEREON g
e - REp andalfnien B 18 elgulos A+ B + D (not O).

. g GFEREVR

A I H
33 B Areas de mismas rectangulo A = 2(tridngulo a)
. Yl e - ; > bases y mismas rectangulo B = 2(tridngulo b)
C (Yl e 4 D alturas rectangulo D == 2(tridngulo d).

T2 1 Por lo que los triangulos a + b+ d = L(z1y2 — zay1).
Compruebe un ejemplc? con (a, b) = (3, 2), (¢, d) = (1, 4) y drea = 10. La recta des-
de (Q, e) en el paso 3 tiene pendiente ¢/a y su ecuaciénesy = e + cx/ a. {El paso 3
funciona porque (b, d) estd en esa rectal d = ¢ + cb/ a es verdadera, ya que ad —
bc = area ae en el paso 2. ’
35. El cubo n-dimensional tiene 2" vértices, n2" ™! aristas y 2n caras de dimensiénn — 1
El volumen del cubo cuyas aristas son los renglones de 27 es 27, .

37. J = r. Las columnas son ortogonales y sus longitudes son 1 y .

ar/dx 9r/3y
30/0x 96/dy

cos 6 sen 6 1

(—sen®)/r (cos®)/r| r°
41. S = (2, 1, —1) proporciona un paralelogramo, cuya 4rea es la longitud de un produc-
to cruz: [PQ X PS|| = [[(—2, —2, —1)|| = 3. |Esto también proviene de un deter-

minante! Los otros cuatro vértices podrian ser (0, 0, 0), (0, 0, 2)
,0,0),(0,0,2),(1,2,2 1,1, 0).
El volumen de la caja inclinada es [det| = 1. ( e ”

39.

x y z
43. det k ; gj = ( = 7x — 5y + z; el plano contiene dos vectores.

45. VISA tiepe cinco inversiones VI, VS, VA, IA, SA. Y AVIS tiene dos inversiones VI y
VS. Debido a que 5 ~ 2 es impar, VISA y AVIS tiene paridad opuesta.

Conjunto de problemas 5.1, pagina 240
1. A =2y A = 3; traza = 5, determinante = 6.
3. ky = —35y A = —4; las dos As son reducidas por 7, con vectores caracteristicos sin mo-
dificar.
5. A z 3;1, A =Ol, A = 0, con vectores caracteristicos (1,0, 0), (2, —1,0), (3, —2, 1); wraza
= 4,det = 0. A = 2, A = 2, A = —2, con vectores caracteristicos (1, 1 1, L
0~ iy traza = 2. dot = 8, (LL 1,010,031,
7. Ax = lx proporciona (A — 71)x = (A — 7)x; Ax = Ax proporcionax = AA™'x, de
modo que A”x = (1/A)x.
9. El coeﬁc.:iente de‘(-—k)”“1 en(Ay—A)---(A,—AyesAy+ -+ A, . Endet (A —Al),
un término que’ mf:luye un a; fuera de la diagonal excluye tanto a a; — A como a
a; — X. Este término no implica a (—A)" L. Asi, el coeficiente de (—A)"~! en det
(A — AI) debe provenir del producto bajo la diagonal principal. Ese coeficiente es
ayt+eccta = At AL
11. Trasponga A — AJ:det(A — A1) = det(A — ADT = det (AT — A T).
13. Los valores caracteristicosde Ason 1,2,3,7,8, 9.
15. rango(4) = 1, A =0,...,0, n (traza n); rango(C) = 2, . =0, .. ., n/2, —n/2 (wa-
za 0). , ’
17. El tercer renglén contiene a 6, 5, 4.
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19. A, A% y A* tienen los mismos vectores caracteristicos. Los valores caracteristicos son

21.

23.

25.

27.

29,
31.

33.

35.

37.

38.

1y0.5parad, 1y0.25 paraA®y 1y O para A. En consecuencia, A” estd a medio ca-
mino entre A y A%

A = 4y A, = —1 (compruebe la traza y el determinante) con x; = (}, )y x, = (2,
—1). A™! tiene los mismos vectores caracteristicos gue A, con valores caracteristicos
/A = 1/4y1/dy = —1.

a) Multiplique Ax para ver Ax, lo cual revela a A.  b) Resuelva (A — ADx = 0 para
encontrar x.

a) Pu=(uuTu = u(uTu) = u.demodoque A = 1. b) Py = (uuT)v = u(u™v) = 0,
asique A = 0. ¢ x; = (~1,10,0), x =(-3,0,1,0), x = (-5, 0,0, D
son ortogonales a i, por lo que son vectores caracterfsticos de P con A = 0.

A3 — 1 = Qproporciona A = 1y A = %(——1 4+ i~/3); los tres valores caracteristicos
son 1,1, —1

a) rango = 2. b)det(BTB) = 0. No ¢). &) (B+D 'tene(n + 7' =1,4, 1.
a=0,b=9,¢= 0 multiplican a 1, A, 22 en det(A —Al) =94 — A3t A = matriz
acompadiante.

[(l) g} {g (1)] [:i ﬂ Siempre A® = matriz cero si A = 0, 0 (Cayley-Hamil-
ton).

Ax = Cihix 4+t Cohnk, eSigual a Bx = ciAyx + c - + Cyhgx, paratodax.
As{,A = B.

[? Z] [ﬂ = [? _ts:} = {a + b) [ﬂ Ay = d — b para obtener traza = a + d.

Se requiere A> = 1, pero no A = 1 (para evitar I). Con A, = ¢*™/? y 3, = g il

el determinante es Ak, = 1y la traza es A, + A, = cos & + isenZ + cos G —

. p -1 1
isen%ﬁ = —1. Una matriz con esta traza —1 y determinante 1 es A = [_1 0}.

Conjunto de problemas 5.2, pagina 250

1.

3.

5.

7.

1 1] [t 1z o]t 117,
1 1 11 —=1jlo o1 -1}
2 11 _ 1 12 o[t 1]
0 0/ |0 -2{{0 o]0 -2| °
1
A = 0,0, 3; la tercera columna de S es un miiltiplo de | 1| v las otras columnas estan

sobre el plano ortogonal a aquélia. 1

No es posible diagonalizar 2 A, y A;. S6lo tienen una recta de vectores caracteristicos.

- -1
A= [‘; *i} {g ﬂ E __H proporciona

w _ [3  1][5'° o3 1]7'_ 1[3.5%+1 3.5%-3
ATE <a]lo o~ T o s 510 +3 |

11,

13.

15

B

17.

19.

21.

23.

25

B

27.

29,

31

33

B

35,

37.

39.

41.

Soluciones a ejercicios seleccionados 457

Traza(AB) = traza (BA) = aq + bs + cr + dr. Asi, traza (AB — BA) = 0 (siempre).
Por tanto, AB — BA = [ es imposible para matrices, ya que la traza de 7 no es cero.

111 1 0 0
a) Verdadero;detA =23 0. b) Falso; {0 1 1|. ©) Falso; |0 1 0]esdia-
gonal! 00 2 00 2
[t o]t 117t 2 1], .
A= [1 _1] [0 J }:1 ~1} : L 2},cuatro raices cuadradas.

Rl 11 e Y R A 1
=lo b b )=

a) Falso; no se conocen As. b) Verdadero. c¢) Verdadero. d) Falso: jse requie-
ren vectores caracteristicos de S!

Las columnas de S son miltiplos de (2, 1) y (0, 1) en cualquier orden. Lo mismo para
ATL

AyBtienen A, = 1y A, = 1.A + Btiene A, = 1 y A, = 3. Los valores caracteristi-
cos de A + B no son iguales a los valores caracteristicos de A m4s los valores carac-
teristicos de B.

s 3 fom
| I———— 1

a) Verdadero. b) Falso. c¢) Falso (A podria tener 2 6 3 vectores caracteristicos in-
dependientes).

8
A = [_3 ﬂ (uotra), A = LZ ﬂ A = [_12 g};los iinicos vectores caracte-

risticos son (¢, —c).

SA*S™! tiende a cero si y sélo sitodo {A] < 1; BX — O desde A =09y A = 0.3.

_ o9 0] _3 -3] .0[3]_ 3 3] _ 3
A= { 0 0.3} §= [1 1]’ B H = 09° M BY Ll] = 037 {—1}

B'? {g} = guma de estas dos.

Bt = 1 1113 0] [1 n_ 3k 3k -0k
0 —-1110 2] {0 -1 0 26
Traza AB = (ag + bs) + (cr +dt) = (ga +rc) +{sb +1d) = traza BA. Demostra-

ci6n para el caso diagonalizable: la traza de SAS™ eslatrazade (AS™1)S = A, que
es la suma de los As.

W

Las As forman un subespacio, ya que cA v A, + A, tienen la misma S. Cuando § = ],
las As proporcionan el subespacio de las matrices diagonales. Dimensién 4.

Dos problemas: el espacio nulo y el espacio columna pueden traslaparse, por 1o que x
podria estar en ambos. En €l espacio columna podria no haber 7 vectores caracteristi-
cos independientes.

9
A= ﬁ é} tiene A% = h ﬂ y A2 — A — [ = matriz cero confirma el teorema

de Cayley-Hamilton.
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43. Por 5F, B tiene los mismos vectores caracteristicos (1, ) v (0, 1) que A, por loque B

b a 2b 0 G
es diagonal. Las ecuaciones AB — BA = [Za c 2 d} - {C Zd] = {0 0} son

—b=0yc=0:rango 2.

45. Atiene A; = 1y Xy =04 conx; = 1,y x = (1, ~1). A" tene & = 1yi, =0
(mismos vectores caracteristicos). A ene &, = 1y Ay = (0.4)'%, que estéd préximo

a Cero.

Conjunto de problemas 5.3, pégina 262

1. Los nimeros de Fibonacci comienzan par, impar, impar. Asf, impar + impar = par.
Los dos siguientes son impar (de impar -+ par y par + impar). Luego se repite impar

+ impar = par.

, 210 s_[3 2] 615
\ 3.A‘—'[1 l’A 2 l’A 3

3
2]-, Fao = 6765.

Ml O 1 —A2 -1
1] {0 }»z} [_1 M} (observe S7').

- 1 M A Ak 0 1 A 1 I
e et A AL 2l )

7. La suma directa L, + L+, proporciona Lo, . . -, Lipcomo?2,1,3,4,7, 11, 18, 29,47,
76, 123. Con mi calculadora obtengo A0 = (1.618.. )0 = 122.991..., que se

redondea a Ly = 123.

8. La matriz de transicién de Markov es
mueven,

71

5 ¢ 0

11 i T L

: 5 Ol Las fracciones 3, 5 ¥ 1 no se
11

i o3 1

11, a) A=0,(1,1,-2).b)r = 1y —0.2. c) limite (3, 4, 4) = vector caracteristico para

= 1.
0<acxl

13. a) 0<b<l.

b= |P/A-@ 1 1k 0 p/l—a) 1171
e = 1 ~1{10 (a-b) 1 -1 1

2b i—a—b
b—a+1 b—a+l
2l—a) l—a-—b

(a

— (a
b—a+1 b-—a+l
2b
—a +
©) uy — bz(la_.a)l sila—b| < 1;
b—a+1

- b)fc

— b)k

a=1/3
= —1/3
no es de Markov.

15. La suma de las componentes de Axes x; + xp + X3 (la suma de cada columna es ly
no se pierde nada). La suma de las componentes de Ax es Ax; + X + x3). SiA ¥ 1,

x, + x, + x5 debe ser cero.

1 [2 Z] es inestable para | > 1/2, y estable para || < 1/2.Es neutrapara o = £1/2.

Soluciones a ejercicios seleccionados 459

0 0 2 11 2
19. A2=10 0 OlyA’=0.Asl, (I -A)'=I+A+A2=10 1 1
00 0 00 1|

21. 31 Ase mcrf:menta, entonces se consumen mds bienes en la produccién y la expansién
ebe ser més lenta. En términos matemdticos, Ax > &x debe seguir siendo verdadera si
A se incrementa; ¢4, Se va para arriba.

3 2 171 —-1]15 O 11 111 &
= P -1} {5 0O 1 1
R N B R I M | B
_ - 2 11 .
25. R =SJAS ! = [1 2} tiene R? = 4. /B deberfa tener j = ./0 y A= /—1,

or 1 -1 0
por lo que su traza no es real. Observe que [ 0 _J puede tener /—1 =iy —i,y

una raiz cuadrada real [ (1) (l):l

23

by

27. A =SA;S7' y B = SA,5!. Las matrices diagonales siempre proporcionan
A1A; = A,A,. Asf, AB = BA, a partir de SA,S~'SA,S™! = SA;A,S7! =
SA A8 =SA,STISA ST = BA.

29. Btiene ) = iy —i, de modo que B* tiene A* = 1y 1; C tiene A = (1++/3i)/ 2 =
exp(mi/3),porloque A3 = —1y —1. Asf, C® = —Jy C'9%* = —~(.

Conjunto de preblemas 5.4, pagina 275

LoAy==2yk=0x =0, -Dyx=(1,1)
1 [ e_ZI + 1 ""'e‘zr -+ 1]
31 .

2¢
e +2
3oupy = [ o2 2]; cuando r — co, €% — +o0.

AQ+T) — -
5. a) AUFT) = SeA(H—T)S ) J— SeAteATs—l = §eM g8 AT ¢~ = eAteAT_

b)e“‘=l+A=[1 OJ,B=I+B=IWI o
11 o 1pAYET o

: a+p _ |cosl —senl . .
proporciona ¢ = [sen 1 cos J a partir del ejemplo 3 en el texto, en ¢ = 1.

Esta matriz es diferente de e*e®.

7. A=y 11 A _{4r+3
e At [0 1be u(0) = 4 .

9. a) & = lf{é? hp = I Redy > O, inestable. ) & = VT h = =7,
Rek; > 0, inestable c) A, = =158 3, = "‘zm, Re Xy > 0, inestable
d)y A =0, A3 = —2, neutralmente estable.
11. A, es inestable para t < 1, neutralmente estable para r > 1. A, es inestable para r < 4,

neu.tralmente estable en ¢ = 4, estable con A real para 4 <t < 5, y estable con A com-
plejo para t > 5. A; es inestable para toda t > 0, porque la traza es 2¢.

13. &y ui=cuy — b= - i
) )= cuy —bus, uy = —cuy +aus, uly = bu; — au, proporeiona uu+ulus + uius=0.

b) Debido a que ¢* es una matriz ortogonal, |u(s)||2 = e’ u(0)||? = u(0)|% es
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15.

17.
19.

21.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

35.

37.

39.

41.
43.

constante. ) A = 0y (/a2 + B2 + ¢2)i. Las matrices simétricas sesgadas tienen
As imaginarios puros.

ﬂ + } cos /6t [ﬂ

Ax = AFx + Ax obien, (A —AF — A2 Dx = 0.

Los valores caracteristicos son reales cuando (traza)? — 4det = 0 =
B2+ = 0= a?+b% =2

’ 1
up = e H uy = ¢t H} Si u(0) = (5, —2), entonces u(zr) =3¢ H 2 {—1]'

u(t) = L cos2t [__

__4(,_a2 —

‘:Y’J = {O 1} B,].Asi se obtiene A = (5% NZSHY

y// 4 5

A, =0y A, = 2. Luego, v(#) = 20 + 10¢” — 0o cuando t ~> 0.

A= { g él tiene traza 6, det 9, A = 3 ¥ 3, con un solo vector caracteristico indepen-
diente (1, 3). Asf se obtiene y = ce¥, y' = 3¢*. También te*’ resuelve y” = 6y’ — 9y.
y(#) = cos t empieza en y(0) = 1y ¥'(0) = 0. La ecuacién vectorial tiene u = (¥, ¥")
= (cos ¢, —sen .

Al sustituir u = €v se obtiene cet'y = A&y — e'h,0bien, (A —cv = b,0v =
(A — ¢~ 'b = soluci6n particular. Si c es un valor caracterfstico, entonces A — ¢l no
es invertible: esta v fracasa.

det/dt = A+ A%+ 1A + 1A% + - =AU+ At + AP+ AP+ ) =
Aett,

La solucién en el instante ¢ + T también es e4¢*T5(0). Asi, ¢*' multiplicada por ¢*”
es igual a MDD

SiA% = A, entonces e¥ = [ + At + A7 + LAP + - =] + (¢! — DA

1 0+e‘—1 e -1 _ | e ~1
o 1 0 0 0 1 7

1 1] [t 13 o]0 3 a_ [ W —e)] _
A = {0 3} = [2 O} {O 1] L _%,entonces e =1, & I

ent =0,
a) Lainversade ¢* es e~ b) Si Ax = Ax, entonces e*'x = e*xy " 5 0.

21 M, - -1 6]
2 = 2y 5 con vectores caracteristicos H y [J.Asx, A=8A5! = [_3 g

Conjunto de problemas 5.5, pagina 288

1.

3.

b) suma = 4 + 3i; producto = 7+i. ¢ 3+4i =3 —4i;1—i =1+
|3 +4i| = 5;|1 — i= +/2. Ambos ndimeros est4n fuera de la circunferencia unitaria.

¥=2~i,xx =5 xy=—1+7i 1/x =2/5-(1/5)i, x/y = 1/2 — (1/2)i;

compruebe que |xy| = /50 = |x}|y] ¥ |1/x|= 1//3 = 1/}x].

5. a) x2 = r2e®, x71 = (1/r)e™, % = re”®; x~! = ¥ proporciona |x|* = l:enla

circunferencia unitaria.

7.

9.

11.

-

13.

15.

17.
19.

21.
23.

25.

27.

29,

31

33.

3s.
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1 i oo 2 i i
C=|—-i 0 [i 0 1} = |- 1 0],C"=Cporque (AFA) = AH4,
0 1 i O 1

a) det AT = det A pero det A¥ = detA. b) AH = A proporciona detA =
det A == real.

PI)\.i = (, Ay = 1,)61 = {_i;j——a, Xy = [1;%, Qikl = 1, hyp = —1,x1 =
1/V/2 _ /2 .. _ _ 12/v/5 _ 1/4/5
[l/g,xz*{“l/ﬁ’]{'kl_57k2“ S,X1~[1/://—51,X2—{_‘2/\/§.

a) u, vy w son ortogonales entre si. b) El espacio nulo es generado por ; el espacio
nulo izquierdo es el mismo que el espacio nulo; el espacio renglén es generado por v y
w; €l espacio columna es el mismo que el espacio renglén. ¢) x = v — %w‘, no es
dnico, ya que es posible sumar a x cualquier multiplo de u.  d) Se requiere bTu = 0.
e) §71 = ST; §71AS = diag(0, 1, 2).

La dimensién de S es n(n + 1)/2, no n. Toda matriz simétrica 4 es una combinacidn
de n proyecciones, pero las proyecciones cambian cuando A cambia. En el espacio §
de matrices simétricas no hay base de » matrices proyeccién fijas.

(UMW V)Y = VEURUY = VBV = I Asi, UV es unitaria.

La tercera columna de U puede ser (1, —2, i¥ /6, multiplicado por cualquier nime-
o &%,

A tiene +1 o —1 en cada elemento en la diagonal; ocho posibilidades.

Las columnas de la matriz U de Fourier son vectores caracteristicos de P porque
PU = diag(l,w,w* ,w)HU (yw = i).

n? pasos para C directa multiplicada por x; sélo 7 log n pasos para F y F~! por la TFR
(y n para A).

2 g 1+1 3 1
AFA = | 0 2 1+il y aaf = [1 3] son matrices hermitianas.
i1i—-i 1—i 2
(AFAH = AHAHH = AH4 de nuevo,
cA sigue siendo hermitiana para ¢ real; (i A)" = — A" = — iA es hermitiana sesgada.
0 0 1
P = {1 0 0f, P? =17, P = p¥p = p: )\ = rajcescibicasde 1 = 1,
0 1 0
627:[/3 e4ﬁi/3.
2 5 4 2+5+4
C=14 2 5| =2+5P +4P% tiene MC) = { 2+ 5¢¥V3 + 4¢%i/3 3,
5 4 2 Y 4 5473y 48wl 3

= H A Ry

L[ 1 —1-=i][2i 0] 1 [ 1 1+
e i ATY =
K =aay ﬁ[l——i 1 Ho -z} 3[—1-“' 1]‘
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37.

39.
41.

43.

45.

47.

49.

11443 —t#i[1 01143 1 2=
V"Z{u—;‘ 1+~/§H0 —1]1,[4—5 1+3] % E = 6423

v = V¥ proporciona A real, con una unitaria se obtiene |A] =1, de modo que con una
traza cero se obtiene A = 1, — L.
No multiplique e~ % por %, primero conjiiguelos, luego f 02” o%ix dx ={e¥¥2i15" = 0.
R +iS = (R +iS)H = RT —iST; R es simétrica pero S es simétrica sesgada.
a b+ic 2 32 42
~11; +b2+ = 1.
(1lyi[—1L {b-—ic —a ] con a b c
(I = 2uu™f =1 —2uu®; (I —2uuty? = [ —duut +du(fuyut =1I; la matriz i
proyecta sobre la recta que pasa por i.
Setiene A +iB = (A +iB) = AT —iBT.Asl,A =ATyB=—B".
1—i 1—d}f1 oj1[2+2i -2 -1 .o
e — = . L -
A [ -1 5 ] [0 4] 3 [ 1+ 2} SAS™L. valores caracteristicos rea:
les1y4.

Conjunto de problemas 5.6, pagina 302

1.

3.

13.

15.

17.

19.

21.

C =N"'BN =N"'M"1AMN = (MN) 'A(MN); sélo M~VIM = I es semejante
al

Si Aq,.... A, SOR valores caracteristicos de A, entonces A; + 1,..., A, +1 son valo-
res caracteristicos de A + I. Por tanto, A y A + I nunca tienen los mismos valores ca-
racteristicos, por lo que no pueden ser semejantes.

Si B es invertible, entonces BA = B( AB)B™! es semejante a AB.

. El elemento (3, 1) de M™AM es g cos g + h sen 0, que es cero si tan 6 = —glh.

Los coeficientes son ¢y = 1, ¢ = 2,d; = 1,d; = 1; compruebe Mc = d.

La matriz reflexién con base v, y V2 €8 A = [? (I)l La base V, v V, (jmisma refle-

xién!) proporciona B = [é _(1):} SiM = B __ﬂ, entonces A = MBM ™.

0 6 0O 0 0 O
ceras derivadas de 1, x v x* son cero, de modo que D3 = 0.¢) A = 0 (triple); s6lo un
vector caracterfstico independiente (1, 0, 0). 0 1
i ol

Estos valores caracterfsticos son 1, 1, 1, —1. Matrices caracterfsticas B g}
a) TTH = UTLAUUBAR@U DY =1. b) SiTes triangular y unitaria, entonces

0 0 0 1
o 17 |-t of
sus elementos diagonales son cero porque 1as columnas deben ser vectores unitarios.

o 1 0 0 0 O
2y D=0 0 2|. b p> =10 0 0| = matriz de terceras derivadas. Las ter-

Los elementos 1, 1 de THT = TT" proporcionan ltl? = Jtal? + [1al® + lasl?, de
modo que #;, = ;3 = 0. Al comparar los elementos 2,2 de TET = TTH se obtiene
I3 = 0. Entonces, T debe ser diagonal.

SiN = UAU™!, entonces NN = UAU™ L~ WHARUH es igual a UAABUE, Bsto
es 1o mismo que UAFAUY = (UAU™ WHUAU ™!y = NFN. Por tanto, N es normal.

23.

25.

27.

29.

31.

33.

3s.

37.
33.

41.

43.
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Los valores caracteristicos de A(A — I(A —2I) son 0, 0, 0.

2

Si la®+bc ab-+bd] _ a b 1
1empre‘[ac“%-cd be +d? (a+d) c d +lad —ba) |, ﬂ = [8 g},

M™13M = 0, por lo que las dos iltimas desigualdades son ficiles. Al intentar para

MJ 1= J%M obliga a que la primera columna de M sea cero, por lo cual M no puede
ser invertible. No es posible tener J, = M ™ L,M.

a0 —go| 61 45] a_ [ 13 9
[——80 -59¢ T ¢ |-16 -11f

{1'00100180 ..t o 01
o of |1 1|1 oflo 1 1 semejantes; 0 1desuy0y[:1 0} de suyo.

a) _(XM"AM)(M“l.x) = MY Ax) = M~'0 = 0. b) Los espacios nulos de A y de
M™'AM tienen la misma dimensidon. Vectores y bases distintas.

2 2 3 302 k ~1 - -

2= € 3_ € 3¢ P A 2t - ¢t =2
|0 CZ’J [0 c3’J_ 0 c* P J0=1,07 = 0 2‘1]'

w(t) = (w(0) + tx(0) + 1£2y(0) + $32(0))e™.

a) Se escoge M; = matriz diagonal invertida para obtener Ml."‘ J:M; = MF encada

bloque. b) M, tiene estos blogues M; en su diagonal para obtener My YIM, = J%.

Q) AT = (M HYTITMT es (M™YTMG T MoMT = (MMoM™) ' A(MMoM™), ¥
AT es semejante a A.

—

a) Verdadero: Una tiene A = 0, laotrano. b) Falso. Diagonalice una matriz no si-

s e 0 1 -
métrica y A es simétrica. ¢) Falso Ll O} y {(1) (1)1 son semejantes. d) Verda-

dfer(.): todos los valores caracterfsticos de A -+ I se incrementan por 1, con lo cual son
distintos de los valores caracteristicos de A.

Diagonales de 6 por 6 y de 4 por 4; AB tiene todos los mismos valores caracteristicos
que BA més 6 — 4 ceros.

Conjunto de problemas 6.1, pagina 316

1.

3.

5.

ac—b: =2—4 =2 < 0;x% +4xy +2y* = (x +2y)? —2y* (di i
cuadrados). y ey (x + 2y)* — 2y? (diferencia de

det(A — AI) = A% — (a + ¢)A +ac — b? = ( proporciona Ay = ((a@ +¢) +

\/’(a —¢)? féz)/Z Y hy = ((@ +¢) — /(a — ) +4b%)/2); Ay > 0 es una suma de
niimeros positivos; A, > 0 porque (a + ¢)2 > (a — ¢)? + 4b? se reduce a ac > b”.
Mejor método: el producto A A, = ac — b,

a) Positiva definida cuando —3 <b < 3.

SR pr——
) b 1]lo o-e2|lo 1] © HﬂmmoeS—mcuando

1 b ix| _ |0 x 1 —b
b ool ly| = 1,quee:sy =9-—b2[ 1}. d) No hay minimo; sean y — 00,

x = =3y, entonces x — y tiende a —c0.
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11.

13.
1s.

17.

19.

21.

1 -1 —1 1 -1 -1

a) A = |—1 1 1] y Ay=|—1 2 =21

-1 1 1 -1 -2 11
b) fi =(x; — %2 — x3)? = Ocuando x; —x2 —x3 = 0.

1 0 0
©) fz=(x1-xz~xs)2+(xz—3x3)2+x§;L= ‘"i é (1) .
A= \:3 2] = E ﬂ B 2} [(1) ﬂ, los coeficientes de los cuadrados son los
6 1

pivotes en D, mieniras 1os coeficientes dentro de los cuadrados son columnas de L.

a) Los pivotessonay ¢ — |b]>/aydet A = ac — 2. b) Multipligue ]xz!z por
(¢ — tb!z/ a). c¢) Abhora, +HAx es una suma de cuadrados. d) det = —1 (indefinida) y
det = +1 (positiva definida).

a>1ly(a—Dec— 1> »2. Esto significaque A — [ es positiva definida.

Flr,y) = 52 +4xy +9y2 = (x +2y)? +5y% flx,y) =2 +6xy +9y? =

(x +3y)%

<TATAx = (Ax)T(Ax) = longitud al cuadrado = 0 s6lo si Ax = 0. Debido a que A
iene columnas independientes, esto s6lo ocurre cuando x = 0.

4 —4 8 .

A= {-—4 4 - } s6lo tiene un pivote = 4, rango = 1, valores caracteristicos 24,
8 —8 16

0,0, det = A.

ax? + 2bxy + cy? tiene un punto silla en (0, 0) si ac < b?. La matriz es indefinida

O<0yr>0).
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1.

3.
5.

1.

13.

.. ; 4
A es positiva definida para a > 2. B nunca es positiva definida: observe { 4 7}.

det A = —2b% —3b? + 1 es negativo en (y cercade) b = 2.

SixTAx > 0y x*Bx > 0 para cualquier x 7 0, entonces *N(A + B)x > 0; condicion (D
L 3011, [ 3 -1
As positivos porque R es simetnca y VA >0.R= L 3]; R = {_1 3}.

|xTAy)? = |xTRTRy|* = [(Rx)TRy|* < (por la desigualdad normal de Schwarz)

I Rx|ZIRYI? = (<TRTRx)(YTRTRy) = (xTAX)(yT AY).

A= {-—ffi —f] tiene A = 1y 4, ejes 1 L}i} y % {{ﬂ a lo largo de los vec-
tores caracteristicos.

Matrices negativas definidas: (D) xTAx < O para todos los vectores x diferentes de
cero. (II) Todos los valores caracteristicos de A que satisfacen A; < 0. (110) det A4 < 0,
det A, >0, det A3 < 0. (IV) Todos los pivotes (sin intercambios de renglones) satisfa-

cend; < 0. (V) Existe una matriz R con columnas independientes tal que 4 = ~R'R.

i5.

17.

19.

21.
23.

28.

27.

29.
31.

33.

3s.

37.

39.

41.

43.

Soluciones a ejercicios seleccionados 465

Falso (Q debe contener vectores caracteristicos de A); verdadero (mismos valores ca-
racteristicos que A); verdadero (QTAQ = 07'AQ es semejante a A); verdadero (los
valores caracteristicos de 27 son ¢~ > 0).

Empiece desde a; = (renglén j de RYY(columna j de R) = longitud al cuadrado de la co-

lumna j de R. Asf, det A = (det R)® = (volumen del paralelepfpedo R)* < producto de
las longitudes al cuadrado de todas las columnas de R. Este producto es a;1as - - - a,,.

2 -1 O 2 -1 -1
A= |—1 2 =—1] tiene pivotes 2, —;-, %; A= |—1 2 —1/] essingular;
0o -1 2 -1 -1 2
1 0
Ally = |0].
1 0
x¥Ax no es positiva cuando (xy, x2, x3) = (0, 1, 0) debido al cero en la diagonal.

a) La condicién de positiva definida requiere un determinante positivo (también que
todas las A > 0). b) todas las matrices proyeccién, excepto /, son singulares. c¢)Los
elementos diagonales de D son sus valores caracteristicos. d) La matriz negativa de-
finida —1 tiene det = -+1 cuando n es par.

A= 1/a%y Ao = 1/b*, de modo que a = 1//X] y b = 1/+/X;. La elipse 9x*+
16y2 = 1 tiene ejes con semilongitudes a = % yb= }‘,

93] _[3 013 1] ~_[2 0]. . 4 8
A= [3 5} = [1 2} !:O 2], C= {4 3} tiene CC* = [8 .25}.
ax? +2bxy +cy? = a(x + %y)z + £'-”%’iz-yz; 2x% 4+ 8xy + 10y? = 2(x +2y)* + 2y~
xTAx = 2(x; — §xp — %x;)z + 2(xa — x3)% xTBx = (x1 + 2z + x3)?. B tiene un

pivote.

Ay CTACtenen b > 0,22 = 0.C(1) =1Q +(1-NQR, 0 = [(1) -ﬂ

R = {O ﬂ, C tiene un valor caracteristico positivo y uno negativo, pero / tiene dos

valores caracteristicos positivos.
Los pivotes de A — %I son 2.5, 5.9, —0.81, de modo que un valor caracteristico de

A - %I es negativo. Por tanio, A tiene un valor caracter{stico menor que %

rango(CTAC) < rango A, aunque también rango (CTAC) > rango ((CT)"!CTACC™)
= rango A.
No. Si € no es cuadrada, CTAC no es del mismo tamafio que la matriz A.

6 —4r/18 -3 —A/18] _ . _ 54
det [~3 ~A/18 6~— 4}~/18} = () proporciona A, = 54, A, = =

. 1)1
Vectores caracteristicos | |, | ;|-
Grupos: matrices ortogonales; ¢ para toda r; todas las matrices con det = 1. SiAes
positiva definida, el grupo de todas las potencias A* contiene sélo matrices positivas
definidas.
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Conjunto de problemas 6.3, pagina 337

1.

3.

7.
9.
11.

13.

15.

17.

19.

5 20] o _ _ 1/\/171 | V1T
ATA::[ZO 80}solotxeneof~85¢onv1——{4/m,demOd()que vy __Um

2 17 .. o 345, _3-45
ATA = [1 J tiene valores caracteristicos g? = 5 Yy o7 = 5 Como
A = AT, los vectores caracterfsticos de ATA son los mismos que para A. Debido’a.que
Ay = %(1 —+/3) es negativa, 0, = A;, pero g, = —X,. Los vectores caracteristicos

unitarios son los mismos que en la seccién 6.2 para A, excepto por el efecto de este
signo menos (ya que se requiere Av, = Oolo):

[M/m 4—&} S ‘:}»2/«/14—}31\
uy = = - :

Vg =

STy /ira 1 /T + A2
1} .. _[i/v2 2 - /42
AAT—_—.B 2}Ueneo'12=3con ul—-[l/ﬁy of = lcon uy YN
110 1//6 1/+/2
. _ - 2 =1 o
ATA=|1 2 1| tienec? =3con v; = |2/+/6} 05 =1con v, ,
[0 11 1//6 —1/4/2
1/4/3
y vector nulo, v = -1//3 1.
1/V/3
0 V3 00 T
Asf, [é i 1] = [u Mz}[o 1 0] [vi vz w].
A = 12uv” tiene un valor singular oy = 12.

Multiplique UZ VT usando columnas (de U) multiplicadas por renglones.(de ZVT?.
Para hacer singular a A, el cambio més pequefio iguala a cero su valor singular mas
pequefio, 05. ) .

Los valores singulares de A + I no son 0; + 1. Provienen de valores caracteristicos de
(A+DTA+D.

0 0 0 1
1 010 1 0 01 0 0
A* es la inversa derecha de A; B™ es la inversa izquierda de B.

ATA = [12 1(6)] = % [i _—ﬂ [g 12] [__}1‘ i],tome las raices cuadradas de 4

_11*12011231y
yl6paraobtenerS~-2-l illo 4l{-1 1 1 3

Q=as™ =_._1__{ 3 1}

J10 =1 3) .
2) Con columnas independientes, el espacio renglén es todo R”; compruebe (1'4 A)
A*b = ATh. b) AT(AAT)'b estd en el espacio rengl6n porque en este es%acm se
multiplica AT por cualquier vector; asi, (ATA) A*b = ATAAT (AAT)"'b = A™b. Con
ambos casos se obtiene ATAxT = ATb.

At =

DO e

[ S T
O' [

Bl Bl B Bafe

21.
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1 1 0 0 . 1 1 .
Tome A = [0 O}YBZ {1 1].Asx, AB = [O O}.Apamrde C* en el proble-

0 Bt = 0
o/ 0

ma 15 se tiene A" = ’:

B £

jk =(AB)", y (AB)* # B*A™*.

DI DI

23. A= 00l = A% = 0,570 = AA™ = 0, 2E707. Al elevar al cuadrado se

obtiene (AAT)? = 0, T V0T = 0,52+ 0T y de manera semejante para
(AAT)? =AA* = (AA™)T y ATA proyectan sobre el espacio renglén y el espacio
columna de A.

Conjunto de problemas 6.4, pagina 344

1.

3.

1.
13.

15.
17.

P(x) = x? — xixp + x} — xox3 + x} — 4x; — 4x; tiene 3P /8x; = 2x; — x, — 4,
aP/a)Q = X1 +2X2 — X3, ¥ 3P/8x3 = X3 +ZJC3 -4,

Congp/ox =x+y=0Y 3P, /8y =x +2y —3 =( seobtienex = —3yy=3,

P, no tiene minimo (sea y — c0). Estd asociado con la matriz semidefinida [1 0}.

0
Escribax = (1,..., 1) enel cociente de Rayleigh (el denominador se convierte en n):
Debido a que R(x) siempre estd entre A, y A, se obtiene nk; < x"Ax = suma de todas
las ay; < nk.,.

. Debido a que x"Bx > 0 para todos los vectores x diferentes de cero, x' (A + B)x es ma-

yor que x"Ax. Asf, el cociente de Rayleigh es mayor para A + B (de hecho, todos los
n valores caracteristicos se incrementan).

Debido a que x*Bx > 0, el cociente de Rayleigh es mayor para A + B que el cocien-
te para A.

Los valores caracteristicos mds pequefios en Ax = Ax y Ax = AMx son% ¥ (3 — +/3) 4.
a) »; = ming{max, ., ;R(x)] > O significa que toda §; contiene un vector x con

T T
R(x) > 0. y X
El subespacio extremo S, es generado por los vectores caracteristicos x; y x.

Si Cx = C(A™'b) es igual a d, entonces CA™'b — d es cero en el término de correc-
¢i6n en la ecuacién (5).

ToT T
R(x) > 0. b) y = C 'x proporciona el cociente R(y) = yCACY _ x Ax

Conjunto de problemas 6.5, pagina 350

1.

3.

2 -1 0l [3/16 1/2
Ay=bes 4 |1 2 -—1{ 14/16] = b = |1/2]. El elemento lineal finito
0 -1 21 13/16 1/2
U=iVi+&Vy+ZEVsesigualalau = &, &, & exactaenlosnodos x = 1, 1, 2.
2 -1 0 1 2
A33=3,b3=%.ASf,A:3~1 2 ~1,b=§ 21,
0 -1 1 i
113
Ay = b proporciona y = — |81.
219
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5. Integre por partes: [y —ViVdx = [y Vividx — [V{Vj]’:é = [(V/Vidx =
misma Ajy.
7. A=4 M = % . La razén 12 (el cociente de Rayleigh sobre el subespacio de muilti-
plos de V (x)) es mayor que el valor caracteristico verdadero A = 2.

9. La matriz masa M es h/6 veces la matriz tridiagonal 1, 4, 1.

Conjunto de problemas 7.2, pagina 357
1. Si Q es ortogonal, su norma s 1O = méx || Qx| / Ilxll = 1 porque Q preserva la lon-
gitud: |Qxlf = |Ixl para toda x. O~ ! también es ortogonal y su norma s 1, de modo
quec(@) =1
3. ||ABx|| < |AlIBxlf, por definicién de la norma de A, y asf ||Bx|| < ﬂB_li lixll. Al dividir

entre ||x|| y maximizar, JAB| < JlAlIBll. Lo mismo se cumple para la inversa,
}lB"IA“lli < 1B Y A7 cAB) < ¢(A) ¢(B) al multiplicar estas desigualdades.

5. En la definicién JJA]] = méx [JAx]| / Ilx]l, x se escoge como el vector caracteristico par-
ticular en cuestidn: JJAx|| = |Alllx]l, de modo que la razén es | M| v la razén mdxima es
por lo menos |\|.

7. ATAy AAT tienen los mismos valores caracteristicos, ya que con ATAx = Jx se obtie-
ne AAT(Ax) = A(ATAx) = M(Ax). La igualdad de los valores caracteristicos mds gran-
des significa JJA] = |lAT].

1 0
Y Arnix(AB) > Aigsx(A)hrax(B). Por tanto, M max(A) TIO €8 UNA NOTMA.

9d4=ﬁ @B={°0}%MA+&>xmm®+hmwxwmml>0+m

11. a) S, c(d) = JAJIAT = c(A™Y), yaque (A7H 7! es A de nuevo.  b) A =x

a5l _1, i8xd] féxil _ 118by

< fANNAT | 7—- Esto es el

ol izl i<t 7 c l2ll

13. Al = 2yc = 1; Al = ~/2 y c es infinita (jsingular); |Al} = J2Zye=1

15. Sitax = Amm = 1, entonces todos los A; = 1y A =38IS§™! = I Las tinicas matrices
con [JA}} = AT = 1 son matrices ortogonales, porque ATA tiene que ser I

17. Elresiduo b — Ay = (1077, 0) es mucho menor que b — Az = (0.0013, 0.0016). Sin
embargo, z estd mucho més cerca de 1a solucidn que y.

conduce a

19, x2 + --- +x2noes maés pequefio que méx(x?) = (Jlxj) wo)’ v Do es mds grande que
(Jxi] + -+ |%D?, que es (lix]| )% Ciertamente, x? + + -+ +x2 < n méx(x?), de
modo que lIx]l < +/7llxllco. Se escoge y = (signxy, signxz, ..., sign x,) para obte-
ner x-y = ||xl1. Por la desigualdad de Schwarz, esto es cuando mucho fIx iyl =
J/7ljx. Se escoge x = (1, 1, ..., 1) para razones méximas /7.

[ 9 36 30}

31. La inversa exacta de la matriz de Hilbert de 3 por 3 es A" =136 192 —1801.

30 —180 180

23. El |lx|| = A~ ]| més grande es 1/Aqyq; €l error més grande es 1071/ Xt

. J1 0] |2 2 2 A 01
25. Intercambie {2 2} a{l 0} — {0 “1] ={ conP = {1 0] y
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o 2 2 2 2 0 2 2 0
J.A—» 1 0 - |0 -1 1] — |0 2 0l -
2 0 2 0 0 -1 1
010 1 0
= . Entonces PA = LUconP=|0 0 ljyL=] O 1
1 0 0O 0.5 -0.5

w
O o O

2 2
0 2
0 0
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= ! 2 5 14 1 -
1. uo—*}: },Lﬁ:[ }Mz:{ :J u __:[ } — 1 | 1] normalizado a un
0 -1 —4 M3 T |13 Hee /2 |—1]| vector unitario.

3 ko Nk .
3o /M = iy F (/A o+ (M /A% — cyxy s todas las Tazones

O O

|Ai/d] < L. Lffl razén méixima controla, cuando k es grande. A = [? (1)] tiene
A2} = |Aq] y ninguna convergencia.

2x — y)Tx

S.szx———(-— [N
T e =

=x —{(x —y) =y. Entonces H(Hx) = Hy
es x = Hy.

1 0 0 1 -5
_ {1 0 3 4 - :
7. U = [0 H} 0 45 ;; = 7! yentonces U TAU = |—5 % 5
0 -3 H 0 g ilg

] {cos ¢ senf - OR = cosf —senf| |l cosfsend
senf O senf cos@ | |0 —sen® 6
e(1 +s5%) —s3 ]

3 2

Entonces RQ = [
s -8

11. Suponga que (Qo - - - _Qk*l)( Ri—1 -+ Ry) es la factorizacidén QR de A* (lo cual cierta-
mente es verdadero si k& = 1). Por construccién, A, ,; = R, O, de modo que R, =

Apv1 QZ.= (Q;,f -+ QFAQo -+ Qr)QF. Al multiplicar por la derecha por (R, - - -
Ro), 1a hipétesis proporciona Ry - - - Rg = QF - - - O A**1. Después de pasar las s al
miembro izquierdo, este es el resultado requerido para A<T?,

13. A tiene valores caracteristicos 4 y 2. Escriba un vector unitario en el renglén 1 de P:

111 —1] 2 —4 1 1 -3
es ya sea ~—— PAP ' = — S b
ﬁ[l 1)? [0 4}"\/@[3 l}y“’) ’{0 2}'

15. P, usa 4n multiplicaciones (2 por cada elemento en los renglones i y j). Al factorizar
cos 8, los elementos 1 y = tan 0 sélo requieren 2n multiplicaciones, lo cual lleva a 2
n> para PR. ’

Conjunto de problemas 7.4, pagina 372

0

[« QI NTES

L DN-L-U)= , valores caracteristicos y = 0, =1/+/2; (D + L)

1
2
0

B

<

, valores caracteristicos 0, 0, 1 / 2; @eopy = 4-—72./2, reduciendo
Imax @3 —24/2 = 0.2.

IR N T Y
FNTENT -
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e Skrh senkrih--) = 9. El costo a minimizar es 1000x + 2000y + 3000z + 1500u + 3000v + 3700w, Las
oA G S o i cantidades x, y, z a Chicago vy u, v, w a Nueva Inglaterra satisfacen x + u = 1 000 000;
(COSknh)bearah - }—:Aﬁeﬂevaloms CaIaCteﬁStiCOSZ_ZCOSZ —2T \/2—’ y+v=1000000;z+ w=1000000;x +y + z=2800000,u +v+w-=
’ 2 200 000.

3m
Z‘COS% =2, 2*—COS—Z =2 4 '\/5

L | Conjunto de problemas 8.2, pagina 391
0 5 3 2 1 | 5 -
. . : — = = 1. En el presente, x;, = 4 v x5 = 2 estdn en la base, y el costo es cero. La variable de en-
1]. radios ry= -, " = —, 4 S
5. =D NL+U)=—|0 0 gj|;lostes cfrculos tienen nT3Tta trada debe ser x5 para reducir el costo. La variable de salida debe ser x5, ya que 2/1 es
% % 0 menor que 4/1. Con x5 y x, en la base, las restricciones proporcionan x; = 2, x4 = 2,
ahora el costo es x; + Xy — X3 = —2.
4 t4n en cero, de modo que todo [A;] < 4/5 < 1. Y « I, ” > .
=3 Sus centros s : 3. Los “costos reducidos” son r = [1 1}, de modo que el cambio no es bueno y el vér-
o b/ be\ V2 - tice es Optimo.
—-bjaj . = = c—~(D+ LYy U= P P
7. -D"Y(L+U) = [-—c/d o ] tiene p = & (ad) (D ) 5. EnP,r=[-5 3LasfenQ r = [ ~—1]; Res Sptimo porque r > 0.
{g ; b/ /C; } A = 0, be/ads Mg €5 igual a . 7. Para un problema de maximizacién, la prueba de detencién se convierte en r < 0. Si
c/a

fracasa, y el i-ésimo componente es el méds grande, entonces esa columna de N entra

9. Si Ax = Ax, entonces (J — A)x = (1 — A)x. Los valores caracterfsticos reales de en la base; la regla 8C para el vector que sale de la base es la misma.

B=1—Atenen|l — Al <l,en el supuesto de que A esté entre 0y 2. ' 9. BE = B[---v---]=1[---u---], yaque Bv = u. Por tanto, la matriz correcta es E.
= 2 B|[*. Luego se es- L o T Tom _
i < IAIlBIl. Se escoge A = B para encontrar [| B[} = ! Lt s 11. SiAx = 0, entonces Px = x — AT(AAT) "Ax = x.
1. (S:;Zr:i’iigfga}‘a“enggngar 1B3 < IB*IIBY = |B%]]. Contintie (o aplique induccidn). )
Debido a que ||B]| > mix |A(B)|, no es sorprendente que con [[Bl < 1 se obtenga

Conjunto de problemas 8.3 pagina 399
convergencia.

. 0 % 1. Maximizar 4y; + lly,, con y; > 0,3, = 0,2y, + y» < 1, 3y, < 1; el original tiene
13. Jacobi tiene S™!T = } ‘:? (1)} con |Almax = 3. Gauss-Seidel tiene §7IT = 0 1 xF =2,xF =3, el dual tiene yf = 1, yF = 1, costo = 5.
2 3. El dual maximiza yb, con y > c¢. En consecuencia, x = by y = ¢ son factibles, y pro-
con || = L = (|Alnax DAT2 Jacobi)”. . . L. .
méx ~ 9 ) porcionan el mismo valor ¢b para el costo en el original y en el dual; por 8F deben
15. Sobrerrelajamiento (SRS) sucesivo en MATLAB. A < 4. Los cireulos alre ser 6ptimas. Si b; < 0, entonces la 6ptima x* cambia a (0, b,,..., b,) ¥ ¥* =
- Al <09y A = 4. Los circulo - :
7. Todas las sumas méximas de los renglones son Al < - 3 ©,¢a,..., o).
1 d:dor de los elementos de la diagonal proporcionan cotas més estrechas. Primera /1& e<1 5. 5200 ITye=[-1 0]
crculo |A — 0.2] < 0.7 contiene a los demis circulos |A — 03 <05y r—0ll= ‘ . L
06va !od 1. tres v'alores caracteristicos. Segunda A: el circulo [ — 2| = 2 contie- 7. Debido a que cx =3 = yb, xy y por 8F son Gptimas.
os . : .
?1663.}1, zf;culocf{k — 2] < 1, atodos los tres valores caracteristicos 2 ++/2,2,2 — V2. 3 9. x*=[1 0Tyy*=[1 Ol cony*b = 1 = cx*. Las segundas desigualdades tanto
19. 71 = b — oAb = b — (b"b/bT Ab) AD es ortogonal a 7, = b: los residuosr = b 1 62 Ax"; > b como en y*A < c son estrictas, por lo que las segundas componentes de
o Ax son ortogonales en cada paso. Para demostrar que p, €5 ortogonalza Apo = Ab, ! YTy xT son cero.
p, se simplificaa cP: P = 1ABI%b — (BTABYAb Y ¢ = bTb/(bT Ab)?. Ciertamen- ~ 11. a) xf = 0, xf = 1, xf = 0,c"x = 3. b) Esel primer cuadrante con el tetrae-
te (ABYTP, = 0, yaque AT = A. (Esta simplificacién coloca a ayenpy = b — aAb + dro en el vértice de corte. ¢) Maximizar y,, sujetoay; > 0, y; < 5, y, <3,
(B"b — ZétleA’b + ?||AB|¥)b/b . Paraun buen andlisis, consulte la obra Numeri- <k =3,
i de Trefethen y Bau).
cal Linear Algebra de 1x 7 13. Aquic=1{1 1 llconA = (2) (1) (1) . No hay restriccién x > 0, por lo que el dual
. . . Te) e AT s . _— P P ;
. .1, pagina 381 tiene la igualdad y& = c (0 A’y = ¢'). As{se obtiene 2y, = Ll yy, = l y y, = 2 y ningu-
Conjunto de problemas 8.1, pag . 03 na solucion factible. Asi, €l maximo del original debe ser co: x; = ~Nyx, = 2N yx; =0
1. Los vértices estan en (0, 6), (2, 2), (6, 0); consulte la figura ©.5. ) proporcionan Costo = x; + x, + x3 = N (arbitrariamente grande).
3. Las restricciones proporcionan 3(2x + 5y) + 2(—3x + 8y) < 9 — 10, o bien, 100 -1 0 0 10 0 -1
31y < —1. No es posible tener y = 0. o admite el punto 15. Lascolumnasde [0 1 0 0 -1 0o |0 1 0 ~—1|
5. x> 0,y = 0, con restricciones adicionales de que x + y < 0 s6lo admite el p 001 0 0 -1 0 0 1 -1
0, 0).

7. x (bonos al 5%) = z (bonos al 9%) = 20 000 y y (bonos al 6%) = 60 000. 17. Tomey = {1 —1J; entonces yd 2 0,55 < 0.
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472 - Seluciones a ejercicios seleccionados

Conjunto de problemas 8.4, pagina 406 9. El maximo interior es el mayor de y, ¥ y,; x se concentra en €se. Sujetoay, + y, = 1,

i S f _
1. El flujo maximal es 13, con el corte minimal que separa el nodo 6 de los otros nodos. 1 el minimo de la y mds grande es 3. Observe A = I.
3. Al incrementar la capacidad de los tubos del nodo 4 al nodo 6 o del nodo 4 al nodo 5 ‘ 1. Ax* = [} %]T y yAx™ = |y + 1y, = i para todas las estrategias de ¥;

se obtiene el incremento méximo en el flujo maximal. El flujo maximal crece de 8a 9. * 11 . .
) ) . ) ] y*A = [5 5 -1 “1] y¥*Ax = 5xy + 3x%; — x3 — x4, que no pueden exceder
5. Asigne capacidades = 1 a todas las aristas. Entonces, el ndmero méximo de rutas aje- . ) kw1
nas desde s hasta 7 es igual al flujo méximo. Fl niimero minimo de aristas cuya elimi- 3> en medio estd y" Ax™ = 3.

nacién desconecta s de ¢ es el corte minimo. Asi, flujo mix = corte min. i

7. Losrenglones 1, 4 y 5 violan la condicién de Hall; la submatriz de 3 por 3 que provie-
ne de los renglones 1,4y 5 y de las columnas 1, 2, Stiene 3 + 3 > 5.

13. Valor 0 (juego justo). X escoge 2 0 3, y escoge impar o par: x* = y* = (

).

il

1
35

Conjunto de problemas A, pagina 420

9. a) La matriz tiene 27 unos, que no es posible cubrir por menos de n rectas porque ca- .
1. a) Mayordim (SNT)=7cuando S CT. b)Menordim(SNT)=2. c¢) Menor

da una cubre exactamente dos unos. Se requieren n rectas; debe haber un apareamien-
to completo.

dim (S + T) = 8cuando S C T. d) Mayor dim (S + T) = 13 (todo R'®).

1 1 1 1 1 an ap a3 4du ay an 0O 0
1000 1 3. V+ Wy VN W contienen @21 Gz O3 o y 0 an as 0 .
b) i1 0 0 0 1. Losunos pueden cubrirse con cuatro rectas; cinco matrimo- 0 an a3 au 0 0 as au
1 0 0 0 1 0 0 ap au 0 0 0 au
11 1 11 dim(V + W) = 13 y dim (VN W) = 7; se suma para obtener 20 = dim V + dim W.
nios no es posible. 5. Las rectas que pasan por (1, 1, 1) y (1, 1, 2) tienen VN W = {0}.

11. Sicadam + 1 se casa s6lo con €l hombre aceptable m, entonces no hay nadie que se ’ 7. Una base para V + W es vy, Uy, wy; dim (VN W) = 1 con base (0, 1, —1, 0).

case con el #1 (aun cuando todos sean aceptables para el #1). 9. La interseccién de los espacios columna es la recta que pasa por y = (6, 3, 6):
13. Con el algoritmo 1 se obtiene 1-3, 3-2, 2-5, 2-4, 4-6, y con el algoritmo 2, 2-5, 4-6, 2- | 15 3 0 15 3 0 1

4, 3-2, 1-3. Estos son los 4rboles generadores més cortos de la misma longitud. ; y=13 0 [1} ~lo 1 [2} coincidecon [A Blx=13 0 0 1 _,
15. a) Los renglones 1, 3 y 5 sélo tienen unos en las columnas 2 y 4. b) Las columnas 2 4 1 o 2 3 2 4 0 2 “.’2%

1,3 y 5 (en los renglones 2y 4). c¢) La submatriz cero desde los renglones 1,3y 5
y las columnas 1,3 ¥y 5. d) Los renglones 2 y 4 y las columnas 2 y 4 cubren todos
los unos.

La dimension de los espacios columna es 2. La suma y la interseccidn de ellos son
34+1=2+72

! 1 1 1 1
Conjunto de problemas 8.5, pagina 413 1L LEQF = [g 2 ;’; 2} = i “i 1 ”i .
2 S 4 - -
L —10x; +70(1 —x)) = 10x; —10(1 —x,), o bien, x; = £, x, = ; ~10y, +10(1 - 1 -1 -1 1
= 70y; — 10(1 — y1), o bien, y; = 1, y, = %; pago medio ydx = 6. '
1) =700 =101 =) NT TP Y 13. Ap = A ®I®D + U®Ap®D + ([ ®1® Ajp).
3. Si X escoge la columna j, Y elegiré su elemento mds pequefio g;; (en el renglén i).

X no se moverd, porque este es el mayor elemento en ese rengldén. En el problema
2, a;, = 2 era un equilibrio de este tipo. Si se intercambian el 2 y el 4 debajo del a,,,

Conjunto de problemas B, pagina 427

ningiin elemento tiene esta propiedad, por lo que se requieren estrategias mezcladas. i 2 0 01 0
. . . . ‘ 1. J = { } (A es diagonalizable); j = |0 0 0] (vectores caracteristicos (1, 0,

5. La mejor estrategia para X combina las dos rectas para obtener una recta horizontal, | 00 00 0

garantizando esta altura de 7/ 3. La combinaci6n es %(3); +2(1—y) + %(y +3(1~ : Oy, —1,0).

y)) = 7/3, por lo que X escoge las columnas con frecuencias %, 0, % : 1 ¢+ %
7. Para las columnas, se quiere x;a + (1 — x)b = x¢ + {1 — x;)d = u, de modo que : 3. &% =10 1 0| =7+ Br porque B> = 0. También ¢’* = J + Jr.

xila —b—c+d)=d ~b.Paralos renglones, y;a + (1 — y)c = y1b + 000

(1 — y)d = v intercambia b y ¢. Compare u con v: 106

w=x(a—b)+b = (a—b)d—b) b= ad —bc lo mismo despuss de 5. 7 =10 4 0| (valores caracteristicos distintos); J = {8 é} (B tiene A = 0,

a—b—c+d a—~b—c+d 0 0 6
b+ c=u. e 0, pero rango 1).



Factorizaciones matriciales

1.

2.

10.

unos en la diagonal pivotes en la diagonal
Requerimientos: Ningtn intercambio de renglones mientras la eliminacién gaussia-
nareduce 4 a U.

A=LU = ( L triangular mfenor) ( U triangular superior )

A= LDU = ( L triangular inferior ) ( matriz de pivotes ) ( U triangular supenor)

unos en la diagonal D es diagonal unos en la diagonal
Requerimientos: Ningtin intercambio de renglones. Los pivotes de D se dividen pa-
ra dejar unos en U. Si A es simétrica, entonces U es LT y A = LDLT.

PA = LU (matriz permutacion para evitar ceros en las posiciones pivote).
Requerimientos: A es invertible: Asi, P, L, U son invertibles. P realiza el intercam-
bio de renglones de antemano. Alternativa: A = LiP,Uy.

. EA = R (E invertible de m por m)(cualquier A) = rref(4).

Requerimientos: (Ninguno! La forma escalonada reducida R tiene r renglones pivo-
te y columnas pivote. El dnico elemento diferente de cero en una columna es el pivote
unitario. Los m — r dltimos renglones de E son una base del espacio nulo izquierdo de
A, y asf las r primeras columnas de £ son una base para el espacio columna de A.

. A= CCT = (Matriz triangular inferior C)(la traspuesta es triangular superior).

Requerimientos: A es simétrica y positiva definida (todos los n pivotes en D son po-
sitivos). La factorizacion de Cholesky tiene C = L/ D.

A = QR = (columnas ortonormales en Q)(triangular superior R).
Requerimientos: A tiene columnas independientes. Estas son orfogonalizadas en O
mediante el proceso de Gram-Schmidt. Si A es cuadrada, entonces 07 F = or.

. A= §AS™! = (vectores caracteristicos en S)(valores caracterfsticos en A)(vectores

caracterfsticos izquierdos en S 1).
Requerimientos: A debe tener n vectores caracteristicos linealmente independientes.

. A= QAQT = (matriz ortogonal Q)(matriz A de valores caracteristicos reales)(Q" es

o7h.

Requerimientos: A es simétrica. Este es el teorema espectral.

. A = MJM ' = (vectores caracterfsticos generalizados en M)(bloques de Jordan en

DM,

Requerimientos: A es cualquier matriz cuadrada. La forma de Jordarn J tiene un blo-
que para cada vector caracteristico de A independiente. Cada bloque tiene un valor ca-
racteristico.

A=USYT = U ortogonal Matriz L dem X n V ortogonal
esdem X m oy, ..., 0,.en ladiagonal esden Xn

11.

i2.

13.

14.

15,

PRI b, WIS AT
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Reﬁﬁeﬁﬁmﬁt@q@g‘g}g%“ﬁs’tg ggsﬁm@i%ﬁ{iﬁﬂﬁﬁmgular (DVS) tiene los

vectores caracteristicos de AATen U'y los de AT en V; o; = |/ 2,(ATA) =

J A (AT,

At = VEDT = ortogonal diagonal 1 /a;, R | /cr, ortogonal

denporn de n porm de m por m
Requerimientos: Ninguno. La seudoinversa tiene ATA = proyeccién sobre el espa-
cio renglén de A y AA™ = proyecci6n sobre el espacio columna. La solucién més cor-
ta por minimos cuadrados de Ax = b es ¥ = A*b. Esto resuelve ATAX = A%b,

A = QH = (matriz ortogonal Q) matriz H positiva definida simétrica).
Requerimientos: A es invertible. Esta descomposicion polar tiene H* = ATA. Fl fac-
tor H es semidefinido si A es singular. La descomposicién polar inversa A = KQ tie-
ne K% = AAT. Con base en la DVS, ambas tienen 0 = UVT.

A = UAU™? = (U unitaria)(matriz valor caracteristico A} U ™! = % = 7).
Requerimientos: A es normal: APA = AAY, Sus vectores caracteristicos ortonorma-

les (y t;a[l vez complejos) son las columnas de U. Los As son complejos a menos que
A= A"

A = UTU™! = (U unitaria}(7T tiangular con s en la diagonal)(U™! = UH).
Reguerimientos: Triangularizacion de Schur de cualquier A cuadrada. Existe una
matriz U con columnas ortonormales que hace triangular a U™ AU,

I D [ Fyp Permutacién
Fp, = . =
n { ;- D] [ Fn/Z} [ par-impar } un paso de la TFR.
Req/uerimientg_s: F,, = matriz de Fourier con elementos w’* donde w" = 1, w =
2™/ Asf, F,F, =nl. Dtiene 1, w, w? .. .ensu diagonal. Paran = 2¢ 1a transfor-
mada de Fourier rdpida (TFR) tiene %ne multiplicaciones de las £ etapas de las Ds.




Glosario: Un diccionario

de dlgebra lineal

Basede V Vectores independientes vy, . . . , Yy cCuya com-
binacion lineal proporciona todo v en V. jUn espacio vec-
torial tiene muchas bases!

Base normal de R Columnas de la matriz identidad de n
por n (se escribe 4, j, k, en R3.

Cociente de Rayleigh g(x) = x"Ax/x"x Para cada A =
AT, An T g(%) T Apax. Estos extremos se alcanzan en los
vectores caracteristicos x para Agm{A) ¥ Amadd).

Cofactor C; Quitar el renglén { y la colurnna j; multi-
plicar el determinante por (— 1) */.

Colummnas pivote de 4 Columnas que contienen pivotes
después de la reduccién de renglones; no son combinaciones
de columnas anteriores. Las columnas pivote son una base
del espacio columna.

Complemento de Schur S = D — CA™*B  Apareceen la
eliminacién por bloques de {2 8 ]

Compare Ly = 2 con los ndmeros de Fibonacci.

Combinacién lineal cv + dw o X¢;y;  Suma vectorial y
multiplicacién por un escalar.

Conjugado compleje 7 = a — ib para cualquier ndmero
complejo z = a + ib. Asi, z7 = [z]°.

Conjunto vy, . . ., v, generador de V. Todo vector en V
es una combinacién de vy, . .., U,

Cuatro subespacios fundamentales de 4 €(4), N(4),
A, Na).

Descompeosicién del valor singular (SVD) A = U VT =
(U ortogonal) multiplicada por (diagonal ¥) multiplicada
por (V¥ ortogonal ¥T) Las primeras r columnas de Uy V
son bases ortonormales de C(A) y C(AT), con Av; = ou; v

valor singular ¢; > 0. Las dltimas columnas de U 'y V son ba-
ses ortonormales de los espacios nulos de AT v A.

Descomposicién polar A = QH O ortogonal, H positiva
(semi) definida.

Desigualdad de Schwarz |v - w| < |jv}| jw]. Asi,
WTawl? < wTAvwTAwysia = CTC.

Desigualdad del triangelo f|z + v|| < ||u|| + ||v]] Para
normas matriciales, [[A -+ B|| < Al + | B].

Desplazamiento ticlico S Permutacién con sy, = 1,85, =
1,. .., por Gltimo's,, = 1. Sus valores caracteristicos son

7 raices e*™*/" de 1: los vectores caracteristicos son colum-

nas de la matriz de Fourier F.

Determinante |4| = det(4) Definido pordet/ = 1, con
inversién de signo para intercambio de renglones, y linea-
lidad en cada renglén. Asi, |A| = 0 cuando A es singular.
También, [AB| = |A||Bl, [A™"] = 1/]A] y |AT] == |A]. La gran
férmula para det (A) tiene una sumatoria de n! términos, y
en la férmula de cofactores se utilizan determinantes de ta-
mafio n — 1y el volumen de la caja = |det (4)].

Diagonalizacién A = §7'ASA = Matriz de valores ca-
racteristicos y § = matriz de vectores caracteristicos. A de-
be tener n vectores caracteristicos independientes para que
S sea invertible. Todas las A® = SA%S™ L

Dimensién de! espacio vectorial dim(V) = ndmero de
vectores que hay en cualquier base de V.

Ecuacién caracteristica det (4 — AI) = 0. Las n raices
son los valores caracter{sticos de A.

Ecuacién normal AT 4% = 47Tp proporciona la solu-
cién por minimos cuadrados de Ax = O si el rango total de
A es n. La ecuacidén establece que (columnas de A) -
(b~ AX)=0.

Figshow Valores caracteristicos v valores singulares gré-
ficos de 2 por 2. (MATLAB o Java).

Eliminacién Sucesi6n de operaciones en los renglones
que reduce A a una U triangular superior o a la forma re-
ducida R = mef(A). Asi, A = LU con multiplicadores £;en
L, 0 PA = LU con intercambio de renglones en P, 0 FA =
R, con una E invertible.

Elipse (o elipsoide) xTAx = 1 A debe ser positiva defini-
da; los ejes de la elipse son vectores caracteristicos de A, con
longitudes 1/./A. (Para [ix]] = 1, los vectores y = Ax
estan en la elipse A )2 = yT(44T)"!y = 1 mostra-
da por eigshow; las longitudes de los ejes son o).

Espacio columna C(4) Espacio de todas las combina-
ciones de las columnas de A.

Espacio nulo N(4) Soluciones de Ax = (. Dimensién n —
r = (# columnas) — rango.

Espacio nulo izquierdo V(4T) Esgacio nulo de AT = “es-
pacio nulo izquierdo” de A porque y'A = 07,

Espacio renglén C(4™) Todas las combinaciones de los
renglones de A. Por convencionalismo; vectores columna.

Espacio vectorial V  Conjunto de vectores tales que todas
las combinaciones cv + dw permanecen en V. En la seccién
2.1 se proporcionan ocho reglas necesarias para cv + dw.

Espectro de A Conjunto de valores caracteristicos
{Al,. s Ank

Exponencial La derivada de A = [+ Ar+ (A% 2!
+... es Ae; eA’ u(0) resuelve u’ = Au.

Factorizacién A = LU  8icon la eliminacidn se llegade A
a U sin intercambio de renglones, entonces la triangular in-
ferior L con multiplicadores £ (y £; = 1) regresa de U a A.

Factorizacién de Cholesky A= (CCT= (L JE)(L \/5)T
para A positiva definida.

Factorizaciones simétricas A = LDLT y 4 = QAQT El
ndmero de pivotes positivos en D y valores caracteristicos
positivos en A es el mismo.

Forma de Jordan J = M7AM Si A tiene s vectores ca-
racterfsticos independientes, su matriz “generalizada” M de
vectores caracteristicos proporciona J = diag(Jy, ..., /). El
bloque J, es A0, + N, donde N, tiene unos en la diagonal
1. Cada bloque tiene un valor caracteristico A, y un vector
caracteristico (1,0, .. ., 0).

Forma escalonada reducida por renglones R = rref(4)
Pivotes = 1; ceros arriba y abajo de los pivotes; r renglones
diferentes de cero de R constituyen una base para el espacio
renglén de A.

Griafica de G Conjunto de n nodos unidos por parejas
mediante m aristas. Una grafica completa contiene todas
las n(n — 1)/2 aristas entre los nodos. Un drbol sélo contie-
ne n — 1 aristas y no contiene circuitos cerrados.

Gran férmula para determinantes de n por n  det(4)
es una sumatoria de »! términos, uno para cada per-
mutacién P de las columnas. Ese término es el producto
Qjy " *ane en la diagonal de la matriz reordenada, multi-

plicado por det(P) = £1.

Inversa derecha A™  Si el rango total del renglén de A es
m, entonces AT = AT(AAT) ! tiene AA™ = [,

Inversa izquierda A*  Si el rango columna completo de
Aesn, entonces AT = (ATA) 1A tiene ATA = [,

La multiplicacién por blogues de AB es permitida si las

formas de los bloques lo permiten (las columnas de A y los
renglones de B deben estar en bloques que correspondan).

Ley asociativa (AB)C = A(BC) Los paréntesis pueden
quitarse para dejar ABC.

Ley distributiva 4 + (B + C) = AB + AC Sesumay
luego se multiplica, o se multiplica y luego se suma.

Leyes de Kirchhoff Ley de la corriente: La corriente ne-
ta (en salida menos) es cero en cada nodo. Ley del voltaje:
La suma de las diferencias de potencial (caidas de tensidn)
es cero en cualquier circuito cerrado.

Longitod ||| Rafz cuadrada de x"x (teorema de Pitdgo-
ras en #n dimensiones).

Glosario 477

Matrices de conmutacién AB = BA En caso de ser dia-
gonalizables, comparten n vectores caracteristicos.

Matrices semejantes A y B B = M~ AM tiene los mis-
mos valores caracteristicos que A.

Matriz A positiva definida Matriz simétrica con valores
caracteristicos positivos y pivotes positivos. Definicién:
xTAx > 0 a menos que x = 0.

Matriz A semidefinida (Positiva) semidefinida significa
simétrica con x*Ax > 0 para todos los vectores x. Por tanto,
todos los valores caracteristicos A > 0; no hay pivotes nega-
tivos.

MatrizA = uv” # 0 con rango 1 Los espacios columna
y renglén = rectas cu y cv.

Matriz acompafniante En el renglén nse escribe ¢y, . ..,
¢, y en la diagonal se escriben n — 1 unos. Entonces det
(A = A = £(ep +cah +e3r? + .0

Matriz aleatoria rand(n) o randn(n) MATLAB creauna
matriz con elementos aleatorios distribuido uniformemente
en [0 1] para rand, y con una distribucién normal estdndar
para randn.

Matriz aumentada [A 5] Ax = b es resoluble cuando
b estd en el espacio columna de A; as{, el rango de [A 5]
es el mismo que el de A. La eliminacién en [A  b] preser-
va correctas las ecuaciones.

Matriz circulante C Diagonales constantes se envuelven
como en un desplazamiento ciclico. Toda matriz circulante
es cgl + ¢1S + -+ + =157 Cx = convolucién ¢
x. Los vectores caracteristicos estan en F.

Matriz de adyacencia de una grafica Matriz cuadrada
con a; = 1 cuando hay un lado que va del nodo { al nodo
J; en caso contrario, a; = 0. 4 = AT para una gréfica no
dirigida.

Matriz de covarianza ¥ Cuando las variables aleatorias
x; satisfacen media = valor medio = 0, sus covarianzas X;
son los promedios de xx; Con las medias X;, la matriz Z =
media de (x — X)(x —%)T es positiva (semi)definida: es
una matriz diagonal si las x; son independientes.

Matriz de eliminacién = Matriz elemental E; La ma-
triz identidad con un —£; en el elemento 4, j (i # j). Asi,
E,; resta £; veces el rengldn j de A del renglén i.

Matriz de Hilbert hilb(n) Elementos H;; = 1/(i+j—1)=

1 it j— . .
Jo ' 71x/7dx. Positiva definida pero Agy extremada-
mente pequefio y nimero de condicién grande.

Matriz de incidencia de una grafica dirigida La matriz
de incidencia de m por n aristas-nodos tiene un renglén por
cada arista (del nodo { al nodo j), con elementos —1 y 1 en
las colummas { y j.

Matriz de Pascal P = pascal(nz) La matriz simétrica con
elementos binomiales (‘77 ;2) Todos los Ps = PPy
contienen el tridngulo de Pascal con det = 1 (consulte el in-
dice para encontrar mas propiedades).
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Matriz de permutacién P Hay »! érdenesde 1, ..., n;
las n! Ps tienen los renglones de I en el mismo orden. PA
coloca las columnas de A en el mismo orden P es un produc-
to de intercambios de renglones Py; P es par o impar (det
P =10 —1) con base en el ntmero de intercambios.

Matriz de rigidez K Cuando x proporciona los movi-
mientos de los nodos en una estructura discreta, Kx propor-
ciona las fuerzas internas. A menudo K = ATCA, donde C
contiene constantes de resorte de 1a ley de Hooke y Ax =
alargamiento (esfuerzos) de los movimientos x.

Matriz de rotacién R {COS § —send

i

1
send cos 9} hace rotar €

plano un dngulo 6, y R™! = RT lo hace girar un dngulo —6.
Matriz ortogonal, valores caracterfsticos ¢ y e, vectores

caracteristicos (1, =%i).

Matriz diagonal D d; = 0 sii 5* j. Diagonal por blo-
ques: ceros fuera de los blogques cuadrados D;.

Matriz diagonalizable A Debe tener n vectores carac-
teristicos independientes (en las columnas de §; en forma
automadtica con n valores caracterfsticos diferentes). Asi,
S$TIAS = A = matriz de valores caracteristicos.

Matriz en blogue Una matriz puede separarse en matrices
por bloques, cortando entre renglones y/o entre columnas.

Matriz escalonada U El primer elemento diferente de
cero (el pivote) en cada renglén aparece después del pri-
mer pivote en el renglén previo. Todos los renglones cero
vienen al dltimo.

Matriz F de Fourier Los elementos Fj = e27ik/n

proporcionan columnas ortogonales FLF = ni. Por tanto,
y = Fc es la transformada discreta (inversa) de Fourier
yj = Z ckeZnijk/n.

Matriz H de Henkel Constante a lo largo de cada antidia-
gonal; ii; depende de i + j.

Matriz H de Hessenberg Matriz triangular con una dia-
gonal adyacente adicional diferente de cero.

Matriz hermitiana AH = 4" = 4 Andlogo complejo
de una matriz simétrica @j; = a;;.

Matriz hipercubo P} En el renglén n + 1 se cuentan
las esquinas, las aristas, las caras, etc., de un cubo en R™.

Matriz identidad 7 (0 I,,) Elementos diagonales = 1, ele-
mentos fuera de la diagonal = 0.

Matriz indefinida Matriz simétrica con valores caracteris-
ticos de ambos signos (+ y —).

Matriz inversa A™' Matriz cuadrada con A™ = I y
AA™! = [. No tiene inversa si det A = 0 y rango (4) < n;
ademds, Ax = 0 ¥ara un vector x diferente de cero. Las in-
versas de ABy A' son BT'A™! y (A~ )T, La férmula de co-
factores es (AT, = C;/det A.

Matriz M de cambio debase Los vectores v; de la base an-
terior son combinaciones Tmyw; de los vectores de la base
nueva. Las coordenadas de cjv1+ ** + cpvp = dywy+ -0 +

dnwy, estan relacionadas segiin d = Mc. (Paran = 2, se hace
vp= mywi -+ ma ws, v2 = mppwi + mpwa.)

Matriz M de Markov Todos los m; = Oy la suma de ca-
da columna es 1. El valor caracterfstico méximo es A = 1.
Si my; > 0, las columnas de M* tienden al vector caracterfs-
tico de estado estacionario Ms = s > 0.

Matriz normal N NNT = NTN, que conduce a vectores
caracterfsticos (complejos) ortonormales.

Matriz N del espacio nule Las columnas de N son las
n — r soluciones especiales de As = 0.

Matriz nilpotente N Alguna potencia de N es la matriz
cero, N* = 0. El tnico valor caracteristico es A = 0 (repeti-
do n veces). Ejemplos: matrices triangulares con diagonal
cero.

Matriz ortogonal ¢ Matriz ortogonal con columnas orto-
normales, de modo que 870 = [ implica OF = 07!, Preser-
va éngulos y longitud. [ Qx|f = lIx|| y (@x)T(Qy) = xTy
Todos los |A| = 1, con vectores caracteristicos ortogonales.
Ejemplos: Rotacién, reflexién, permutacion.

Matriz proyeccién P sobre el subespacio S La proyec-
cién p = Pb es el punto més préximo aben S; el error e =
b — Pb es perpendicular a S. P? = p = PT los valores ca-
racteristicos son 1 o 0; los vectores caracteristicos estdn en
$ o en S§*. Si las columnas de A = base de §, entonces P =
AATAYAT.

Matriz reflexién @ = I - 2uu™  El vector unitario u se re-
fleja en Qu = —u. Todos los vectores x en el plano u"x = 0
permanecen sin cambio porque Ox = x. La “matriz del in-
quilino” cumple Q7 = o '= Q.

Matriz simétrica A La traspuesta es AT = 4, y a; = a.
A~ también es simétrica. Todas las matrices de la forma
RTR, LDLT y QAQT son simétricas. Las matrices simétricas
tienen valores caracteristicos reales en A y vectores carac-
teristicos ortonormales en Q.

Matriz simétrica sesgada K La traspuestaes —K, ya que
K; = —Kj;. Los valores caracteristicos son puramente ima-
ginarios, los vectores caracteristicos son ortogonales; ™ es
una matriz ortogonal.

Matriz singular 4 Matriz cuadrada que no tiene inversa:
det (A) = 0.

Matriz T de Toeplitz Mauiz con diagonal constante, de
modo que #; sélo depende de j — i. Las matrices de Toeplitz
representan filtros lineales invariantes en el tiempo en el
procesamiento de sefiales.

Matriz traspuesta AT Los elementos AT, = 4. AT es

de n por m; ATA es cuadrada, simétrica y positiva semidefi-
nida. Las traspuestas de ABy A™! son BTAT y (4T)"\.
Matriz tridiagonal T £; = Osi[i — j{ > [. T tiene ran-
go 1 arriba y abajo de la diagonal.

Matriz unitaria B = T! = p/—1 Columnas ortonorma-
les (andlogo complejo de Q).

Matriz V de Vandermonde Ve = b proporciona el polino-
mio p(x) = eg+ - - +cp—1x" 1 con p(x)) = b; en n pun-
tos. Vi = (x)/ 7, y det V = producto de (x, — x,) para k > i.

Métedo de Gauss-Jordan A se invierte con operaciones
en los renglones sobre [A I para llegar a [I A™'].

Método simplex de programacién lineal El vector x* de
costo minimo se encuentra desplazdndose de un vértice ha-
cia el vértice de menor costo a lo largo de las aristas del con-
junto posible (donde se satisfacen las restricciones Ax = b
y x > 0). {El costo minimo se encuentra en un vértice!

Métode iterativo Secuencia de pasos que se siguen para
aproximarse a la solucién deseada.

Métedo del gradiente conjugado Sucesién de pasos para
resolver una positiva definida Ax = b minimizando
% xT Ax — xTp sobre subespacios crecientes de Krylov.

Multiplicacién Ax = x;(columna 1) + - -+ + x,(columna
ny = combinacién de columnas.

Multiplicacién de matrices AB El elemento i, j de AB
es (renglén i de A) * (columna j de B) = Tayb,;. Por colum-
nas: columna j de AB = A multiplicada por la columna j de
B. Por renglones: el rengl6n i de A multiplica a B. Columnas
por renglones: AB = suma de (columna k)(renglén k). Todas
estas definiciones equivalentes provienen de la regla de que
AB multiplicada por x es igual a A multiplicada por Bx.

Multiplicador £; El renglén pivote j se multiplica por £;;
y se resta del renglén i para eliminar el elemento /, j: £; =
(elemento a eliminar)/ (j-€simo pivote).

Moultiplicidades AM y GM La multiplicidad algebraica
AM de un valor caracteristico A es el nimero de veces que
A aparece como raiz de det (4 — AI) = 0. La multiplicidad
geométrica GM es ¢l niimero de vectores independientes (=
dimensién del espacio caracteristico para A).

2y

Norma llA!} de unamatriz La “norma £ es la razén méa-
xima JAx|l/ Xl = Opma Ash, Ax] = ll4lflix], lABI = llA]l
B, y 1A + Bl = A + ||Bll. Norma de Frobenius Las

normas (Al = Y5 a;?j; 2! y £°° son las méximas su-

mas de columnas y renglones de |a;].

Nimero de condicién cond(A) = «(A) = [[A}[|A7 || =
Omix/Omin, En Ax = b, el cambio relativo {{6x[|/x{ es
menos que cond(4) multiplicado por el cambio relativo

8B/ 1)l . Los nimeros de condicién miden la sensibili-
dad de la salida al cambio en la entrada.

Némeros de Fibonacci 0,1,1,2,3,5, ..., que satisfacen
Fo= Fyep + Fpep = O — M)/ 1 — 22 Larazén
de crecimiento A; = (1 + +/5)/2 es el valor caracterfs-

tico méximo de la matriz de Fibonacci [ i é]

Nimeros de Lucas [n = 2, 1, 3, 4, . . ., satisfacen
Ly=Ly-1+ Ly = }J{ + k’zl con valores caracteristicos

A ha = (1% +/3)/2 de la mairiz de Fibonacci B })]
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Ondas wy(f) o vectores wy, Reescalan y desplazan el eje
del tiempo para crear wi(f) = wee(2't — k). Los vectores
provenientes de wyg = (1, 1, —1, —1) deben ser (1, —1, 0,
0y (,0 1, ~1).

Ortogonalizacién de Gram-Schmidt A4 = QR Colum-
nas independientes en A, columnas ortonormales en Q. Ca-
da columna g; de Q es una combinacién de las j primeras
columnas de A (y al revés, de modo que R es triangular su-
perior). La simbologia es diag (R} > 0.

Pivote d El primer elemento diferente de cero cuando un
renglén se utiliza en eliminacién.

Plano (o hiperplanc) en R" Las soluciones de aTx = 0
proporcionan el plano (dimensién n — 1) perpendicular a
a 0.

Pivoteo parcial Durante la eliminacidn, el j-ésimo pivote
se elige como el elemento més grande disponible (en valor
absoluto) en la columna j. Asi, todos los multiplicadores sa-
tisfacen {£;] ¥ 1. El error por redondeo estd controlado (de-
pendiendo del niimero de condicion de A).

Polinomio minimo de A El polinomio de menor grado
con m({A) = matriz cero. Las rafces de m son valores carac-
teristicos, y m(A) divide a det (A — AD).

Producto cruz u X ven R® Vector perpendicular a u y
v, de longitud lull||v]lisen8] = drea del paralelogramo,
calculada como el “determinante” de [ j & uy vy uzs vy
vy vsl.

Producto de Kronecker (producto tensorial) A ® B Blo-
ques a; B, valores caracterfsticos A,(A)xq(B).

Producte punto x¥y = x,y; + -+ + x,y, El producto
punto complejo es x¥Ty. El producto punto de vectores
perpendiculares es cero. (AB),; = (renglén i de A)-(colum-
na j de B).

Producto externo uv®
= matriz de rango 1.

Columna multiplicada por renglén

Proyeccién p = a(ah/aTa) sobre la recta que pasa pora
Elrango de P = ad"/a"a es 1.

Punto silla de f(xy,...,x,) Punto en que las primeras de-
rivadas de f son cero y la segunda matriz de derivadas
(8%f/ 8x;8x; = matriz hessiana) es indefinida.

Radio espectral = |-

Rango A(r) Es igual al ndmero de pivotes = dimensioén
del espacio columna = dimensi6n del espacio renglén.

Range total de la columna r = n  Columnas indepen-
dientes, N(A) = {0}, sin variables libres.

Rango total del renglénr = m  Renglones independientes,
por lo menos una solucién de Ax = b; el espacio columna
es todo R™. Rango total significa rango total de la colum-
na o rango total del renglén.

Red Grifica dirigida que tiene ¢y, . . .
ciadas con las |A|| aristas.

, C,, COnStantes aso-

Regla de Cramer paraAx = b B, tiene b reemplazando
la columna jde Ay x; = |B;|/| Al
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Representacién por columna de Ax = b El vector b se
convierte en una combinacién de las columnas de A. El
sistema s6lo es resoluble cuando b estd en el espacio
columna C(A).

Representacién por renglén de Ax = b Cada ecuacién
proporciona un plano en R”; los planos se cortan en x.

Seudoinversa A" (inversa de Moore-Penrose). La ma-
triz n por m que “invierte” a A del espacio columna al es-
pacio renglén, con N(A1) = N(AT). AA y AA™ son las
matrices proyeccién sobre el espacio rengldén y el espacio
columna. Rango (4™) = rango (A).

Sisterna resoluble Ax = b El miembro derecho b estd en
el espacio columna de A.

Solucién completa x = x, + x,, de Ax = b (x, particular)
+ (x, en el espacio nulo).

Solucién particular x, Cualquier solucién de Ax = b; a
menudo x, tiene variables libres = 0.

Solucién por minimos cuadrados ¥ El vector ¥ que mi-
nimiza el error Jlef}® resuelve ATAY = ATb. Asl, e = b —
AX es ortogonal a todas las columnas de A.

Soluciones especiales de As = 0. Una variable libre es
5; = 1, las demds variables libres = 0.

Subespacio de Krylov KA, b) Subespacxo generado por
b, Ab, ..., A" 'b. Métodos numéricos aproximan 4/~ '5 por
x; con resxduos b — Ax; en este subespacio. Una buena ba-
se de K| requiere sélo multiplicacién por A en cada paso.

Subespacios ortogonales Todo v en V es ortogonal a to-
dowen W.

Subespacio S de ¥V  Cualguier espacio vectorial dentro de
V¥, incluyendo V y Z = {vector cero}.

Suma V + W de subespacios Espacio de todos (Jos v
en V) + (los w en W). Suma directa: dim(V + W) = dim
V + dim W, cuando V y W sélo comparten el vector cero.

Sustitucién hacia atras Los sistemas triangulares supe-
riores se resuelven en orden inverso, de x,, a x;.

Suma vectorial v+ w=(y;+tw,+...+ty, +w)=
diagonal del paralelogramo.

Teorema de Cayley-Hamilton p(\) = det (A — AJ) tiene
p(A) = matriz cero.
Teorema fundamental El espacio nulo N(4) y el espacio

renglén C(AT) son complementos ortogonales (subespacios
perpendiculares de R” con dimensiones ry n — r) de Ax =

0. Aplicado a A7, el espacxo columna C(A) es el comple-
mento ortogonal de N@AD.

Teorema espectral A = QAQT A simétrica real tiene X,
real y ¢, ortonormal, con Ag; = Ag,. En mecdnica, g; pro-
porciona los ejes principales.

Transformada de Fourier rdapida (TFR) Factorizacién
de 1a matriz de Fourier F, en matrices §; £ = log, n multi-
plicadas por una permutacién. Cada §; s6lo requiere n/2
multiplicaciones, de modo que F,xy F_~ 1o pueden calcu-

larse con 7£/2 multiplicaciones. Es revolucionaria.

Transformacién afin  T(v) = Av + v, = transformacién
lineal més desplazamiento.

Transformacién lineal T Cada vector v en el espacio de
entrada se transforma en T(v) en el espacio de salida, y la li-
nealidad requiere T(cv + dw) = cT(v) + dT(w). Ejemplos:
multiplicacién matricial Av, diferenciacin en el espacio de
funciones.

Trazade A Suma de los elementos en la diagonal = su-
ma de los valores caracteristicos de A. Tr AB = Tr BA.

Una grafica dirigida tiene una flecha especificada en cada
arista.

Uy, « « - » U, linealmente dependientes Una combinacién
diferente de todos los ¢; = 0 proporciona Zew; = 0.

Valor caracteristico L y vector caracteristicox Ax =
Ax con x # 0, de modo que det(4 — A) = 0.

Variable libre x; La columna i carece de pivote en la eli-
minacién. Es posible asignar cualesquiera valores a las n —
r variables libres, y luego Ax = b determina las r variables
pivote (jen caso de ser resoluble!)

Vector ven R” Sucesién de n ndmeros reales v = (v,
v,) = punto en R".

Vectores independientes vy, . . ., ¥, Ninguna combina-
cién cyuy + - - - + o = vector cero a menos que todas las
¢; = 0. Silas vs son las columnas de A, la tnica solucién
de Ax = Qesx = 0.

Vectores ortonormales g,,..., ¢4, Los productos punto

son gfg; = 0,sii%jy gfq; = 1.La matriz O con es-

tas columnas ortonormales cumple 070 = . Sim = n, en-
T = -1

tonces 01 = 0" 'y q,,. .., q, es una base ortonormal de

R%toda v =Y (v g;)q;.

Volumen de una caja Los renglones (o las columnas) de
A generan una caja con volumen |det (4)].
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Calcula la matriz de cofactores de n por n.
Resuelve el sisterna Ax = b con la regla de Cramer.
Matriz de determinantes calculada a partir de los pivotes en PA = LU.
Valores caracteristicos, vectores caracteristicos y det (A — AJ) para matrices de 2
por 2.
Demostracién gréfica de valores caracteristicos y valores singulares.
Valores caracteristicos y su multiplicidad como raices de det (4 — AJ) = 0.
Calcula tantos vectores caracteristicos linealmente
independientes como es posible.
Reducci6n de A a forma escalonada reducida R por medio de una E invertible.
Encuentra un pivote para eliminacién gaussiana (utilizado por plu).
Construye bases para todos los cuatro subespacios fundamentales.
Ortogonalizacién mediante el proceso de Gram-Schmidt de las columnas de A.
Matriz de 2 por 12 que proporciona las coordenadas de los vértices de una casa.
Matriz inversa {(en caso de existir) por eliminacién gaussiana.
Calcula una base para el espacio nulo izquierdo.
Grafica el ajuste por minimos cuadrados a m puntos dados por medio de una recta,
Solucién por minimos cuadrados de Ax = b a partir de ATAZ = ATb.
Valores caracteristicos y vectores caracterfsticos ortonormales cuando AT4 = 44T,
Matriz de soluciones especiales de Ax = 0 (base para el espacio nulo).
Encuentra una base para el complemento ortogonal de un subespacio.
Solucién particular de Ax = b, con las tres variables libres iguales a cero.
Gréfica bidimensional para las figuras de las casas.
Factorizacion rectangular PA = LU con intercambios de renglones.
Expresa un polinomio como una cadena.
Proyecta un vector b sobre el espacio columna de A.
Construye la matriz proyeccién sobre el espacio columna de A.
Construye una permutacion aleatoria.
Calcula una base para el espacio renglén a partir de los renglones pivote de R.
Prueba si dos matrices tienen el mismo espacio columna.
Determinante de la matriz permutacion con renglones ordenados por p.
Factorizacién LU de una matriz cuadrada sin usar ningiin intercambio de renglones.
Aplica slu para resolver el sistema Ax = b sin permitir intercambios de renglones.
Factorizacién cuadrada PA = LU usando intercambios de renglones.
Solucién de un sistema cuadrado invertible Ax = b.
Calcula los valores caracteristicos y los vectores caracteristicos de una matriz
simétrica.
Construye una matriz tridiagonal con diagonales constantes a, b, c.

~ Estos cédigos de ensefianza estdn disponibles directarnente a partir de la Linear Algebra Home Page:

http ://web .mit .edu/18 . Os/ww.
Fueron escritos en MATLAB y traducidos a Maple y Mathematica.
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Algebra lineal en pocas palabras

(A es de n por n)

Ne singular

Singular

A es invertible.

Las columnas son independientes.
Los renglones son independientes.
El determinante es diferente de cero.

Ax = 0 tiene una solucién x = 0.

Ax = b tiene una solucién x = A~ 'b.

A tiene n pivotes (diferentes de cero).

A tiene rango completo r = n.

La forma escalonada reducida
por renglones es R = [.

El espacio columna es todo R™.
El espacio renglén es todo R”™.

Todos los valores caracteristicos son
diferentes de cero.

ATA es positiva definida simétrica.

A tiene n valores singulares (positivos).

‘A no es invertible.

Las columnas son dependientes.

Los renglones son dependientes.

El determinante es cero.

Ax = 0 tiene una infinidad de soluciones.

Ax = b no tiene solucién o tiene una
infinidad de soluciones.

A tiene r << n pivotes.
A tiene rango r < n.

R tiene por lo menos un renglén de ceros.

La dimensién del espacio columna es r < n.

El espacio renglén tiene dimensién r < a.

Cero es un valor caracteristico de A.

ATA sélo es semidefinida.

A tiene r < n valores singulares.

Cada recta de la columna singular puede hacerse cuantitativa usando r.
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