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PREFACIO

Material induido

Este libro estd escrito para estudiantes universitanios de nivel medio y avanzado, y abar-
ca los elementos fundamentales del dlgebra lineal correspondientes a un curso semes-
tral. Los contenidos tratados son lo suficientemente coherentes y rigurosos para que el
estudiante los pueda asimilar de una manera clara y sin recurrir a una bibliografia adi-
cional. Dada la gran cantidad de aplicaciones del dlgebra lineal en disciplinas como
matematicas, fisica, biologia, estadistica, quimica, economia y ciencias administrativas,
podemos afirmar que este libro tendrd gran impacto en la vida de los estudiantes.

Aunque aparecen temas con cierto grado de abstraccion, a través del texto se for-
mulan una cantidad suficiente de ejemplos que ilustran la teoria desarrollada de una
manera conveniente para el aprendizaje. El nivel y el ritmo del curso, pueden modifi-
carse, dependiendo del tiempo que se invierta en el material tedrico y en las aplicacio-
nes. No es un requisito esencial para ¢l curso tener conocimientos previos de célculo
diferencial e integral; sin embargo, incluimos varios ejemplos y ejercicios en los cuales
se aplican elementos bdsicos de estas materias. En estos casos, afladimos la nota
“Requiere conocimientos previos de cdlculo”,

A través del texto se mantiene un nivel de abstraccién mfnimo y en algunos casos
se omiten las demostraciones de ciertos teoremas, los cuales ilustramos de manera con-
veniente mediante ejemplos adecuados. No es el objetivo del libro tratar los temas del
dlgebra lineal de una manera excesivamente rigurosa, en cambio, consideramos que es
mds importante presentar los resultados bidsicos de un modo claro e ilustrarlos con
ejemplos y ejercicios, para no perder rigurosidad.

Ejercicios

Con respecto a la clasificacién de los ejercicios, se presentan tres clases: de rutina, teé-
ricos y con aplicaciones a MATLAB. Las respuestas a los ejercicios numéricos impa-
res y a los ejercicios con MATLAB se incluyen al final del libro,

Presentacion

La asimilacién de los conceptos abstractos debe hacerse de una manera gradual; por lo
tanto, consideramos conveniente iniciar el estudio del dlgebra lineal partiendo de la teo-
ria de las matrices y su aplicacién a la teoria de los sistemas de ecuaciones lineales, para
presentar el conjunto de las matrices y sus operaciones como caso particular del con-
cepto més general de espacio vectorial, que es un concepto de mayor abstraccion para
el estudiante.

vii
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Prefacio

Temario

H capitulo 1 aborda el tema de las matrices y sus propiedades. El capitulo se divide en
dos partes: en la primera se analizan las matrices y los sistemas lineales; en la segunda
se estudian las soluciones de sistemas lineales. El capftulo 2 estd dedicado al andlisis de
aplicaciones de las ecuaciones lineales y las matrices en dreas como teorfa de graficas,
circuitos eléctricos, cadenas de Markov y los modelos Imeales en economia. El capitulo
3 presenta de un modo breve las propiedades de los determinantes. El capitulo 4 plantea
el tema de los vectores haciendo énfasis en las interpretaciones en R” geométricas. El
capitulo 5 trata acerca de las aplicaciones de vectores en R> y R*. En el capitulo 6 se estu-
dia la estructura del espacio vectorial que tiene cierto nivel de abstraccion, pero se pre-
senta de una manera mds sencilla aprovechando el material sobre vectores y matrices.
En este capitulo se incluye a modo de aplicacién la teoria de minimos cuadrados. En el
capitulo 7 se tratan los temas de valores propios, vectores propios y diagonalizacion, y
el problema de diagonalizacion de matrices simétricas. El capitulo 8 incluye aplicacio-
nes sobre formas cuadriticas, secciones conicas y superficies cuddricas. En el capitulo 9
se da cobertura al tema de las trasformaciones lineales y a las matrices. El capitulo 10
introduce al estudiante en MATLAB (abreviatura de Matrix Laboratory), un paquete
computacional muy eficiente para realizar cdlculos de dlgebra lineal.

Material al final de los capitulos

Al final de cada capftulo se presenta un resumen de las ideas clave del tema tratado,
ejercicios complementarios (las respuestas de todos los ejercicios impares aparecen al
final del libro), junto con un examen del capflulo para que el estudiante pueda llevar a
cabo una autoevaluacién de los conocimientos adquiridos (todas las respuestas apare-
cen al final del libro).

Software MATLAB

MATLAB es un paquete de software versitil y poderoso para resolver ejercicios. Aun-
que se pueden utilizar otros paquetes, MATL.AB es un paquete amigable y el mas apro-
pado para los propdésitos didacticos del texto. Ademis, MATLARB incorpora unidades de
rutina de calculo de calidad profesional muy ttiles en dlgebra lineal. El cédigo de pro-
gramacion de MATLAB esta escrito en lenguaje C, y ha ido mejorando en cada nueva
version del software. MATLAB estd disponible de The Math Works. Inc., 24 Prime Park
Way, Natick, MA 01760, [(508) 653-1415], direccion de correo electronico:
info@mathworks. com; este libro no incluye el programa ni las rutinas de comandos
desarrolladas para la resolucion de los ejercicios ML. La version de MATLAB para el
estudiante incluye también una versién de Maple, proporcionando asi una capacidad de
célculo simbdlico.

El capitulo 10 incluye una breve introduccién a las capacidades de MATLAB para
resolver problemas de dlgebra lineal. Aunque MATLAB permite la creacién de progra-
mas para implementar muchos algoritmos mateméticos, es preciso aclarar que en este
libro no se pide al lector que escriba programas, sino simplemente que use MATLAB ( o
algiin otro paquete de software comparable) para resolver problemas numéricos especifi-
cos. Aproximadamente 24 archivos (M) han sido desarrollados para que el alumno los uti-
lice con los ejercicios ML en este libro; el material correspondiente estd disponible en el
sitio Web de Pearson, www. pearsoneducacion. net/kolman. Estos archivos (M)
estdn disenados para transformar muchas de las capacidades de MATLAB en funcién de
las necesidades del curso. Esto proporciona una herramienta pedagégica que permite al
estudiante razonar los pasos para la resolucion de un problema, dejando a MATLAB la
responsabilidad de realizar cdlculos que, por su complejidad, podrian resultar tediosos.
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Por otra parte, la introduccién a una potente herramienta como MATLAB al inicio de la
carrera universitaria, abre el camino para que otros tipos de software sean utilizados por
el estudiante en cursos posteriores, especialmente en ciencias e ingenierias.

Lecturas obligatorias para comprender las aplicaciones

Seccion 2.1
Seccién 2.2
Seccién 2.3
Seccién 2.4
Seccidén 5.1
Secciéon 5.2
Seccidn 8.1
Seccion 8.2
Seccién 8.3

Seccion 1.4

Seccidén 1.5

Seccibn 1.5

Seccién 1.6

Seccién 4.1 y Capitulo 3
Secciones 4.1 y 5.1
Seccién 7.3

Seccidn 8.1

Seccién 8.2
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AL ESTUDIANTE

Es muy probable que este curso sea muy diferente de cualquier otro de matemdéticas que
haya estudiado hasta ahora, por lo menos en dos sentidos importantes. Primero, es
posible que constituya su primera experiencia en materia de abstraccion; en segundo
lugar, es un curso de mateméticas que puede tener gran impacto en su vocacion profe-
sional,

A diferencia de otros cursos de matemdticas, éste no le dard una serie de técnicas
aisladas de cdlculo pama resolver ciertos tipos de problemas. En lugar de ello, desarro-
llaremos un niicleo de material, denominado dlgebra lineal, introduciendo ciertas defi-
niciones y creando procedimientos para la determinaadn de propiedades y la demos-
tracion de teoremas. Esta tiltima es una habilidad que toma tiempo dominar, por lo que
al principio sélo esperamos que lea y entienda las comprobaciones que se incluyen en el
libro; conforme avance en el curso, sin embargo, serd capaz de realizar algunas demos-
traciones sencillas por su propia cuenta. Poco a poco lo introduciremos a la abstraccion,
aunque manteniendo la exigencia a este respeco en el minimo, e ilustrando ampliamen-
te cada idea abstracta con ejemplos numéricos y aplicaciones. Si bien hard muchos
cilculos, el objetivo de casi todos los problemas no es solamente obtener la respuesta
“correcta”, sino que entienda y explique ¢c6mo obtener la respuesta ¢ interpretar el re-
sultado.

El dlgebra lineal se utiliza diariamente para resolver problemas en otras dreas de
matemdticas, fisica, biologfa, ingeniera, estadfstica, economia, finanzas, psicologfia y
sociologfa. Entre las aplicaciones que utilizan dlgebra lineal estin la transmisién de in-
formacién, el desarrollo de efectos especiales en peliculas y video, la grabacién de so-
nido, el desarrollo de motores (o mdquinas) de biisqueda en Intemet, y el andlisis
econdomico. Como podrid ver, el dlgebra lineal nos afecta profundamente. En este libro
se incluyen aplicaciones seleccionadas y, si hay tiempo suficiente, algunas de ellas po-
dran abordarse con mas amplitud a lo largo del curso. Ademas, muchas de las aplica-
ciones pueden usarse como proyectos de estudio autodidacta.

Hay tres tipos de ejercicios en esta obra: primero, los ejercicios computacionales.
Estos ejercicios, asi como sus niimeros han sido cuidadosamente seleccionados de ma-
nera que casi lodos ellos pueden realizarse facilmente a mano. Cuando se le pida que
utilice dlgebra lineal en aplicaciones reales, encontrard que el tamafio de los problemas
es mucho més grande, y que los niimeros involucrados no siempre son sencillos. Este
no es un impedimento, ya que es casi seguro que emplee algin tipo de software para re-
solverlos. Una muestra de este tipo de programas se provee para el tercer tipo de ejerci-
cios, disefiados para resolverse por medio de una computadora y MATLAB, una
poderosa herramienta de software que tiene como base las matrices y que se utiliza am-

xi
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Al estudiante

pliamente en la industria. L.a segunda categoria estd compuesta por ejercicios tedricos.
En algunos de éstos es probable que se le pida demostrar un resultado o analizar una
idea. La capacidad de obtener una respuesta no siempre es suficiente en el mundo ac-
tual; muchas veces se le pedird que prepare un informe en donde se analice la solucidn
y se justifiquen los pasos que le llevaron a ella, asi como interpretar los resultados.

Estos tipos de ejercicios le dardn experiencia en la redaccion de textos relaciona-
dos con las mateméticas; esta disciplina utiliza palabras, no sélo simbolos.

Recomendaciones para aprender algebra lineal

e Lea el libro lentamente, y tenga lipiz y papel a mano. Quizd tenga que leer una
seccion en particular mds de una vez. Deténgase a verificar los pasos marcados
con “verifique” en el texto.

e Asegiirese de realizar su tarea de manera oportuna. Si espera hasta que los pro-
blemas le sean explicados en clase, no aprenderd a resolverlos por usted mismo.
Aun cuando no pueda terminar un problema, inténtelo: de esta manera le serd mas
facil comprenderlo cuando se le analice en clase. Tal vez le sea 1til trabajar con
otros estudiantes el material cubierto en clase y algunos problemas de tarea.

e Asegurese de preguntar tan pronto como algo no le quede claro. Cuando se cons-
truye una casa, lo primero que se coloca son los cimientos; ¢l estudio del dlge-
bra lineal sigue el mismo principio: en este curso cada idea abstracta tiene como
base una serie de conceptos desarrollados previamente. Si alguno de tales con-
ceptos le resulta confuso o sencillamente incomprensible, sus conocimientos se-
rin insuficientes para entender las ideas subsecuentes.

o Haga uso de los recursos pedagdgicos que proporciona este libro. Al final de ca-
da seccion se presenta una lista de términos clave; al final de cada capitulo se
ofrece una lista de ideas clave para repasar, ejercicios complementarios y un exa-
men del capitulo. Al final de los primeros nueve capitulos (que completan el ni-
cleo del material de dlgebra lineal de que se compone el curso) se hace un repaso
que consiste en 99 preguntas de falso/verdadero, en las que le pedimos que jus-
tifique su respuesta. Por (ltimo, al final del libro aparece un glosario de términos
relacionados con el dlgebra lineal.

Estamos seguros de que su esfuerzo por aprender édlgebra lineal se verda ampliamente
recompensado en otros cursos y a lo largo de su carrera profesional.

Le deseamos mucho éxito en su estudio del dlgebra lineal.

Nard, Kl

Gohnd B HlJ
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ECUACIONES LINEALES
Y MATRICES

EXl SISTEMAS LINEALES

Una gran cantidad de los problemas que se presentan en las ciencias naturales y socia-
les, asi como en ingenieria y en ciencias fisicas, tienen que ver con ecuaciones que re-
lacionan a dos conjuntos de variables. Una ecuacién del tipo

ax = b,

que expresa la variable b en términos de la variable x y la constante @, se denomina
ecuacion lineal. Aquf se utiliza la palabra lineal porque la gréifica de la ecuacién ante-
ror es una linea recta. De manera andloga, la ecuacién

Xy + axxy + -+ Qux, = b, (1

que expresa b en términos de las variables x,, x5, . .., x, y las constantes conoci-
das a,, a,,. . .,a,, se denomina ecuacién lineal. En muchas aplicaciones se nos dan b
y las constantes ay, a», . . . ,a, y se nos dice que debemos determinar los niime-
ros x,, X, . . ., X,, denominados incégnitas, que satisfacen la ecuacién (1).

Una solucién de una ecuacion lineal (1) es una sucesion de n niimeros sy, 53, . . . ,
s, que tienen la propiedad de satisfacer (1) cuando x; = 5y, x2 = 53, .. ., X, = §, se sus-
tituyen en (1).

En consecuencia, x; = 2, x> = 3 y x3 = —4 es una solucién de la ecuacion lineal

6x) — 3x; + 4x3 = —13,

yaque

6(2) - 33) + (—4) =—13.
Esta no es la tinica solucién para la ecuacion lineal dada, yaque x; =3, 0= ly x3 =
~7 también lo es.

De manera mds general, un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas x,,
X2y« « « y Xy —al que podemos llamar simplemente sistema lineal — , es un conjunto de
m ecuaciones lineales, cada una con n incégnitas. Un sistema lineal puede denotarse sin
problema mediante

anxy + apxy 4 apky = by

azxy + anXy +--- + apxy = by 5
(2)

A1 X) + AmaXs + -+ + AuaXp = bpy.



2 (Capiulo 1 Ecuaciones lineales y matrices

EJEMPLO 1

Los dos subindices, { y j, se utilizan como sigue. El primer subindice, i, indica que es-
tamos trabajando con la i<€sima ecuacion, mientras que el segundo subindice, j, estd
asociado con la j~ésima variable xj. Asi, la i-<€sima ecuacién es

apX) + @pXy + * 0 A Gigky = bj.

En (2), las a;;son constantes conocidas. Dados los valores de by, by, . . . , by, queremos
determinar los valores de x|, x5, . . ., x, que satisfagan cada ecuacién en (2).

Una solucién del sistema lineal (2) es una sucesion de n nimeros sy, 59, . . ., L 3
que tiene la propiedad de que cada ecuacion en (2) se satisface cuando x; = 51, 15 = 5,
.. .. X, = 5, ¢ sustituyen en (2).

Para encontrar las soluciones del sistema lineal, usaremos una técnica denominada
método de eliminacién. Esto es, eliminamos algunas de las incGgnitas sumando un
miiltiplo de una ecuacidn a otra ecuacién. Casi todos los lectores habrén tenido alguna
experiencia con esta técnica en cursos de dlgebra en niveles basicos, aunque lo mds se-
guro es que haya sido con la restriccion de hacerlo con sistemas lineales en los que m
= n,es decir, sistemas lineales con tantas ecuaciones como incdgnitas. En este curso
ampliaremos este panorama, poniendo en préctica ¢l método citado tratando con siste-
mas en los que tenemos m = n, m < ny m > n. En realidad, existe una gran cantidad
de aplicaciones en que m # n. Si nuestro problema involucra dos, tres o cuatro incog-
nitas, solemos escribir x, y, z y w. En esta seccién utilizaremos el método de elimina-
cién como se estudié en cursos bésicos, y en la secciéon 1.5 lo haremos de manera
mucho mds sistemdtica.

H director de un fondo de inversién tiene $100 /000 para invertir. Las reglas del fondo
establecen que la inversion debe hacerse tanto en certificados de depésito (CD), como a
largo plazo. El objetivo del director es obtener un rendimiento de $7 800 sobre las in-
versiones al cabo de un ano. Los CD elegidos tienen un rendimiento de 5% anual, mien-
tras que el bono ofrece 9% al ano. El director determina cémo sigue la cantidad x que
debe invertir en los CD, y la cantidad y que dedicari a comprar bonos:

Como la inversin total es de $100,000, debemos tener x + y = 100,000. Toda vez
que el rendimiento deseado es de $7 800, obtenemos la ecuacién 0.05x + 0.09y = 7,800,
Por lo tanto, tenemos el sistema lineal

x + y = 100,000

3)
0.05x +0.09y =  7.800.

Para eliminar x, sumamos (—0.05) veces la primera ecuacién a la segunda, para obtener
x + y = 100,000
0.04y = 2,800,

en donde la segunda ecuacién no tiene érmino x; en otras palabras, hemos eliminado
la incégnita x. Después despejamos y en la segunda ecuacién, para obtener

y = 70000,
y sustituyendo y en la primera ecuacién de (3), obtenemos
x = 30000.

Para comprobar que x = 30,000, y = 70 000 es una solucién de (3), verificamos que es-
tos valores de x y y satisfagan cada una de las ecuaciones del sistema lineal dado. En
consecuencia, el director del fondo debe invertir $30,000 en los CD y $70,000 en bo-
nos a largo plazo. |
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Considere el sistema lineal

x—3y=-17

4
2Zx—6y= 17, ©

Nuevamente decidimos eliminar x. Pama ello, sumamos (—2) veces la primera ecuacion
a la segunda, y obtenemos

x=3y=-=7
Ox + 0y = 21

cuya segunda ecuacién no tiene sentido. Esto significa que la solucién del sistema li-
neal (4) es el conjunto vacio; en términos pricticos, podemos decir que el sistema no
tiene solucién, es un conjunto vacio. Podriamos haber obtenido la misma conclusién
observando que en (4) el lado izquierdo de la segunda ecuacién es igual a dos veces el
lado izquierdo de la primera ecuacidn, pero el lado derecho de la segunda ecuacién no
es dos veces el lado derecho de la primera ecuacion. a

Considere el sistema lineal

x+2y+3z= 6
&t -3y +2z2= 14 5
x4+ y— z2=-2

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacién a la segunda y (—3) veces la
primera ecuacién a la tercera, lo que da por resultado

X+2y+ 3z= 6
—Ty— 4g= 2
— S5y — 10z = —20.

6)

Después eliminamos y como sigue, con ayuda de la segunda ecuacion en (6). Multipli-
camos la tercera ecuacién de (6) por (—¢), para obtener

x+2y+3z2=6
—Ty—4z=2

_"+22_

Luego intercambiamos la segunda y tercem ecuaciones, lo que nos da

x+2y+3=6
y+Z=4 @
—-Ty—4 =2,
Ahora sumamos 7 veces la segunda ecuacién a la tercera, para obtener
x+2y+ 3z= 6
y+ 2z= 4
10z = 30,
Al multiplicar la tercera ecuacién por L, tenemos
x+2y+3z=6
y+2z=4 8)
z=3
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EJEMPLO 4

Sustituyendo z = 3 en la segunda ecuacién de (8), encontramos que y = —2. Al susti-
tuir estos valores de z y y en la primera ecuacion de (8), obtenemos x = 1, Para com-
probar que x = 1,y = —2, z = 3 es una solucién de (5), verificamos que estos valores
de x, y y z satisfagan cada una de las ecuaciones del sistema. En consecuencia, x = 1,
y = —2,z =3 es una solucion para el sistema lineal. La importancia del procedimien-
to radica en el hecho de que los sistemas lineales (5) y (8) tienen exactamente las mis-
mas soluciones. El sistema (8) tiene la ventaja de que puede resolverse con mucha
facilidad, dando los valores anteriores para x,yy z. "

Considere el sistema lineal

X+2y—3z=-4
2x + y - T At

©)

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacion a la segunda y obtenemos

x+2y—-3z=-4 (10)
-3y+3z= 12

Despejamos y en la segunda ecuacion en (10) para obtener
y=z-4,

donde z puede ser cualquier niimero real. Entonces, con base en la primera ecuacién de
(10),
x=—4-2y+ 3z
=—4-2z—4)+3z

=z+4.

Por lo tanto, una solucién para el sistema lineal (9) es

~
Il

_',_4
ey

-
I
b B T

Il

o~

donde r es cualquier niimero real. Esto significa que el sistema lineal (9) tiene un ni-
mero infinio de soluciones. Cada vez que asignamos un valor a r, obtenemos otra so-
lucién para (9). En consecuencia, si r = 1, entonces

x=5 y=-3 y z=I
es una solucion, mientras que si r = —2, entonces

x=2, y=—-6 y z=-2

es otra solucidn. ]

Considere el sistema lineal

x+2y=10
2x — 2y = —4 (11)
3x + 5y = 26.

I
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Una vez mas, para eliminar x sumamos (—2) veces la primera ecuacion a la segunda y
(—3) veces la primera ecuacién a la tercera, obteniendo

x+2y= 10
'6}': -~ 24
—y= -4,

Multiplicando la segunda ecuacién por (—‘!5) y la tercera por (—1), tenemos

x+2y=10
y= 4,

que tiene las mismas soluciones que (11). Al sustituir y = 4 en la primera ecuacion de
(12), obtenemos x = 2. Por lo tanto, x = 2, y = 4 es una solucion para (11). |

Considere el sistema lineal

X+ 2\': 10
2x —2y=-4 (13)
3x+5y= 2.

Para eliminar x, sumamos (—2) veces la primera ecuacion a la segunda y (—3) veces la
primera ecuacion a la tercera, 1o que nos da

x+2y= 10
—6y = —-24
—y=-10.

Al multiplicar la segunda ecuacién por (- 1) y la tercera por (—1). obtenemos el sis-
tema

x+2y=10
y= 4 (14)
y =10,

que no tiene solucién. Como (14) y (13) tienen las mismas soluciones, concluimos que
(13) no tiene solucidn.

Estos ejemplos sugieren que un sistema lineal puede tener una solucién (es decir,
una tnica solucién), no tener solucién, o un nimero infinito de soluciones. |

Hemos visto que el método de eliminacién consiste de la realizacién repetida de las
operaciones siguientes:

1. Intercambiar dos ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacién por una constante diferente de cero.
3. Sumar un miltiplo de una ecuacion a la otra.

No es dificil demostrar (ejercicios T.1 a T.3) que el método de eliminacidn propor-
ciona otro sistema lineal que tiene exactamente las mismas soluciones que el sistema
dado. El nuewo sistema lineal puede resolverse después sin dificultad.
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Figura 1.1 »

Como quiza haya notado, hasta el momento, hemos descrito el método de elimina-
cion tinicamente en términos generales, de manera que no hemos indicado regla alguna
para seleccionar las incognitas que serdn eliminadas. Antes de proporcionar una descripcion
sistematica del método de eliminacion en la siguiente seccion, hablaremos del concepto
de matriz, lo que nos ayudard a simplificar en gran medida nuestra notacion, permitién-
donos desarrollar herramientas para resolver muchos problemas importantes.

Considere ahora un sistema lineal con las incGgnitas x y y;

apx + ary = ¢y

15
bix + boy = 0. (13)

La grifica de cada una de estas ecuaciones es una linea recta, que denotamos median-
te /) y I, respectivamente. Si x = s, y = §; es una solucién del sistema lineal (15), en-
tonces el punto (s, $7) pertenece a ambas rectas, [; y /». De manera reciproca, si el
punto (s, 5,) estd en ambas rectas, [, y /,,entonces x = 5,y = §, es una solucién para
el sistema lineal (15). (Vea la figura 1.1.) En consecuencia, hemos llegado a las mismas
tres posibilidades mencionadas, siguiendo una altemativa geométrica:

1. El sistema tiene una solucién linica; esto es, las rectas [} y / se intersecan exacta-

mente en un punto.
2. El sistema no tiene solucion; es decir, las rectas /; y /, no se intersecan.

3. El sistemna tiene un nimero infinito de soluciones; en otras palabras, las rectas [, y
> coinciden,

y ¥ y
. “_! \
7 \
P \ L,
- ”
Y. \
e it \‘\ - X // x
. \
\ 2
]
‘ L % I
(a) Una tnica solucién (b) No hay solucién (c) Una infinidad de soluciones
Ahora, consideremos un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas, x, y
yz

ax +biy+ciz=d
ax+bytcz=d, (16)
ax +biyt+ciz=d.

La gréfica de cada una de estas ecuaciones es un plano, y se denota con Py, Po y P3,
respectivamente. Como en el caso de un sisterna lineal de dos ecuaciones con dos in-
chgnitas, el sistema lineal en (16) puede tener una solucién tinica, no tener solucién o
tener una infinidad de soluciones. Estas situaciones se ilustran en la figura 1.2, Para
comprender de forma mds concreta algunos de los casos posibles, piense en que las pa-
redes (planos) de una habitacién se intersecan en un (inico punto: una esquina de la ha
bitacién; de esta manera, el sistema lineal tiene una solucién tnica. Ahora piense en los
planos como si se tratara de las paginas de un libro. Cuando el libro se sostiene abier-
to, tres de sus pdginas se intersecan en una linea recta (el lomo); en este caso, el siste-
ma lineal tiene un nimero infinito de soluciones. Por otra parte, cuando se cierra el
libro, aparentemente las tres péginas son paralelas y no se intersecan, por lo que pode-
mos decir que el sistema lineal no tiene solucion.
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Figura 1.2 »

(a) Una dnica solucidn (b) No hay solucién (c) Una infinidad de soluciones

S IJKOa (lancacion de produccion) Un fabricante produce tres tipos diferentes de productos

quimicos: A, B y C. Cada producto debe pasar por dos miquinas de procesamiento:
Xy Y. La manufactura del producto requiere los tiempos siguientes en las méquinas X'y Y-
1. Una tonelada de A requiere 2 horas en la méquina X y 2 horas en la méquina Y.
2. Una tonelada de B requiere 3 horas en la miquina X y 2 horas en la méquina Y.
3. Una tonelada de C requiere 4 horas en la maquina X y 3 horas en la maquina Y.

La maquina X estd disponible durante 80 horas a la semana, y la maquina ¥ puede uti-
lizarse 60 horas a la semana. Como la gerencia no quiere que las costosas maquinas X
y Y estén ociosas, le gustaria saber cudntas toneladas debe manufacturar de cada pro-
ducto, de modo que las maquinas se utilicen a su capacidad total. Daremos por sentado
que el fabricante puede vender todos los productos que se manufacturen.

Para resolver este problema, denotamos con x,, x, y x3, respectivamente, ¢l niime-
10 de toneladas de productos A, By C que se fabricarén. El niimero de horas que la ma-
quina X serd utilizada es

2¢; + 3xp + dxy,
que debe ser 1gual a 80. Por lo tanto
2x; + 3 + 4x3 = 80.

De manera similar, el nimero de horas que empleara la maquina Y es 60, por lo que te-
nemos

2x; + 2xp + 3x3 = 60.

Desde el punto de vista matemadtico, nuestro problema consiste en determinar los valo-
res no negativos de x;, x; y x3 tales que

2x; + 3x + 4x3 = 80,
2x; + 2x» + 3x3 = 60.

Este sistema lineal tiene un niimero infinito de soluciones. Siguiendo el método del
ejemplo 4, vemos que todas las soluciones estin dadas por

20 — X3
X =
2
x2 = 20— x3
xy = cualquier nimero real tal que 0 < x3 < 20,
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toda vez que debemos tener x; > 0,x; > 0y x3 > 0. Cuando x3 = 10, tenemos
X =3, Xy = 10, I3=|0

mientras que

x =3, x2=13, x3=17

cuando x3 = 7. Observe que una solucion es tan buena como la otra. Ninguna es me-
jor, a menos que se nos diera més informacién o se nos plantearan algunas restric-

ciones. &
Términos clave
Ecuacion Incal Solucién de un sistema lincal Sin solucién
Incégnitas M¢todo de eliminacién Infinidad de soluciones
Solucibén de una ecuacién lineal Solucién tnica Manipulacién de un sistema lineal

Sistema lincal

1.1 Ejercicios

En los ejercicios | a 14, resuelva el sistema lineal dado por me- (¢) (Cudntos valores diferentes de r pueden seleccionarse
dio del métado de eliminacion. en la parte (b)?
1. x+2y=8 2, 2x -3y +4z=-12 16. Dado el sistema lineal
3x —4y =4, x=2y+ z= =5
I+ y+2= 1, 20 4+3y— z=0
I 3x+2y+ z=2 4d x+ y= 5 x—-4y+5:=0,
dx +2y+ 22 =8 3x +3y =10,
x— y+ z=4. (@) verifique que x; = 1,y, = —1,z; = — | es una solucién,
5 2x +4y 4+ 62 =—12 6. x+ y—-2z=5 (b) vernfique que x; = =2, y3 = 2, z; = 2 es una solucion.
2x =3y —dz= 15 Z+3y+ar=2 © p=x+xu=-lLy=y+n=lyz=n+n=1
x+dy+5z= -8 es una solucién del sistema lineal?
7. x+dy— z=12 8. 3x 44y - z=8 (d) ¢3x, 3y, 3z.donde x, y y zson como en la parte (c), es
Ix+8y—-2z= 4 6x +8y -2z =3, una solucién del sistema lincal?
9. x+ y+3z=12 10. x+ y=1 17. Resuclva cl sistema lincal siguicnte sin utilizar ¢l método
v +2y+ 62 = 6, %X~ y=35 de climinacién
3x+4y =2,
x4+ y=22=-5
11, 2x + 3y =13 12, x-5y=6 3y+ z= 7
x—2y= 3 Ix+2y=1 z= 4
Sx +2y =27 Sx4+2y=1. '
13, x+3y=-4 14, 2x +3y - z= 6 18. Resuclva el sistema lincal siguiente sin utilizar el método
2x + 5y =-8 2x—- y+2:=-8 de eliminacién
x+3y=-S5 3x= y+ z=-17
4x = 8
—2x+3y =-—1

15. Dado el sistema lineal
TR 3+ Sy - 2= Il
2x-y=5
dx-2y=t, 19, ;Existc un valorde rtal que x = 1,y = 2,z = r sca una so-

(8) desermine un valor de # para que el sistema lenga usa lucién del siguiente sistema lineal? De ser asf, determinelo.

solucién. & +3y— z= 11

(b) determine un valor de f para que ¢l sistema no tenga x= y+2z=-7
solucion, 4x + y—-2z= 12,



20.  Existe un valorde rtal que x =r,y = 2,z = 1 sea una so-

21.

lucion del siguiente sistema lineal? De ser asi, determinelo.

3x -%= 4
x—4y+ z=-5
“2x+3y+2= 9

Diga cudl es el nimero de puntos que estén simultdnea-
mente cn los tres planos que se mucstran cn cada inciso de
la figura 1.2,

Diga cudl es ¢l niimero de puntos que estdn simultdnea-
mente en los tres planos que se muestran en cada inciso de
la figura 1.3,

(a) (b)

{c)

Figura1.3 A

23. Una refinerfa produce gasolina con azufre y sin azufre. Pa-

ra producir cada tonelada de gasolina sin azufre 5 minutos
en la planta mezcladora y 4 minutos en la planta de refina-
¢ién, mientras que cada tonelada de gasolina con azufre re-
quicre 4 minutos en la planta mezcladora y 2 minutos en la
planta de refinacién. Si la planta mezcladora estd disponi-
ble 3 horas y la de refinacién 2 horas, jcudntas toneladas
de cada tipo de gasolina deben producirse de modo que las
plantas operen a toda su capacidad?

Sec. 1.1 Sistemas lincales 9

24, Un fabricante produce dos tipos de pldsticos: regular y es-

pecial. La produccién de cada tonelada de pléstico regular
requicre dos horas en la planta Ay 5 horas cn la planta B;
para producir cada tonelada de pldstico especial se necesi-
tan 2 horas en la planta A y 3 horas en la planta B. Si la
planta A estd disponible 8 horas diarias y la planta B 15 ho-
ras al dfa, jcudntas toneladas de cada tipo de pldstico pue-
den producirse diariamente de modo que ambas plantas se
utilicen al miximo de su capacidad?

Un nutricionista prepara una dieta que consiste en los
alimentos A, B y C. Cada onza del alimento A contiene

2 unidades de proteina, 3 unidades de grasa y 4 unidades de
carbohidratos, Cada onza del alimento B contiene 3 unida-
des de proteinas, 2 unidades de grasa y | unidad de carbo-
hidratos. Por su parte, cada onza del alimento C contiene

3 unidades de proteinas, 3 unidades de grasa y 2 unidades
de carbohidratos. Si la dieta debe proporcionar exactamente
25 unidades de proteinas, 24 unidades de grasa y 21 unida-
des de carbohidratos, jcudntas onzas de cada tipo de ali-
mento deben utilizarse?

Un fabricante produce reveladores de peliculade 2,6 y 9
minutos. La fabricacién de cada tonelada del revelador de
2 minutos requiere 6 minutos en la planta A y 24 minutos
en la planta B. Para manufacturar cada tonelada del revela-
dor dc 6 minutos son necesarios 12 minutos en la planta Ay
12 minutos en la planta B. Por iltimo, para producir cada
tonelada del revelador de 9 minutos se utiliza 12 minutos
la planta Ay 12 minutos la planta B. Si la planta A est4 dis-
ponible 10 horas al dia y la planta B 16 horas diarias,
(cudntas toneladas de cada tipo de revelador de pelicula
pueden producirse de modo que las plantas operen a toda
su capacidad?
Suponga que los tres puntos (1,=5), (=1, 1) y (2, 7) estdn
en la pardbola p(x) = ax* + bx + c.
(a) Determine un sistema lineal de tres ecuaciones con tres
incégnitas que deba resolverse para determinara, by c.
(b) Resuelva el sistema lineal que obtuvo en la parte (a)
paraa,byc.
Una herencia de $24,000 sc dividio en tres fideicomisos: el
segundo fideicomiso recibié el doble del primero. Los tres fi-
deicomisos pagan una tasa de interés de 9, 10 y 6% anual,
respectivamente; al fimal del primer afo, el rendimiento total
fue de $2,210. ;Cudnio se invirtié en cada fideicomiso?

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que el sistema lineal que se obtiene al intercam-

iar dos ecuaciones en (2) tienc exactamente las mismas
soluciones que (2).

T.2. Demuestre que el sistema lincal obtenido al remplazar una

ecuacién en (2) por un miltiplo constante de la ecuacidn
diferente de cero, tiene exactamente las mismas soluciones
que (2).

T.J3. Demuestre que ¢l sisiema lineal que se obtiene al remplazar

una ecuadén en (2) por ella misma mé& un miltiplo de otra

T4

ecuacion en (2) tiene exactamente las mismas soluciones
que (2).

¢ El sistema lincal
ax+ by =0
cx+dv=0

siempre tiene solucion para cualesquicra valores de a, b, ¢
yd?
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EEI MATRICES

DEFINICION

Si analizamos el método de eliminacién descrito en la seccién 1.1, observaremos lo si-
guiente. Al realizar los pasos necesarios, s6lo modificamos los niimeros que aparecen
junto a las incégnitas xy, xa, . . . , X,. En consecuencia, podriamos buscar una forma de
escribir un sistema lineal sin tener que mantener las incGgnitas. En esta seccidén defini-
remos un objeto, una matriz, que nos permite hacer precisamente eso: escribir sistemas
lineales de una manera compacta que facilite la automatizacién del método de elimina-
cién en una computadora, ddndonos un procedimiento répido y eficaz pam determinar
las soluciones. Su uso, sin embargo, no nos proporciona solamente la oportunidad de
contar con una notacién conveniente, sino tamhién —como veremos a continuacion —
resolver sistemas de ecuaciones lineales y otros problemas computacionales de manera
rdpida y eficiente, desarrollando operaciones sobre las matrices y trabajando con ellas
de acuerdo con las reglas que cumplen. Por supuesto, como debe hacer cualquier bue-
na definicién, la del concepto de matriz no sélo permite mirar de otra forma los proble-
mas existentes, sino que, ademds, da lugar a muchas nuevas preguntas, algunas de las
cuales estudiaremos en este libro,

Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn nliimeros reales (o complejos)
ordenados en m filas (renglones) horizontales y n colummas verticales:

—a“. “12 P o . ali .o alll-
8y an -+ - @y - O
Pon . : - - . fila (1)
Gy G cer cce @y cvc Qg | +— (renglén)i
-afﬂl allz se e .w a“j .o al'l'l.ll—

1— columna j

la i-ésima fila de A es

l[an an - aiw] (1 2i=z<m)
La j<sima columna de A es

a;,—

(1<j<n).

Gm j
Diremos que A es m por n (que se escribe m x n). Si m = n, decimos que A es una
matriz cuadrada de orden n, y que los nimeros ayy, a», . . ., @,, forman la diagonal
principal de A. Nos referimos al nimero a;;, que estd en la i-ésima fila (renglén) y la

J-ésima columna de A, como el i, j<€simo elemento de A, o la entrada (i, ) de A, y so-
lemos escribir (1) como

Para simplificar, en este libro restringiremos nuestra atencion al andlisis de las ma-
trices cuyas entradas son niimeros reales. Sin embargo, también se estudian las matrices
con entradas complejas, las mismas que tienen gran importancia en muchas aplicacio-
nes.
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EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4
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Sean

N -0

Entonces, A es una matrizde 2 x 3conay = 2,43 = 3,4 =0y ayy= 1; Bes una
matrizde 2 x 2,con by = 1,bjp =4, by =2y by = ~3; Cesuna matrizde 3 x I,

concyp =1, =—-lyecz; =2 Desunamatnzde 3 x 3; Eesunamainzdel x 1,y F
es una matriz de 1 x 3.En D los elementos d;; = 1,d,; =0y dy; = 2 forman la dia-
gonal principal. =]

Por conveniencia, en los ejemplos y ejercicios ilustrativos de los capitulos 1 a
6 centramos gran parte de nuestra atencion en matrices y expresiones que sélo tienen
niimeros reales.

Las matrices de 1 x no n x 1 también se denominan un n-vectores, y lo denota-
remos mediante letras mintsculas en negritas. Cuando se sobreentienda el valor de n,
nos referiremos a los n-vectores sélo como vectores. En el capitulo 4 analizaremos los
vectores en detalle.

1
0] es un 4-vectory v = | —1 | es un 3-vector. B
3

I.I=1| 2 -1

Si todas las entradas de un n-vector son iguales a cero, se denota con 0.

Observe que si A es una matriz de n x n,los renglones de A son matrices de 1 x n.
El conjunto de todos los n-vectores con entradas reales se denota con R”. De manen si-
milar, el conjunto de todos los n-vectores con entradas complejas se denota mediante
C". Como se indicé anteriormente, en los primeros seis capftulos de este libro trabaja-
remos casi por completo con vectores en R”,
Despliegue de valores en forma de tabla) La matriz siguiente proporciona las dis-
tancias entre las ciudades indicadas (en millas terrestres).

Londres Madrid Nueva York Tokio
Londres 0 785 3469 5,959
Madrid 785 0 3,593 6,706
Nueva York | 3469 3,593 0 6,757
Tokio 5959 6,706 6,757 0 .
(Produccion) Suponga que un fabricante tiene cuatro plantas, en cada una de las cua-

les se manufacturan tres productos. St denotamos con a;; el nimero de unidades del pro-
ducto i elaboradas por la planta j en una semana, la matriz de 4 x 3

Producto I  Producto 2 Producto 3
Planta | 560 340 280
Planta2 360 450 270
Planta3 380 420 210
Planta4 0 80 380
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proporciona la produccién semanal del fabricante, Por ejemplo, en una semana, la plan-
ta 2 produce 270 unidades del producto 3. B

m La tabla siguiente, en donde se lista el factor de congelacion del viento, muestra c6mo

una combinacién de la temperatura y la velocidad del viento hace que un cuerpo se
sienta mds frio que la temperatura real. Por ejemplo, cuando la temperatura es de 10 °F
y el viento es de 15 millas por hora, el cuerpo pierde la misma cantidad de calor que la
que perderia si la temperatura fuera de —18 °F sin viento.

°F
15 10 5 0 -5 10
mph |
5 12 7 0 - =0 —iF |
0 | -3 -9 -15 -2 -271 -34 |
5 T 25 31 <38 45 |
20 ~17 -4 31 -39 -4 -53 |

Esta tabla puede representarse como la matriz

5 12 7 0O -5 -10 -IS§
0 -3 -9 -5 -22 27 -34

il (TIPS TIPS T QO A T
20 —17 -24 -31 -39 —-46 -53 -
m Con el sistema lineal considerado en el ejemplo S de la seccién 1.1,
x+2y= 10
2x -2y =—4
3x + 5y = 26,

podemos asociar las matrices siguientes:

1 2 . 10
A=12 =2 ’ X':[.], b=| -4
3 5 ¥ 2

Fn la seccion 1 3, llamaremos A a la matnz de coeficientes del sistema lineal. o

DEFINICION  Una matriz cuadrada A = [a;;], en donde cada término fuera de la diagonal principal es
igual a cero. es decir, a¢;; = O parai # j. es una matriz diagonal.

EJEMPLO 7

3 0 0

4 0
G:[G __,):| y H= 0o -2 0
= 0 0 4

son matrices diagonales. m
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Una matriz diagonal A = [q;j],en donde todos los términos de la diagonal principal son
iguales, es decir, @;; = ¢ para i = jy a; = 0 para i # j, es una matriz escalar.

Las siguientes son matrices escalares:

1 0 o
h=|0 1 of, J:[‘g _g]
0 0 1

Los motores de bisqueda para localizacién y recuperacion de informacién en In-
temet, utilizan matrices para seguir el rastro de las ubicaciones en donde ésta se en-
cuentra, el tipo de informacién que se halla en cada ubicacion, las palabras clave que
aparecen en ellas, e incluso la manera en que los sitios Web se vinculan entre si con
otros. En gran medida, la eficacia de Googlec’ estriba en la manera en que utiliza las
matrices para determinar cudles sitios estdn referenciados en otros sitios. Esto es, en lu-
gar de mantener de manera directa el rastro del contenido de la informacién de una pa-
gina Web real o de un tema de busqueda individual, la estructura de la matriz de Google
determina las piginas Web que coinciden con el tema de bisqueda, y luego presenta
una lista de tales paginas en un orden de “importancia™.

Suponga que existen n pdginas Web accesibles durante cierto mes. Una manera
sencilla de comprender las matrices que conforman el esquema de Google, consiste en
imaginar una matriz A de n x n, denominada “matniz de conectividad™, la cual sélo con-
tiene ceros al principto. Para construir las conexiones se procede como sigue. Cuando
se detecta que el sitio Web j estd vinculado con el sitio Web i, la entrada a;; se hace igual
auno. Como n es muy grande —su valor se calculaba en alrededor de 3 mil millones
en diciembre de 2002 —, casi todas las entradas de la matriz de conectividad A son ce-
ro. (Las matrices como ésta se denominan esparcidas, ralas o poco densas.) Si la fila
(rengl6n) i de A contiene muchos unos, significa que existen muchos sitios vinculados
al sitio 7. El software que controla el motor de biisqueda de Google considera que los
sitios que estén vinculados con muchos otros son méds “importantes™ (en otras palabras,
les da una calificacion maés alta). Por lo tanto, tales sitios aparecerfan al principio de la
lista de resultados de bisqueda que generaria Google cuando el usuario solicitara temas
relacionados con la informacion del sitio 1. Ya que Google actualiza su matriz de conec-
tividad cada mes, n aumenta con ¢l paso del tiempo, al agregarse nuevos enlaces y si-
tios.

La técnica fundamental que utiliza Google® para calificar los sitios, emplea con-
ceptos de dlgebra lineal que estdn fuera del alcance de este curso. Informacién adicio-
nal sobre el tema puede encontrarse en las fuentes siguientes.

1. Berry, Michael W. y Murray Browne. Understanding Search Engines—Mathematical
Modeling and Text Retrieval. Filadelfia; Siam, 1999,

2. wwwgoogle convtechnology/index html

3. Moler, Cleve. “The World's Largest Matrix Computation: Google’s Page Rank Is an
Eigenvector of a Matrix of Order 2.7 Billion"”, MATLAB News and Notes, octubre de
202, paginas 12-13.

En matemiticas, siempre que se presenta un nuevo objeto es preciso definir cudn-
do dos de ellos son iguales. Por ejemplo, en el conjunto de todos los nimeros raciona-
les, decimos que los niimeros % y g son iguales, aunque no se representen de la misma
manera. Lo que tenemos en mente es la definicién segin la cual ¢ es igual a § cuando
ad = bc. De acuerdo con eslo, tenemos la siguiente definicion.

Dos matrices de m x n, A = [a;] y B = [bj),son Ruales sia;;=b;, 1 <i<m, 1 <j
< n, es decir, si los elementos correspondientes son iguales.
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DEFINICION

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

Las matrices
1 2 -1 1 2 w
A=12 -3 4 y B=|2 «x 4
0 -4 5 y —4 z
son igualessiw =—l,x=-3,y=0y z=35. ]

A continuacién definiremos varias operaciones que producirdn nuevas matrices a
partir de otras. Estas operaciones son ttiles en las aplicaciones que involucran matrices.

SUMA DE MATRICES

Si A = [a;] y B = [b;;] son matrices de m x n,la suma de A y Bda por resultado la ma-
triz C = [¢;] de m x n, definida por

cij = ajj + by G<i<m1<j<n).
Es decir, C se obtiene sumando los elementos correspondientes de A y B.

Sean

Entonces

I B9 Bt-8))
A+B={110 2+2 4+(-9 =[1 0 0]'

g 4 == ot
241 —1+3 3+1 -

=

Observe que la suma de las matrices A y B sélo se define cuando A y B tienen el
mismo nimero de filas (renglones) y el mismo nimero de columnas; es decir, sélo
cuando A y B son del mismo tamafio.

establecemos la convencidn, al escribir A + B entendemos que A y B tienen el mis-
mo tamarno.

Hasta el momento, la suma de matrices s6lo se ha definido para dos matrices. En
ocasiones, sin embargo, nuestro trabajo exigird que sumemos més de dos matrices. El
teorema 1.1 de la seccién siguiente muestra que la suma de matrices satisface la propie-
dad asociativa. A + (B + C) = (A + B) + C.En la seccion 1 4 se consideran més pro-
piedades de las matrices, mismas que son similares a que satisfacen los niimeros reales.

(Produccion) Un fabricante de cierto producto realiza tres modelos, A, B y C. Algunas
partes artes de cada uno se elaboran en la fébrica F, ubicada en de Taiwén, y después
se terminan en la fabrica F,,de Estados Unidos. El costo total de cada producto consta
de los costos de manufactura y de embarque. En consecuencia, los costos (en ddlares) de
cada fabrica pueden describirse mediante las matrices F; y Fode 3 x 2:

Costo de Costo de
manufactura embarque
32 40 Modelo A
50 80 Modclo B
70 20 Modclo C

F,
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EJEMPLO 12

EJEMPLO 13

Solucién

Sec. 1.2 Matrices 15

Costode  Costo de
manufactura embarque
40 60 Modelo A
F = 50 50 Modelo B
130 20 Modclo C

L.a matriz F, + F, proporciona los costos totales de manufactura y embarque de cada
producto. Asf, los costos totales de un producto del modelo C son $200 y $40, respec-
tivamente. a

MULTIPLICACION POR UN ESCALAR

Si A = [a;;] es una matriz de m x n y r es un niimero real, el miltiplo escalar de A por
r. A, es la matriz B = [b;]] de m x n,donde

by = ray (i<iz=m, <j<n).

Es decir, B se obtiene multiplicando cada elemento de A por 7.

Si Ay B son matrices de m x n,escribimos A +(—1)B como A — B,y denomina-
mos a esto diferenciade A y B.

Sean ]
e P I FR e £
Entonces
a-s=[323 3 na)=l1 5 )
d |
Seap =[1895 1475 8.60] un 3-vector que representa los precios actuales de tres

articulos almacenados en una bodega. Suponga que el almacén anuncia una venta en
donde cada uno de estos articulos tiene un descuento de 20 por ciento.

(a) Determine un 3-vector que proporcione el cambio en el precio de cada uno de los
tres articulos.
(b) Determine un 3-vector que proporcione los precios nuevos de los articulos.

(a) Como el precio de cada articulo se reduce 20%, el 3-vector

0.20p = [(0.20)18.95 (0.20)14.75 (0.20)8.60|
=[379 295 1.72]

proporciona la reduccién de los precios para los tres articulos.
(b) Los precios nuevos de los articulos estan dados mediante la expresion

p—020p=[1895 1475 8.60|—-[3.79 2.95 1.72]
=[15.16 11.80 6.88].

Observe que esta expresion también puede escribirse como

p — 0.20p = 0.80p. =
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Si A}, Ay, ..., Ay son matricesde m x ny cy,cs,. .., son nimeros reales, enton-
ces una expresion de la forma

CIAI + I.'.‘zA.z o R (‘F:Ak (2)
se denomina combinacién lineal de A, A,, ..., Ap.¥C1,C2 ..., ¢ se llaman coe-
fidentes.

EJEMPLO 14 BEFVEEY
0 -3 5§ 5 2 3
Ay = 2 3 -+ Yy A:J = 6 2 3
1 -2 -3 -1 -2 3

entonces C = 34, — %Az e¢s una combinacién lineal de A} y A>. Por medio de la
multiplicacién por un escalar y la suma de matrices, podemos calcular C:

0 -3 5 'S 2 &
C=3|2 3 dl== 6 2 3
1 =2 3| “|-t =2 3

-3 -10 ¥

7 -5 -2

(b) 2[3 -—-2]-3[5 0] +4[—2 5]esunacombinacién lincalde [3 —-2],[5 O]y
[—2 5]. Puede calcularse (verifiquelo) para obtener [—17 16].

| 0.1 1 0.1
(¢) —0.5| -4 + 04| —4 | es una combinacién lineal de | —4 |y | -4 |.
—6 0.2 —6 0.2
—0.46
Puede calcularse para obtener (verifiquelo) 0.4
3.08

LA TRANSPUESTA DE UNA MATRIZ
DEFINICION  Si A= [a;] es una matriz de m x n,la matriz AT = [u'?;.] de n x m,donde
af;:a,-,- (l<isnl<j=<sm

es la transpuesta de A. En consecuencia, las entradas en cada fila de A” son las entra-
das correspondientes en la columna de A.

EJEMPLO 15 gaetrn

6 2 —4 5 4
A=[4 . 3], B8 4 23l &=l-3 al.
0 5 -2
0 4 3 2 -3
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Entonces
4 0 6 3 0
AT=]-2 5|, B = | 2 -1 4],
3 =2 —4 2 3
5 -3 2 2
T = T T
G =|:4 2 _3]. D =]|-5], y E =|2 -1 3].

MATRICES DE BINARIAS (OPCIONAL)

En gran parte de nuestro trabajo con dlgebra lineal utilizaremos matrices y vectores cu-
yas entradas son mimeros reales o complejos. Por lo que los cdlculos, como combinaciones
lineales, se determinan utilizando propiedades de las matrices y la aritmética estdndar de
base 10. Sin embargo, el continuo desarrollo de la tecnologia de cémputo ha traido al
primer plano el uso de la representacion binaria (base 2) de la informacién. En casi to-
das las aplicaciones de computo, como juegos de video, comunicaciones mediante fax,
transferencia electrénica de dinero, comunicaciones satelitales, DVD o la generacin de
misica en CD, la matematica subyacente es invisible y por completo transparente para
el espectador o el usuario. La informacién codificada en representacion binana estd tan
extendida y desempena un papel tan imponante que estudiaremos brevemente algunas
de sus caracteristicas. Iniciaremos con un andlisis general de la suma y multiplicacién
binarias, y luego hablaremos de una clase especial de matrices binarias, que tiene un lu-
gar clave en la teoria de la informaci6n y la comunicacion.

La representacion binania de la informacién sélo utiliza dos sfmbolos,0y 1. La in-
formacién estd codificada en términos de 0 y 1 en una cadena de bits”. Por ejemplo, en
lenguaje binario, el niimero decimal 5 se representa mediante la cadena 101, que se in-
terpreta en términos de base 2 como sigue:

5 =1(2%) + 02" + 1(2Y.

Los coeficientes de las potencias de 2 determinan la cadena de bits, 101, que pro-
porciona la representacién binaria de 5.

Al igual que utilizamos aritmética de base 10 cuando tratamos con niimeros reales
y complejos, en otros escenarios empleamos aritmética de base 2, es decir, aritmética
binaria. La tabla 1.1 muestra la estructura de la suma binaria, y la tabla 1.2 la estructu-
ra de la multiplicacién binaria.

Tabla 1.1 Tabla 1.2
+ 0 | X 0 1
0 0 1 0 0 0
1 1 0 1 0 1

Las propiedades de la aritmética binana permiten la representacion de combinacio-
nes de nlimeros reales en forma binaria, y suelen estudiarse en cursos bésicos de cien-
cias de la computacion, o en cursos de matemdticas finitas o discretas. No desviaremos
nuestra atencidn para analizar tales temas en este momento. En cambio, nuestro objeti-
vo se centrard en un tipo particular de matrices y vectores cuyas entradas son digitos bi-
narios. Esta clase de matrices y vectores es importante en el estudio de la teorfa de la
informacién y en el campo de matematicas de cddigos de correccion de errores (tam-
bién llamado reorfa de codificacion).

*Un bit es un digito bmano (del inglés tinary digit); esto es,un Do un 1.
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DEFINICION  Una matriz binaria’ de m x n, es una matriz en que todas las entradas son bits, Esto
es, cada una de sus entradases 0o 1.

Un n-vector (o vector) binario es una matriz. de 1 x node n x |, cuyas entradas
son bits.

EJEMPLO 16 IS

0 0
1 es una matriz binaria de 3 x 3. @
|

1
0

R

es un S-vector binario, y u = [0 00 0| es un 4-vector binario. 5]

Y e Y = N

Las definiciones de suma de matrices y multiplicacién por un escalar se aplican
también a las matrices binarias, siempre y cuando utilicemos aritmética binaria (de ba-
se 2) para todos los cdlculos, y 0 y I como tinicos escalares posibles.

1 0 11

I 1|yB =|0 1].Pormediode la definicion de la suma de matri-
01 1 0

ces y con ayuda de la tabla 1.1, tenemos

EJEMPLO 18 EERTTIEES

+

0+
1+1
1+0

—— O

+1 1
A+B=11+0 0

Las combinaciones lineales de matrices binarias o n-vectores binarios son muy fa-
ciles de calcular con ayuda de las tablas 1.1 y 1.2, si se toma en cuenta el hecho de que
los tinicos escalares son Oy 1.

EJEMPLO 17 V=

EJEMPLO 19 Sean ¢, =1, =0,c3=1,u, = [:]].“2 = [?] y uy = [:] Entonces

1 0] |
C1U) + ) + Cally = | [0] +0 l:l_ + 1 [l}
101
L 0 1
(1 +0)+1]
[(0+0)+1)
_[1+ 1] _ [o]
.0"' | | =
De acuerdo con la tabla 1.1, tenemos que 0 +0 =0y 1 4 1 = 0. Por lo tanto, el

imverso aditivo de 0 es 0 (como es usual), y el inverso aditivo del 1 es 1. De aqui que,
para calcular la diferencia de matrices binarias A y B, procedemos como sigue:

A—B =A+(nversode 1) B=A+1B = A+ B.
Como podemos ver, la diferencia de matrices binarias no aporta nada nuevo a las rela-
ciones algebraicas entre matrices binarias.

"Las matrices binarias también se llaman matrices booleanas.



Terminos clave

Matnz n-vector (o vector)
Filas (renglones) Matriz diagonal
Columnas Matriz escalar

Tamafio de una matriz

Matnz cuadrada

Diagonal principal de una matriz

Elemento (o entrada) de una matniz

ij-¢simo elemento
entrada (i, /)

0, vector cero

R", ¢l conjunto de todos los n-vectores
Google®

Matrices iguales

Suma de matrices

Multiplo escalar

Sec. 1.2 Matrices

Muiiltiplo escalar de una matriz
Diferencia de matrices
Combinacion lineal de matrices
Transpuesta de una matniz

Bit

Matriz binaria (o booleana)
Matriz triangular superior
Matriz triangular inferior

19

1.2 Ejercicios

1. Sean

7 3 2
C=|—-4 3 5]{.
6 1 -1

{a) ¢Cudles son los valores de ay3, 33, a1?
(b) (Cudles son los valores de by, by, ?
{c) (Cudles son los valores de ¢y3, €31, €337

5.

De ser posible, calcule la combinacién lineal que se indica
en cada caso;

(a) 3D + 2F

() 3(24) y 6A

(c) 34 + 24y 54

d) 2D+ F)y2D+ 2F
(¢) 2+3)Dy2D + 3D
) 3(B+ D)

De ser posible, calcule:
(@ ATy @A"Y

) (C+ By +ET

2. Si 4
2D+ 3
a+b c+d| | 4 6 (:) i)—-DrF’
C- d a— b - 10 2 F ( ) h
—_— 3 4 (e) 24" + B
rmine a, b, ¢ y d. ) 3p-2p"
3. S i
7. De ser posible, calcule:
25 2a-b 4 -
[gc++ 4 - 24'] = [4 “3] ' <Al
: (b) (A-B)
determine a, b, ¢ v d.
ab.cy (c) BB -24)"

En los ejercicios 4 a 7, sean

0 0 0
y 0=|0 0 0],
0 0 0

4. De ser posible, calcule la combinacién lineal que se indica

en cada caso:

(a) C+EyE+C (b) A+B

() D-F (d) =3C + 50
(e) 2C - 3E () 2B+ F

lol

(d) (347 -5B")"
(e) (=AY y —(AT)
0 (C+E+FY

30

(La matriz [0 >

] es una combinacién lineal de las matri-
1 0 10 j

ces [0 l] y [0 0]? Justifique su respuesta.

(La matriz [; _;] es una combinacién lineal de las
: L IO ) SR

matrices [ | Y|qg |7 Justifique su respuesta.

Scan

1 2 3 1 0 0
A=|6 -2 3 y hL=]|0 1 )«
5 2 4 0o 0 1

Si N es un niimero real, cakule A 3 — A.
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Los ejercicios 11 a 15 tienen que ver con matrices binarias.

1 O 1 g k 1
1 SmA=1 1 ¢la=ll O 1L¥
ol 1 1 0
1 1 0
C=|0 1 1| Calcule cada una de las expresiones
1 01
siguientes:
(a) A+ B B+ C (c)A+ B+ C
@ A+CT (e)B - C.

12. smA-q-[: g]..s:[(') ?].c:[{', é].y

00
D=[1 0]-Chlcukcah1mad: las expresiones siguicnles:

) C+D (VA+B+ (C+ D)
(c)A-B+C-D.

(a) A+ B
@dhC-8

1 0
13. SeaA:[O 0].

00
(a) Determine Bde mancraque A+ B = [0 0}.
(b) Determine Cde maneraque A+ C = I:: :]

4. Seau=[1 1 0]. Determine el 4-vector v tal que
1

0
u+v=J[l 0 0]
15. Seau=[0 1 0 1]. Determine el 4-vector v 1al que
n+v=[l 11 1]

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que la suma y la diferencia de dos matrices
diagonales es una matriz diagonal.

T2. Demuestre que la suma y la diferencia de dos matrices es-
calares ¢s una matriz escalar.

TJ3. Sea

B
I
LG
LY
e n

(a) Calcule A - A7,
(b) Calcule A + AT,
(¢) Calcule (A + ATY.
TA. Sea0la matriz de n x n tal que todas sus entradas son

cero. Demuestre que si k es un nimero real y A es una
matriz de n x n tal que kA = O, entonces k =00 A = 0,

T.S. Una matriz A = [ay] se denomina triangular superior si
a;;= Oparai > j. Se llama triangular inferior si g;; =0

para i < j.
-a“ a)s e e “u gh-
0 un DY e e am
0 0 @y ot Qi
|0 0 0 --- 0 a,]
Matriz triangular superior

(Los elementos que estdn debgjo de la diagonal
principal son cero.)

a0 AF B s 0
an dn 0 A R 0
ay an ay 0 0

: : : ]

[Am 82 343 'ttt

Matriz triangular inferior
(Los elementos que estdn arrida de la diagonal principal son cero.)

(a) Demuestre que la suma y la diferencia de dos matri-
ces Inangulares superiores es una matriz triangular
superior.

(b) Demuestre que la suma y la diferencia de dos matri-
ces triangulares inferiores es una matriz triangular in-
fenor.

(¢) Demuestre que si una matriz ¢s al mismo tiempo
triangular superior y triangular inferior, entonces es
una matriz diagonal.

T.6. (a) Demuestre ,guc si A es una matriz triangular superior,
entonces A” es triangular inferior.

{b) Demuestre ﬂuc si A es una matriz triangular inferior,
entonces A” ¢s triangular superior.

T.7. SiA cs una matriz de n x n, jcudles son las entradas de
la diagonal principal de A — AT Justifique su respuesta.
TA8. Sixes un n-vector, demuestre que X + 0 =x.

Los ejercicios T9 a T.18 tienen que ver con matrices binarias.

TJ9. Haga una lista dc todos los posibles 2-vectores binarios.
. Cudntos hay?

T.10. Haga una lista de todos los posibles 3-vectores binarios.
(Cuiintos hay?

T.11. Haga una lista de todos los posibles 4-vectores binarios.
(Cudntos hay?



T.12. ;Cudntos 5-vectores binarios hay? ; Cudintos n-vectores
binarios existen?

T.13. Haga una lista de todas las posibles matrices binanas de
2 x 2, ;Cudntas hay?

T.14. ;Cudntas matrices binarias de 3 x 3 hay?

T.15. ;Cudntas matrices binarias de n x n existen?

T.16. Represente con 00 la palabra OFF y con 1 la palabra ON

(los términos de muchos aparatos electronicos para “apa-
gado” y “encendido”, respectivamente), y sea

ON ON OFF
OFF ON OFF
OFF ON ON

A=

Determine la matriz B de ON/OFF tal que A + B sea una
matriz con cada entrada igual a OFF.

T.17. Represente con (0 la palabra OFF y con 1 la palabra ON, y
sea

ON ON OFF
OFF ON OFF
OFF ON ON

A=

Determine la matriz B de ON/OFF tal que A + B sea una
matriz con cada entrada igual a ON.
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T.18. Un interruptor de luz normal tiene dos posiciones (o esta-
dos) encendido y apagado. Suponga que la matriz binaria

1 0
A=|0 1
I 1

representa un conmutador de interruptores en donde 0 re-

presenta apagado y | representa encendido.

(a) Determine una matriz 8 tal que A + B represente el
conmutador de interruptores con ¢l estado de cada in-
terruptor "invertido™.

(b) Sca

1
C=|0
1

SO -

(L.a matnz B del inciso (a) también “invertird” los cs-
tados del conmutador de interruptores representado
por C? Verifique su respuesta.

(c) SiA escualquier matriz binana de m X n que repre-
scnta un conmutador de interruptores, determine una
matriz binana B de m x n tal que A + B “invierta”
todos los estados de los interruptores en A, Justifique
por qué B “invertird” los estados de A.

Ejercicios con MATLAB

Para utilizar MATLAR en esta seccion, primero deberd leer las
secciones 10.1 y 10.2, las cuales proporcionan informacion bdsica
acerca del programa asi como de las operaciones matriciales con
el mismo. Le pedimos que siga con cuidado los ejemplos o ilustra-
ciones de las instrucciones de MATLAB que aparecen en las
secciones 10.1 v 102 antes de intentar realizar estos ejercicios.

ML.1. Introduzca las siguientes matrices en MATLAB.

5 1 2
A=|-3 o 1},
2 4 1

4%2 23

B=| 1/2001 5-82
0.00001 (9 +4y3

Utilice los comandos apropiados de MATLAB para desple-

gar lo siguiente:

(a) a3, b2, by

(b) filay(A), columnas(A), filax(B).

(c) Escriba el comando format long de Marias y des-
plicgue la matriz B. Comparc los clementos de B in-
dicados en el inciso (a) y los del despliegue actual.
Observe que ¢l comando format short despliega los

valores redondeados a cuatro decimales. Restablezca
¢l formato a format short.

ML.2. Escriba el comando H = hilb(5) en Maras; (Observe
que el iltimo cardcter es un punto y coma, el cual sirve
para suprimir el despliegue del contenido de la matriz /1,
vea la seccién 10.1.). Para obtener mds informacion acerca
del comando hilb, escriba help hilb. Utilice los coman-
dos apropiados de MATLAB para hacer lo siguiente:

(a) Determine ¢l tamafio de H.

(b) Desplicgue ¢l contenido de H.

(¢) Despliegue ¢l contenido de H como nimeros racio-
nales.

(d) Extraiga las tres primeras columnas como una matriz.

(c) Extraiga las dos ultimas filas (renglones) como una
matriz,

Los ejercicios ML.3 a ML.5 emplean matrices binarias v los co-

mandos complementarios descritos en la seccion 10.9.

MIL.3. Utilice bingen para resolver los cjercicios T.10 y T.11.

ML 4. Utilice bingen para resolver ¢l ejercicio T.13. (Sugeren-
cia: una matriz de n % n contiene ¢l mismo nimero de
entradas que un nz-veclor.)

ML.S. Resuelva el ejercicio 11 utilizando binadd.

LE]l PRODUCTO PUNTO Y MULTIPLICACION DE MATRICES

En esta seccién presentaremos la operacion de multiplicacién de matrices. A diferencia
de la suma, algunas de las propiedades de la multiplicacién de matrices la distinguen de
la multiplicacion de nimeros reales.



Capitulo 1  Ecuaciones lincales y matrices

DEFINICION  El producto punto o producto interior de los n-vectores a y b es la suma de los pro-
ductos de las entradas correspondientes. En consecuencia, si

a) by
a> b}
a=1; y b= .
[ bn
entonces
n
a-b=mb|-i-d:bz'i"""i"ﬂnbn:Zﬂfb;-' (n

iml
De manera similar, si @ 0 b (0 ambas) son n-vectores escritos como una matriz de 1 x n,
el producto punto a - b estd dado por (1).

El producto punto es una operacién importante que usaremos tanto en €sta como
en secciones posteriores.

TR & roduco punto de
! 2
un= 3 y vV = _2
4 1
cs
uev=(1)2)+ (-2)(3) + (3)(~2) + @)(1) = —6. -
4
g

Solucion Tenemos

a‘b=4x+2+6=-4
dc+8=-4
x=-3 B

(Aplicacion: calkculo de la calificacion promedio de un curso) Suponga que un pro-
fesor utiliza cuatro notas para determinar la calificacién promedio que obtiene un estu-
diante en un curso: cuestionarios, dos eximenes de una hora y un examen final. Cada
una de estas notas tiene una ponderacion de 10, 30, 30 y 30%, respectivamente. Si las
calificaciones de un estudiante son, en cada rubro, 78,84,62 y 85, podemos calcular el

promedio del curso haciendo
0.10 7
| 030 | 84
"=lozo| Y &7 |e
0.30 85
y calculando
w - g = (0.10)(78) + ©.30)84) + (0.30)62) + (0.30)(85) = 77.1.
Asi, el promedio del curso del estudiante es 77.1. m

*Tal \"t;z va esté familiarizado con esta dtil notacién, la notacién de suma, De cualquier manera, la analiza-
remos con detalle al final de esta seccidn.
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MULTIPLICACION DE MATRICES

DEFANICION  SiA = [a;] es una matriz de m x p,y B = [b;] es una matriz de p x n, el producto de
Ay B, que se denota mediante AB, es la matriz C = [¢yy] de m x n, definida como
Cij = q; Iblj ‘:"032*52; o R ﬂ;pbm
P 2)
= apby (1 <i<m1<j<n.
k=1
La ecuacién (2) dice que el i, j<€simo elemento de la matriz producto es el produc-
1o punto de la i-&sima fila, fil;(A) y la j-éima columna, colj(B) de B; esto se muestra
en la figura 1 4.
Figura 1.4 » [ay ap ... ay,] col .(B)
axn axn Lo a2 -b" bl._‘ e bu W bln
: : : by by by by,
fil{A) | ay, 8p ... Oy :
: by by by B
__an'l an‘.‘ amp .3
Y €12 Cin
_| & ‘n C2n
S
Cml Co2 Com
P
fil,.(A): coli(B) = ) ag by
k=1
Observe que el producto de A y B sélo estd definido cuando el niimero de filas de
B es exactamente igual al niimero de columnas de A, como se indica en la figura 1.5.
Figura1.5» 4 B - AB
m=n
m P P n
| |
iguales
tamafo de AB

Entonces

GX=2) + (1)(4) + @)2)  (3)S) + (1)(—=3) + (4(1)

-6 %] .

AB = [(11(—2) +(2)4) + (= N2 (1)) + (2N ~3) + (- 1)(1)]
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1 2 . 1 4
o 1 -2 -2 2

Calcule la entrada (3,2) de AB.

Solucién Si AB = C, la entrada (3,2) de AB es ¢y, que es fil;(A) - colo(B). Ahora tenemos

4
fil3(A) -col(B) =[0 1 -2].|—1|=-5
2 B
313 Ko Xl  E sistema lineal
xX+2y— 2=2
3x +4z =35
puede escribirse (verifiquelo) por medio del producto de matrices como
1 2 -1|%| _[2
3 0 4|77 |5]
0 =
EJEMPLO 7 gt
2
I x 3 4
A_|:2 e 1] y B=|4
.“
. 12 .
Si AB =[ 6]' determine x y y.
Solucdién Tenemos
2
rox 3L _[2+4x+3y| |12
AB‘[: ~1 |] ': ‘[ 4-4+y ]_[6]'
Entonces
2+4x+3y=12
y =6,
porloquex = -2y y=6, B

Las propiedades bésicas de la multiplicaciéon de matrices se estudiardn en la sec-
cion siguiente. Por lo pronto, diremos que la multiplicacion de matrices requiere mu-
cho més cuidado que la suma, ya que las propiedades algebraicas de la multiplicacion
de matrices difieren de las que satisfacen los nimeros reales. Parte del problema se de-
be al hecho de que AB se define sélo cuando el nimero de columnas de A es igual al
nimero de filas de B, En consecuencia, si A es una matriz de m x p y B es una matriz
de p x n, AB es una matriz de m x n. ;Qué ocurre con BA? Pueden suceder cuatro si-
waciones diferentes:

1. Es posible que BA no esté definido; esto pasara si n # m.
2. Si BA estd definida, lo que significa que m = n,entonces BA & de p x p, mientras
que AB es de m x m: de esta manera, si m # p, AB y BA son de tamanos diferentes.



EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11
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3. St AB y BA son del mismo tamafio, pueden ser iguales.,
4. Si AB y BA son del mismo tamafio, pueden ser diferentes.

Si A es una matriz de 2 x 3y B ¢s una matriz de 3 x 4, AB es una matriz de 2 x 4,
mientras que BA no estd definida. =

Sean Ade 2 x 3y Bde 3 x 2. Entonces AB es de 2 x 2, mientras que BA es de
3 x 3. a

Sean
1 2 2 1
A= [ 1 3] y 8= [(} l]
Entonces - ) 3 _ ' - | 5
AB = _» | mientras que BA = O 3|
En consecuencia, AB # BA. |

Uno se preguntaria por qué la igualdad y la suma de matrices se definen de mane-
ra natural, mientras que la multiplicacion de matrices parece mucho mas complicada.
El ejemplo 11 nos proporciona una idea al respecto.

(Fcologia) Una siembra se rocia con pesticidas para eliminar insectos dafinos; sin em-
bargo, las plantas absorben parte de las sustancias. Luego, los animales herbivoros de
la zona comen las plantas contaminadas y absorben los pesticidas. Para determinar la
cantidad de pesticida absorbida por uno de esos animales, procedemos de la manera si
guiente. Suponga que tenemos tres pesticidas y cuatro plantas. Sea a;; la cantidad de
pesticida ¢ (en miligramos) absorbida por la planta j. Esta informacién puede represen-
tarse mediante la matriz

Planta | Planta 2 Planta3 Planta 4

2 3 4 3 Pesticida |
A= 3 2 2 5 Pesticida 2
4 | 6 4 Pesticida 3

Imagine ahom, que tenemos tres animales herbivors, y sea bj; la cantidad de plantas
del tipo i que uno de ellos, de tipo j, come mensualmente. La informacion puede repre-
sentarse mediante la matriz

Herbivoro | Herbivoro 2 Herbivoro 3
20 12 8 Planta 1
28 15 15 Planta 2
8= 30 12 10 Planta 3
40 16 20 Planta 4

La entrada (i, j) de AB proporciona la cantidad de pesticida del tipo i que ha absorbido
el animal j. En consecuencia, si i =2y j= 3,la entrada (2, 3)de ABes
X8) + 2(15) + A10) + 520)
= 174 mg de pesticida, 2 absorbidos por el herbivoro 3.
Ahora bien, si tuviéramos p animales camivoros (como el hombre) que se comen a los

herbivoros, podriamos repetir el andlisis para determinar cudnto pesticida absorbe cada
uno. =)



26 Capitulo | Ecuaciones lincales y matrices

EJEMPLO 12

Observacion

EJEMPLO 13

A veces es til poder determmnar una columna en el producto matricial AB sin te-
ner que multiplicar las dos matrices. Puede demostrarse (ejercicio T.9) que la j-ésima
columna del producto matricial AB es igual al producto matricial Acol(B).

Sean

A=| 3
-1

b b
e
=
Il
| PO
|
(PR o ]
(3 S )
-
| V|

Entonces, la segunda columna de AB es

1
Acol2(B) = 3
-1

h &t

Si u y v son n-vectores, puede demostrarse (ejercicio T.14) que si los consideramos
como matrices de n x 1,

n-vy=u v,

Esta observacion nos servira en el capitulo 3. De manera similar, si u y v s consideran
matrices de 1 x n, entonces

ua-vy=uv.

Por dltimo,sivesuna matnzde | x ny vesunamatnzden x l,u-v = uv,

1 2
Seanu=| 2|yv=|—1/|. Entonces
-3 1

u-v=12)+2-1)+ (-3)(1) = -3.

Ademis,

%y
wv=[1 2 =3]|-1]|=12)+2(-=1)+(=3)(1) + -3.
1

EL PRODUCTO MATRIZ-VECTOR ESCRITO EN TERMINOS
DE COLUMNAS

Sea
an dan - dip
az dax» -+ a4y
A=
Am  Adm2 - dpm
una matriz de m x n,y sea
c
2
=
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EJEMPLO 15
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un n-vector, es deciruna matrizden x 1.ComoAesde m x nycesden x 1, el pro-
ducto matricial Ac es la matrizde m x 1

ay  ap ay] ra renglén;(A)-¢
@ a» -+ Ay Ca renglén,(A) - ¢
Ac = | . 5 ; .| = .
Am  Am2 Ay Cn mﬂslénm(A_l +C
3)
Fanc +apc -+ @ty
anay +anca .-+ @
LAm1 €1 + Ap2Cy T T ApupCy
El lado derecho de esta expresion puede escribirse como
dapy ag din
@ an Az
al . |+e| . |+t @)
Ay | Am2 @mn

= ¢;col (A) + cxcolo(A) + + - - + ¢, c0l,(A).
En consecuencia, el producto Ac de una matriz A de m x n y una matriz ¢ de n x 1 pue-

de escribirse como una combinacién lineal de las columnas de A, en las que los coefi-
cientes son las entradas en c.

Sean

2

2 -3
A:[ y _:| y c=| -3
4 2 4

Entonces, el producto A¢ escrito como una comunicacion lineal de las columnas de

e [

Si A es una matriz de m x p y B es una matriz de p x n, podemos concluir que la
J-ésima columna del producto AB se puede escribir como una combinacién lineal de las
columnas de la matriz A, en la que los coeficientes son las entradas en la j<€sima co-
lumna de la matriz B:

col j(AB) = Acol j(B) = by jcol(A) + byjcol)A) + - - - + by jcol ,(A).

Si A y B son las matrices definidas en el ejemplo 12, entonces

AB =

h & 129
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Las columnas de AB como combinaciones lineales de las columnas de A estin dadas por

Kl 1 2
cli(AB)=| 6| = Acoly(B)=-2| 3|+3|4
_l?_‘ —1 5
[ 7] s Wi
ol (AB) = |17 | = Acolxs(B)=3| 3|+2|4
7 -1 5
[ 6] I 27 2]
col3(AB) = [ 16 | = Acols(B) =4 | 3|+1 |4
1 -1 5 a

SISTEMAS LINEALES
A continuacién generalizaremos el ejemplo 6. Consideremos ¢l sistema lineal de m

ecuaciones en n incognitas,

anx) + anpxa +---+ awxXa = b
anx) + anxy +--c + apxy, = by
: : : g (5)

Um 1 X1 + Um2X2 i '{" UmnXp = bm.

Ahora definamos las siguientes matrices:

any dap -+ iy Xy b,
a an - an X2 by
A=| . ; S B x=|. |, b=
u) Ap2 " Qg R bm
Entonces
dil @ -+ Qu X1 anxy + dizxz +--- + QiaXn
Gn aGp -+ Gn || X2 anx) + anxy +-- - + QX
Ax=| . . .| = . . .

Aml Qm2 --- dmn Xn Am1 X1 + dm2X2 + -+ - + maXn

Las entradas en el producto Ax son sélo los lados izquierdos de las ecuaciones en
(5). Por lo tanto, el sistema lineal (5) puede escribirse en forma matricial como

Ax = b.
La matriz A es la matriz de coeficientes del sistema lineal (5), y la matriz

an a2 -+ ap b
ay Gn -+ Gy ' b
Gui Qw2 ** Gwy : bn

obtenida al agregar la columna b a A, se denomina matriz aumentada del sistema li-
neal (5). La matriz aumentada de (5) se escribe como [A © b]. Reciprocamente, cual-
quier matriz con mas de una columna puede considerarse la matriz aumentada de un
sistema lineal. La matniz de coeficientes y la matriz aumentada tienen una funcién esen-
cial en nuestro método de solucién de sistemas lineales.



EJEMPLO 16

EJEMPLO 17

EJEMPLO 18
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Considere el sistema lineal

—2X
2x +3y —4z=
3x +2y +22=3.

+ I=.

Si hacemos

0
A: 3 —4, X =
2

5
2 3

(PSR S N S
M = e

podemos escribir el sistema lineal dado en forma matricial, como
Ax = b.
L.a matriz de coeficientes es A y la matriz aumentada es

N
—4 7
2 isa

WO

La matriz

es la matriz aumentada del sistema lineal
2x—y+32=4
3x + 2z =5, [ |

Con base en el andlisis anterior, se desprende que el sistema lineal en (5) puede es-
cribirse como una combinacion lineal de las columnas de A, como

an @ din by
a an ay b2

il o 1=x +eeetx, |l L =0 6)
Ami am2 Amn b

Reciprocamente, una ecuacion las de (6) siempre describe un sistema lineal como en (5).

PARTICION DE MATRICES (OPCIONAL)

Si comenzamos con una matriz A = [a;;] de m x n, y eliminamos algunas filas (renglo-
nes) o columnas (pero no todos), obtenemos una submatriz de A.

Sea

=
I
|
W B -
S A
|
W W W
h b

e

Si eliminamos la segunda fila y la tercera columna, obtenemos la submatriz

[124]
3 0 -3 -
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EJEMPLO 19

EJEMPLO 20

EJEMPLO 21

Para subdividir una matnz en submatrices, se pueden trazar rectas horizontales en-
tre las filas (renglones) y rectas verticales entre las columnas. Por supuesto, la particién
se puede realizar de muchas formas distintas.

La matriz

ay dyy an . ais ags
dy Gy a4y i dyg A

@y 2 a3 Ay aszs
gy Qg2 Q43 [ dyg  dy4s

_|An ¢t An
an [-4:': : a"tz:]'

se¢ puede separar como

También podriamos escribir

apy Qi apn dy o ags 0o b
A |an a2 ian aunax A A A o
ay  disz :H;; diq . dss A!l : A;)_: An

g1 Gq2 Q43 Aaq | A4

lo cual da otra particion de A. En consecuencia, podemos hablar de particiones de una
matriz. s

La matriz aumentada de un sistema lineal es una matriz con una particion. Asf, si Ax =
b, podemos escribir la matriz aumentada de este sistema como {A : h]. B

St A y B son matrices de m x n que tienen una particion de la misma forma, A +
B se obtiene simplemente sumando las submatrices correspondientes de A y B. De ma-
nera andloga, si A es una matriz con una particién, el miltiplo escalar cA se obtiene for-
mando el miiltiplo escalar de cada submatriz.

Si A se divide como en (7) y

by bl?ébn by

by b i bn by By : B>
B=|by byibn bu|=|By: By
by b Eb.u bas By - By

bs) bs.*.f.bi_\ b3y

- =

entonces un cdlculo directo nos muestra que

(51131| + 513311 o "Iuﬂ.\:) : (AAIIBIE + 311322 + 2133;2)

AB =
(A21B1 +An By + A Byy) : (AnBi2 + AnBy + AnBy)
Sea
1 0:1 0
A= |0 23 —1|_[Au:An
12 0i-4 0| [An:Axn
0O 1:0 3
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y sea
2 0 0 1 1 -1
g_| 0 1 1i-1 2 2| [By: By
11 3 o0:0 1 0| |[Bu'Bn|
-3 -1 2 | 0 -1
Entonces
i 4 0i1 2 i
6 12 0 -3 7 5 Cy ' Chpa
VN SO o SO (RS BNy RO [ R (RO — Tyt I
0O -12 0 2 -2 =2 [C‘:n : C2

donde Cy, debe ser A;By; + A 2B2. Verificamos como sigue que C); ¢s esta expre-

sion:
(1 0][2 0 o 1 o|[1 3 0
AnBu+AnBn =1, z][o ! 1]*[3 —1][-3 — z]
_[2 o o] .t 3 0
0 2 276 10 -2
3 3 0
“l6 12 n]‘c“‘

|

Este método de multiplicacion de matrices con una particién también se conoce co-
mo multiplicacién por bloques. Las matrices con particién son dtiles al trabajar con
matrices que exceden la capacidad de memoria de una computadora. De esta manera,
al multiplicar dos matrices con particion se pueden conservar las matrices en un disco
y llevar a la memoria solamente las submatrices necesanias para formar sus productos.
Por supuesto, el resultado puede guardarse en el disco conforme se vaya calculando. La
particién de las matrices debe hacerse de modo que los productos de las matrices corres-
pondientes estén definidos. Gracias a la tecnologia de cémputo actual, las computado-
ras con procesamiento paralelo utilizan las particiones para realizar mas rédpidamente
los cdlculos con matrices.

La particién de una matriz implica una subdivision de la informacion en bloques o
unidades. El proceso inverso consiste en considerar matrices individuales como bloques
y unirlas para formar una matriz por bloques. El tinico requisito es que, después de unir
los bloques, todas las filas y todas las columnas tengan el mismo niimero de entradas.

EJEMPLO 22 gl

3:[%]. c=[1 -1 0] y D:[z f; ‘5‘]

Entonces tenemos

. 9 8 -4
‘ 2:9 8 —4 D
SRR e | B
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EJEMPLO 23

EJEMPLO 24

EJEMPLO 25

Una préictica comtin en muchas aplicaciones, consiste en hacer la unién de matri-
ces en bloques para extender las estructuras de informacién. Por ejemplo, suele conser-
varse la informacion de las ventas mensuales de cada ano enuna matmiz de 1 x 12,y
luego unir tales matrices para construir la matriz de ventas historicas de varios anos. De
manera similar, los resultados de nuevos experimentos de laboratorio se adjuntan a la
informacién existente para actualizar una base de datos en una investigacién.

En el ejemplo 20 se dijo ya que la matriz aumentada del sistema lineal Ax = b es
una matriz por bloques. En ocasiones necesitaremos resolver varios sistemas lineales en
los que la matriz de coeficientes A s la misma, pero son diferentes los lados derechos
de los sistemas, digamos b, ¢ y d. En estos casos, encontramos conveniente considerar
la matriz por bloques [A ' b ¢ | d]. (Veala seccién 6.7.)

NOTACION DE SUMA (OPCIONAL)

Habra ocasiones en que serd necesario emplear la notacion de suma. Por ello, a conti-
nuacion revisaremos esta (til y compacta notacion que se utiliza ampliamente en mate-
maticas. .,
La expresién Y @ significa
=]

a+a+ -+ a,.

La letra i es el indice de la suma; se trata de una variable muda o arbitraria que puede
remplazarse por otra letra. Por lo tanto, podemos escribir

n n n
Ya=3Ya=3a
i=1 j=1 k=1

entonces

4
Y ai=3+4+54+8=20.
i=l w

n
La expresién Y r;4; significa
=1

ra + ra + -+ rd,

Es facil demostrar (ejercicio T.11) que la notacion de suma satisface las siguientes pro-
piedades:

n

(1) i(r. t+si)a; = Znu, i ¢ is,a;-
f=1

(ii) il‘(r,a,-)=('(ir,af)_

Si
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el producto punto a - b se puede expresar mediante notacién de suma como

n
a-b=ab, +ab; +---+ayh, = Za,b,.
i=1 n

34K W  En términos de la notacién de suma, podemos escribir la ecuacién (2), para el i,

J<€simo elemento del producto de las matrices A y B, como

p
c,,-:La,gb., (1<i<m, 1 <j<n).
k=1 a

m n
También es posible formar sumas dobles. Asf, la expresién ) ) a,; significa que
I=1i=]

primero sumamos sobre 7 y luego sumamos la expresion resultante sobre j.

1AV ILKOPYE Sin =2ym =3 tenemos

L)

2 1
- '-'\ :_'\

2 a;j = 2 (a1 + ;)
j=

J=1 i=1

=(an +an) + (a2 +a») +(anx +an) (8)

Z“U = Z(‘hl +apy + ap)

3
=1 j=1 i=1

)

=(an t+ap+ apn)+(an +an +an)
= lado derecho de (8). |

Resulta fécil demostrar (ejercicio T.12) que, en general,

n m m n

z a:'j=zzurj- ©)
1

i=l j= j=1 i=1

La ecuacién (9) puede interpretarse como sigue. Sea A = [a;;] la matriz de m x n.
Si sumamos las entradas de cada fila (rengién) de A y sumamos luego los nimeros re-
sultantes, obtenemos el mismo resultado que si sumdramos las entradas de cada colum-
na de A y luego sumaramos los niimeros resultantes.

EJEMPLOS CON MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

En el caso de las matrices binarias, el producto punto y el producto matricial se calcu-
lan de la manera usual, pero sin olvidar que debe usarse aritmética de base 2.

1 1

31V JRe .l  Sean a = |0 |y b = | 1 | vectores binarias. Entonces
0

ab=M(H+ O+ MO)=14+0+0=1, |
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EJEMPLO 29 IR I [5 :]y B = [? : 3] imatiices biiariss. Etonces

AR =[O+ M) (D) + XD (1)(0) +(1)(0)
=[O+ (D) @1+ AXD (0)0) +(1)(0)

=[1 0 0]
1 10 -
1 1 1 x
EJEMPLO 30 T A=[1 1 0 ']y8=

Xyy

mairices binarias. Si AB = [:} , determine

——

Solucién Tenemos

——

-[e]=0

Entonces y + 1 - x=1yy + 1 = 1. Empleando la aritmética de base 2, resulta que

y=0yx=0. n
Términos clave
Producto punto (producto interior) Matriz aumentada Multiplicacién por blogues
Producto de matrices Submatriz Notacién de suma
Matriz de coeficienies Particiones de una matriz

1.3 Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2, calcule a + b. 1
(d}l=[| 0 0].b=[0]
0

L@a=[1 2b= [_‘i‘]

1 -3
(b)‘=["'3 "2]'52[-2] 3. Seana=[|-3 2 x]yb:[ 2:|.Sis-b=l7.dctcr-
= X
1 5
©a=[4 2 -1]b= 3] R
6 sen
]_- 4. Sea w= [cosﬂ]‘ Calcule w - w.
@a=[1 1 Ol-"‘—'l:? 5. Determine todos los valores de x tales que v - v = 1, donde

.
2.aa=[2 -1]b= ;] v= _é .
1 x
1

[
®a=[1 -ilb=|

_ J
-2 6. SeanA=; f ']y8= .t.SiAB=[g].de-
)a=[1 2 3,b=| 0 Els 1
I

termine x y y.

[



En los ejercicios 7 y 8, sean

1,

3 1
1 2 -3
A=[ ]. B= 2 4 "
RENSEE
2 3 1
c=|(3 -4 5], o=[_f _g]
1 -1 =2

E=|:—; (l] g:l. ¥ F=[i _:::I
3 4 2

De ser posible, calcule:

(a) AB (b) BA (c) CB+D

(d) AB + DF (¢) BA + FD

De ser posible, calcule:

(a) A(BD) (b) (AB)D (€) A(C +E)
(d) AC + AE (e) (D + PA

2 3
3 -1 3
Sean A =] =1 4y8=[| 2 4].
0 3
Calcule las siguientes entradas de AB:

(a) Laentrada (1,2) (b) La entrada (2, 3).
(c)Laentrada (3, 1)  (d) La entrada (3, 3).

. 10 2 3
Si ’3=[0 l]yD:[_l -2 calcule DI e 11D.

Scan

1 2 [ 2 -]
A:[a 2] y B=-_3 4].
Demuestre que AB # BA.

Si A es la matriz del ejemplo 4 y O es la matrizde 3 x 2
en la cual todas las entradas son cero, calcule AO.

En los ejercicios 13 y 14, sean

13, Utilice el método del cjemplo 12 para calcular las siguicntcs

14. Utilice ¢l método del ejemplo 12 para calcular las siguientes

[
h W oA

columnas de AB.
(a) La primera columna (b) La tercera columna.

columnas de AB:
(a) Lasegunda columna (b) La cuarta columna.

16.

17.

18,

21,
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2 -3 4 2
A=|~-1 2 3 y e=]|1].
$ -1 =2 4

Exprese Ac como una combinacién lineal de las columnas
de A,

Sean

1 -2 -1 1 -1
A=12 4 3 y B=]|3 2].
3 0 -2 2 4

Exprese las columnas de AB como una combinacién lincal
de las columnas de A.

3
2 -3 1
son a=[? -3 4],B=H.
2
(a) Verifique que AB = 3a; + 5a; + 2a;, donde a;es
la j-ésima columna de A paraj = 1,2, 3.

B (fil,(A))B
(b) Verifique que AB = [(ﬁl;(A))ﬂ]'

Sean

Escriba la combinacién lincal

[+l

como un producto de una matriz de 2 x 3 y un 3-vector.

. Considere el siguiente sistema lineal

2x + we= 7
x+2y+3z =-2
2x4+3y—-4: = 3
X+ 3z = 5

(a) Determine la matriz de cocficientes,

(b) Escriba el sistema lineal en forma matricial.

(c) Determine la matriz aumentada.

Escriba el sistema lincal con matriz aumentada
-2 -1 0 4:5

-3 2 7 B:3
1 0 0 2.4
30 1 36

Escrniba cl sistema lincal con matriz aumentada

2 0 -4 .3
0 1 2 3.
1 3 4 —~1

. Considere el siguiente sistema lmeal:

Ix-y+2z=4
2x 4y =2
y+3z=7
4x -2=4.
(a) Determine la matriz de coeficientes.
(b) Escriba el sistema lineal en forma matricial.
(c) Determina la matriz aumentada.
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{Cudl es la relacién entre los sistemas lincales cuyas matri-
ces aumentadas son las siguientes?

; 1 2 3 -1
12 3 <-1] :
- y 2 3 6 ¢« 2
[2 Ry [0 0 00
Escriba cada una de las siguientes matrices como un siste-
ma lineal en forma matricial.

o <[ +2i]+[]] =[]

1 2 1 0
Mx|l|+y|l|+z]2]=]|0
2 0 2 0

Escriba cada uno de los siguientes sistemas lineales como
una combinacién lineal de las columnas de la matriz de
cocficientes.

(@) x+2y=3
2x— y=35

(b) 2x = 3y + 5z = =2
x+d4y— z= 3

26. Scan A una matrizde m x n y B una matriz de n x p. ;Qué

podria decir acerca del producto matricial AB si:

(a) A tiene una columna que consta Gnicamente de ceros?

(b) B tiene una fila (renglén) que consta dnicamente de ceros?

(a) Determine un valor de r tal que AB" = 0, donde:
A=[r 1 =2] y B=[1 3 -1].

(b) Mencione una forma alternativa de escribir este producto.

Determine un valor de 7 y un valor de s tales que AB” =0,
donde

A=[l r 1) y B=[-2 2 s3]
Formule el método para sumar matrices que estén divididas
en bloques, y verifiquelo estableciendo dos particiones dis-
tintas de las matrices

1 3 =l 3 21
A= |2 1 0 y B=|-2 3 |
2 -3 1 4 15

y determinando su suma.
Sean A y B las siguientes matrices:

2 1 3 4 ¢
| 2 3 -1 4
2 3 2 1 4
Amls -1 3 2 &
3 1 2 4 6
3 <t 4 & 17
% 5
12 3 4 1
2 1 3 2 =1
B=|1 5 a4 2 3
2 1 3 § 1
5 2 &4 6 3

Determine AB mediante dos particiones distintas de A y B.

31

(Costos de produccién) Un fabricante de mucbles produce
sillas y mesas que deben pasar por un proceso de armado y
uno de acabado. Los ticmpos necesarios para cstos proce-
sos estdn dados (en horas) por la matriz

Proceso  Proceso
de armado  de acabado

2 2
d [ : : ]
El fabricante ticne una planta en Salt Lake City y otra cn

Chicago. Las tarifas por hora de cada proceso estin dadas
(en délares) por matriz

Silla
Mesa

Salt Lake
City Chicago

9 10
e [ 012 ]
{Qué interpretacién puede dar el fabricante a las entradas
del producto de matrices AB?

Proceso de armado
Proceso de acabado

(Ecologia: contaminacién) Un fabricante elabora los pro-
ductos P y Q en dos plantas, X y Y. Durante la fabricacién

emiten los contaminantes biéxilo de azufre, 6xido nitrico y
panticulas suspendidas. Las cantidades de cada contaminan-

tc estin dadas (en kilogramos) por la matriz
de azufre nitrico suspendidas

A= [300 100 150
= 400

200 250
Los reglamentos estatales y federales exigen la eliminacién
de estos contaminantes. El costo diario por deshacerse de
cada kilogramo de contaminante estd dado (en délares) por
la matriz

Biéxido Oxido Partfculas

Producto P
Producto @

Planta X Planta ¥
8 12 Ridxido de azufre
B = 7 9 xido nftrico
15 10 Particulas suspendidas

(Qué interpretacién pucde dar cl fabricante a las entradas
del producto de matrices AB?

(Medicina) Un proyecto de investigacion nutricional tiene
como base de estudio a adultos y nifios de ambos sexos. La
composicion de los participantes estd dada por la matriz

Adultos  Nifios
B 80 120 Hombres
= 100 200 Mujeres

El nimero de gramos diarios de proteinas, grasa y carbo-
hidratos que consume cada nifio y adulto estd dado por la
matriz

Carbo-

Proteinas Grasa hidratos
B = 20 20 20 Adultos
S5 10 20 30 Niflos



{a) ;Cudntos gramos de protefnas ingieren diariamente to-
dos los hombres (nifios y adultos) del proyecto?

{(b) ;Cudntos gramos de grasas consumen a dianio todas las
mujeres (nifas y adultas)?

(Comercio) Una empresa de fotografia ticne una tienda en

cada una de las siguientes ciudades: Nueva York, Denver y

Los Angeles. Cierta marca de cdmara estd disponible en los

modelos automdtico, semiautomdtico y manual. Ademds,

cada una tiene una unidad de flash comrespondiente, la cual

se vende por lo general junto con la cdmara. Los precios de
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Los ejercicios 36 a 41 tienen que ver con marrices binarias.

x.

Calcule a « b a partir de los vectores binarios a y b.

0
(a)a=[1 1 0],b= [;

-

=

®a=[0 1 1 0,b=

venta de las cdmaras y de las unidades de flash estin dados 37, Calcule a - b a partir de los vectores binarios a y b.
(en délares) por la matriz 1]
Auto-  Semi- (@a=[1 1 0] ,b=|0
mdtico automdtico Manual 1
A= | 200 150 120 | Cimara a
= 50 40 25 Unidad de flash (b) .=[| [J-b= [:]
El mimero de equipos (cdmara y unidad de flash) disponi- _
bles en cada tienda estd dado por la matriz X
. = b = ] i 1 o
Nueva Los 38, Seana=([1 x O]y I vectores binarios
York Denver Angeles £l
20 180 100 Antombiico Si a - b = 0, determine todos los posibles valores de x.
B= [ 300 250 120 ] Semiautomdtico [
i 0 =0 M 3. Sean A = [(l) : :] yB= 1} matrices binarias.
{a) ;Cudl es el valor total de las cdmaras en Nueva York? ) B,
(b) ;Cudl es el valor total de las unidades de flash en Los ) 0 .
Angeles? Si AB = ol determine x y y.
35, Scas; =[1895 1475 B898]y ) ) o
s, =[17.80 1350 10.79] 3-vectores que denotan los 40. A partir de las matrices binasias
precios de tres articulos en las tiendas A y B, respectiva- 1 10 010
mente. A=|0 1 0 y B=|110
(a) Obtenga una matriz de 2 x 3 que represente la infor- 0 01 101
macién combinada de los precios de los tres articulos calcile AB v BA
en las dos tiendas. e
{b) Suponga que cada ticnda anuncia una venta en la que 41. A partir dc la matriz binaria A = [(l} :] determine la
el precio de cada articulo se reduce 20 por ciento. Ob-
tenga una matriz de 2 x 3 que represente ¢l precio de matriz Bde 2 x 2 tal que AB = 1 0]
venta en las dos tiendas., 0 1
Ejercicios tedricos
T.1. Sea x un n-vector. TA. Demuestre que el producto de dos matrices diagonales es
(a) JEs posible que x + x sea negativo? Explique. una matriz disgonal.
®) Six-x =0, jcudl es el valor de x? T.S. Demuestre que ¢l producto de dos matrices escalares es
triz lar.
T.2. Seana,b y ¢ n-vectores, y sea k un nlimero real. E R ) )
De . T.6. (a) Demuestre que el producto de dos matrices triangula-
(a) Demuestre quea-b=>b-a. res superiores es una matriz triangular superior.
(b) Demuestre que (@ +b)-c=a-c+b-c. (b) Demuestre que ¢l producto de dos matrices triangula-
(c) Demuestre que (ka) -b=a - (kb) =k(a - b). res inferiores es una matriz triangular inferior.
TJ. (a) Demuestre que si A tiene una fila de ceros, AB tiene T.7. Sean Ay B matrices diagonales de n x n. ;Es cierto que
una fila de ceros. AB = BA? Justifique su respuesta,
(b) Demuestre que si 8 tiene una columna de ceros, AB T8. (a) Scaaunamatrizde | x ny Buna matrizde n x p.

tiene una columna de ceros.

Demuestre que el producto de matrices aB puede
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escribirse como una combinacién lincal de las filas de
B, en los que los coeficientes son las entradas de a.

(®) Seana=[1 -2 3]y

2 1 -4
B=|-3 -2 3.
4 5 =2

Escriba aB como una combinacién lineal de las filas de B.
TY. (a) Demuestre que la j-¢sima columna del producto de
matrices AB es igual al producto de matrices A
col{(B).

(b) Demuestre que la i-ésima fila (renglén) del producto
de matrices AB es igual al producto de matrices
fil(A)8.

T.10. Sca A una matriz dc m x n cuyas cntradas son niimeros

reales. Demuestre que si AA' = O (la matriz de m x m
tal que todas sus entradas son cero), entonces A = 0.

Para la resolucion de los ejercicios T.11 a T.13 es necesario el
andlisis del material senalado como opcional.

T.11. Demuestre que la notacién de suma satisface las siguien-
tes propicdades

(a) i(l’; + s)a; = i i + i.na;.
= 1 i=1

=

T2,

T.13.

T.14.
(a)

(b)

(©

(b) Zn:dr,a,) =c (Z.:r,a,).

i=l

Demuestre que iiau = iiw;.
j=

=1 J=1 1=
Diga si las siguicntes cxpresiones son verdaderas o falsas.
Luego, demuestre las verdaderas, y dé un contracjemplo
en ¢l caso de las que considere falsas.

@ @+ = (ia;)i-n
i=1

\I=1

L) -

® > 1

(© iia;b, - [iq] [ib;].

J=1 I=l =1 J=1

mn

Sean u y v n-vectores,

Siu y v se consieran matrices de n x 1, demuestre que
uev=uv.

Siu y v sc consxleran matrices de | x n, demuestre que
uev=uv.

Si u se considera una matrizde 1 x n y v una matriz de
n x 1, demuestre que u - v = uv.

Ejercicios con MATLAB

ML.1. Escriba el comando clear en Marnias, y después intro-
duzca las siguientes matrices:

[ S JF N
IS

. B=fs <3}, c=[:

Wi = —
L= T N P S T

De ser posible, utilice los comandos apropiados de
MATLAB para, calcular lo siguiente. Recuerde que,
en MATLAB, un apéstrofo indica una transpuesta.
(a) A=C (b) A= B

(c) A=C' (dy BxA-C' =+ A
(e) 2»C—6%A)*B (f) AxC—-CxA
(g) As A+ C'xC.

MLZ2. Introduzca en MATLAB la matriz de coeficientes del

sistema

2+ 4y + 62 =-12

2&x—-3y—-4z= 15

Jr4+dy 4+ 5z = -8
y lldmela A. Introduzca el lado derecho del sistema y
li&melo b. Forme la matriz aumentada asociada con este
sistema lineal mediante el comando de MaTLAB [A b).
D¢ un nombre a la matriz aumentada, por ¢jemplo aum,
utilice ¢l comando aum = [A b]. (;No escriba el punto!)
Observe que no aparece una barra entre la matriz de
coeficientes y ¢l lado derecho en la pantalla de MaTLAg,

MLJ3. Repita el ejercicio anterior con ¢l siguiente sistema

lineal:
-3y +2z2- w=-5
2+ y—-3z = 7
-x+4y+ z+2w= 8.
MLA. Introduzca las matrices
1 -1 2
3 2 4
Amle <2 3
2 | 5
Y
| 0 -1 2
B=|3 3 3 4
4 2 s 1
en MATLAB.

(a) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar fily(A) aR y coly(B)aC.SeaV =R ¢ C.
(Qué es V en términos de las entradas del producto
A*B?

(b) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar coly(B)aC.SeaV=A*C.;Quécs Ven
términos de las entradas del producto A * B?

(c) Utilice los comandos apropiados de MATLAB para
asignar fily(A) a R y lucgo calcule V=R * B,
L Qué es V en términos de las entradas del producto
A*B?
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Utilice el comando diag de MATLAB para formar cada
una de las siguientes matrices diagonales. El comando
diag permite formar matrices diagonales sin escribir to-
das las entradas (para refrescar su memoria en tomo
del comando diag, utilice la caracteristica de ayuda de
MATLAR).

(a) La matnz diagonal dc 4 x 4 con diagonal principal
2z 3 4]

(b) La matriz diagonal de 5 x 5 con diagonal principal
14§

(c) La matriz escalarde 5 x 5 con tnicamente cincos
en la diagonal principal.

En MAarLAg, el producto punto de un par de vectores

puede calcularse mediante el comando dot. Si los vec-

torcs v y w sc han introducido a MATLAR ya sca como

filas (renglones) o como columnas, su producto punto

se calcula con el comando dot(v, w) del programa. Si

los vectores no tienen ¢l mismo nimero de elementos,

aparecerd un mensaje de error.

(a) Utilice dot para calcular el producto punto de cada
uno de los siguicntes vectores.

i v=[1 4 ~llw=[7 2 0]

4
i -1 2
() v= ol'W= 3
6 -1
(b) Seaa=[3 -2 1]. Determine un valor de k tal

que el producto puntodeacon b = [k |
cero. Verifique sus resultados en MATLAB.

(¢) Para cada uno de los siguientes vectores v, calcule
dot (v, v) en MATLAB.

Gv=[4 2 -3]

4] sea

Sec.
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(ii)V=[—-9 310 6]
1
2

(i) v = =51
-3

/Qué signo tiene cada uno de estos productos punto?
Explique por qué esto es vilido para casi todos los
vectores v. ; En qué situaciones no es vilido?

En los ejercicios ML.7 a ML 11 se utilizan matrices binarias v
los comandos adicionales descritos en la seccidn 10.9.

ML.7.

ML.10.
ML.11.

Utilice binprod para resolver el ejercicio 40.

1 1
0

Dados los vectores binarios a = (]J yb=1,41
1 1

utilice binprod para calculara - b.

(a) Utlice bingen para generar una matriz B cuyas co-
lumnas scan todos los posibles 3-vectores binarios.

(b) Defina A= ones (3) y calcule AB por medio de
binprod.

(c) Describa por qué AB sélo contiene solamente co-
lumnas con ceros y unos. (Sugerencia: busque un
patrén que tenga como base las columnas de B)

Repita el ejercicio ML.9 con 4-vectores y A = ones (4).

Sea B una matriz de n x n en donde todas las entradas
son unos, Calcule BB paran = 2,3,4y 5. ;A qué es
igual BB para n = k, donde k es cualquier entero
positivo?

LE] PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES CON MATRICES

En esta seccion analizaremos las propiedades algebraicas de las operaciones con matri-
ces recién definidas. Muchas de estas propiedades son similares a las propiedades de
los niimeros reales, que ya conocemos. Sin embargo, habrd diferencias importantes
por lo que respecta al comportamiento algebraico de ciertas operaciones, por ejemplo
la multiplicacién (como hemos visio en la seccién 1.3). Casi todas las propiedades se-
rdn enunciadas como teoremas, cuyas demostraciones se dejan como ejercicios.

(a) A+ B=B+ A.

b)) A+ B+0O =A+B) +C.
(c) Existe una tinica matriz O de m x ntal que

(Propiedades de la suma de matrices) Sean A, B, Cy D matrices de m x n.

A+0=A (1)

para cualguier matriz A de m x n. La matriz O se denomina neutro aditivo de
m % n, matriz nula o matriz cero.
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(d) Para cada matriz A de m X n, existe una inica matriz D de m x n tal que
A+D=0. 2)
Escribiremos D como (-A), de modo que (2) puede escribirse como
A+(—-A)=0.
La matriz (—A) se [lama inverso aditivo o negativo de A.
Demostracion  (a) Paraestablecer (a), debemos demostrar que el 7, j-6simo elemento de A + Bes igual
al i, j-ésimo elemento de B + A.El i, j<€simo elemento de A + Bees ay + by el i,

J-€simo elemento de B + A es b + a;;. Como los elementos aj; son nimeros rea-
les (0 complejos),

aij + bjj = by + aj; (I1<ism 1 <j<n),

de lo que se obtiene ¢l resultado.
(b) Ejercicio T.1.

(¢) Sea U = [u;). Entonces
A+U=A

si y s6lo si*

a,} + u,-j = 0,}.

lo cual es vélido si y s6lo si u; = 0. En consecuencia, U es la matriz de m x n tal
que todas sus entradas son iguales a cero; U se denota como O.
(d) Ejercicio T.1. 1

EJEMPLO 1 Para ilustrar el inciso (¢) del teorema 1.1, observamos que la matniz cero de 2 x 2 ¢
0 0
0 0|
4 -1

4 17, [0 0] _[44+0 —1+0] _[4 -1
2 3|Tlo o|T|2+0 3+0|F|2 3l .

lL.a matnz cerode 2 x 3 es

tenemos

*El conector 16gico “s1 y s6lo si” significa que ambas proposiciones son verdaderas o ambas son falsss. Por
lo tanto. (1) 81 A + U= A. entonces ay + uy = ay ¥y (2) siay + uy=ay.entonces A + U =A.



EJEMPLO 2

EJEMPLO 3

Demostracion

EJEMPLO 4

Sec. 1.4 Propiedades de las operaciones con matrices 41

Para ilustrar el inciso (d) del teorema 1.1, sea

2 3 4
"1:[4 5 2]'

Entonces
-2 -3 -4
”":[ PO 2]'
Ahora tenemos que A + (—A) = O. @
Sean
3 =2 5 Fig 5 9
A:[l 2 3] ¥ 8=l 4 6]
Entonces

Propiedades de In multiplicacién de matrices
(a) SiA, By Cson matrices de los tamanos apropiados,
A(BC) = (AB)C.
(b) SiA, By Cson matrices de los tamarios apropiados, entonces
A(B + C)= AB + AC.
(c) SiA, By Cson matrices de los tamaiios apropiados, entonces
(A+ B)C = AC + BC.

(a) Omitiremos una demostracién general. En el ejercicio T2 se pide al lector que de-
muestre el resultado para un caso especifico.
(b) Ejercicio T.3.

(c) Ejercicio T3. =
Sean
2 -1 1 0
.
A:[f - i] B=lo 2 2 2
2 3 0 -1 3
y
I 0 2
2 -3 0
C=lbs o 3
2 1 0
Entonces
37
5 2 3 3 16 56
o3 2 R 3 i-fg 5
2 <A Ally & % 12 30 8
y
10 2
9 -1 6 13112 -3 o] [43 16 s6
“‘B)cz[lo _8 -8 6] 0 0 3 =[12 30 s]'
2 1 0 P
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DEFINICION

EJEMPLO 6

2 2 3 ,', 2 - -
A:|: 1 ,,}. Bie= |2 L y €= 1 0
K 3 -1 2 -2
Entonces
B+C 2 2 3 2 3 21 1
skbi=la o1 2| 3™1T -2

! 15 1 6
rac=[ 148

La matnz escalarde n x n

00 --- 1
cuyas entradas en la diagonal son todas iguales a 1, es la matriz identidad de orden n.
Si A es una matriz de m x n, es fail verificar (ejercicio T.4) que

IsA=Aly=A.

También resulta sencillo ver que toda matriz escalar de n x n puede escribirse como rl,
para alguna r.

La matriz identidad /; de orden 2 es

Si

entonces
!2A = A.

La matriz identidad /; de orden 3 es

I

Il
(=]

Por lo tanto,

Al; = A. |3



EJEMPLO 7

EJEMPLO 8

Observacion

EJEMPLO 9
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Suponga que A es una matriz cuadrada. Si p es un entero positivo, definimos las poten-
cias de una matriz como sigue:

AP=A-A---A.
p factores

Si A es de n x n, también definimos
A =1,

En el caso de enteros no negativos p y ¢, algunas de las leyes conocidas de los expo-
nentes de los nimeros reales también pueden demostrarse para la multiplicacion de una
matriz cuadrada A (ejercicio T.5):

APAT = APYY
y
(A)7 = A9,
Observe que
(AB)” # A’BF

para las matrices cuadradas en general. Sin embargo, si AB = BA, esta regla es vilida
(ejercicio T.6).

A continuacion llamaremos su atenadn respecto de otras dos pecubandades de la
multiplicacién de matrices. Si a y b son nimeros reales, ab = 0 se cumple sélo sia o
b son cero. Sin embargo, esto no es vilido para las matrices.

12 4 6
“"=[2 4} y B“[—: 3]'

entonces ni A ni B es la matriz cero, pero

0 o
w0 ]
Sia, b y ¢ son nimeros reales para los cuales ab = ac y a # 0, se tiene que b = c.

Es decir, podemos cancelar a. Sin embargo, la ley de cancelacion no se cumple para las
maltrices, como muestra el siguiente ejemplo.

Si

Si
1 2 2 1 i 2 7
A:|:2 4:|. B:{% 2] y (::[q 1].
entonces
g 8 5
AB = AC _[16 IUJ'
pero B # C. 2

En la seccién 1.6 analizamos una clase especial de matrices A, para las cuales AB = AC
implica que B = C.

Comerdo) Suponga que dnicamente dos compafifas rivales, R y S, fabrican cierto pro-
ducto. Cada ano, la compania R conserva } de sus clientes, mientras que : de los con-
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sumidores cambian a §. En el mismo lapso, § conserva § de sus clientes, mientras que
_11' cambia a R. Esta informacién puede desplegarse en forma matricial como

=
o

Al comenzar por vez primera la fabricacién del producto, R tiene 3 dcl mercado (el mer-
cado es la cantidad total de clientes), mientras que S tiene los ou‘os <. Denotamos la dis-
tribucién inicial del mercado como

- [

Un aiio después, la distribucién del mercado es

-~} el

Esto se puede ver facilmente como sigue. Supongamos que el mercado inicial consta de
k personas, digamos, k = 12,000, y que este nlimero no se modifica con el paso del
tiempo. Entonces, inicialmente, R tiene 3k clientes, y S tiene 2k consumidores. Al fi-
nal del primer afio, R conserva ! ; de sus cheme:. y gana 5 ! de los de S. En consecuencia,
R tene

wird wal
| S—

L
Tl hd
R

JMHJ

13K + 360 = [33) + 3(3)]k = Gk dientes.
Cuando k = 12,000, R tiene 6'7;[12.000} = 3,400 clientes. De manera similar, al final del

primer afio, S conserva 3 de sus clientes y gana ; de los clientes de R. En consecuen-
cia, S tiene

3(3k) + 3(3k) = [3(3) + §(3)] k = Gk clientes.

Cuando k = 12,000 S tiene g(l 2,000) = 8,600 clientes. De manera andloga, al paso de
los dos afios, la distribucién del mercado estarid dada por

X; = Ax; = A(Axg) = A’x

w=3].

(podemos determinar @ y b de modo que la distribucién sea la misma afio con afio?
Cuando esto ocurre, se dice que la distribucién del mercado es estable. Procedemos de
la manera siguiente. Como R y S controlan todo ¢l mercado, debemos tener

at+b=1. (3)
También queremos que la distribucién no se modifique después de un afio. Por lo tanto

Si

Axg =X

JL)-L)

dallss  dale=

g L



TEOREMA 1.3

Demostracion

EJEMPLO 10

TEOREMA 1.4
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Entonces
1 1p —
30+ jb—a
k) 25
3ﬂ+ ibn—
0
3 I
—3za + 1’):0
ja — §b=0.

Observe que las dos ecuaciones en (4) son iguales. Utilizamos la ecuacién (3) y una de
las ecuaciones en (4) para determinar (verifique) que

e

a=j

El problema que acabamos de ver es un ¢jemplo de una cadena de Markov.En la sec-
cién 2.3 volveremos a abordar este tema,

(Propiedades de In multiplicacién por un escalar) Sir y s son nimeros realesy A y
B son matrices, entonces

(a) n(sA) =(rs)A

b) (r+s)A=rA-+sA
(c) (A+B)=rA+ rB
(d) A(rB) =r(AB) = (rA)B

Ejercicio T.12. B

Sean = —2.

Entonces

r(AB):(—Z)[_: A]:["g *(2)].

lo cual ilustra el inciso (d) del teorema 1.3.

Resulta facil demostrar que (—1)A = —A (ejercicio T.13). [ |

(Propiedades de la transpuesta) Sires un escalar y A 'y B son matrices, entonces

@ (A=A

(b) (A+Bf =AT + BT
(c) (AB)T = BTAT

(d) (rA)T = rA
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Demostracion  Dejaremos las demostraciones de (a), (b) y (d) como ejercicio (T.14); aqui sélo demos-
traremos el inciso (¢). Asf, sea A = [a;] una matriz de m x p ysea B = [b;;] una ma-
triz de p x n. El i, j-ésimo elemento de (AB)" es {‘f':_ Ahora bien,

(‘3; =Cj = ﬁl,{z\)-COl,{B]

=apby +apby A+ apby

P T T
=uUb‘1 ¢ u;jb‘: oo a;b‘.P
= b‘!r!“lr,; E = b!’;!_a:r} =l Ae b:;,(l;J

= fil;(B7) - col (A7),

que es el i, j-ésimo elemento de BT AT, Y

EJEMPLO 11 Sean

=
Il
| e
b —
|
- )
(ISR
)
e
=
Il
W o
b -

Entonces

o
-
==
-
|
| T
—0
(ER N
-
[
o —
|
—
|
| P |
—
W
|
-~
| B

DEFINICION  Una matriz A = [a;;] cuyas entradas son nimeros reales es simétrica si
AT = A,
Es decir, A es simétrica si es una matriz cuadrada para la cual
@jj=aj; (ejercicio T.17).

Si la matriz A es simétrica, los elementos de A son simétricos respecto de la diagonal
principal de A.

I3 (Ko mPE |.as malrices

1 2 3 1 0 0
A=1|2 4 5| e L=|0 1 0
3 5 6 0 0 1

son Simétricas. [ |



EJEMPLO 13

Solucién

EJEMPLO 14

Solucién
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EJEMPLOS CON MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Todas las operaciones matriciales analizadas en esta seccién son véilidas para matrices
binarias, siempre y cuando utilicemos aritmética binaria. Por lo tanto, los tnicos esca-
lares disponibles son 0 y 1.

1 0
Sea A = | | | |una matriz binaria, Determine el inverso aditivo de A.
0 1
a b
Sea —A = | ¢ d | (el inverso aditivo de A). Entonces, A + (—A) = O. Tenemos
e r

l+a=0 0+b=0

l4+c=0 14+d=0

0'}-(=0 1-}f=0
de maneraquea = 1,b=0,c=1,d=1,e=0y f= |. En consecuencia, —A = A,
(Vea también el ejercicio T.38.) |

: i o 10 ; —_—
A partir de la matriz binaria A = [I 0]. determine una matriz. binana de 2 x 2,

B # 0,1al que AB = 0.

Sea B = [{: b}. Entonces

d
1 Olla b a b 00
'”’"[1 0][( d}=|iu b}z[o o]
siempre y cuandoa =b=0,c =001 yd =00 1. Por lo tanto, existen cuatro de
tales matrices,
00 00 00 00
0 0" (0 1] 1 0 I 5

La seccién 2.1, teorfa de grificas, utiliza el material de esta seccién; si lo desea,
estiidiela en este momento.
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Vista preliminar de una aplicacion

Teoria de graficas (seccion 2.1)

En los idltimos anos, la necesidad de resolver problemas que tienen que ver con la co-
municacion entre individuos, computadoras y organizaciones, ha crecido con un ritmo
sin precedentes. Observe, por ejemplo, el crecimiento explosivo de Intemet y sus posi-
bilidades de interactuar con medios de todo tipo. La teoria de gréficas es un drea de las
matemdticas aplicadas que estudia problemas como el siguiente:

Considere una red de drea local que consta de seis usuarios, denotados mediante
Py, Py, . .., Ps. Decimos que P tiene “acceso™ a Py si Py puede enviar directamente un
mensaje a P;. Por otro lado, es posible que P; no pueda enviar un mensaje de manera
directa a Py, pero si pueda enviaro a P; quien lo enviard luego a Pp. En este caso, de-
cimos que P; tiene un “acceso en 2 etapas (0 pasos)” a Py, Del mismo modo, hablamos
de un “acceso en r etapas”. Podemos describir la relacion de acceso en la red que apa-
rece en la figura 1.6, definiendo la matriz A = [a;;] de 6 x 6,en laque a;; = 1 si P;
tiene acceso a P, y a;; = 0 en caso contrario. En consecuencia, A puede ser

Figura 1.6 »
. P, P, P, P, P, Ps P
/1 PTCO O 0 0 1 0
/ ; ; / PO 0 0 0 1 0
(ns b, APl 1 0 0 11
x/\ =pl0 1 0 0 1 0
p, PO 0 0 0 0 1
Py PBLO 0 0 1 0 0

Utilizando la matriz A y las técnicas de teorfa de grificas que se estudian en la sec-
cion 2.1, podemos determinar el niimero de formas en que P; tiene acceso a Py en r eta-
pas,donde r = 1,2,. ... La teorfa de grificas permite resolver muchos otros problemas
que implican las comunicaciones.

En realidad, la matriz A que se acaba de describir es una matriz binaria, pero en es-
ta situacion es mejor considerarla una matriz de base 10, como se mostrard en la
seccion 2.1,



Terminos clave

Propiedades de la suma de matrices
Identidad aditiva o matriz cero
Inverso aditivo o negativo de una matriz

Matriz identidad

Propiedades de la multiplicacién de matrices

Potencias de una matriz
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Propicdades de la transpuesta
Matnz simétrica
Matriz antisimétrica

ll

2I

54

6‘

Verifique el teorema 1.1 para

12 -2 2 0 1
A=[3 4 5]' 3“[3 -2 s]

-4 -6 |
C= [ > 3 0] 5
Verifique el inciso (a) del teorema 1.2 para

ot 3 =] 3

1 0
C=|3 =1]{.
1 2

Verifxjue el inciso (b) del teorema 1.2 para

1 -3 2 -3
"‘=[-3 4]' 8=[3 -1

0 1 2
C=[| 3 -2]'
Verifque los incisos (a), (b) y (¢) del teorema 1.3 para r =
6,s=-2y

4 2 o 2
A=[l _3]. B=[_4 3].
Verifique el inciso (d) del teorema 1.3 parar = -3 y
1 3 -1 3 2
"=[2 -1]' 3=[1 =3 4]-
Verifkjue los incisos (b) y (d) del teorema 1.4 parar = -4y

13 2 4 % -
"=[2 1—3]' ”=[—2 ! s]'

P
| S——

,
-
B

7. Vernfique el inciso (¢) del teorema 1.4 para
3 -1
RS
i E 2|
En los ejercicios 8 y 9, sean
-1
2 1 =2
A_[ :|. B=1|3 4 .
3 2 3 1 -2

8.

10,

14,

De ser posible, calcule

(@) (AB)" ®) B'AT
(d) BB™ (e) B'B
De ser posible, calcule

(a) 3C-26"B

(c) BC+A

(e) (B +A)C

Si
-2 3 3 6
A=[ 2 __3] b g 8=[2 4}’

demuestre que AB = 0.
Si

(c)A'BT

M ATD + P
(d) 2E)AT

-4
C=[ 0

demuestre que AB = AC.

|

. 0 1
Si A= [l 0], demuestre que A% = 1.
Sca A= [‘: i] Determine
(a) A2+ 3A
(b) 2A4% + 347 +4A + 51,

| .

Sea A = [2 3], Determine
(@) AT-24

(b) 34 - 242 + 5A - 41,
Determine un escalar r tal que Ax = rx,donde

ol g -l

Determine una constante k tal que (kA)” (kA) = 1, donde

(Hay més de un valor de k que se pueda utilizar?
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17.

Sean
-3 2 1
A"[ 4 s o]
y a; = colfA), j = 1,2, 3. Verifique que

-

a-a aca; ara
ATA=|m 2, mem @2vs
_ﬂj'ﬁ] ay-a; &4
[a7a, ala, ala;
=|ala, ala, ala;
[ afa, ala, ala,

Los ejercicios 18 a 21 tienen que ver con cadenas de Markov,
un drea que se estudiard con mds detalle en la seccion 2.3.

18. Suponga que la matriz del cjemplo 9 es

19.

WA e
Al Ak
PO

)

(a) Determine la distribucién del mercado después de un
ano.

(b) Determine la distribucién estable del mercado.
Considere dos compaiifas de comida ripida, M y N. Cada
ailo, la compailfa M conserva | de sus clientes, mientras
que § de sus consumidores cambian a N. Cada afio, N
conserva ; de sus clicnies, mientras que § cambia a M.
Suponga q-uc la distribucién inicial del mercado estd dada

i

(2) Determine la distribucién del mercado después de un
ano,

(b) Determine la distribucién estable del mercado.

ird e

Tomando como base el ejemplo 9, considere que habia tres
compaiifas competidoras, R, S y T, de modo que ¢l patrén
de retencién y pérdida de clientes estd dado por la informa-
cién de la matriz A, donde

R ST

IR
A= |3 L 115

0 3 ilrT

(a) Sila distribucién inicial del mercado esta dada por

&
N

determine la distribucion del mercado al cabo de un
aio, y después de dos aios.

(b) Demuestre que la distribucion estable del mercado estd
dada por

(£

| 218 2

W
-

(¢) (Cudlde las tres compaiifas, R, § o T, ganard la mayor
parte del mercado a largo plazo (suponiendo que el pa-
trén de retencién y pérdida de clientes permanece cons-
tante)? ;Cudl es, aproximadamente, el porcentaje del
mercado que gand esta compaiia?

21. Tomando como base el ejercicio 20, suponga que la matriz
A cstd dada por

R § T
04 0 04| R
A=| 0 05 04| S
06 05 02| T

(a) Si la distribucién inicial del mercado estd dada por

£
I
I P =
-

determine la distribucién del mercado al cabo de un
aio, y después de dos aiios.

(b) Demuestre que la distribucidén estable del mercado estd
dada por

”
]
dic =5 s

(c) (Cuidl de las tres compaiifas, R, § o 7, ganard la mayor
parte del mercado en el largo plazo (suponiendo que el
patrén de retencién y pérdida de clientes permancce
constante)? ; Cudl es, aproximadamente, el porcentaje
del mercado que gané esta compaiifa?

Los ejercicios 22 a 25 tienen que ver con el uso de matrices
binarias.

11
22, Si la matriz binaria A = [l l]' demuestre que A'=o0.

23. Sila matriz binaria A = [(}

:] demuestre que A = /,.

M4, SaA= [g :] una matnz binana. Determine

(@) A>-A A +A+ A

0 0
1 1

(a) A2+ A ®) A+ A+ A°

25. Sca A = [ ] una matriz binarna. Determine



Ejercicios tedricos

T.l.
T‘z(

TJ .
TA4.

Tj‘

T.é.

T.7.

T8.

TS‘

T.10.

T.11.

T.12,
Ta3.
T.14.
T.15.
T.16.

T.17.

Demuestre las propiedades (b) y (d) del teorema 1.1.
Si A = [ay] es una matrizde 2 x 3, B= [b;] es una ma-
tizde 3 x 4y C = [cy] ¢s una matriz de 4 x 3, demues-
tre que A(BC) = (AB)C.
Demuestre las propiedades (b) y (c) del teorema 1.2,
Si1 A & una matriz de m x n, demuestre que

laA =Al, =A.
Scan p y g enteros no negativos, y sca A una matriz cua-
drada. Demuestre que

AAT = AT gy (AP = AP,
SiAB = BA,y p es un entero no negativo, demuestre que
(AB)" = A”BP,

Demuestre que si A y B son matrices diagonales de n x n,
AB = BA.

Determine una matrizde 2 x 2,8 # O y B # [, tal que
AB = BA, donde

S|

(Cudntas de estas matrices B existen?

Determine unamatriz Bde 2 x 2,8 # 0y B # 1,, 1al que
AB = BA, donde

= 7

¢ Cudintas matrices B de este tipo hay?

SeaA:[ cosé scnﬂ].

—senf cosé

(a) Determine una expresién sencilla para A”.

(b) Determine una expresién sencilla para A,

(c) Conjeture la forma de una expresién sencilla para A*,
en la que k es un entero positivo.

(d) Vernifique su conjetura del inciso (c).

Si p es un entero no negativo y ¢ es un escalar, demuestre

que

(cA)? = cPA.

Demuestre ¢l teorema 1.3,

Demuestre que (—1)A = —A.

Complete la demostracién del teorema 1.4,

Demuestre que (A - B)Y = AT - B,

(a) Demuestre que (A%)” = (A)”.

(b) Demuestre que (A*)T = (AT)".

(c) (Cierto o falso? Para k =4.5, ...,
(AHT = (AT,

Demuestre que una matriz cuadrada A es simétrica si y
s6lo si a;; = aj para toda i, j.
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T.18,
T.19.

T.20.

T21.
T22.

T23.

T.24.

Tas.

T.26.

T27.

T28.

T.29.

T30.
TJ31.

T32.

T33.

T34,

T3s.

T.36.

T37.

Demuestre que si A es simétrica, entonces A’ es simétrica.
Sea A una matriz de n x m. Demuestre que si Ax =0
para todas las matrices x de n x 1, entonces A = O,
Sca A una matriz de 7 x n, Demucstre que si Ax = x para
todas las matrices x de n x 1, entonces A = I,,.
Demuestre que si AAT = O, entonces A = 0.

Demuestre que si A es una matriz simétrica, entonces A”,
k=23,..., essimétrica.

Sean A y B matrices simétricas.

(a) Demuestre que A + B es simétrica,

(b) Demuestre que AB cs simétrica si y solo si AB = BA.
Una matriz A = [a;] cs antisimétrica si A7 = —A.
Demuestre que A es antisimétrica si y sélo si a;; = —aj,
paratodai,j.

Describa todas las matrices escalares que son antisimétri-

cas. (Vea la seccién 1.2 para la definicién de matriz
escalar.)

Si A cs una matriz de n x n,demuestre que AA” y ATA
son simétricas.

Si A es una matniz de n x n,demuestre que

(@) A+ A" es simétrica.

(b) A - A” es antisimétrica.

Demuestre que si A es una matriz. de n x n, entonces A
puede escribirse de manera tinica como A = S + K,
donde § es una matriz simétrica y K es una matriz antisi-
métrica,

Demuestre que si A es una matriz escalar de n x »,
entonces A = rl, para alglin ndmero real r.

Demuestre que I,/ = 1,,.

Sea A una matriz de m x n. Demuestre que si rA = O,
entonces r=00A =0,

Demuestre que si Ax = b es un sistema lincal que tiene
mis de una solucién, entonces tiene un nimero infinito de
soluciones. (Sugerencia: siu, y u, son soluciones, consi-
dere w = ru; + suy, donde r + 5 = 1.)

Determine todas las matrices A de 2 x 2, tales que
AB = BA, para cualquicr matnz 8 de 2 x 2.

Si A es una matriz antisimétrica, ;qué tipo de matriz es
A7 Justifique su respuesta.

¢ Qué tipo de matriz es una combinacién lineal de matrices
simétricas? (Vea la scccién 1.3.) Justifique su respuesita.

. Qué tipo de matriz cs una combinacién lincal de matrices
escalares? (Vea la seccién 1.3.) Justifique su respuesta.
Sea A = [a;)] la matriz de n x n definida pora;; =ry
a;j=0sii+# j. Demuestre que si B es cualquier matriz
den x n,entonces AB =r8B.
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TA0. Determine todas las matrices binarias A de 2 x 2, tales

T.38. Si A es cualquier matriz binania de n x n, demuestre que
que A= 5.

—-A=A.
T.J39. Determine todas las matrices binarias A de 2 x 2, tales
que A’=o0.

Ejercicios con MATLAB

Para utilizar MATUAB en esta seccion, primero deberd haber I |
letdo el capiilo 10, hasta la seccidn 10.3. MLS. Sea A = [ |] . Utilice MATLAB para calcular
ML.1. Utilice MATLAB para determinar el menor entero positi- % 8 :
vo k en cada uno de los siguientes casos (vea también los clementos de la sucesion A, A%, A%, ... AR, ..
cl cjercicio 12). Escriba una descripcién del comportamiento de esta
0 0 I sucesioén de matrices.
(a) A* =hpara A= | | 0 0] : \
g ¥ 9 MLS6. Sca A= | ° * | Repita el cjercicio ML.S.
=0 1 @ 0 0 =3
(b) A =Apam A = . 0 0 0
0o o0 0 1 1 » 1
L 0 0 1 0 N =
e ML.7. SeaA = | -1 1 2. Utilice MATLAB para
ML.Z2. Utilice MATLAB para desplegar la matriz A en cada uno 0o 2 1
de los siguientes casos. Determine el menor valor de k =
tal que A* sea una matriz nula. tril, ones, triu fix, y rand hacer lo siguiente:
son comandos de MATLAB. (Para ver una descripcion, (a) Calcule A7A y AA”. ;Son iguales?
utilice el comando help del programa.) (b) Calcule B = A + ATy Ci A AT, DS que
(a) A = tril(ones(5), ~1) B es simétrica y C es antisimétrica. (Vea el ejerci-
(b) A = triu(fix(10 « rand(7)),2) cio T.24.)
i i 0 (¢) Determine una relacion entre B+ Cy A.
ML3. SecaA=| 0 1 =1/, Utlice el comando e : .
1 0 1 En los ejercicios ML.8 a ML.11 se emplean matrices binarias y
polyvalm de MATLAB para calcular los siguicntes poli- los comandos adicionales que se describen en la seccién 10.9.
nomios de matrices: MLS. (a) Utilice binrand para generar una matriz binaria B
@ A -A+ A+ DA -3A7+34 de3 x 3.
01 03 06 (b) Utilice binadd para calcular B + By B + B + B.
MLA. Sea A= gi 3.2* gﬁ - Utilice MATLAB para (¢) Si B se sumara con ella misma n veces, jcudl seria
rodliias " ' ” el resultado? Explique su respuesta.
calcu siguientes expresiones matriciales:
o 'JA)(gA-t-Jl) P MLY. SeaB = trin(ones(3)). Determine k de modo que B* = I,
= 2).
(®) (A - 1) + (A + A). ML.10. Sea B = triu(ones(4)). Determine k de modo que
(c) Observe la sucesién AR A Parece B = ls.
que converge a alguna matriz? De ser asf, ja qué ML.11. Sea B = triu(ones(5)). Determine k de modo que

matriz?

Bk=ls.
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i SOLUCIONES DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

DEFINICION

EJEMPLO 1

En esta seccién sistematizaremos el método de eliminacion de incognitas que ya cono-
cemos (analizado en la seccién 1.1), con lo que obtendremos un método iitil para resol-
ver sistemas lineales. El método comienza con la matriz aumentada del sistema lineal
dado, con lo cual se obtiene una matriz de una forma particular. Esta nueva matriz re-
presenta un sistema lineal que tiene exactamente las mismas soluciones que el sistema
dado. Por ejemplo, si

1 0O 0 2: 4
0 1 0 -1 :-5
0 0 1 6

representa la matriz aumentada de un sistema lineal, es ficil determinar la solucién a
partir de las ecuaciones correspondientes

Xy + 2xs = 4
X2 — x4 =-5
x34+3x4 = 6.

El objetivo de esta seccién consiste en manipular la matriz aumentada que representa
un sistema lineal dado, hasta llevara a una forma de la cual puedan deducirse facilmen-
te las soluciones.,

Una matriz A de m x n estd en forma escalonada reducida por filas (renglones) cuan-
do satisface las propiedades siguientes:

(a) Todas las filas que constan sélo de ceros, si las hay, estén en la parte inferior de la
matriz.

(b) La primera entrada distinta de cero de la fila, al leer de izquierda a derecha, es un
1. Esta entrada se denomina entrada principal o uno principal de su fila,

(¢) Para cada fila que no consta sélo de ceros, el uno principal aparece a la derecha y
abajo de cualquier uno principal en las filas que le preceden.

(d) Si una columna contiene un uno principal, el resto de las entradas de dicha colum-
na son iguales a cero,

En una matriz en forma escalonada reducida por filas, los unos principales descri-
ben un patrdén de escalera (“escalonada™) que desciende a partir de la esquina superior
izquierda.

Se dice que una matriz de m x n que satisface las propiedades (a),(b) y (¢) estd en
la forma escalonada por filas.

Las matrices siguientes estdn en la forma escalonada reducida por filas, ya que satisfa-
cen las propiedades (a), (b), (c) y (d):

oo o
S=co
et <

)

Il
cooo -
coo~0o
coocoeC
co—c
SOoOwAP

|
SCOoON®
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= -

oo

oo N

-

C =

ONNW

=

' -
w o

(=T S LT S -H

(= S

—

oS

G =

OO -

oONno

[ %]

oo

o W

|V Kol [ as matrices siguientes estin en la forma escalonada por filas:

DEFINICION

-
= e

oSo o

OO C =LA

oo

(=T =

0
0
0
0
0

oo

cCSco

OO = WK

(== ]

DO NEBN

cCco o

SSo

OO =~

SO0 -

S = WD

D o rJ W

SO -0

(38 IV, -5

(== S L& -4

o -0 0

Las matrices siguientes no estin en forma escalonada reducida por filas. (; Por

qué no?)

el

Una propiedad dtil de las matrices en forma escalonada reducida por filas (vea el

ejercicio T.9), es que si A es una matriz de n x n en forma escalonada reducida por fi-
las y no es igual a /,, por lo menos una fila de A consiste sélo de ceros.

A continuacién estudiaremos como transformar una matriz dada en una matriz en

A, - -

Caryy + o ., CQpy.

g POT Ay, .

forma escalonada reducida por filas,

v Gy

(a) Intercambiar las filas r y s de A. Es decir, remplazar a,, a,, . .
-0l }’ gy, aJI' I

(b) Multiplicar la fila r de A por ¢ # 0. Es decir, remplazar a,y, a,,

Cualquiera de las siguientes es una operacién elemental por filas (renglones) sobre
una matriz A = [a;;] de m x n:

i O DOT 0445

Gy, POT €@y,
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(¢c) Sumar d veces la fila r de A ala fila (renglén) s de A, r # 5. Es decir, remplazar
gy, Gy « « o Qg POT Qg + dayy, G + day, . . ., Gy + da,,.

Observe que cuando una matriz se considera como la matriz aumentada de un sis-
tema lineal, las operaciones elementales por filas son equivalentes, respectivamente, al
intercambio de dos ecuaciones, a la multiplicacion de una ecuacién por una constante
distinta de cero y a la suma de un miiltiplo de una ecuacion a otra.

________BEMPLO3 R

0 0 l 2
A=|2 3 0 -2
3 3 6 -9

— e

Al intercambiar las filas 1y 3 de A, obtenemos

3 3 6 -9
B=[2 3 o0 -2
0 0o 1 2

Al multiplicar la tercera fila de Apor }, obtenemos

0 0 1 2
C=|2 3 0 -2
1 1 2 -3

— =

Al sumar (—2) veces la fila 2 de A a la fila (renglén) 3 de A, obtenemos

D= 2 3 0 -2
-1 -3 6 -5
Observe que al obtener D a partir de A, la fila 2 de A no cambia. =

DEFINICION  Se dice que una matriz A de m x n es equivalente por filas (renglones) a una matriz
Bde m x n, si B se puede obtener al aplicar a la matriz A una serie finita de operacio-
nes elementales por fila.

BT s

A=

T

S e = ]
(3 QLN N
LTS I O L

e -

Si sumamos 2 veces la fila 3 de A asu segunda fila, obtenemos

4

-

]
B |4 =3
1

N~ &
2 oo W

-

de manera que B es equivalente por filas a A.
Si intercambiamos las filas 2 y 3 de B, obtenemos

1 2 4 3
C=11 2 2 3
4 3 7 8

por lo que C es equivalente por filas a A y también equivalente por filas a A.
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TEOREMA 1.5

EJEMPLO 5

Al multiplicar la fila 1 de C por 2, obtenemos

2 4 8 6
D=|1 -2 2 3|,
4 -3 7 8

por lo que D es equivalente por filas a C. De lo anterior se deduce que D es equivalen-
te por filas a A, ya que D se obtuvo D aplicando tres operaciones elementales por filas
aA. B

Resulta facil demostrar (ejercicio T.2) que

1. toda matriz es equivalente por filas a sf misma;

2. si A es equivalente por filas a B, B es equivalente por filas a A, y

3. si A &s equivalente por filas a By B es equivalente por filas a C, A es equivalente por
filas a C.

De acuerdo con 2, la pareja de afirmaciones “A es equivalente por filas a B” y “B es
equivalente por filas a A” puede remplazarse por “A y B son equivalentes por filas™.

Toda matriz de m x n es equivalente por filas (renglones) a una matriz en forma esca-
lonada por filas. B

Ilustraremos la demostracion del teorema exponiendo los pasos que deben realizar-
se en una matriz especifica, A, para obtener una matriz en forma escalonada por filas
que sea equivalente por filas a A. Utilizaremos el siguiente ejemplo para ilustrar el pro-
cedimiento.

Sea
2 3 —4 1
0 0 2 3 4
A=lo 2 5 2 4
2 0 -6 B 7

El procedimiento para transformar una matriz a una forma escalonada reducida por fi-
las es el siguiente.

Procedimiento Ejemplo
Paso 1. Determinar la primera columna 0 2 3 -4 1
(contando de izquierda a derecha) den A, tal O 0 2 3 4
que no todas sus entradas sean cero, Estaes la Amls o .8 o &
colummna pivote. 2 0 -6 9 7
A Columna pivote de A
Paso 2. ldentificar la primera entrada (con- 0 2 3 -4 1
tando de arriba hacia abajo) distinta de cero 0 0 2 3 4
en la columna pivote. Este elemento es el pi- A=lm 2 _s 2 4
vote, que senalamos mediante un circulo. = 0 -6 9 7
Pivote
Paso 3. Intercambiar, en caso necesario, la ) 2 -5 2 47
primera fila por aquella en el renglén donde 0O 0 2 3 4
aparece el pivote, de modo que éste se en- A = 0 2 3 -4 1
cuentre ahora en la primera fila (rengldn). - 0 6 9 -

o o Se intercambiaron la primera y tercera

filas de A.
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Paso 4. Multiplicar la primera fila de A por
el reciproco del pivote. Asf, la entrada de la
primera fila del pivote y la columna pivote
(donde estaba el pivote) es ahora un 1. Lla-
mamos a la nueva matriz A,.

Paso 5. Sumar los miltiplos apropiados de
la primera fila de A, a las demds filas, para
hacer que todas las entradas de la columna
pivote, excepto aquella en entrada donde se
encuentra el pivote, sean iguales a cero. Asf,
todas las entradas de la columna pivote y las
A 2,3 0 m se anulan. Llamamos a la
nueva matriz A,.

Paso 6. ldentificar B como la submatriz de
(m — 1) x n de A, obtenida al ignorar o “ta-
par” la primera fila de A3. Repita los pasos 1
a5 conB.

11 -3 1
0o 0 2 3
A2=190 2 3 4
2 0 -6 9
La primera fila de A,
sc multiplicé por 1.
1 1 -3 1
0 0 2 3
A=lo 2 3 _4
0 -2 -1 7

s L S ]

W L N

(=2) veces la primera fila de A) se le

sumé a su cuarta fila,

s
1 1 —-§ 1
0 0 2 3
B=10 .'2'_; 3 -4
0 2\-1 7
Col Pivote
Columna |
5
1 1 -3 1
@ 3 -4
B=[o o 2 3

0 -2 -1 7
Se intercambiaron la primera y

la segunda filas de B.
1 1 -3 1
0 1 3 -2
B=|lo o0 2 3
0 -2 <1 7
La primera fila de B,
se multiplicé por .
11 -3 1
0o 1 3 -2
B=10 O 2 3
0 0 2 3

W o= BN

(=]

W fs t-

]

= oo

Se sumo 2 veces la primer fila de B, y

se sumd 2 veces a su tercera fila.
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Observacion

EJEMPLO 6

Paso 7. ldentificar C como la submatriz de

-
(m — 2) x n, obtenida al ignorar o “tapar” L : 1 ?
la primera fila de B5; no lo borre. Repita los 0 £ 3 =2 %
pasos 1 a § para C. 0o 0 3 3 4
e [n 0o 2\ 3 4}
Columna Pivote
pivote de C
s
e g
0 1 3 =2 3
2

0 0 1 3
C — C‘i — -
S [0 0 2 3 4]
No se intercambiaron las filas de C. La pri-
mera fila de C se multiplicé por 3.

—
—
|
L
—
ra

o -

(=]

n o 0 1 3
“lo o0 o 0

La primera fila de C5 se sumo (—2) veces
¢l pnmer renglén de C5 a su segunda fila.

Paso 8. Wentifique D como la submatriz de I s " "

(m~-3) x nde Cs. A continuacion debe tra- 3 r

tar de repetir los pasos 1 a S sobre D.Sin em- 0 ! 3 2 3

bargo, como en este caso no exiske fila pivote g % Yy F 2

en D, hemos terminado. La matriz, denotada

por H,que consiste en la matriz D y las filas B= [0 P @ 9 0]

sombreadas arriba de D, estd en la forma es- .

calonada por renglones. I 1 -3 12

=& 2 3 -2 1

0o 0 1 3 2
o o0 0 00

Cuando los célculos se realizan de manera manual, en ocasiones es posible evitar las
fracciones mediante una modificacion adecuada de los pasos del procedimiento.

a=[2 3]

Para determinar una matriz en forma escalonada por filas que sea equivalente por filas
a A, modificamos el procedimiento anterior para evitar fracciones y procedemos como
sigue.

Sume (1) veces la fila 1 ala fila 2 para obtener

Sea

2 3
A] = I _2- .
Intercambie las filas 1 y 2 de A, para obtener

A:"—‘




Observacion

EJEMPLO 7

Solucién
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Sume (—2) veces la fila 1 ala fila 2 para obtener

we=fl 2]

una matnz que estd en la forma escalonada y que ¢s equivakente por filasa A. W

Puede haber més de una matriz en forma escalonada que sea equivalente por filas a una
matriz A dada. Por ejemplo, si realizamos la operacién siguiente en la matriz H del ejem-
plo 5, sumar (—1) veces la segunda fila de H asu primera fila, obtenemos la matriz

1 0 —4
I

b= Pl

W=

— Pk Lk

o o <

0

S Riw N W

L= S |

que estd en la forma escalonada por filas y es equivalente por filas a A. Por lo tanto, tan-
1o Hcomo W son matrices en la forma escalonada por filas, y cada una de ellas es equi-
valente por filas a A.

En general, si A & una matriz dada, una matriz en forma escalonada por filas que
es equivalente por filas a A se denomina forma escalonada por filas de A.

Toda matriz de m x n es equivalente por filas a una inica matriz en forma escalonada
reducida por filas. =

La matriz del teorema 1.6 se denomina forma escalonada reducida por filas
de A.

llustraremos la demostracion de este teorema llevando a cabo los pasos que deben
realizarse sobre una matriz A especifica para obtener una matriz en la forma escalona-
da reducida por filas equivalente a A. Omitiremos la demostracién de que la matriz ob-
tenida es tnica. El ejemplo siguiente se utilizard para ilustrar el procedimiento.

Determine la forma escalonada reducida por filas de la matriz A del ejemplo 5.

Iniciamos con la forma escalonada por filas H de A que obtuvimos en el ejemplo 5. Su-
mamos miiltiplos adecuados de cada fila de H, que no esta formada sélo por ceros, para
hacer cero todas las entradas por arriba del uno principal. Asi, iniciamos sumando (— ;)
veces la tercera fila de H asu segunda fila:

1 1 -3 1 2
0 1 o0 =¥ =3
B = 4‘ 2
0o 0 1 3 2
0 0 0 0 0

Ahora, sumamos

LNTLr

J>

[ — I — B

o taw =

3 =z

veces la tercera fila de J; asu primera fila:

(S S |

== S |
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Observacion

Demostracion

COROLARIO 1.1

Demostracion

Por iltimo, sumamos (— 1) veces la segunda fila de J; asu primera fila:

o

0 0
1 0

o e #S O

SIS

1
0 0

S O O -
(=

L

que estd en la forma escalonada reducida por filas y es equivalente por filas a A.
Observe que en este ejemplo iniciamos con la fila inferior distinta de cero, y traba-
jamos hacia arriba para hacer ceros las entradas por encima de los 1 principales. ®

El procedimiento que se dio aqui para determinar la forma escalonada reducida por fi-
las no es la dnica posible. Como alternativa, podriamos primero hacer cero todas las en-
tradas por debajo del 1 principal y luego, de manera inmediata, hacer cero las entradas
por arriba del | principal. Este procedimiento no es, sin embargo, tan eficiente como el
que describimos previamente. En la prictica, no perdemos tiempo identificando las ma-
rrices Aj,As,....B..Bs, ..., Cy, Ca,. .., etc. Sblo iniciamos con la matriz dada y la
transformamos a la forma escalonada reducida por filas.

RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

A continuacion aplicaremos estos resultados a la resolucion de sistemas lineales.

Sean Ax = b y Cx = d dos sistemas lineales, cada uno con m ecuaciones y n incégni-
tas. Si las matrices aumentadas [A - b| y |C | d|de estos sistemas son equivalentes
por filas, ambos sistemas lineales tienen exactamente las mismas soluciones.

Esto es consecuencia de la definicion de equivalencias por filas, y del hecho de que las
tres operaciones elementales por filas sobre la matriz aumentada resultan ser las tres
modificaciones sobre un sistema lineal que se analiza en la seccion 1.1, con lo cual se
obtiene un sistema lineal que tiene las mismas soluciones que el sistema dado. Obser-
ve, asimismo, (ue si un sistema no tiene solucidn, el otro tampoco. !

Si Ay C son dos matrices de m x n equivalentes por filas, los sistemas lineales Ax =
0 vy Cx = 0 tienen exactamente las mismas soluciones.

Ejercicio T3. &2

Los resultados que tenemos hasta el momento nos proporcionan dos métodos pa-
ra resolver sistemas lineales. La idea central consiste en iniciar con el sistema lineal
Ax = b, obtener la matriz por bloques [C ' d] ya sea en la forma escalonada por filas o
en la forma escalonada reducida por filas que sea equivalente por filas a la matriz au-
mentada [A | b]. Ahora, [C : d] representa el sistema lineal Cx = d, que es mds
facil de resolver debido a la estructura més sencilla de [C * d|, y el conjunto de todas
las soluciones para este sistema proporciona precisamente el conjunto de todas las
soluciones para el sistema dado, AX = b. El método en donde [C ' d] estd reducido
a la forma escalonada por filas se denomina reduccién de Gauss'-Jordan™; ¢l método

*Car Friedrich Gauss (1777-1855) nacido en una familia pobre de obreros en Brunswick y muerto en Go-
tinga, Alemania, ha ssdo uno de los matemdticos mis famosos del mundo. Fue un niflo prodigio incompren-
dido por su padre, quien lo llamaba “contemplador de estrellas”. Sin embargo, su genio logré impresionar lo
suficiente a sus maestros como para que obtuviera del duque de Brunswick una beca para que pudiera asistir
a la escuela secundaria local. Durante su adolescencia realizd descubrimientos originales en teoria de ndme-
ros ¥ comenzd a especular acerca de la geometria no euclidiana. Sus obras cientificas incluyen importantes
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en donde [C | d| estd en la forma escalonada por filas se denomina eliminacién de
Gauss. Hablando estrictamente, el método altemo de Gauss-Jordan descrito en la ob-
servacién anterior no es tan eficiente como el que se utilizé en los ejemplos 5 y 6. En
la préctica, ni la reduccién de Gauss-Jordan ni la eliminacion de Gauss se utilizan tan-
to como el método que implica la factorizacién LU de A. Sin embargo la reduccién de
Gauss-Jordan y la eliminacion de Gauss son ttiles para resolver problemas de menos
envergadura; en este libro emplearemos el primer procedimiento con mas frecuencia.

El procedimiento de reduccion de Gauss-Jordan para resolver el sistema lineal Ax =
b es el siguiente.

Paso 1. Formar la matriz aumentada [A ' b].

Paso 2. Transformar la matriz aumentada [ A : b| a su forma escalonada reducida por
filas [C : d] mediante operaciones elementales por filas.

Paso 3. Para cada fila distinta de cero de la matriz [C : d|, se despeja la incégnita
correspondiente a la entrada principal de cada fila asociada con la entrada principal
de esa fila. Las filas que constan completamente de ceros se pueden ignorar, pues la
ecuacion correspondiente sera satisfecha por cualesquiera valores de las incognitas.

El procedimiento de eliminacién gaussiano para resolver el sistema Ax = b es como
sigue.
Paso 1. Formar la matriz aumentada [A | b|.

Paso 2. Por medio de operaciones elementales por filas, obtener una forma escalo-
nada por filas [C ' d| de la matriz aumentada [A | b].

Paso 3. Resolver el sistema lineal correspondiente a (€ * d| por medio de sustitu-
cién hacia atrds (illustrado en el ejemplo 11). Las filas que constan Gnicamente de
ceros pueden ignorarse, ya que la ecuacion correspondiente serd satisfecha por cua-
lesquiera valores de las incdgnitas,

Los siguientes ejemplos ilustran el procedimiento de Gauss-Jordan.

contribuciones a la teorfa de nidmeros, a la agronomia matemética, a la geografia matemdtica, a la estadfsti-
ca, a la geometria diferencial y al magnetismo, Sus diarios y notas privadas contienen muchos otros descu-
brimientos que no publicd.

Hombre austero y conservador que tuvo pocos amigos y una vida privada poco afortunada, se preocu-
pd mucho por dar el crédito de los descubrimientos cient(ficos a sus fuentes originales. Cuando sus estudios
se basaban en resultados de otros, tenfa cuidado de reconocerlo: y cuando otros descubrian de manera inde-
pendiente algunos resultados en sus notas privadas, répidamente reclamaba su propiedad.

En sus investigactones utilizé un méado que después se generalizd para la reduccién por filas de una
matriz. Aunque dicho método se aplicaba en China desde casi 2000 aflos antes, lleva el nombre de este ilus-
tre matemdtico en su honor.

™ Wikhelm Jordan (1842-1899) nacié en el sur de Alemania. Asigti6 a la Universidad en Stuttgart y en 1868
se convirti§ en profesor de tiempo completo de geodesia en la escuela téenica de Karlsruhe, Alemania. Par-
ticipd en la medicién de varias regiones de Alemania. Jordan fue un prolffico autor cuya obra principal, Hand-
buch der Vermessungskunde (Manual de geodesia) fue traducido al francés, al italiano y al ruso; ademds de
magnifico autor, se le consideraba un excelente maestro, Por desgracia, ¢l método de reduccién de Gauss-Jor-
dan ha sido ampliamente atribuido a Camille Jordan (1838-1922), matemdico francés bastante conocido.
Ademds, parece que ¢l método fue descubierto también, de manera independiente y en la misma época, por
B. L Clasen, un sacerdote avecindado en Luxemburgo. Este bosquejo biogrifico se basa en el excelente anticu-
lode S. C. Althoen y R. McLaughlin, “Gauss-Jordan reduction: A Brief History™, MAA Monthly, 94, 1987,
piginas 130-142.
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G130 Ko R W Resolver el sistema lineal

Solucién

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.

Paso 1. L.a matniz aumentada de este sistema lineal es

i & Bepd
2 -1 18
3 0 -1:3

Paso 2. Ahora transformamos como sigue la matriz del paso 1 a su forma escalonada
reducida por filas:

1 2 359

2 -1 - R

3 0 -1:3
1 2 3: 9

0 -5 -5:-10 2
[0 -6 —10 :-24] .
1 2 31 9]

0 1 | 2

0 -8 =10:-X4
1 2 33 9

0 | h=: 2 \.
0 0 P S |
1 2 33 9]

0 | l;2

0o 0 1:3
1 2 23 9]

0 I 0._l l\_ |
0o 0 1:3
1 2 0;0-

0 1 0:-1 %
(0 0 1:3
[1 0 o0: 2]

0 1 0:=} y
[0 0 1: 3]

0 1 0:i-l )

en forma escalonada reducida por filas.
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Solucién

Sec. 15  Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales

Paso 3. H sistema lineal representado por (2) es

X = 2
y =-1
:= 3
de modo que la tinica solucién del sistema lineal dado (1) es
x= 2
y=-—1
= B ]
Resolver el sistema lineal
X4+ y+2-5w= 3
2x+5y— z-9w= -3 3
2x+ y— z+3w=-11 %)
x-3y+2+Tw= -5
mediante la reducciéon de Gauss-Jordan.,
Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es
1 1 2 -5 3
2 s -1 -9 : -3
2 1 -1 3 :—11
1 -3 2 7: -5
Paso 2. La matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz (verifique)
1 0O 0 2:-5
0O 1 0 -3: 2
0 0 1 —2: 3| @
0O o0 0 0:0
que estd en forma escalonada reducida por filas.
Paso 3. H sistema lineal representado en (4) es
X + 2w = -5
y —3w= 2
z—2w= 3.

Hemos ignorado la fila en (4), ya que consta completamente de ceros.
Al despejar en cada ecuacidn la incégnita correspondiente a la entrada principal de
cada fila de (4), obtenemos

x=-5-2w
y= 2+ 3w
z2= 3+ 2w.

Por lo tanto, si hacemos w = r, cualquier niimero real, una solucién del sistema lineal
3) es

X ==5-2

y = 2+3r

2= 3+2 )
w = '

Como r puede tener asignado cualquier niimero real en (5), el sistema lineal dado (3)
tiene una infinidad de soluciones. B

63
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31RO RIVE  Resolver el sistema lineal

Soluciéon

EJEMPLO 11

Xy + 2x; — 3x4+ X5 =2
O+ 20 +x3—3x4+ x5+ 2x=3
x) + 2x2 — 34+ 25+ x=4 6)

3x; +6x + x3 — Oy + dxs + x5 =9

mediante la reduccién de Gauss-Jordan.

Paso 1. La matnz aumentada de este sistema lineal es

1 2 0 -3 1 0:2
1 2 1 -3 1 2:3
1 2 0 -3 2 14
3 6 1+ -9 4 319

Paso 2. La matriz aumentada es equivalente por filas a la matnz (verifique)

I 2 0-3 0-1:0
0 0 1 0 0 2:1
o 0 0 0 1 1:2 @
o 0 0 O 0 0:0
Paso 3. H sistema lineal representado en (7) es
X, + 2xs — 3xy4 — x=0
X3 + 26 = 1

Xs xXe=2

Al despejar en cada ecuacién la incégnita correspondiente a la entrada principal de ca-
da fila de (7), obtenemos

Xp = X6 + 3x5 — 2x5
x3=1-—2x¢

X5 =2 — Xg.

Haciendo xg = r, x4 = s y x2 = f, una solucién para el sistema lineal (6) es

X =r+3s—-2t

=1

xa=1-2r (8)
X3=S5

Xxs=2—r

Xg =T,

donde r, s y f son cualesquiera niimeros reales. Asf, (8) es la solucidn para el sistema li-
neal dado en (6); y como ar, s y t se les puede asignar cualesquiera nimeros reales, el
sistema lineal dado en (6) tiene una infinidad de soluciones, [ |

El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento de eliminacion gaussiana y la susti-
tucién hacia atrds.

Resuelva mediante eliminacion gaussiana el sistema lineal dado en el ejemplo 8.
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EJEMPLO 12

Solucién

Sec. 15 Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales 65

Paso 1. La matriz aumentada del sistema es

— N
w

W) e

' 19
- 8
3

—
—
—

Paso 2. Una forma escalonada por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1
)
0

.-..
S -1
—_——
W RS

Esta matriz aumentada corresponde al sistema lineal equivalente

x+2y+32=9

Paso 3. H proceso de sustitucién hacia atrds inicia con la ecuacién z = 3. Después,
sustituimos este valor de z en la ecuacion que le precede, v + z = 2, y despejamos y pa-
rmobtener y = 2 -z = 2-3 = —1, Por dltimo, sustituimos en la primera ecuacion, x
+ 2y + 3z = 9, los valores para y y z que acabamos de obtener, y despejamos x para
obtener x = 9- 2y -3z =9 + 2 —9 = 2. En consecuencia, la solucibnes x = 2,y =
-lyz=3 |

Resolver el sistema lineal

xX+2y+3z4+4w= 5
x+3y+5z+Tw= 11 ©)
x - z—2w=-6

medianie la reduccion de Gauss-Jordan,

Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

3 H #g 3
3 § 71
1 0 -1 -2 i-6

Paso 2. 1.a matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz (verifique)

: 0
: 01, (10)
2 |

1 0 -1
0 I 2
0 0 0

oW

Paso 3. la iltima ecuacion del sistema lineal representada en (10) es
Ox +0y+0z4+0w=1,

la cual no tiene valores para x, y, z y w que la satisfagan. En consecuencia, el sistema
lineal (9) dado no tiene solucion, =
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Observaciones

El tltimo ejemplo es caracteristico de la forma en que un sistema lineal no tiene
solucién. Es decir, un sistema lineal Ax = b en n incégnitas no tiene solucién si y sélo
si su matriz aumentada es equivalente por filas (renglones) a una matriz en forma esca-
lonada reducida por filas o en forma escalonada por filas, la cual tiene unas filas cuyos
primeros n elementos son iguales a cero, y cuyo (n + 1)-ésimo elemento es 1 (ejerci-
cio T4).

Los sistemas lineales de los ejemplos 8,9 y 10 tuvieron por 10 menos una solucion,
mientras que el sistema del ejemplo 12 no tuvo solucion alguna. Los sistemas lineales
que tienen por lo menos una solucion se denominan consistentes; a los sistemas linea-
les sin solucién se les llama inconsistentes. Cada sistema lineal inconsistente produce
la situacion que se ilustra en el ejemplo 12,

1. Conforme realizamos operaciones elementales por filas, en el proceso de transfor-
mar la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por filas podemos encon-
tramos con una fila que tiene n entradas que son ceros y una entrada (n+1)-ésima
distinta de cero. En este caso, podemos detener nuestros cdlculos y concluir que el
sistema lincal dado es inconsistente.

2. En ocasiones es necesario resolver k sistemas lineales
Ax = by, AR i Ax = by,

con la misma matriz m x n de coeficientes, A. En lugar de resolver cada sistema de
forma separada, procedemos como sigue. Formamos la matriz aumentada de m x (n
+ k)

[A by by o0 by
La forma escalonada reducida por filas
[C:idy dy - d]

de esta matriz corresponde a los sistemas lineales
Cx =d,, Cx=ax.::; Cx=4;

que tiene las mismas soluciones que el correspondiente sistema lineal dado. Este
enfoque serd ttil en la seccion 6.7. Los ejercicios 35 y 36 le piden investigar esta
técnica.

SISTEMAS HOMOGENEOS

Un sistema lineal de la forma

anXy + apxa +-00+ apx, =0
Ay Xy + @nXz + -+ apx, =0

(I

Ami Xy + QuaXa + -+ - b Qe =0

es un sistema homogéneo. También podemos escribir (11) en forma matricial como
Ax = 0. (12)
La solucién
Xi=Xg = veimmi=()

del sistema homogéneo (12) se conoce como solucién trivial. Una solucién xy,
S - P X, de un sistema homogéneo en donde no todas las x; se anulen es una solucién
no trivial. Vemos que un sistema homogéneo siempre es consistente, pues siempre tie-
ne solucién trivial.
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S0 IJKeREN Considere el sistema homogéneo

x+2y+3z=0
x+3y+2:=0 (13)
2+ y—2z=0.

La matnz aumentada de este sistema,

1 2 3:0
-1 3 2:0
2 1 -2 :0
es equivalente por filas (verifique) a
1 0 0 :
0 1 0 : 0},
0o o0 1

que estd en forma escalonada reducida por filas. Por lo tanto, la solucién de (13) es
x=y=2=0,

lo cual significa que el sistema homogéneo (13) sélo tiene la solucién trivial. =

F|3 YKo RMERN Considere el sistema homogéneo

x+ y+z+w=0
X tw=20 (14)

x+2y+z =

LLa matnz aumentada de este sistema,

1. 3 1 1 :0]
1 0 0 1.0
Il 2 1 0 0

es equivalente por filas (verifique) a

l 0 0 1 0
1 0 -1 0
0 0 -0

(8 -

—

que estd en forma escalonada reducida por filas. Por lo tanto, la solucién de (14) es

X=—r

donde r es cualquier nimero real. Por ejemplo, si hacemos r = 2, entonces
X==2 9y=2 zI==2, w=2
es una solucidn no trivial para este sistema homogéneo. Esto es,
1 1 1 1

1 0 0 1
| 72

k
[ =

(Verifique calculando ¢l producto matricial del lado izquierdo.) En consecuencia, este
sistema lineal tiene una infinidad de soluciones. B
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Demostracion

EJEMPLO 15

El ejemplo 14 muestra que un sistema homogéneo puede tener una solucién no tri-
vial. El siguiente teorema trata un caso donde esto ocurre.

Un sistema homogéneo de m ecuaciones en n incégnitas siempre tiene una solucion no
trivial si m < n, es decir, si el niimero de incégnitas es mayor que el niimero de ecua-
ciones.

Sea C la matriz en forma escalonada reducida por filas, equivalente por filas a A. En-
tonces los sistemas homogéncos Ax = 0 y Cx = 0 son equivalentes. Si r es ¢l niimero
de filas distintas de cero en C,entonces r < m. Si m < n,concluimos que r < n. Asi, es-
tamos resolviendo r ecuaciones en n incognitas, y podemos despejar r incégnitas en tér-
minos de las n — r restantes, de modo que estas dltimas pueden asumir cualquier valor,
En consecuencia, si una de estas n —r ino6gnitas es distinta de cero, oblenemos una so-
lucién no trivial de Cx = 0y, con ello, de Ax = 0. it

También utilizaremos el teorema 1.8 en la siguiente forma equivalente. Si A es
m x ny Ax = 0 s6lo tiene la solucién trivial, entonces m > n.

El siguiente resultado es importante en el estudio de las ecuaciones diferenciales.

Sca Ax = b, b # 0,un sistema lineal consistente. Si x, es una solucién particular
del sistema no homogéneo dado y x;, & una solucion del sistema homogéneo asociado,
Ax = 0, entonces X, + X; es una solucién del sistema dado Ax = b, Ademis, cada so-
lucién x del sistema lineal no homogéneo Ax = b puede escribirse como X, + x;,don-
de x, es una solucién particular del sistema no homogéneo dado y x; es una solucién
del sistema homogéneo asociado, Ax = 0. Para una demostracién, vea el ejercicio T.13.

Considere el sistema lineal dado en el ejemplo 9. Una solucién para este sistema lineal
estaba dada por

x==5-2r
y=2+43r
2=3+4+2r
w=r,

donde r es cualquier nimero real. Si hacemos

X
v
X = .
w
la solucion puede expresarse como

-5-2r -5 -
| 2+3r|_| 2 3r
=1 3¢+22|T| 3|7 | 2
r 0 r

Hacemos

xp'-_—

S W W
=
‘1
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Entonces X = x;, -+ X;. Ademds, X, es una solucion particular del sistema dado y x;
es una solucion del sistema homogéneo asociado [verifique que Ax, = b y Ax; =0,
donde A es la matriz de coeficientes del ejemplo 9 y b es el lado derecho de la ecuaciéon
3)]. [

Observacion Los sistemas homogéneos son especiales y desempefian un papel clave en los dltimos
capitulos del libro.

INTERPOLACION POLINOMIAL

Suponga que nos dan n puntos distintos (xy, y1), (x2, ¥2)w . . , (X5, ¥a). { Es posible de-
terminar un polinomio de grado n - 1 0 menor que “interpole™ los datos, es decir, que
pase por los n puntos? De acuerdo con lo anterior, ¢l polinomio que buscamos tiene la
forma

- -2
L PO i ' 4 Ap2X"" "+ -4 ayx + aq.

Los n puntos dados pueden utilizarse para obtener un sistema lineal n x n,cuyas incog-
nitas son d, ay,. . . , 4y 1. Se puede demostrar que este sistema lineal tiene una Gnica
solucién. En consecuencia, existe un Gnico polinomio de interpolacion.

Consideremos a detalle el caso en que n = 3. En ese caso tenemos dados los puntos
(x1,y1), (x2, ¥2), (x3, y3), donde x; # x2,x; # X3y X2 # x3 y buscamos ¢l polinomio

y =ax’ + ax+ ap. (15)
Al sustituir los puntos dados en (15), obtenemos el sistema lineal

o
axx;y +aixy +ao=n
>
ax; + ayxy + ap = » (16)
)
axxy + dixz + do = ya.

En la seccién 3.2 demostraremos que el sistema lineal (16) tiene una tnica solu-
cién. De acuerdo con ello, hay un dnico polinomio cuadrético de interpolacion. En ge-
neral, existe un dnico polinomio de interpolacién de grado, a lo més, n — 1 que pase
por n puntos dados.

H]3 ORI Determinar el polinomio cuadritico que interpola los puntos (1, 3),(2,4), 3, 7).

Solucién Al plantear el sistema lineal (16) tenemos

ar+ ay+ap=3
4ar + 2ay +an =4
9a; +3a;, +ag =7

cuya solucion es (verifique)
ar =1, a;=-—2, ap = 4.
Por lo tanto, el polinomio cuadrético de interpolacién es
y=x-2x+4.

Su gréfica, que se muestra en la figura 1.7, pasa por los tres puntos dados. B
En este momento pueden estudiarse las secciones 2.2, circuitos eléctricos, y 2.3,
cadenas de Markov, en las cuales se utiliza el material analizado en esta seccién.,
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EJEMPLO 17

Solucién

Ecuaciones lincales y matrices

Figura 1.7 » 12

100
: T, T,
60
3 T:
0
Figura18 A

[ T | 7
4
10 = /-
8+ &
6\ P |
N
4+ \\-‘H =
i
2}~ -
0
| | |
-1 0 | b i 4

DISTRIBUCION DE TEMPERATURA

Un modelo sencillo para estimar la distribucion de temperatura en una placa cuadrada
da lugar a un sistema de ecuaciones lineales. Para construir el sistema lineal adecuado,
utilizamos la informacién siguiente. La placa cuadrada estd perfectamente aislada por
arriba y por abajo, por lo que el tinico flujo de calor es a través de la placa misma. Ca-
da lado se mantiene a una temperatura constante, pero ésta puede ser diferente en cada
lado. Para aproximar la temperatura en un punto interior de la placa, utilizamos la re-
gla que promedia las temperaturas de sus cuatro puntos circunvecinos, al oeste, al nor-
te, al este y al sur.

Aproximar las temperaturas 7;, i = 1,2, 3, 4, en los cuatro puntos interiores igualmen-
te espaciados en la placa, mismos que se muestran en la figura 1 8.

A continuacién formaremos el sistema lineal para aproximar las temperaturas. Los pun-
tos de la placa cuya temperatura necesitamos conocer para este modelo se indican con
puntos en la figura 1.8. Por medio de la regla del promedio, obtenemos las ecuaciones

60+ 100+T, + Ty

T, = ; 5 A= BT = 160
T3=T";100:40+T‘ —T} 4T, — Ty =140
T,=‘.5°+T‘:T4+° 5 =T 4T~ T= 60
T.,:T‘*'T":‘mw 0 - - Ta+4Ti= 4.

La matriz aumentada para este sistema lineal es (verifique)

4 -1 -1 0160

_ 1 4 0 —1°:140
[4ib] = -1 0 4 -1 60
0 «] «f 4: 40

Utilizando eliminaadn gaussiam o la reduccién de Gauss-Jordan, obtenemos la solu-
cién unica (verifique)

T, =65°, T,=60°, T3=40° y T,=35° 5
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SOLUCIONES DE SISTEMAS LINEALES CON
MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Las definiciones y lteoremas que se desarrollan en esta seccion son vilidos para siste-
mas con matrices binarias. Los ejemplos 18 a 21 ilustran los conceptos de esta secciéon
para tales sistemas. Nos referiremos a tales sistemas como sistemas lineales binarios.

En el caso de sistemas lineales binarios se aplican las interpretaciones siguientes.

e Las operaciones elementales por filas (renglones) sobre matrices binarias son un
intercambio de filas o la suma de una fila con otra. Esto es consecuencia de las pro-
piedades aritméticas de la aritmética binaria, y de las combinaciones lineales de
matrices binarias que se analizaron previamente.

e Si como resultado del proceso de resolucién de un sistema consistente se puede
asignar cualquier valor a una incGgnita, podemos asignarle 0 o 1. Tales sistemas
tienen mds de una solucidn, pero el niimero total de soluciones posibles dependerd
del nimero de incGgnitas que se puedan asignar de esta manera. Esto es, resulta im-
posible decir que tales sistemas tienen un niimero infinito de soluciones.

3] Kol W Resolver el sistema lineal binario

x+y=l
y=1 (17)

mediante la reduccion de Gauss-Jordan,

Solucién Pase 1. La matriz aumentada del sistema lineal es

o 1)

Paso 2. Luego calculamos como sigue la forma escalonada reducida por filas de la ma-
triz. del paso 1:

1 0:0
0 1:1

Por lo tanto, la forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es la matriz

1 0:0
[0 % 1] (18)
Paso 3. H sistema lincal representado por (18) es
X =0
y=1
de modo que la solucién tinica del sistema lineal (17)esx =0,y = 1. n
313 4o MMM Resolver el sistema lineal binario
X +z2=0
y = (19)
X+y+z= |

mediante la reduccion de Gauss-Jordan,
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Solucion Pase 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

1 0 1:0
01 0:1
11 1:1
Paso 2. Ahora calculamos como sigue la forma escalonada reducida por filas de la ma-
triz del paso 1:

—

==

(=]
=R~
==

En consecuencia, la matriz aumentada es equivalente por filas a la matriz

1 0 1:0
01 0:1 (20)
00 0:0

Paso 3. H sistema lineal representado por (20) es
X +2=0
¥ = 1.
Al despejar en cada ecuacion la incégnita que corresponde a la entrada principal de ca-
da fila de (20), obtenemos
x = "“—7" (el inverso aditivo de 2)
y=1,

Por lo tanto, si hacemos z = b, ya sea 0 o 1, entonces “—z"es igualmente 0 0 1. En con-
secuencia, el conjunto de soluciones para el sistema lineal (19) es

x=b
y:l (2])
z=b.

Como en (20) b es 0 0 1, el sistema lineal (19) tiene dos soluciones,

0 1

1 0 1

0 1 ™
3|3V 4o Il  Resolver el sistema lineal binario

X+y =0

x+y+z=1 (22)

xX+y =]

mediante eliminacion gaussiana.
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EJEMPLO 21

Solucion
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Paso 1. La matriz aumentada de este sistema lineal es

1 1 0:0]
1 1 %l
11 0:1

Paso 2. Una forma escalonada por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1 1 0:0
0 0 1:1 23)
0 0 0:1
Paso 3. H sistema lineal representado por (23) es
xX+y =0
z=1
0=1,
que es evidentemente inconsistente. Por lo tanto, (22) no tiene solucién. |
Resolver el sistema homogéneo binario cuya matriz aumentada es
1 01 1:0
1 1 0 0:0 24)
011 1:0

mediante reduccion de Gauss-Jordan.

Paso 1. La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es (verifique)

25)

DO e
o -0
C mt e
) e
oo

Paso 2. H sistema lineal representado por (25) es
X +ztw=0
y+z+w=0,

Al despejar en cada ecuacion la incOgnita que corresponde a la entrada principal de ca-
da fila de (20), obtenemos

LLl

x =Y-z"+“—w (los inversos aditivos de z y de w)

y="="+"-w" (los inversos aditivos de z y de w).
En consecuencia, si hacemos z = b, igual a0 o a |, entonces “—z" es igualmente O o 1.
De manera andloga, w = b implica que w es 0 o 1. Por lo tanto, ¢l conjunto de solucio-
nes para ¢l sistema lineal binario (25) es

x=b,+b,

y=b;+ by, (26)

donde b, es el valor binaro elegido para z, y b, es el elegido para w.Como existen dos
opciones para z y dos para w, existen cuatro posibles soluciones:

0 1 1
0 I I 0
ol* |0 1 L 1
0 I 0 | -
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Vista preliminar de una aplicacién

Figura 1.9 »

Circuitos eléctricos (seccion 2.2)

Un circuito eléctrico es una conexion cerrada de baterfas (pilas), resistores (como los
bulbos) y cables que los conectan. Las baterfas y los resistores se denotan por escrito
como

+ 1

_ — NV
T

Baterias Resistores

La figura 1.9 muestra el ejemplo de un circuito eléctrico.

g SN\ y!
i 5 ohms I:
_ 120 voltios
b —— =
— - 40 voltios SO ohms
10 ohms
o o *y
f

En ¢l caso de este circuito, hay que determinar las corrientes desconocidas 7, 7, ¢
I (en amperes) a partir de los valores de la resistencia (en ochms) a lo largo de cada re-
sistor, y el potencial electrostético (en voltios) a lo largo de cada baterfa (como se mues-
tra en la figura 1.9). Al aplicar dos leyes fundamentales de la fisica, que estudiaremos
en la seccién 2.4, determinamos que 7}, /5 e I3 deben satisfacer el sistema lineal

| 1 -1 I, 0
1 =2 0 Ll=|~-16
0 1 5 L 12

Fn la seccién 2.2 se presenta una breve introduccién a estos circuitos eléctricos.

Cadenas de Markov (seccion 2.3)

Considere el siguiente problema: las autoridades de una ciudad en donde se acaba de
inaugurar un nuevo sistema de transporte piblico han predicho que cada afio 35%
de quienes lo emplean para ir al trabajo volverin a utilizar su auto, mientras que 65% se-
guird empleando el servicio piiblico. También se espera que 45% de las personas que
actualmente van en auto al trabajo opte por el transporte colectivo, mientras que 55%
continuard manejando. En consecuencia, la probabilidad de que alguien que ahora uti-
liza el sistema de transporte piblico vuelva a conducir es de 0.35. En términos de pro-
babilidades, podemos ilustrar el comportamiento esperado de los viajeros mediante la
matriz
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4 [065 045
1035 055/

que denota la informacion siguiente:

Maodo de transporte el siguiente ano

Transporte
_ pablico  Automévil
h:ans;w:e Transporte piblico 0.65 0.45
. Automévil 0.35 0.55
este ano

Cuando el sistema se pone en operacion, 15% de la gente utiliza el transporte piblico,
mientras que 85% prefiere su auto. Suponiendo que la poblacién de la ciudad permane-
cerd constante durante mucho tiempo, a las autoridades responsables del sistema de
transporte publico les gustaria responder las siguientes preguntas:

e ;Cuil es el porcentaje de los usuarios de cada medio de transporte después de, di-
gamos, tres afios?

e ;Qué porcentaje de usuarios utilizardn cada medio de transporte a largo plazo?
Esta clase de problema y el que se describe en el ejemplo 9 de la seccién 1.4 son

cadenas de Markov. Las técnicas que analizaremos en la seccién 2.3 nos permiten re-
solver éstos y muchos otros problemas semejantes.
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Terminos clave

Forma escalonada por filas de una matriz

Solucién trivial
Solucién no trivial
Sistemas lineales binarios

Forma escalonada reducida por filas

Uno principal (entrada principal) Reduccion de Gauss-Jordan
Forma escalonada por filas Eliminacién de Gauss
Operacién elemental por filas Sustitucién hacia atris
Equivalente por filas Sistema lincal consistente
Forma escalonada reducida por filas de Sistema lineal inconsistente
una matriz Sistema homogéneo

En los ejercicios 1 a 8, determine si la matriz dada estd en la

Jforma escalonada reducida por filas, en la forma escalonada
por filas, o en ninguna de las dos.

1 & B 0 =3|
L0 o 1 0 4
0 0 0o 1 2]
0 1 0 0 5]
210 0o 1 0 -4
[0 0 0 -1 3]
1 0 0 0 29
3 0o 0 1 0 0
1o 0o o 1 3
0 0o 0o o o]
0 10 0 27
0O 0 0 0 -1
4./0 o o 1 4

0o 0 0 0 o0

o0 0o o o 1]

kY 2 3 9’

0 1 2 3
s. 0 0 1 -4

0 0 o o]

1 0 0 I

0o 1 0 2
&lo o0 o0 -

0 0 o o]

-0 0 0 0 0
s 10 0 1 2 -3
1o 0 0o 1 0

0 0o 0o o o]

0 1 0 0 5]
8./lo0 o 1 o0 4

o 1 o0 -2 3

- il
9. Sea

1 0
-3 1 4
A=| 4 2 2
5 -1 -5

Determine las matrices que se obtienen al realizar las si-
guientes operaciones clementales por filas en A.
(a) Intercambiar la segunda y cuarta filas.

(b) Multiplicar la tercera fila por 3.
{c) Sumar (—3) veces la primera fila a la cuana,

10. Sca
2 0 4 2
A= 3 =2 5 6.
-1 3 | |

Determine las matrices que se obtienen al realizar las si-
guientes operaciones elementales por filas en A.

(a) Intercambiar la segunda y tercera filas.
(b) Multiplicar la segunda fila por (-4).
{¢) Sumar 2 veces la tercera fila a la primera,

11. Determine tres matrices que scan equivalentes por filas a

12, Determine tres matrices que sean equivalentes por filas a

4 3 7 5
-1 2 -1 3.
2 0 I 4

En los ejercicios 13 a 16, determine una forma escalonada por
filas para la marriz dada en cada caso.

0 -1 2 3
2 3 4 5
By 3 1 2
3 2 4 1
-2 0 2
D w8 wl &
[t 3 2 s
I 1 0 2
|2 <& =2 1
F1 2 =3 |
-1 0 3 4
5.1 6 1 2 -
|l 2 3 0 -3
F2 -1 0 1

1 -2 1 4 -3

Wl s 4 1 6 5

<7 8 =3 =1 1




17.

Para cada una de las matrices de los ejercicios 13 a 16, de-
termine la forma escalonada reducida por filas de la matriz
dada.
Sca
I 22 1
A=]~-1 1 24,
2 1 =2
En cada parte, determine si x es una solucién para el siste-
ma lincal Ax =b,
L 0
@x=|2;b=0 b)) x=|0;b=0
3 0
=17 "3
©)x=| l;b=| 6
i G 3
dx=| 2:ib=|1
B !
Sca
1 2 -1 3
A=]1 1 3 O 2].
-1 2 1 3
En cada parte, determine si x es una solucién para el siste-
ma homogénco Ax = 0.
By .
-3 2
@x=| % ®) x= |3
L 2] 4
F
. il |
—3 0
= 5 =
(c) x= : d) x= 0
[ ~1
2
— S-

En los ejercicios 20 a 22, determine todas las soluciones del sis-
tema lineal dado en cada caso.

20. @) x+ y+2r=-1

x=2y+ z=-5
x4+ y+ z= 3

b)) x+ y+3z4+2w="7
2~y 4+4w=8
3_\"+62 =8

€ x+2y—4z= 3
x—=2y+3z=-1
2x4+3y—- z= §
4x+3y-2:= 17
Sx4+2y=6z= 17

d x+ y+ z=0
X + z2=0
x4+ y—2:=0
X+5y+5:=0
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2l. (@) x+ y+2+3w=13
xX=2y+ 4+ w= 8
4+ y+z=- w=1

® x+y+ z=1
xX+y=2z=3
& +y+ z=2

© &+ y+ z-2w= 1
Ixx-2y+ z-6w=-2
Xt Y 2= -]
6x + =% =-2
Sx = y+2%—-8w= 3

d x+2y+3x-w= 0
2+ y—t+w= 3
xX— Yy +w=-2

2. (a) 2x—- y+ z= 3
x=3y+ z= 4
—5x -27=-5

b)) x+y+z:+ w=6
x+y—-2 =3
3x+y +2w=6

€ Zx= y+ z= 3
x+ y—-2e=—2
x= y+ = 17
xX+5y+7z=13
x=Ty=5z= 12

d x+2y—z=0
4+ y+z=0
Sx4+7y+z=0

En los ejercicios 23 a 26, determine todos los valores de a para
los que el sistema lineal resultante (a) no tenga solucion,

(b) tenga una solucidn iinica, y (c) tenga una infinidad de
soluciones.

2. x+ y- =2
X4+ 2y + z=3
x+ v+ (@®-5z=a

U 1+ y+ z2=2
2x + 3y + 2z=5
43y +(@-Dz=a+1
X+ 2y + r=3

x+ y+(@=5z=a

26. x+ y=3
x+(@-8)y=a

En los ejercicios 27 a 30, resuelva el sistema lineal con la
matriz aumentada dada.

I 1 1:0
7. (1 1 03
0 1 11
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T 2 3 im;
1 1 1 :0
®f, 1 2:0
[ 3 3. &0
[t 3 3319
2. @ |1 1 1:0
§ 7 9 &9
| 2 1. 7
2 0 1: 4
|1t o 2: 5
1 2 3l
-2 1 &5 12
1, 2 3 718
29. (a) 5 @& 1 17
1 0o 2 13
[l =2 3 ;4
2 <1 -3 !5
®f3 o 12
3 =3 0 : 7]
4 2—!55'
5 1 -8 : 8]
1 1 8§ -3: 0
mleg 2 1t =3 3
! B 2 =] =l

31. Seaf: R’ — R’ la transformacién matricial definida por

@64 3
e} ]

32, Scaf: R* — R la transformacién matricial definida por

(-1 3 0

x [
Dclcnniw::.yy:lalcsqucf([y]) = |2].
z 4

I A

e =

Ve

33. Seaf: k' — R’ la transformacién matricial definida por
x 4 1 3] x
f y =|2 -1 3 yi.
z 2 2 0]z

*Este tipo de problemas desempefiard un papel importante en el capitulo 7.

Determine una ecuacién que relacione a, b y ¢ de modo
que siempre podamos calcular los valores de x, y y z para

A R

34, Seaf: R® — R’ la transformacién matricial definida por

(-2 L

Determine una ecuacién que relacione a, b y ¢ de modo
que siempre podamos calcular los valores de x, y y z para

X!

En los ejercicios 35 y 36, resuelva los sistemas lineales Ax = b,
v Ax = by por separado, y luego obtenga la forma escalonada
reducida por filas de la matriz aumentada [A | by ba). Compare
SUS respuestas.

sasfh = [a)oe[

1 =2 0 3 -4
3. A=|-3 2 =1|,bj=|=7|, = 6
4 -2 3 12 ~-10

En los ejercicios 37 y 38, sea

NER

37. Determine una solucién no trivial del sistema homogéneo
(41— Ax=0."

38. Determine una solucién no trivial del sistema homogéneo
(2; = Ax =0

39. Determine una ecuacién que relacione a, b y ¢ de modo
que ¢! sistcma lineal

]
n oS

ta e =

x+2y-3z=a
2x +3y +3z=»
S5x +9y—-6z=¢
sea consisiente para cualesquiera valores de a, b y ¢ que sa-
tisfagan esa ecuacion.
40. Determine una ecuacion que relacione a, b y ¢ de modo
que el sistema lineal
2x+2y+3z=a
Ix—- y+5z=b
x=3y+2z=c
Sea consistente para cualesquicra valores de a, b y ¢ que
satisfagan csa ccuacion.



41. Determine una matriz x de 2 x 1 cuyas entradas no scan
todas cero, tal que Ax = 4x, donde

4 1
s=[t 4
[Sugerencia: escriba la ecuacién matricial Ax = 4x

como 4x — Ax = (4, - A)x = 0 y resuclva cl sistema
homogéneo.]

42. Determine una matriz X de 2 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 3x, donde

2 1]
A= [l 2] .
43. Determine una matriz X de 3 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 3x, donde

1 2 =-1]"
A=|]1 0
4 -4 5

44, Determine una matriz x de 3 x 1 cuyas entradas no sean
todas nulas, tal que Ax = 1x, donde

En los ejercicios 45 y 46, resuelva el sistema lineal dado y es-
criba la solucién x como X = X, + X, donde X, es una solucién
particular del sistema dado y x, es una solucion para el sistema
homogéneo asociado.

485, x+2y—- z2-2w=2
U+ y—2z+3w=2
x+2y+3z+4w=35
dx+5y—dz— w=6

46. x- y—2:+43w
Ix+2y— 242w
- y=Tz 4%

nnn

1
o
2

En los ejercicios 47 y 48, determine el polinomio cuadrdtico que
interpole los puntos dados.

47. (1,2),(3,3).(5.8).

48. (1.5),(2,12),(3,44).

En los ejercicios 49 y 50, determine el polinomio cibico que in-
terpole los puntos dados.

9. (-1,-6),(1,0),(2,8),(3,34).

8. (-2,2),(-12),(1,2),(2, 10).

51. Un cbanista fabrica sillas, mesas para café y mesas para co-
medor. Se necesitan 10 minutos para lijar una silla, 6 para
pintarla y 12 para barnizarla. Se requieren 12 minutos para
lijar una mesa para café, ocho para pintarla y 12 para bamni-

*Este tipo de problemas desempefiard un papel importante en el capitulo 7.
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zarla. Son necesarios 15 minutos para lijar una mesa para
comedor, 12 para pintarla y 18 para bamizarla. El centro de
lijado estd disponible 16 horas a la semana, ¢l de pintura 11
horas a la semana y el de bamizado 18 horas. [ Cudntas uni-
dades de cada mueble deben fabricarse por semana de mo-
do que las mesas de trabajo se utilicen a toda su capacidad?

52. Un cditor publica un posible éxito de librerfa en tres pre-
sentaciones distintas: libro de bolsillo, edicién para club de
lectores y edicion de lujo. Cada libro de bolsillo necesita un
minuto para ¢l cosido y 2 para el pegado. Cada libro de la
edicion para el club de lectores necesita 2 minutos para el
cosido y 4 para el pegado. Cada libro en edicién de lujo ne-
cesita 3 minutos para el cosido y 5 para el pegado. Si la
planta de cosido estd disponible 6 horas diarias y la planta
de pegado 11 horas, ;cudntos libros de cada presentacion se
pueden producir por dia de modo que las plantas se aprove-
chen a toda su capacidad?

53. (Se requiere cdlculo) Construya un sistema de ecuaciones
lincales para determinar un polmomio cuadritico

plx) = ax’ + bx + ¢

que satisfaga las condiciones p(0) = f(0),p'(0) = f"(®) y
p"(0) = f"(0), donde f (x) = e**.

54. (Se requiere cdlcule) Construya un sistema de ecuaciones
lincales para determinar un polmomio cuadrético

plx)=a’ + bx + ¢

que satisfaga las condiciones p(1) = f(1),p'(1) =f'() y
p"(1) =£"(1), donde f(x) = xe*".

§5. Determine las temperaturas en los puntos interiores T},
i =1,2,3,4 para la placa que sc muestra cn la figura.
(Vea el ejemplo 17.)

30
T T;
S0 S0
T, T,
=

En los ejercicios 56 a 59, resuelva los sistemas lineales
binarios.

56. @) x+y+z=0 M x+y+z=1
y+z=1 x +2=0
x+y =1 y+z=1
57. @) x+ ¥ +w=0 (b)x+y =0
x +itw=l x+y+z =1
y+z4+w=1 x+y+z4+w=0
58. @) x+ y+: = () x4+ yv+1z =0
Y+i+w=l y+z+w=0
X +w=1 X +w=0
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59. Resuelva el sistema lineal binario Ax = ¢, donde

1 1 0 0
(a) A=]|0 1 0l,e=1]1
1 1 1 0

(b) A=

-
—C D e
—— D

Ejercicios tedricos
T.1. Demuestre que las propiedades (a), (b) y (c) por si solas

T.2.

T3.
T4,

T5 -

T.6.

T.7.

TS8.

[excluyendo (d)] de la definicién de la forma escalonada
reducida por filas de una matriz A, implican que si una
columna de A contiene una entrada principal de alguna fi-
la, entonces todas las demds entradas de esa columna de-
bajo de la entrada principal son iguales a ccro.
Demuestre que:

(a) Toda matriz cs equivalente por filas a si misma,

(b) Si Acs cquivalente por filas a B, entonces B cs equi-
valente por filas a A.

(c) Si Aesequivalente por filas a B y B es equivalente
por filas a C,entonces A es equivalente por filas a C.

Demuestre el corolario 1.1,

Demuestre que el sistema lineal Ax = b,donde A es de n
x n,no ticne soluciones si y sdlo si su matriz aumentada
s equivalente por filas a una matriz ¢n forma escalonada
reducida, que tenga una fila cuyos primeros n elementos
son iguales a cero y cuyo (n + 1)-€ésimo clemento es

igual a 1.
a b
a=f2 Y.

Sca
Demuestre que A es equivalente por filas a /5 si y sélo si
ad ~ be # 0.

(a) Sca
a b
s [kn kb] :
Utlice el ¢jercicio T.S para determinar si A ¢s equivalente

por filas a /5.

(b) Sea A una matniz de 2 x 2 con una fila que consta to-
talmente de ceros. Use el ejercicio T.5 para determi-
nar si A es equivalente por filas a /5.

Determine la matriz en forma escalonada reducida por
filas que sea equivalente por filas a la matriz

cosfl  sené
—senf  cosé |°

Sea

9.

T.10.

T.11.

T.12.

T13.

T4,

Demuestre que el sistema homogéneo Ax = 0 sélo tiene
la solucidn trivial si y sélo si ad - be # 0.

Sea A una matrizen n x n en forma escalonada reducida
por filas, Demuestre que si A no es igual a /, entonces A
ticne una fila que consta totalmente de ceros.

Demuestre que los valores de A para los que ¢l sistema
homogéneo

(a— ix+ =0
cx+(d—-ay=0

ticne una solucién no trivial, satisfacen la ecuacién
(@ — A)d = i)— bc = 0. (Sugerencia: vea el
ejercicio T8.)

Sean u y v soluciones del sistema lineal homogéneo
Ax = 0.

(a) Demuestre que u 4+ v cs una solucién.
(b) Demucstre que u - v ¢s una solucidn,

(c) Para cualquier escalar r,demuestre que ru s una
solucién.

(d) Para cualesquiera escalares r y s, demuestre que
ru + sv es una solucion.,

Demuestre que si u y v son soluciones del sistema lincal
Ax = b, entonces u — v es una solucién para el sistema
homogéneo asociado, Ax = 0,

Sea Ax = b, b # 0, un sistema Imeal consistente.

(a) Demuestre que si X, s una solucién particular del
sisterna no homogéneo dado y x; €8 una solucién
para cl sistema homogénco asociado Ax = 0,
entonces X, + X; s una solucién para el sistema
dado Ax = b.

Demuestre que toda solucién x del sistema lineal no
homogénco Ax = b puede escribirse como X, + X,
donde X, es una solucién particular del sistema lineal
no homogénco y x,, es una solucién para ¢l sistema
homogéneo asociado Ax = 0. [Sugerencia:

a2 X =X, + (X = X,).]

(b)

Justifique la segunda observacién que sigue al ejemplo
12.



Ejercicios con MATLAB

Para emplear MATIAB en esta seccidn, debe haber leido antes el
capitulo 10, hasta la seccion 10.4.

MIL.1. Sca
4 2 2
=3 1 &
A= 1 0 3
5 =1 5§

Determine las matrices obtenidas al realizar las si-
guientes operaciones por filas, en forma sucesiva, sobre
la matriz A. Realice las operaciones por filas de manera
directa, utilizando cl operador de dos puntos.

(a) Multiplique la fila 1 por § .

(b) Sume 3 veces la fila 1 a la fila 2.

(c) Sume (—1)veceslafila |l alafila3.

(d) Sume (—5)veceslafilal alafilad,

(e¢) Intercambie las filas 2 y 4.

ML.2, Sea

=
I
— e

L
e Al e
[ T YT P

Determine las matrices obtenidas al realizar las si-
guientes operaciones por filas, en forma sucesiva, sobre
la matriz A. Realice las operaciones por filas de manera
directa, empleando ¢l operador de dos puntos.
(a) Muliipliue la fila 1 por 2.
(b) Sume (—}) veces lafila 1 ala fila 2.
(c) Sume (—1)veceslafila] alafila3.
(d) Intercambie loas filas 2 y 3.

MLJ3. Utlice reduce para determinar la forma escalonada re-
ducida por filas de la matriz A del cjercicio ML.1,

ML, Utilice reduce para determinar la forma escalonada re-
ducida por filas de la matriz A del ejercicio ML.2.

ML.S. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del
sistema lineal del ejercicio 21(a).

ML.6. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del
sistema lineal del ejercicio 20(b).

ML.7. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del
sistema lineal del ejercicio 27(b).

ML.S8. Utilice reduce para determinar todas las soluciones del
sistema lineal del ejercicio 28(a).

MLJY. Sea
| 2
A= [2 4] ;

Utilice reduce para determinar una solucion no trivial
del sistema homogéneo
(51, — A)x = 0.

[Sugerencia: en MATLAB, introduzca la matriz A,
y luego aplique la instruccién reduce
(5*eye(size(A)) — A).]
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ML.10. Sea

ol 1)

Utilice reduce para determinar una solucién no trivial
del sistema homogéneo

(=4, - Ax = 0.

[Sugerencia: en MATLAB, introduzca la matriz A,
y lucgo aplique la instruccién
reduce(—4%eye(size(A)) — A).]

ML.11. Utilice rref en MATLAB pama resolver los sistemas li-
ncales en los cjercicios 27 y 28.

ML.12. Mam.AR tiene un comando inmediato para resolver los
sistemas lineales cuadrados Ax = b. Una vez que la
matnz de coeficientes A y el lado derecho b se introdu-
cen a Manag, el comando

1=A\b

despliega la solucién, siempre y cuando A sea no sin-
gular (vea la definicién al principio de la seccién 1.6).
El comando con ¢l simbolo de diagonal invertida, \, no
usa la forma escalonada reducida por filas, sino que
inicia la ejecucion de ciertos métodos numéricos que sc
analizan en un cumo de andlisis numérico. Para mds
detalles acerca del comando, vea D. R. Hill, Experi-
ments in Computational Marrix Algebra, Nueva York,
Random House, 1988.

(a) Utilice \ para resolver el ejercicio 27(a).
{b) Utilice \ para resolver el ejercicio 21(b).

ML.13. El comando \ s¢ comporta de manera diferente que
rref. Utilice \ y rref para resolver Ax = b, donde
1 2 3 1
A= |4 5 6, b=|0
7 @& 9 0

Los ejercicios ML 14 a ML_16 utilizan matrices bmarias y los
comandos adicionales descritos en la seccion 10.9,

ML..14. Resuclva cada uno de los ejercicios de demostracién
integrados en la rutina binreduce. (Introduzca el co-
mando binreduce y luego la opcién < 1 > para selec-
cionar una demostracion.)

Utilice binreduce para obtener la forma escalonada re-
ducida por filas de las matrices aumentadas binarias de
los ejercicios 56 a 59, y luego determine la solucién
para el sistema lineal correspondiente.

ML.16. Utilice binreduce para obtener la forma escalonada re-
ducida por filas de la matriz aumentada binaria

1100 11

1 01 0 0.1

I 1 % 1 10

ML.15.

y luego determine la solucion del sistema lincal corres-
pondiente.
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X3 LA INVERSA DE UNA MATRIZ

DEFINICION

Observacion

EJEMPLO 1

Demostracion

EJEMPLO 2

En esta seccion concentraremos nuestra atencién en las matrices cuadradas, y formula-
remos ¢l concepto correspondiente al reciproco de un niimero distinto de cero.

Una matriz A de n x n es no singular (o invertible) si existe una matriz B de n x ntal
que

AB =BA=1I,.

La matriz B s¢ denomina inversa de A. Si no existe tal matriz B, entonces B es singu-
lar (o no invertible).

Con base en la definicién anterior, se deduce que AB = BA = [,;, por lo tanto, también
A es una inversa de B.

Sean
2 3 -1 3
"“[2 2] y B‘[ | —1]'
Como
AB = BA = I,
concluimos que B es una inversa de A y que A e no singular. |

Si una marriz tiene inversa, la inversa es unica.

Sean By C inversos de A. Entonces BA = AC = [,,. Por lo tanto,
B =Bl = lAC) =(BAC =1LC =,
Con lo cual concluye la demostracion. H

Ahora escribiremos la inversa de A, si existe, como A~ Asf,
AA ' =AT"A=1,.

Sea
Para determinar A ', hacemos

Entonces, debemos tener

4. [V 2l[a b]_ ;. .[2 O
44 —_3 4][(.‘ (1]_!‘_[0 l}
[a+2c

b+2d | |1 0
h3a +4c 3b+4d| |0 B

Al igualar las entradas correspondientes de estas dos matrices, obtenemos los sistemas
lincales

de modo que

b+2d=0
Y3b+dd=1.

a+2c=1
da+4c=0



Observacion

TEOREMA 1.10
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Las soluciones son (verifique) a = —=2,¢ = ; b=1yd=-"' Ademis, como la

matriz )
a bl _ |-
¢ d| :

también satisface la propiedad de que

b -l )

concluimos que A es no singular y que

s -2 |
A II[ 3 l]'
) 3 =

[

Sea
Para determinar A~ ', hacemos

Entonces debemos tener

-1 _
AA _[2

= 2
“Tacsiioded
[ ioamen |
Lr I~
Ao
(el
1l
-
=
I
—
o -
—_—0
—

de modo que
a+2 b+2d|_|1 O
20 +4c 2b+4d| |0 1|

Al igualar las entradas comrespondientes de estas dos matrices, obtenemos los sistemas
lineales.

a+2%=1 b+2d=0
2 +4c =0 y 2+4d=1.

Estos sistemas lineales no tienen solucién, de modo que A no tiene inversa. Por lo tan-
0, A s una matriz singular. ®

El método que seguimos en el ejemplo 2 para determinar la inversa de una matriz
no es muy eficiente; y en breve lo modificaremos para obtener uno mejor, pero antes
estableceremos varias propiedades de las matrices no singulares.

(Propiedades de la inversa)

(a) SiA es una matriz no singular, entonces A~ es no singular y
A~H "l =A

(b) Si Ay B son matrices no singulares, entonces AB es no singular y

(AB)"' =B~ A"\,
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Demostracion

EJEMPLO 4

(¢) SiAesuna marriz no singular, entonces

AN ' =AY

(a) A~ es no singular si podemos encontrar una matriz B tal que

AT'B=BA"'=1,
Como A es no singular,
A'lA=AA""'=1,.

En consecuencia, B = A es una inversa de A", y como las inversas son (inicas,
concluimos que

A H =4
En consecuencia, la inversa de la inversa de una matriz A no singular es A.
(b) Tenemos
ABYB 'AHY=ABB WA '=ALA' =AA"' =1,
y

(B'A'WAB)=B A 'AB=B'IB=B"'B=1,
Por lo tanto, AB es no singular. Como la inversa de una matriz es tinica, conclui-
mos que
(AB) ' =B 'A"\.

En consecuencia, la inversa de un producto de dos matrices no singulares es ¢l pro-
ducto de sus inversas en orden inverso.

(c) Tenemos

AAT' =1, y A'A=1,
Al calcular las transpuestas, obtenemos
(AA-l)T = f‘: a: L' y (A..IA)]'- - ’nr = ,ﬂ'
Entonces
AW =AT=1, y ATAHY =1,
Estas ecuaciones implican que

En consecuencia, la inversa de la transpuesta de una matriz no singular, es la trans-
puesta de su inversa. i}

S A= [3 i:l de acuerdo con el ejemplo 2,

2 2
A"=[§ _1] y M~|;r=[f _

o
-
I
=
= oW
| BRI, |
-
—
3
-~
“—
I
i
|
_—
|
Bl — D] e
| S—
L B EP
— )
n



COROLARIO 1.2

Demostracion
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Si Ay, Ay, ... A, son matrices no singulares de n X n, entonces AjA; - -+ A, es no sin-
gular y

(A1Az---A)™ = ATATL - AT,
Ejercicio T2. -

Anteriommente definimos una matriz B como la inversa de A si AB = BA = [, El
siguiente teorema, cuya demostracién omitimos, muestra que una de estas ecuaciones
¢s consecuencia de la otra.

Suponga que Ay B son matrices de n x n;

(a) Si AB = I,,, entonces BA = I,.
(b) Si BA = I, entonces AB = 1. 2

UN METODO PRACTICO PARA DETERMINAR A~

Ahora desarrollaremos un método préctico para determinar A~'. Si A es una matriz da-
dade n x n, estamos buscando una matriz B = [b;;] de n x n @l que

AB=BA=1,

Denotamos las columnas de B mediante las matrices n x | x3, X3, ..., X, donde

X;= by (1<j=<n).

o

Denotamos las columnas de 7, como las matrices den x 1 e, e,.. ., e,. Por lo tanto,

07
0

e, =|1]| «jésimafila.

0

e ™

De acuerdo con el ejercicio T.9(a) de la seccion 1.3, la j-ésima columna de AB e la ma-
triz Ax;jde n x 1. Como las matrices iguales deben coincidir columna a columna, el pro-
blema de determinar una matriz B = A~' de n x n tal que

AB =1, ()

es equivalente al problema de determinar n matrices (cada unade n x 1) Xy, X2, ..., X,,
tales que

ij=e;(1 <j=<n) (2)

En consecuencia, determinar B es equivalente a resolver n sistemas lineales (cada uno
con n ecuaciones en n incognitas). Esto es precisamente lo que hicimos en el ejemplo 2.
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Cada uno de estos sistemas puede resolverse mediante el método de reduccion de
Gauss-Jordan, Para resolver el primer sistema lineal, formamos la matriz aumentada
[A e ] y la escribimos en forma escalonada reducida por filas. Hacemos lo mismo con

(44 @dsvveu[A 1]

Sin embargo, si observamos que la matnz de coeficientes de cada uno de estos n siste-
mas lineales siempre es A, podemos resolver todos estos sistemas de manera simulté-
nea. Formamos la matriz de n x 2n

(Aie e - e]=[A!1]

y la transformamos a la forma escalonada reducida por filas [C | D|. La matriz C de
n x n es la forma escalonada reducida por filas equivalente por filas de A. Sean d,
d,,...,d, las n columnas de D. Entonces, la matriz [C | D] da lugar a los n sistemas
lineales

Cx; =d; (1<j=<n 3)
o la ecuacién matricial
CB = D. @)
Ahora existen dos casos posibles:
Caso 1. C = I,,. En esta situacion, la ecuacién (3) se convierte en
Iixj=x;=d;,
y B = D, de modo que hemos obtenido A"

Caso 2. C # I,,. En este caso, el ejercicio T.9 de la seccién 1.5 implica que C tiene una
fila que consta completamente de ceros. Con base en el ejercicio T.3 de la seccién 1.3,
observamos que el producto CB de la ecuacion (4) tiene una fila de ceros. La matriz D
en (4) sugié de /, mediante una serie de operaciones elementales, pero resulta eviden-
te que D no puede tener una fila de ceros. Esta afirmacién puede demostrarse formal-
mente en este momento, pero pediremos al lector que acepte el resultado sin solicitar
demostraciones por ahora;. En la seccién 3.2, un argumento mediante determinantes
mostrard su validez. En consecuencia, una de las ecuaciones Cx; = d; no tiene solucién,
de modo que Ax; = ¢; tampoco la tiene y, en este caso, A es singular.

El procedimiento prictico para calcular la inversa de la matriz A es el siguiente.

Paso 1. Formar la matriz de n x 2n [A : l,,].que se obtiene al adjuntar la matriz
identidad 7, con la matriz dada A.

Paso 2. Transformar la matriz obtenida en el paso | a su forma escalonada reduci-
da por filas mediante operaciones elementales por filas. Recuerde que todo lo que se
haga a una fila de A también debe hacerse a la fila correspondiente de /,,.

Paso 3. Suponga que el paso 2 ha producido la matriz [C : D] en forma escalona-
da reducida por filas.

(@) SiC =1, entonces D =A"'.

(b) Si C # I,,entonces C tiene una fila de ceros. En este caso, A es singular y A™'
no existe.
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Determinar la inversa de la matriz

1 1 1

A=|0 2 3

5 35 I

Paso 1. La matriz [A © I;] de 3 x 6es
A I

| | ] 1 0 0
asn)=|0 2 38 0 1 0o
5 5 1 : 0 0 1

Paso 2. Ahora transformamos la matriz obtenida en el paso |1 a su forma escalonada
reducida por filas.

A Ih
1 1 I 0 0
0 2 3 0 1 0
5 5 1 0 0 1]
5. 2 4 1 0 0]
0 3 0 1 0
0 0 -4 0 1]
11 1 0 0]
0 1t 3 0o 1 0
0 0 -4 i-5 0 1]
T B 1 0 0
o 1 } 0 ;3 O
0 o 1§ § o -y
1 1 0 : -3 0

15 1 3
0 1 0:-F 3 3§
0 0 1 i 0 —%l
¢ 13 1 17]
1 0 0 T T3 T
15 1 i
0 1 0 :-F 3 3
5 1
0o 0o 1 : 0 —3l

Paso 3. Como C = I;, concluimos que D = A", Por lo tanto,

I

n 1 1

8 2 8

-1 _ | 15 1 3
A= El 2 8
3 =3

i 0 i

Es ficil verificar que AA™' = A" ' =13, (]
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Si la matriz escalonada reducida por filas bajo A tiene una fila de ceros, entonces
A & singular. Como cada matnz bajo A e equivalente por filas a A, una vez que una
matniz. bajo A tiene una fila de ceros, todas las matrices posteriores que sean equivalen-
tes por filas a A tendrdn una fila de ceros. De esta manera, podemos concluir el proce-
dimiento tan pronto encontremos una matriz F que sea equivalente por filas a A y tenga
wuna fila de ceros. En este caso, A ! no existe.

|V Ke R  Determine la inversa de la matriz

l 2 -3
A=|1 =2 1 |,si ésta existe.
s -2 -3

Solucién Paso I.La matriz [A | ;] de 3 x 6es

A , I8
1 2-3: 1 0 O
[AiB]=(1 -2 1: 0 1 0
§ 2 -3: 0 0 1

Paso 2. Transformamos la matriz obtenida en el paso 1 a su forma escalonada reduci-
da por filas. Para determinar A~', procedemos como sigue:

A £

1 2 =3 1 0 0]

1 -2 1 0 1 0

5 -2 -3 0 0 I

1 2 -3 1 0 0]

0 -4 4 :-1 1 0| ~ ‘
s -2 -3, 0 0 1]

1 2 =3 { ¥ 0 O

0 -4 4 -1 1 0

0 -12 12 {5 0 1]

1 2 =3 1 0 0]

0 -4 4 :-1 1 0
0 0 0 :-2 -3 1]

En este punto, A es equivalente por filas a

Como F tiene una fila de ceros, nos detenemos y concluimos que A es una matriz
singular. ]

Observe que, para determinar A~', no es preciso saber de antemano si existe 0 no.
Simplemente iniciamos el procedimiento anterior y obtenemos A~', o bien, conclui-
mos que A es singular,

H andlisis anterior acerca del método prictico para obtener A~" establece el si-
guiente teorema.

TEOREMA 1.12 Una matriz de n x n es no singular si y sdlo si es equivalente por filas a 1. g
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SISTEMAS LINEALES E INVERSAS

Si A es una matriz de n x n, el sistema lineal Ax = b es un sistema de n ecuaciones en
n incOgnitas. Supongamos que A es no singular, Entonces A ' existe y podemos mullti-
plicar ambos lados de Ax = b por A™' para obtener

AN (Ax) = A" 'Db
(A'A)x=A""p
Lx=A"b
x=A"'b.

Ademis, es evidente que x = A~ 'b es una solucién del sistema lineal dado. En conse-
cuencia, si A es no singular, tenemos una tnica solucién.

Aplicadones  Este método es (til para la resolucion de problemas industriales. Mu-
chos modelos fisicos se describen por medio de sistemas lineales. Esto significa que si
se utilizan como entrada n valores (que se pueden ordenar como la matrizxden x 1),se
obtienen m valores como resultado (mismos que pueden ordenarse como la matriz b de
m x 1) mediante la regla Ax = b. La matriz A forma parte intrinseca del procedimien-
10. Asi, supongamos que hay una matriz A asociada a cierto proceso quimico. Cualquier
cambio en el mismo puede producir una nueva matnz. De hecho, hablamos de una ca-
ja negra, lo cual significa que la estructura intema del proceso no nos interesa. El pro-
blema que aparece con frecuencia en el andlisis de sistemas es la determinacion de la
entrada que debe utilizarse para obtener el resultado deseado. Es decir, queremos resol-
ver el sistema lineal Ax = b para x, al variar b. Si A es una matriz cuadrada no singu-
lar, una forma eficiente de manejar esto es la siguiente: calculamos A~' una vez, y
siertnpre que modifiquemos b, determinamos la solucion comrespondiente x formando
A™'b.

(Proceso industrial) Considere un proceso industrial cuya matriz es la matriz A del

ejemplo 5. Si b es la matriz resultante

8
24
8

la matriz de entrada x es la solucidn del sistema lineal Ax = b. De esta manera,

T

5 ) . 8 0
8 2 8
x=A"b=|-% 3 &|l24|=]|0

;0 jLEl |8

Por otro lado, si b es la matriz resultante

4
7
16
entonces (verifique)
[ 4] 1
x=A"'l 71 =12
16_I | “
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Demostracion

EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

Si A es una matriz de n x n, el sistema homogéneo
Ax =0 (5)

tiene una solucion no trivial si y solo si A es singular.

Supongamos que A es no singular. Entonces, A~ existe, y al multiplicar ambos lados
de (5) por A~ tenemos

A (Ax) = A7'0

(A7'A)x =0
I,x=10
x=8

Por lo tanto, la dnica solucién de (5) es x = 0.
Dejaremos la demostracion del recfproco —si A es singular, entonces (5) tiene una
solucién no trivial — como ejercicio (T.3). ]

Considere el sistema homogéneo Ax = 0,donde A es la matriz del ejemplo 5. Como A
es no singular,

x=A"'0=0.

También podemos resolver este sistema mediante la reduccion de Gauss-Jordan. En
este caso, determinamos la matniz en forma escalonada reducida por filas que es equi-
valente a la matriz aumentada del sistema dado,

s 1 330

0 2 30},

> 5 2i W
(=)

't 0 0 0]

0 1 0:0],

0 0 1:0

b cual demuestra de nuevo que la solucion es
x=0. |

Considere el sistema homogéneo Ax = 0, donde A es la matriz singular del ejemplo 6.
En este caso, la matriz en forma escalonada reducida por filas que es equivalente por
filas a la matnz aumentada del sistema dado,

[1 2 =31 0]

1 <2 f:4l,

§ =2 =310
s (verifique)

1T 0 -1: 0]

0 1 -1 0],

0 0 0: 0

b cual implica que

Il

X r

»

b

r
F,

I

-
-~ .

donde r es cualquier niimero real. En consecuencia, el sistema dado tiene una solucién
no trivial. |
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Solucién
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La demostracién del siguiente teorema se deja en manos del lector (ejercicio com-
plementario T.18).

Si A es una matriz de n x n, entonces A es no singular si y sélo si el sistema lineal
Ax = b tiene una solucion tinica para cada matrizbde n x 1. m

Podemos resumir nuestros resultados acerca de los sistemas homogéneos y las ma-
trices no singulares mediante la siguiente lista de equivalencias no singulares.

Lista de equivalencias no singulares
Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
1. A es no singular.
2. x = 0 es la linica solucién de Ax = 0.
3. A es equivalente por filas a /,,.
4. El sistema lineal Ax = b tiene una solucién tnica para cada matriz bde n x 1.

Esto significa que al resolver un problema podemos utilizar cualquiera de las cua-
tro afirmaciones anteriores, es decir, que son intercambiables. Como verd a lo largo del
curso, suele ocurrir que un problema dado se puede resolver de varias formas, y a ve-
ces un procedimiento de solucién es mas fécil de aplicar que otro. Esta lista de equiva-
lencias no singulares ird creciendo conforme avancemos.

INVERSA DE MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)

Las definiciones y teoremas desarrollados en esta seccion son vélidos para matrices bi-
narias, Los ejemplos 10 y 11 ilustran los procedimientos computacionales de esta sec-
cion para matrices binarias en donde, por supuesto, utilizamos aritmética de base 2.

Determine la inversa de la matriz binaria

01 1
A=11 & 1
1 1 1
Paso 1. La mattiz [A | 1] de 3 x 6es
o1 1 :100
[A:B]=|1 01 :010
11 0 0 1

Paso 2. Ahora calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz obteni-
da en el paso |. Pama determinar A~ L. procedemos como sigue:

A Is
01 1:10 0]

101 010
11100 1

1 01 -0 1 0] |
011:100 '
11100 1
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1 01 010
011100
01 0:0 1 1
1 0 1 :0 1 0]
010:01 1
0 11 10 0
1 0 1 {0 1 Q]
010:01 1 S
0 0 1 i §
1 0 0 1 0 1]
010011
0 0 1 RN

En este punto, A es equivalente por filas a /;, por o que A & no singular y concluimos

que
1 0
A= 10 1
11 -
EJEMPLO 11 Determine la inversa de la matriz binaria
1 10
A=1|1 11
0 0 1
Solucién Paso 1. La matriz [A | /3] de 3 x 6es
1 10 1 0 0
[AiB]=]111:010
0 0 1 0 0 1

Paso 2. Ahora calculamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz obteni-
da en el paso 1. Para determinar A ', procedemos como sigue:

A

—
o

1r 17
OO m O
- O s e

C—— 0O -

—-—0 O=0O O=0

o O -
C O

O -0

En este punto vemos que A no puede ser equivalente por filas a /5, ya que la tercera fi-
la, en la parte de la matriz de coeficientes de la matniz aumentada, consta sélo de ceros.
En consecuencia, aqui A es singular. o
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3| I JNeMPE  Resuelva el sistema lineal binario Ax = b, donde
0
1 1

b— D e

Solucién  De acuerdo con el ejemplo 10, tenemos que A es no singular y

1 0 1
A'=|(0 1
11

Asi, Ax = b tiene una solucién tnica, dada por
1[0

|
| 1|]=10
1 1 0

——

1
x=A'b=|0
! )

La seccion 2.4, Modelos econdmicos lineales y la seccion 6.10, Minimos cuadrados,
utilizan el material de esta seccidn; si lo desea, puede estudiarlas en este momento,
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Vista preliminar de una aplicacion

Modelos economicos lineales (secdon 2.4)

H andlisis y la prediccién econdmicos son cada vez mds importantes en nuestras com-
plejas sociedades modema. Suponga que tenemos una sociedad sencilla, que sélo cons-
ta de tres individuos: un agriculior, que dedicado de manera exclusiva a la produccion
de toda la comida; un carpintero, cuya (nica misién es construir todas las casas, y un
sastre, que se dedica tan sélo a la fabricacién de toda la ropa. Seleccionamos nuestras
unidades de modo que cada uno produzca una unidad del articulo que fabrica durante
el ano. Supongamos también que la parte de cada articulo consumida por cada persona
estd dada por la tabla 1.3.

Tabla 1.3

Bienes Bienes consumidos por:
consumidos por:

Agricultor | Carpintero | Sastre

3 i & 1 3
Agricultor i6 2 i6

. 5 | 5
Carpt ntero 6 3 %

1 1 1

Sastre y) 3 3

De esta manera, el agricultor consume % de la comida producida, % de los hoga-
res construidos por el carpintero, y 3—6 de la ropa fabricada por el sastre, etcétera.

H economista tiene que determinar los precios relativos py, p; y p3 por unidad de
comida, vivienda y ropa, respectivamente, de modo que nadie gane ni pierda dinero.
Cuando ocurre esta situadén, decimos que tenemos un estado de equilibrio. Si

P
p=|P2].
P3
vemos que p se puede obtener al resolver el sistema lineal
Ap =p.

La secci6n 2.4 analiza éste y otros modelos econémicos.
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Vista preliminar de una aplicacion

Ajuste por minimos cuadrados (seccion 6.10)

La recoleccion y andlisis de datos es un problema que surge con frecuencia en las cien-
cias exactas, la ingenierfa, la economia y las ciencias sociales. Al graficar varios datos,
se obtiene un resultado semejante al que se muestra en la figura 1.10. El problema con-
siste en trazar la linea recta que “mejor se ajuste” a los datos dados. Esta recta aparece
en la figura 1.11. La técnica para resolver este problema se llama método de los mini-
mos cuadrados, y serd analizada en la seccion 6.10.

S
|
.

"

Figura 1.10 A Figura 1.11 A

El procedimiento para determinar la recta que mejor se ajusta a los datos dados se pre-
senta en la secci6n 6,10, Su justificacion aparece en la primera parte de esa seccién, y
en ella se utiliza el material de las secciones 42y 69.
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Términeos clave

Inversa
Matriz no singular (o invertible)
Matriz singular (o no invertible)

En los ejercicios 1 a 4 -rzfi"" I‘d método de los ejemplos 2 y 3.

1. Demuestre que =

2 l]
2. Demuestre que [_4 -2 es singular.

cs no singular,

3. ;La matriz siguiente es singular o no singular?

1 1
3 4
Si es no singular, determine su inversa.

4. ;La matriz siguiente es singular o no singular?

1 2 -1
3 2 3
2 2 1

Si ¢s no singular, determine su inversa.

En los ejercicios 5 a 10, determine la inversa de las matrices
dadas, si esto es posible.

B 3 2 A
5@ |_, 6] w1 1 2

—
—
J

(c)

cwl} § ®

'-I....c...' .
o I O O ]
w
g

|
[
—R o

1
(c) g
|

|3 I

[ Q.

o b e e
|

O\ e b =

r 1
& W
(S’
Ca
-
— -

bl -

() |1

1 1 1] 1 2 2
8@l|1l 2 3 ®mlr 3 1
0 1 1 1 3 32

SCwWwN
—

9. (a)

[3 1 2] i 2 32
®i2 1 21 @|1 1 2

= 2 3
(c) | ! | 2

0 1 1
12 -3 1
-1 3 -3 -2
2 0 1 3
31 -2 5

i 2 2 1 1 0
10. @) (O 1 2| (b)
i o 3 3 =) 3 1
L i d 2 1 =5
2. 1 =2
|3 4 6
T & 2

13.

14.

15.

16-

(Cudl (o cudles) de los siguientes sistemas lineales ticne
una solucién no trivial?

@x+2y+3z=0 ®) 2+ y- z=0
2y +2:=0 x=2y=3z=
x+2y+3:=0 “3x - y+2=0

¢(Cuil (o cudles) de los siguientes sistemas lincales tiene
una solucién no trivial?

@ x+y+22=0 0) x— y+ z=
Zx+y+ z=0 2 + ¥ P
x-y+ z=0 2x =2y +2:=0

©2x— y+5z2=0
Ix+2y=-3z2=0
x— y+4z=0

ool
Si I 4] determine A.
3 4

eef2
Si il =l determine A.

Demuestre que una matriz que tiene una fila o una columna
formados exclusivamente por ceros debe ser singular.

Determine todos los valores de a para los que la inversa de

1 1 0
A=|1 0 0
1 2 a

existe. ;Cudl es el valor dentro A~'?



17. Considere un proceso industrial cuya matriz es

2 1 3
A=|3 2 -1].
2 1 1

Determine la matriz de entrada para cada una de las si-

guientes matrices resultanies;
30 12

(a) [20 M) | 8
10 14

1
18. Supongaque A = [2 7].
(a) Determine A~".
(b) Determine (A7)~!. ;Cémo se relacionan (A7)~ y A~12

19. ;Lainversa de una matriz simétrica no singular siempre es
simétrica? Explique.,

2. @ (A+B)"'=A""+8""para1oda Ay B?
®) ((cA) " = ;A".parac #0?

21. ;Para qué valores de A el sistema homogénco

(= Ix+ 2y =0
A+ =1)y=0

tiene una solucién no trivial?

22, Si Ay B son no singulares, ;A + B, A - B, y -A son no sin-
gulares? Explique.

4 0 0
3. Sibh=|0 - 0|, determine D™'.

pacy [ 3] L D
2. SiA —[1 3|y8'=|3

25, Despeje x de Ax = b, si

_g] determine (AB)~".
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1
26. Sca A una matriz de 3 x 3. Suponga que x = [ 2]&
-3

una solucion del sistema no homogénco Ax = 0. ;A cs sin-
gular o no singular? Justifique su respuesta.

En los ejercicios 27 y 28, determine la inversa de la matriz por
bloques dada, A, y exprese A~ como una matriz por blogues.

5 2.0 ;
7. (3 1.0 B |,
0024 i

En los ejercicios 29 y 30, determine la inversa de cada matriz
binaria dada, si esto es posible.

S oW -
-oo o
e B

o1 1 0 1
29 (@ |1 1 0 ® 1t 1

1 0 0 01 0

110 0

1. I 41 0
©lo 1 1 1

0 0 1 1

0 1 1 1 0 0
3. @ |1 01 ® |11

110 10 1

0 1 1 0

00 1 I
@1y 0 0 1

1 1.0 0

En los ejercicios 31 y 32, determine cudles de los sistemas li-
neales binarios tienen solucion no rivial.

M. (@ x+y+z=0 (b) x =0
x +z=0 x+y+z=0

¥ =0 x +z=0

32, (a) x+ y =0 (b) y+z=0
x+y+z=0 x +z=0
y+3_=0 x4y =0

Ejercicios tedricos

T.1. Suponga que A y B son matrices cuadradas y que AB = 0.

Si B cs no singular, determine A.
T2, Demuestre ¢l corolario 1.2,

T3. Sca A una matriz de n x n. Demuestre que si A ¢s singu-
lar, el sistema homogéneo Ax = 0 tiene una solucién no
rivial. (Sugerencia: wtilice el teorema 1.12.)

TA4. Demuestre que la matriz

oo

es no singular si y sdlo si ad — be # 0. Si esta condicién

se cumple, demuestre que

d -b

ad —bc ad = bc
Al =

-C a

ad —bc ad - bc
TS. Demuestre que la matriz
sl send

—sené  cosd

es no singular, y calcule su inversa.
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T.6. Demuestre que la inversa de una matriz tnangular supe-
rior (inferior) no singular es triangular superior (inferior).

T.7. Demuestre que si A es singular y AX = b, b # 0 tiene una
solucién, entonces tiene una infinidad de soluciones. (Su-
gerencia; utilice el ejercicio T.13 de la seccién 1.5.)

T8. Demuestre que si A es una matriz simétrica no singular,
entonces A~ es simétrica.

T.9. Sea A una matriz diagonal con entradas de la diagonal
@1y, @32, . . . . Gpy, distintas de cero, Demuestre que A~ es
no singular y que A™' es una matriz diagonal con entra-

T.10. Si B= PAP™' exprese B°. B, . .., B* endonde k es un
entero positivo, en términos de A, P y i

T.11. Haga una lista de todas las posibles matrices binaras de 2
x 2,y determine cudles son no singulares. (Vea el ejerci-
cio T.13 de la seccién 1.2)

T.12. Si Ay B son matrices binarias no singulares de 3 x 3, jes

posible que AB = 07 Explique.

T.13. Determine cudles matrices binarias A,de 2 x 2, tienen la

propiedad de que A% = 0. (Vea ¢l cjercicio T.13 de la sec-

das de la diagonal l/ayy, l/ayn, ..., Va,,. cién 1.2.)
Ejercicios con MATLAB
Para emplear MATLAB en esta seccion, debe leer primero el ca- rrefl([A eye(size)))).
pitlo 10, hasta la seccion 10.5, ! 1 5
ML.1. Utilice MATLAB para determinar cudles de las siguientes (@) A= [g .:] b)A=|0 2 1
matrices son no singulares. Emplee el comando rref. > 10 0

[ 1 B

i I S i
b)A=|4 5 6

7 8 9]

[3 2. F
c)A=|4 5 6

7 8 0]

ML.2. Utilice MATLAB para determinar cudles de las siguientes
matrices son no singulares. Emplee el comando rref.

1 5 1 0 0
(a)A=[2 4] (b) A= |0 1 0

1 l 1
1 2 1
) A= |0 1 2
10 0

ML.J3. Utilice MATLAB para determinar la inversa de cada una
de las siguientes matrices. Emplee el comando
rref([A eye(size(A))]).

1 3 1 l 2
(a)A:[l 2] by A=1(2 1 1
1 2 1
ML.A4. Utilice MATLAB para determinar la inversa de cada una
de las siguientes matrices. Emplee el comando

MIL.S. Utilice MATLAB para determinar un entero positivo 1 tal
que (1] - A) sea singular.

( n 4 1 2
{n}A=|:3 ‘l] mA=|1 4 1
0 0 -4

En los ejercicios ML.6 a ML.9 se emplean matrices binarias y
los comandos adicionales que se describen en la seccién 10.9.

ML.6. Por medio de binreduce determine cudles de las matri-
ces binarias en los cjercicios 29 y 30 tiencn una inversa.

ML.7. Por medio de binreduce determine cudles de los siste-
mas lineales binarios en los ejercicios 31 y 32 tienen una
solucién no trivial,

ML.8. Por medio de binreduce determine cudles de las matri-
ces siguientes tienen una inversa.

' 1 1100 1
- 01 110
(@) o o0 10
L 111 01 1 1 1
0100 i T 0 T3

MLJ9. Sca B = bingen(1, 7, 3); esto es, la matriz cuyas colum-
nas son las representacioncs binarias con tres bits de los
enteros 1 a 7. Determine dos submatrices de 3 x 3 que
tengan una inversa, y dos que no tengan inversa,
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Ideas clave para el repaso

Método de eliminacién. Para resolver un sistema lineal |
se realizan las siguientes operaciones las veces que sean
necesanas:

1. Intercambiar dos ecuaciones.

2. Multiplicar una ecuacidn por una constante distinta de cero.

3. Sumar un miltiplo de una ecuacién a otra ecuacién.

Operaciones matriciales. Suma (vea la pigina 14); multi-
plicacién por un escalar (vea la pigina 15); transpuesta
(vea la pagina 16); multiplicacién (vea la péagina 23).
Teorema 1.1. Propiedades de la suma de matrices. Vea la pd-
gina 39.

Teorema 1.2, Propicdades de la multiplicacién de matrices.
Vea la pdgina 41,

Teorema 1.3, Propiedades de la multiplicacién por un esca-
lar. Vea la pdgina 45.

Teorema 1.4, Propiedades de la transpuesta. Vea la pagina
45.

Forma escalonada reducida por filas. Vea la pigma 62,
Procedimiento para transformar una matriz a una forma
escalonada reducida por filas. Véanse las pdgmas 56-57.
Procedimiento de reduccién de Gauss-Jordan (para resol-
ver ¢l sistema lineal Ax = b). Vea la pdgina 61.
Procedimiento de eliminacién gaussiana (para resolver el
sistema lineal Ax = b). Vea la pdgina 61.

® Teorema 1.8. Un sistema homogénco de m ccuaciones cn n

incGgnitas siempre tiene una solucién no trivial si m < n.

® Teorema 1.10. Propicdades de la inversa. Vea las paginas

83-84.

m Método préictico para determinar A™', Vea las péginas

85-86.

® Teorema 1.12. Una matriz de n x n es no singular si y sélo

si es equivalente por filas a [,,.

m Teorema 1.13, Si A ¢s una matriz de n x n, ¢l sistema ho-

mogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial si y sélo si A
es singular.

®m Lista de equivalencias no singular. Las siguientes afirma-

ciones son equivalentes:

1. Aes no singular.

2. x =0 cs la tinica solucion de Ax = 0.

3. Aesequivalente porfilas a [,

4, Fl sistema lincal Ax = b tiene una solucion tnica para ca-
da matriz b de n x 1.

Ejercicios complementarios

En

s e

El ol

los ejercicios | a 3, sean

Calcule 2A + BC, si csto cs posible.
Calcule A% — 2A + 31, si esto ¢s posible.
Calcule AT + B7C, si esto es posible.
{(a) Si A y B son matrices n x n, ;cudindo ocurre que
(A+BYA-B)=A’- B
(b) Sean A, By C matrices n x n lales que AC = CA y BC
= CB. Venifique que (AB)C = C(AB).

(a) Escriba la matriz aumentada del sistema lincal

X+2n-xn+ y= 7

2y — X + 2xy = —8.
(b) Escriba el sistema lineal cuya matriz aumentada es
3 2 -4
5 I

3 2:'6

6.5i
1 3 —2 5

2 1 3 2
Al ¥ 9 =1 g

-3 1 -8 1

determine una matriz C en forma escalonada reducida por
filas que sea equivalente por filasa A,

7. Determine todas las soluciones del sistema lineal

x4+y=—- 2=35
x4+ y+
x—y—2=3

» =
< =

8. Determine todas las soluciones del sistema lineal

X+ y=i+ wm 3
2xx— y—z42w= 4

-3y+z =2
=3x +3y+z-3w=-5
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9.

11.

12.

13.

14.

Ecuaciones lincales y matrices

Determine todos los valores de a para los que el sistema re-

sultante (a) no tenga solucién, (b) tenga una unica solucién
y (c) tenga una infinidad de soluciones

xX+y- z=3
x—-y+ 3z=4
x+y+(@ —-10)z=a.

Determime una ecuacién que relacione by, b, y b;,de modo
que el sistema lineal con matriz aumentada

1 1 =2:b
2 =1 =1:b
4 1 =55

tenga una solucién.

Si
5 3 1
A=|0 4 2
0o 0 4

y A = 4, determine todas las soluciones del sistema homo-
géneo (A; - Ax =0,
(Para qué valores de a es consistente el sistema lineal
Xy + = a
2x, +X2+3.‘l';=—30
3+ x4 4y = =2

De ser posible, determine la inversa de la matriz

1 2 3
2 35 3l
! 0 &

De ser posible, determine la inversa de l1a matriz

-1 2 1]
10 1.
-3 2 3

-

15.  El sistema homogéneo con matriz de coeficientes

1 2 -1
16.5i A= |3 4 2|y

17.

1 -1 3]
1 2 -3
2 1 0

-

tiene una solucién no trivial?

0 1 =2

0 1 1

1 o0 1],
-2 3 2
Despeje x en Ax = b si

iy

B'=

calcule (AB)™".

18.

19.

20.

21.

. Para qué valor(es) de A el sistema homogéneo
(A= Dx+ 2y=0
x4+ (A —=2)y=0
ticne una solucién no trivial?
Si A es una matriz de n x ny A* = 0, verifique que
Un-N"=5,+A+ A+ A%
Si A es una matriz de n x n no singular y ¢ es un escalar
distinto de cero, jcudl es el valor de (cA)™'?
(Para qué valores de a ocurre que el sistema lineal
x+y=3
S5x+5v=a
(a) no tiene solucién, (b) tiene exactamente una solucién,
(¢) tiene una infinidad de soluciones?

Determine todos los valores de a para los que los siguientes
sistemas lineales tienen solucion.

(@) x+2v+ z=a> () x+2y+ 1=4°
X+ y+3z=a x+ y+3z=a
Ix+4y+7z=8 x+4y+8: =8

Determine todos los valores de a para los que el siguiente
sistemna homogéneo tiene soluciones no triviales.

(1-ax +21=0
—ay+z=0
y—az =0.

Determine el niimero de entradas en o sobre la diagonal
principal de una matriz de k x k cuando (a) k = 2,
k=3 @©i=4(dk=n

Sea 0o 2
A= [0 5].
(a) Determine una matrizde 2 x k B # O, tal que AB = 0
parak = 1,2,3,4.
(b) ;La respuesta que dio al inciso (a) cs la Gnica posible?
Explique.
Determine todas las matrices 2 x 2 con entradas reales, de

la forma
a b
a=[5 2]
tales que A= b.

Una matriz A de n x n (con entradas reales) es una rafz
clgadru‘la de la matriz B de n x n {(con cntradas reales) si
A°=8B,

(a) Determine una raiz cuadrada de

st 1]

(b) Determine una rafz cuadrada de

1 0 o0
B=|0 0 0.
0 0 0



(c) Determine una raiz cuadrada de B = /.
(d) Demuestre que no existe una raiz cuadrada de

s=3 1]

28. Calcule la traza (vea el ejercicio complementario T.1) de
cada una de las siguientes matrices.

- 2 2 3
ta)[ ] ®l2 a4 4
2 3 5 b
1 0 0
@lo 1 o
0 0 |

29, Desarrolle una expresién sencilla para las entradas de A",
donde n s un entero positivo y

-
]
| [SREE—— |
=
[STER T
| I

Ejercicios tedricos 101

30. Como parte de un proyecto, dos estudiantes deben determi-
nar la inversa de una matriz A de 10 x 10. Cada uno reali-
za los cdlculos requeridos y entregan los resultados A y
As, respectivamente, a su instructor.
(a) ;Como deben ser los dos resultados? ; Por qué?
(b) ;Cémo se puede verificar ¢l trabajo de los estudiantes
sin repetir los cdlculos?

31. Calcule ¢l vector w para cada una de las expresionces si-

guientes, sin calcular la inversa de ninguna de las matrices
dadas.

(@) w=A"NC+Pv d)w=(F+24)C'v.

Ejercicios tedricos

T.1. SiA = [ay] es una matriz de n x n, entonces la traza de
A, Tr(A), sc define como la suma de todos los clementos

de la diagonal principal de A,
Tr(A) =ay +ayn+--* +ap.
Demuestre que

(a) Tr(cA) = ¢Tr(A), donde ¢ s un nimero real
() TH(A + B) = Tr(A) + Tr(B)
(¢) THAB) = Tr(BA)
(d) THAT) = Tr(A)
(e) THATA) >0
T2. Demuestre que si TNAAT)=0, A = O. (Vea e ejercicio T.1.)

T3. Sean A y B matrices de n x n. Demuestre que si Ax = Bx
para todas las matrices xden x 1, A =B,

T4. Demuestre que no existen matrices Ay B, de 2 x 2, tales

que
1 0
AB — BA = [0 I]'

TS, Demuestre que si A es antisimélrica (vea el ejercicio T.24
de la seccion 1.4), A* s antisimétrica para cualquier ente-
ro positivo impar k.

T.6. Seca A una matriz antisimétrica de n X n, y X un n-vector.
Demuestre que x” Ax = 0 para toda x en R".

T.7. Demuestre que toda matriz simétrica, triangular superior
(o inferior) es diagonal (vea el ¢jercicio T.5 de la seccion
1.2).

TS8. Sea A una matriz triangular superior. Demuestre que A es
no singular si y sélo si todas las entradas de la diagonal
principal de A son distintas de cero.

T9. Sca A una matriz de m x n. Demuestre que A ¢s equiva-
lente por filasa OsiysélosiA = 0.

T.10. Sean Ay B matrices de n % n equivalentes por filas. De-
muestre que A s no singular si y s6lo si B es no singular.

T.11. Demuestre que si AB s no singular, A y B son no singu-
lares. (Sugerencia: compruebe primero que B ¢s no sin-
gular, considerando cl sistema homogéneco Bx =0,y
utilice el teorema 1.13.)

T.12. Demuestre que si A es antisimétrica (vea el ejercicio T.24
de la seccién 1.4), los elementos de la diagonal principal de
A son todos iguales a cero.

T.13. Demuestre que si A cs antisimétrica y no singular, A" ¢s
antisimétrica.
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T.14. Si A es una matriz de n x n, entonces A es idempotente
siA?=A.
(a) Verifique que /, y O son idempotentes.
(b) Determine una matriz idempotente que no sea /, ni O.
(¢) Demuestre que la Ginica matriz de n x n idempotente
no singular es /,,,

T.15. Si A es una matriz de n x n, entonces A es nilpotente si

A* = O para algiin entero positivo k.
(a) Demuestre que toda matriz nilpotente es singular.
(b) Venfique que

0 1 1
A=|0 0O 1
o o0 0

es nilpotente.

{c) Si Acs nilpotente, demuestre que /, — A s no singu-
lar. [Sugerencia: determine (I, - A)~" en los casos
A'=0.k=1.2,...,ybusque un patrén.]

T.16. Sean A y B matrices idempotentes n x n. (Vea el ejercicio

T.14,)

(a) Demuestre que AB es idempotente si AB = BA,

(b) Demuestre que si A es idempotente, AT idempotente.

(¢) (A + B idempotente? Justifique su respuesta.

(d) Determine todos los valores de k para los que kA tam-
bién es idempotente.

Demuestre que el producto de dos matrices antisimétricas
de 2 x 2 es diagonal. (Es eslo cierto para matrices antisi-
métricas de n x n con n > 2?

TA7.

T.18. Demuestre el teorema 1.14,

En los ejercicios T.19 a T22, sean x v y matrices columna con n
elementos. El producto exterior de x vy y es el producto matri-
cial xy' que da como resultado la matriz de n x n

Ly iy X1 ¥
Xy X2 X2Ya
Xa}1 Xad2 Xy Va

T.19. (a) Forme el producto exterior de x y y, donde

1 4
x= |2 y y=1|5].

3 0
{b) Forme el producto exterior de x y y, donde
1 -1
2 0
il & =13
2 5
T.20. ;Cierto o falso? El producto exterior de X y ¥ e igual al

producto exterior de y y x.

T.21. Demuestre que Tr(xyT) = xTy. (Vea el gjercicio T.1.)

T.22. Demuestre que el producto exterior de X y ¥ es equivalen-
te por filas a O, 0 a una matriz con n — | filas de ceros.

T.23. Scaw una matrizde n x | tal que ww = 1. La matriz de

nxn
H=1,-2ww'

es una matriz de Householder. (Tenga en cuenta que una
matriz de Houscholder es la matriz identxdad mas un mil-
tiplo escalar de un producto exterior.)

(a) Demucstre que H es simétrica.

(b) Demuestre que H~' = H'.

)

Demuestre que todas las matrices B de 2 x 2, tales que
AB = BA, son dc la forma

b5 i)

donde r y 5 son niimeros reales cualesquiera.

T24, Sea

Examen del capitulo

1. Determine todas las soluciones del sistema lineal

X+ x4+ x]-—2x..z3
2+ xa+3n+2u=>5
— X214 x3+6x.=3.
2. Determine todos los valores de a para los que el sistema

lineal resultante (a) no tiene solucién, (b) tiene una tinica so-
lucién y (c) tiene una infinidad de soluciones.

x+ z= 4
2+ y+ Iz= 5
~3x =3y + (a* - 5a)z =a —8.

3. De ser posible, determine la inversa de la siguiente matriz:

1 2 -1
0 1 1
1 0 -1

4. Si
-1 =2
- [-2 2] '
determine todos los valores de A para los que el sistema ho-
mogéneo (Al> — A)x = 0 tenga una solucién no trivial.



5. () Si
(1
Atlt=1]0
1
y
i
B'=10
&
calcule (AB)~',
(b) Despeje x en Ax = b, si
1 0 =2
Al=12 1 3
4 2 5

1
0
1

-2

Examen del capitulo 103

6. Decida si cada una de las proposiciones siguientes es verda-

dera o falsa. Justifique sus respuestas,

(a) Si Ay B son matrices de n x n,entonces
(A+ BXA + B) = A+ 2AB + B

() Si u; y u; son soluciones del sistema lineal Ax = b,
entonces w = ju; + ju también cs una solucién de
AX=D.

(c) Si Aes una matriz no singular, entonces el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial.

(d) Un sistema homogéneo de tres ecuaciones con cuatro
incAgnitas tiene una solucién no trivial.

(e) Si A, By C son matrices no singulares de n x n,
entonces (ABO)™' = C'A-'B™1.
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EX] TEORIA DE GRAFICAS

Requisito. Andlisis de la seccion

La teorfa de grificas es un drea relativamente nueva de las matemidticas, que se utiliza am-
pliamente para formular modelos de muchos problemas en los negocios, las ciencias socia-
les y las ciencias fisicas. Estas aplicaciones incluyen problemas de comunicacion y el estudio
de organizaciones y estructuras sociales. En esta seccion presentaremos una muy breve intro-
duccion a la materia, que incluye su relacion con las matrices y la forma de emplear estos
conceptos elementales para elaborar modelos de algunos problemas importantes.

GRAFICAS DIRIGIDAS

DEFINICION  Las gréficas dirigidas (conocidas también como digréficas) son conjuntos finitos de
puntos Py, Pa. ..., P, llamados vértices o nodos, junto con conjuntos finitos de arcos
(aristas o lados) dirigidos,cada uno de los cuales une un par ordenado de vértices dis-
tintos. De acuerdo con lo anterior, la arista dirigida P P; es diferente de la arista dirigi-
da P;P;. Observe que en una digrifica podria no haber una arista dirigida del vértice P;
a alguno de los otros vértices, y vicevensa. Por otro lado, ninguno de los vértices de una
digrafica puede estar unido a é1 mismo por medio de una sola arista dirigida, pero si
mediante otros vértices. Expresamos esta propiedad diciendo que no hay bucles (o la-
20s). Ademds, supondremos que no hay aristas dirigidas miltiples que unan a cuales-
quiera dos vértices.

EJEMPLO 1 La figura 2.1 muestra cuatro ejemplos de gréficas dirigidas. La digréfica de la figura

2.1(a) tiene véntices, P}, P, y Py,y aristas dirigidas, PP, y P,Py; 1a digrifica de la fi-
gura 2.1(b) tiene vértices Py, P2, Py y Py y aristas dirigidas PP, y Py P la digréfica de
la figura 2.1(c) tiene vértices Py, P>y P3 vy aristas dirigidas PP, PiPy y P3Py; la di-
grafica de la figura 2.1(d) tiene vértices P, P, y Py y aristas dirigidas P,P|, P,P;, P\ P;
y P3Py, Un par de aristas dirigidas como P P; y P3P, se indican por medio de un seg-

menlo recto o curvo con una flecha de doble punta, Py «—» Ps, m
Figura 21 » Py '-‘ Py~ - Py - P,
a P, s I’S ;
] \ f
; : nd
P, -' —et Py . - "'P|
(%) (b) 9] )

104
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EJEMPLO 2

P, P
— 1}
\
o “p
P, 3
Figura 2.2 A

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

n T
-— .
F
T,
- -
r‘ N
o T, .
n
Figura 2.3 A
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Si G es una digréifica que tiene n vértices, la matriz A(G) de n x n, cuyo elemento i, j
es 1 si existe una arista dirigida de P; a P; y 0 en caso contrario, es la matriz de adya-
cencia de G. Observe que A(G) no es necesariamente una matriz simétrica.

Las matrices A, B, C'y D son, respectivamente, las matrices de adyacencia de las digré-
ficas de la figura 2.1 (verifique).

=
x
P
x

P P P
o0 1 1 o0
i Alo 0o o0 o
A=p, |l 0o o 1|, B=* :
Alo o o i I
: plo 0 0 o0
P, Py, P P, P P
plo 1 1 plo 1 1
c=p|0 0 0] D=p |0 0 1
Al1 0 0 Al1 0 0

Por supuesto, a partir de una matriz dada cuyas entradas son ceros y unos (sélo hay
ceros en las entradas de la diagonal), podemos obtener una digrifica cuya matnz de ad-
yacencia sea la matriz dada.

L.a matriz
P, P Py Py
T2 1 & 1
PO 0 1 |1
PBL1l O 1 O
es la matriz de adyacencia de la digrifica que se muestra en la figura 2.2, |

Una liga de boliche consta de siete equipos: Ty, 75, . . ., T;. Suponga que después de
cierto nimero de juegos tenemos la siguiente situacion:

Ty vencié aTy y Ts, y perdié contra T5;
T> vencié a Ts,y perdié contra Ty y T5;
Tyvencib a Ty y 75, y perdi6 contra T'y;
Ty vencié a T4, y perdié contra T5;

Ts perdié contra T\ y T,

T, no ha jugado;

T-} vencio a Td'

Con la informacién anterior obtenemos la digréfica de la figura 2.3, donde 7; — 7 sig-
nifica que 7 venci6 a T;. el

Las digraficas pueden utilizarse en muchas situaciones, incluyendo problemas de
comunicaciones, relaciones familiares, estructuras sociales, mapas de calles, diagramas
de flujo, problemas de transporte, circuitos eléctricos y cadenas ecolégicas. Tanto en las
siguientes pdginas como en los ejercicios analizaremos algunos de estos casos,
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EJEMPLO 5

'P!
A
G o J e
p~___—>"
Py ™N Py ¥
N\ _I't J
P4
Figura 2.4 A

EJEMPLO 6

Figura 2.5 A

Aplicaciones de ecuaciones lineales y matrices

MODELOS EN SOCIOLOGIA Y COMUNICACIONES

Suponga que tenemos n individuos Py, P>, . .., Py, algunos de los cuales tienen rela-
adén entre sf. Daremos por sentado que ninguno de ellos tiene relacién consigo mismo.
Algunos ejemplos de estas relaciones son:

1. P;jtiene acceso a P;. En este caso, puede suceder 0 no que si P; tiene acceso a Pj,
tlambién P; tenga acceso a P;. Por ejemplo, muchos teléfonos de emergencia en las
autopistas permiten que el viajero llame a una estacién de auxilio cercana, pero no
que la estacion se comunique con el viajero. Este modelo se representa mediante una
digrafica G como sigue. Sean Py, P, . . ., P, los vértices de G; tracemos una arista
dirigida de P; a P; si P; tiene acceso a P;. Es importante observar que esta relacion
no necesariamente es transitiva. Es decir, P; puede tener acceso a P; y P; puede te-
ner acceso a Py, pero no necesariamente P; tiene acceso a Pj.

. P;influye en P;. Esta situacion es idéntica a la del punto 1: si P, influye en P;, P; po-
dria influir en P;, pero no necesariamente.

. Para cada par de individuos P, P;, P; domina a P;0 P; domina a P;, pero no es po-
sible que ambos sean dominantes. La grifica que representa esta situacion es la di-
grifica completa con n vétices. Tales gréficas suelen denominarse grificas dirigidas
(0 digréficas) de dominancia.

Suponga que seis individuos se han reunido en sesiones de terapia de grupo durante mu-
cho tiempo, y el moaderador, que no es parte del grupo, ha trazado la digrafica G de la
figura 2 4 para describir las relaciones de influencia entre ellos. La matriz de adyacen-
cgade Ges

Ph P, P Py P P

PO 0 0 0 1 07
Blo 0o 0 0o 1 0
Al 1 0 0 1 0
AG)=Dplo 1 0 0 1 0
o 0 0 0 o o

Lo 1 0 1 0 o)

Al observar las filas de A(G), vemos que P; tiene tres unos (1) en su fila, de modo
que P; influye en tres personas (mds que cualquier otro individuo). En consecuencia,
P; seria declarado lider del grupo. Por otro lado, P no influye en persona alguna del

grupo. |

Considere una red de comunicacion cuya digrifica G se muestra en la figura 25. La
matriz de adyacencia de G es

PR P, Py Py Ps Py
o o o o 1 o]

PO 0 0 0 1 1

AG) = B|V 1 00 10
PBlO 1 0 0 1 1

Ps|lO 1 0 0 0 1
PL1 O 1 0 0 0]
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Aunque la relacion “P; tiene acceso a P;” no es necesariamente transitiva, pode-
mos hablar de un acceso en dos etapas. Decimos que P; tiene acceso en dos etapas a
Py si encontramos un individuo P; tal que P; tiene acceso a P;y P;tiene acceso a Py. De
manera similar, P; tiene acceso en r etapas a Py s podemos determinar r — | individuos
Py,..., P, _, ,tales que P; tiene acceso a Pj,, P; tiene accesoa Py,..., P; , tie-
ne acceso a P,y P, tiene acceso a Pj. Algunos de los r + 1 individuos
P, Pj,.... P;_,, Py pueden ser iguales.

A partir de lo anterior es posible establecer el siguiente teorema, cuya demostra-
cion omitiremos.

m Sea A(G) la matriz de adyacencia de una digrdfica G, y sea B, la r-ésima potencia de

A(G):

[A(G)Y =B, =[4]].

. s (r) .
Entonces, el elemento i, j de B,, b, es el nimero de formas en que P, tiene acceso a
Pjenr etapas. |

La suma de los elementos de la j<€¢sima columna de [A(G)]" proporciona el niime-
ro de formas en que P; puede ser alcanzado por los demds individuos en r etapas.
Si hacemos

AG) + [AGF + - + [AG)] = C = [¢y), (1)

entonces ¢;; es el nimero de formas en que P; tiene acceso a Pjen una, dos, . .. 0 r etapas.

De manera similar, podemos hablar de dominio en r etapas, de influencia en r eta-
pas, y asf sucesivamente. También podemos utilizar este modelo para estudiar la propa-
gacion de un rumor. Asf, ¢; en (1) es el nimero de formas en que P; ha propagado el
rumor hasta P; en una, dos, . . ., o r etapas. En la relacion de influencia, la influencia
en r etapas muestra el efecto de la influencia indirecta.

J|3L KO Si G o la digrifica de la figura 2.5, encontramos que

Ph P»r 3 Py Ps P
PTO 1 0 0 0 1 7]
Al1 1 1 0 0 I
, _PAB|O0 1 0 0 2 2
[AGH = p 11 1 1 0 1 2
L1 0 1 0 1 1
PL1 1 0 0 2 o]
y
P P, Py Py Ps Ps
PpTo 1 0 0 l 17
P 1 | 1 0 | 2
» 1 2 0 0 3 2
AG) +[AG) = C= 2 1 2 1 0 2 3
P |1 A 1 0 1 2
RlL2 1 1 0 2 o]

Como ¢35 = 3, hay tres formas en que P3 tiene acceso a Ps en una o dos etapas: P3
4P5.P3#P3%P5)'P3%P|%P5. | |
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EJEMPLO 8

EJEMPLO 9

Aplicaciones de ecuaciones lineales y matrices

Al estudiar estructuras organizativas, con frecuencia encontramos subconjuntos de
personas en los que cualesquiera dos individuos estdn relacionado entre sf. Este es un
ejemplo de un clan, término que definimos a continuacion.

En una digrifica, un clan es un subconjunto § de vértices con las siguientes propiedades:

(a) S contiene tres 0 mas vértices.

(b) Si P;y P;estin en §, existe una arista dirigida de P; a P; y una arista dirigida de P;
aP;.

(c) No existe un subconjunto 7' de vértices que satisfaga la propiedad (b) y que conten-
ga a$ [es decir, § es un subconjunto maximal que satisface (b)].

Considere la digrifica de la figura 2.6. El conjunto {P,, P>, P3} satisface las condicio-
nes (a) y (b) anteriores, pero no es un clan, pues no satisface la condicién (¢). Es decir,
{P,, P, Py} estd contenido en {P|, P,, P5, P4}, el cual satisface las condiciones (a), (b)

y (c). En consecuencia, el tinico clan en esta digrifica es {Py, P,, P3, P4}. =
Py P, Ps
o '?\. N\
P: L -;'\P‘ P; .: | \.,-' 1’ Pﬁ
,""pﬂ
\:-" A |
L] -
P, Py ‘;’
Figura 2.6 A Figura 2.7 A

Considere la digrifica de la figura 2.7. En este caso tenemos dos clanes:

{P1. Py, Py, Ps} y {P4, Ps, Pe}.

Ademds, P4 pertenece a ambos clanes. L]

Es dificil determinar los clanes en el caso de digréificas de gran tamaiio. El siguien-
te método es til para detectar clanes y puede implementarse con facilidad en una compu-
tadora, Si A(G) = [a,-jl es la matriz de adyacencia de una digréfica, formamos una nueva
matriz § = [.f,'j]?

S,‘j:Sﬁ:l si

a,;;: ﬂ;’,‘: l:

en caso contranio, hacemos s;; = 53 = 0. Asf, 5 = 1 si P;y P tienen acceso uno al otro; en
caso contrario, Sy = 0. Observe que S es una matnz simétrica (§ = ST).
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S|4 Ke RVl Considere una digrifica con matriz de adyacencia

A(G) =

>
S —— =2
—_——o -0 7
—o—o == F
—_— e = - T
S ———— T
]

) D

Entonces,

Py
Py
Py
Py
Ps
Py

o = = O 0O O
- -
— 0 = D o= O
-
_0 0 D e e

L . |

De acuerdo con ello, puede demostrarse el siguiente teorema.

Sean A(G) la matriz de adyacencia de una digrdfica 'y S = [s;;] la matriz simétrica de-

(3

finida previamente, con S* = [5:,'-“ |, donde |5} ), es el elemento i, j- de S*.Entonces,

. : . 3 o
P; pertenece a un clan si y sélo si la entrada diagonal, sf j’ s positiva. @

Consideremos brevemente por qué nos interesan las entradas diagonales de S° en
el teorema 2.2. En primer lugar, observe que la entrada diagonal s:;-“de s propou;%iona el
nimero de formas en que P; puede tener acceso a sf mismo en tres elapas, Si s‘,-’ >0,
hay por lo menos una forma en que P; tiene acceso a si mismo. Como una digréfica
no tiene bucles, este acceso debe pasar por dos individuos: P; — P;— Py — P;. Asi,
s;; # 0. Pero s; # 0 implica que s;; # 0,de modo que P; — P;. De manera similar, cua-
lesquiera dos de los individuos en {P;, P;, P;} tienen acceso uno al otro. Esto significa
que P;, P;y P pertenecen al mismo clan. La direccién opuesta (si P; estd en un clan,

entonces 5}‘:" > () se deja como ejercicio.

H procedimiento para determinar un clan en una digréfica es el siguiente.

Paso 1. Si A = [ay)] es la matriz de adyacencia de la digréfica dada, calculamos la
matriz simétrica § = [s;;], donde

sy=s;i=1 si agy=a3=1,

y s;; = Oen caso contrario.

Paso 2. Calculamos S° = Is:;' 1

Paso 3. P, pertenece a un clan si y sélo si sf;’ es positivo.
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EJEMPLO 11 Considere la digréfica de la figura 2.8, cuya matriz de adyacencia es

P P, P, Py P
PO 1 1 0 1
P10 0 0 1
AG)=m|1 0 0 1 0
PO 1 1 0 0
i g PL1 0 0 0 0
r - 3 Entonces (verifique)
i PP b P3 Py Ps
i pCrO0 11 0 1
. p, Pl 1 0 0 0
: - S=m|1 0 0 1 0
v é- PRlO 0O 1 0 0
Ps Py L1 0 0 0 0
Figura 2.8 A y B OB R B R
PO 3 4 0 3
13 0 0 1 0
S=mPr14 0 0 2 0
PO 1 2 0 1
P33 0 0 1 0

Como cada entrada diagonal de S es igual a cero, concluimos que no hay clanes. ®

G JKeMPFA  Considere la digrifica de la figura 2.9, cuya matriz de adyacencia es

P, Py Py Py Ps
PATO O 1 1 1

PO 0 1 0 1

2, r, AG) =P 1 0 0 0 1

A PO 0 1 0 1

\ : _ Pl 1 1 0 0

Entonces (verifique)

 p PrL P, Py Py Ps

i PATO 0O 1 0 I
= PO 0 0 0 |
\ S=P|1 0 0 0 |

P, PO 0O 0 0 0

P11 1 0 0

Figura 2.9 A y

P, P, P, P, P

Pr2 1 3 0 4

P,l1 0 1 0 3

$=P|3 1 2 0 4

PRlO 0 0 0 o0

Ps|L4 3 4 0 2

Como 5y, $33 Y 555 s0n positivos, concluimos que Py, P; y Ps pertenecen a algin clan;
de hecho, forman el dnico clan en esta digréfica, ®
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Consideremos ahora el concepto de digrifica (o grifica dingida) fuertemente conexa.

En una digréfica, una trayectoria (o camino) que une a dos vértices P, y P, es una su-
cesion de vértices distintos P, P,, Py, P, ..., P, P, y aristas dirigidas PP, PP, ...,
P P;.
Considere la digréfica de la figura 2.10. La sucesién

P, —» Py — Py — Ps
es una trayectoria. La sucesion

Pr— P3— Pyg— P —+ Py

no es una trayectoria, pues se repite el vértice Ps. Bl
P - Py
Figura 2.10 » 1".\ e '\..
P.: s ?‘:‘ P,
g
Py
~J
Py

DEFINICION

La digréfica G es fuertemente conexa si para cualesquiera dos vértices distintos P; y
P existe una trayectoria de P; a P; y una trayectoria de P;a P;. En caso contrario, G no
es fuertemente conexa.

Un ejemplo de una digréifica fuertemente conexa son las calles de una ciudad.

En ¢l caso de muchas digrificas, determinar si son 0 no fuertemente conexas resul-
ta tedioso. En primer lugar, observe que si nuestra digrdfica tiene n vértices, el nimero
de aristas en una trayectoria de P; a P; no puede exceder n — 1, pues todos los vérti-
ces de la misma son distintos y es imposible recorrer mds vértices que los n de la digra-
fica. Si [A(G)Y = [b}]'], entonces b{}’ es el nimero de formas de ir de P; a Pjen r
etapas. Una forma de ir de P; a P; en r etapas no es necesariamente una trayectonia, pues
podria tener vértices repetidos. Si éstos y todas las aristas entre ellos se eliminan, real-
mente obtenemos una trayectoria entre P; y P;con no mis de r aristas. Por ejemplo, si
tenemos P, —+ Py — Py — Py — P, — Pg, podemos eliminar el segundo vértice P, y
todas las aristas entre los vértices P, obteniendo la trayectoria Py — P> — Ps. Por lo
lanto, si el elemento i, j- de

[AG)] + [AGP + - + [AG)]"
es igual a cero, entonces no hay una trayectoria de P; a P;. De acuerdo con lo anterior,

el siguiente teorema, la mitad de cuya demostracion acabamos de bosquejar, proporcio-
na un criterio para las digraficas fuertemente conexas.

Una digrdfica con n vértices es fuertemente conexa si y solo si su matriz de adyacen-
cia A(G) tiene la propiedad de que la matriz

[AG)] + [AGP +- -+ [AG)" ' =E

no tiene entradas iguales a cero. ]



112 Capitulo 2 Aplicaciones de ecuaciones lineales y matrices

B procedimiento para determinar si una digréfica G con n vértices es fuertemente
conexa e¢s el siguiente.

Paso 1. Si A(G) es la matriz de adyacencia de la digrifica, calculamos
(AG)] + [AG) + - + [AG)' ' =E.

Paso 2. G es fuertemente conexa si y sélo si E no tiene entradas iguales a cero.

H|3 UKo RMEN Considere la digrifica de la figura 2.11. La matnz de adyacencia es

Py
,r}’\‘ —
s\
/ \ -~
P
L | :
\I .‘\ .
\ A /
\ J,r" .'\_\ I"I
| \ J
I. f > o --“X/
‘.!{;'___,,-—-' - Pg
P,
Figura 2.11 A

Lecturas adicionales

_.—'__:PPJ

P P, Py Py Ps

PO 1 0 1 0

3 L I | 1 0

AG =P |0 0 0 1 1

Py | 0 1 0 0

Ps L O 1 0 | 0

Entonces (verifique)

P, P, P, Fy PFs
PrS 5 7 10 3
P|5S 4 8 10 3
AG)+AGPHAGP+HAGF=E=P| 5 4 7 10 4
Ps| 5 4 7 10 4
Ps| 5 § 7 10 3

Como todas las entradas de E son positivas, la digrifica dada es fuertemente conexa.
B

Este enfoque sirve, por ejemplo, para rastrear la propagacion de un contaminante
en un grupo de individuos; si hay una trayectoria de P;a P;, d contaminante puede pro-
pagarse de P;a P;.
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tions, 2001.
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Press, 2004.

CHARTRAND, GARY y P. ZHANG, Introduction to Graph Theory, Nueva York: McGraw-
Hill, 2004.

JounstoNn, J.B., G. PrICE y ES. VAN VLECK, Linear Equations and Matrices, Reading,
Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Company, Inc., 1966.

KoLman, B.,R.C. BusBY y S. Ross, Discrete Mathematical Structures, 5a. ed., Upper
Saddle River, Nueva Jersey: Prentice Hall, Inc., 2004,

ORE, O., Graphs and Their Uses, 2a. ed. revisada, Washington, D.C.: Mathematical As-
sociation of America, 1996,
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TUCKER, ALAN, Applied Combinatorics, 4a. ed., Nueva York, Wiley, 2002,
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Grifica dingida (digrifica) Matnz de adyacencia Clan
Vértices (o nodos) Grificas (o dignificas) de dominancia  Fuertemente conexa
Arcos (aristas o lados) dirigidos Acceso en dos etapas

2.1 Ejercicios

1. En cada caso, trace una digrifica determinada por la
matriz dada.

0 1 0 0 0
0 0 1 1 0
@1t 0o o 1 1
1 1 0 0 1
i 0o 1 1 o
0 1 1 1
I 0 0 1
®f 1 0o o
o 1 0 o

2, Escriba las matrices de adyacencia de cada una de las
digrificas dadas.

P P,
'I-'.\“. E P .Pl
/ - —— p.
P.lo‘; — X \'? Py P"\_’ \ f . -7 ’
/ i ‘\1"/_. - I.
5 / i '---.,f'_a*_-_,_ ....'
.' —
S o P,

(a) (b)

3. Considere un grupo de cinco personas, Py, Py, Py, Py y
Ps, que estidn encargadas de operar una estacién climato-
I6gica en una isla remota, Sc han observado las siguientes
interacciones sociales entre ellas:

P, sc lleva bicn con Py, Py y Py.

P; se lleva bien con Py y Ps.

Py se lleva bien con Py, P> y Py.

Py se lleva bien con Py, Py y Ps.

Ps sc lleva bien con Py,
Trace una digrifica G que describa esta situacién. Escriba
la matriz de adyacencia que representa a G.

4. (Cuales de las siguientes pueden ser matrices de adyacen-

cia de una digrifica de dominancia?
0 1 1
0 0 1 1
@lo o o o
o 0 1 o
0 0 1 0 0
1 0 1 0 |
»lo o o o 1
1 1 1 0 1
1 0 0o o0 o

5. Los siguientes datos han sido recopilados en un estudio
socioldgico de seis personas:

60

Carter influye en Smith y Gordon.

Gordon influye en Jones.

Smith se ve influenciado por Peters.

Russell se ve influenciado por Carter, Smith y Gordon,
Peters se ve influenciado por Russell.

Jones influye en Carter y Russell.

Smith influyc en Jones.

Carter se ve influenciado por Peters.

Peters influye en Jones y Gordon.

(a) ;Quién influye sobre mds personas?
(b) ;Quién se ve influenciado por mds personas?

Considere una red de comunicacion entre cinco indivi-
duos, descrita con matriz de adyacencia

A P A PBH
P, ] | 1 1 |
P o o0 o0 1 |
P 0 | 0 | 0
PPl O O 0 0 1
Ps 1 0 1 0 0

(a) ;De cudntas formas tiene acceso P> a Py por medio de
un individuo?
(b) ;Cudl es el nimero minimo de personas por medio de
las cuales P; tiene acceso a s{ misma?
Considere la siguiente relacion de influencia entre cinco
individuos.
Py influye en P>, Py y Ps.
P, influye en Py y Py
Py influye en Py y Py.
P, influye en Ps.
Py influye en Py y P5.

(a) ;jPuede P influir en P, en dos etapas como mdximo?

(b) ;De cuintas formas influye Py en Py en exactamente
tres ctapas?

(c) ¢De cuidntas formas influye Py en P; en una, dos o
tres ctapas?

En los ejercicios 8 a 10, encuentre un clan —si lo hay— para
la digrdfica con la matriz de adyacencia dada.

O - -
o——20
-~
—_ - —-c
o000 -
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-0 1 1 0 1 | 1 0 o0
1 0 0 0 0 0 0 0 | 0 0
0 ] 4] 1 0 (4] (b) |1 0 0 0 0
%211 o o o 1 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0
-1 0 1 | | 0
-0 | | 0 | 13. Determine si la digrdfica con la matriz de adyacencia dada
1 0 I 1 I es fuertecmente conexa.
.10 0o o 1 o % 0 1t 1 11
b, 4 & o d 10 1 1 0
o 1 0 1 0 @fo 1 0o 0o o
11. Considere una red de comunicacion entre cinco individuos, 0 ! 0 0 !
descrita con la matniz de adyacencia L1 ! 0 0 0]
0 0 0 0 1]
b LB IR
& 6 & 1 b ®Jjo 1 0o o0 1
1 1 0 0 0 1 0 0 ¢ 0
0 0 { I 0 0o 0 0 | 0.
(a) (P3 puede enviar un mensaje a Py en dos ctapas cuan- 14, Un grupo de cinco acrdbatas realiza una pirdmide humana,
do mucho? en la cual debe haber una trayectoria de soporte entre cua-

(b) (Cudl es ¢l nimero minimo de clapas que garantizard
que cada persona puede enviar un mensaje a cualquic-
ra otra (que no sea ella misma)?

(€) {Cudl es el nimero minimo de ctapas que garantizaria
que cada persona puede enviar un mensaje a cualquie-
ra otra (inclusive ella misma)?

12. Determine si la digrifica con la matniz de adyacencia dada
es fuertemente conexa.,

({] | 1

(a) 1
0

D e =

-_—0Q 00

—_0 0 O -

(=~ —~

lesquiera dos personas distintas, pues de lo contrario la
pirimide cacrd. En la siguicnte matriz de adyacencia, a;; = |
significa que P; soporta a P

O =0 =0

|
0 | |
0 0 1 ¢ Quién puede retirarse de la pirdimide sin provocar que és-
0 l 0 ta se caiga?

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que una digrifica que tiene aristas dirigidas
PP;y PP;no puede ser una grifica de dominancia.

T.2. Demuestre ¢l teorema 2.1.
T3. Demuestre el teorema 2.2,

Ejercicios con MaTLAB

En MATLAB, Los operadores + y » permiten calcular sumas y
potencias de una marriz, Por lo tanto, los cdiculos de los reore-
mas 2.2 y 2.3 pueden realizarse fdcilmente en dicho software.

ML.1. Resuelva el ejercicio 8 utilizando MarLAB,
ML.2. Determine un clan —si lo hay — para la digrifica con
la siguicntc matriz de adyacencia:

—_0 0 -0

e B ™

= ==

-0 0 -0

1
0
U I
1
0

ML.J3. Resuclva el gjercicio 13 utilzando MATLAB.
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¥ CIRCUITOS ELECTRICOS

I+
1l
1

a

Figura 2.12 A

equisito. | ectura de la seccion | Soluciones de sistemas de ecuacione
Requisito. 1 et | D ' tet

En esta seccion presentaremos las leyes basicas del andlisis de los circuitos eléctricos,
y luego las emplearemos para analizar circuitos eléctricos formados por baterias, resis-
tores (resistencias) y cables.

Una bateria (o pila) es una fuente de comiente directa (o voltaje) en el circuito;
una resistencia es un dispositivo, como un foco, que reduce la corriente en un circui-
to y convierte la energia eléctrica en energia térmica, y un cable es un conductor que
permite el libre flujo de comiente eléctrica. Un circuito eléctrico sencillo es una cone-
xién cerrada de resistencias, baterfas y cables. Cuando los circuitos se representan por
medio de diagramas, las baterias, resistencias y cables se denotan como sigue:

t o NN~
T
Baterfas Resstencias Cables

La figura 2.12 muestra un circuito eléctrico sencillo, formado por tres baterfas y cuatro
resistencias, unidas mediante cables.

Las cantidades fisicas que se utilizan al analizar los circuitos eléctricos son la co-
miente, la resistencia y la diferencia de potencial eléctrico en una bateria. La diferencia
de potencial eléctrico se mide en voltios (V) y se denota mediante E. La corriente se de-
nota con / y se mide en ampenios (A). La resistencia se denota con R y se mide en ohms
(| ). Estas unidades se relacionan mediante la ecuacién

Un voltio = (un amperio) x (un ohm),

La diferencia de potencial eléctrico de una baterfa se considera positiva si se mide de
la terminal negativa () a la positiva (+), y negativa cuando se mide de la terminal po-
sitiva (+) a la negativa (—). La diferencia de potencial eléctrico en una resistencia (de-
notada mediante V), depende de la corriente que fluye por ella y de la resistencia que
ofrece y estd dada por la ley de Ohm:

V=%IR.

El signo negativo (—) se usa cuando la diferencia en la resistencia se mide en direccion
del flujo de comriente, y se utiliza el signo positivo (+) cuando la diferencia en la resis-
tencia se mide en direccion opuesta al flujo de corriente.

Todos los circuitos eléctricos constan de ciclos de voltaje y nodos de corriente. Un
ciclo de voltaje es una conexidn cerrada dentro del circuito. Por ejemplo, la figura 2.12
contiene los tres ciclos de voltaje

a—+b—rc—>f—ra,

c»>d—se—>f—c

a—>b—s>c—>d—e—f—a.

Un nodo de corriente es un punto donde se encuentran tres o mas segmentos de cable.
Por ejemplo, la figura 2.12 contiene dos nodos de corriente en los puntos

c y L

Los puntos, @, b, d y e no son nodos de corriente, pues en ellos sélo se encuentran dos
scgmentos de cable.
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EJEMPLO 1

R o= 00
E, =120V

& =D
N
I .
A
Figura 2.13

s L amy

Las leyes fisicas que gobieman el flujo de corriente en un circuito eléctrico son la
conservacion de la energia y la conservaaén de la carga.

e La conservacion de la energia se establece en un resultado conocido como ley de
voltaje de KirchhofT: en torno de cualquier ciclo de voltaje, la diferencia total
de potencial eléctrico es igual a cero.

e La conservacion de la carga se establece en un resultado que se conoce como ley
de corriente de Kirchhof¥: en cualquier nodo de corriente, el flujo de todas las co-
mientes que llegan al nodo es igual al flujo de todas las corrientes que salen del no-
do. Esto garantiza que la carga en un nodo no aumenta ni disminuye, de modo que
el flujo de corriente es estacionario a lo largo del nodo.

Ahora podemos aplicar estas ideas, y los métodos para resolver sistemas lineales,
a la resolucién de problemas relacionados con los circuitos eléctricos. Estos problemas
tienen el siguiente formato general: en un circuito con baterfas, resistencias y cables,
determinar todos los valores desconocidos de la diferencia de potencial eléctrico en las
baterias, de las resistencias y de las corrientes, dados algunos valores, suficientes para
calcular los valores desconocidos. El siguiente ejemplo ilustra lo dicho en el parrafo an-
terior, para un caso en el cual las incégnitas son las corrientes.

La figura 2.13 muestra el circuito de la figura 2.12, en el que las baterias tienen los po-
tenciales eléctricos indicados, medidos de la terminal negativa a la positiva, y las resisten-
cias tienen los valores senalados. El problema consiste en determinar las corrientes que
fluyen por cada segmento del circuito.

Primero asignamos incégnitas para las corrientes en cada segmento del circuito
que comienza en cierto nodo y termina en algdn otro (sin nodos intermedios). Por ejem-
plo, en la figura 2.13, asignamos / al segmento f— a — b — ¢, I; al segmento f— ¢,
¢ /3 al segmento ¢ — d — e — f. Ademids, asignamos direcciones arbitrarias a estas
corrientes, como indican las flechas de la figura 2,13, Si la direccién asignada es co-
mecta, ¢l valor de corriente que se obtenga serd positivo; si es incorrecta, ¢l valor de
corriente serd negativo. Este dltimo caso indica, por lo tanto, que la direccién real del
flujo de comiente es justamente la opuesta a la asignada originalmente. Utilizando la ley
de la corriente de Kirchhoff (la suma de las corrientes de entrada es igual a la suma de
las corrientes de salida) en los puntos ¢ y f, tenemos

,| +13=13

f_‘=f] +’2. (I)

respectivamente. Como estas dos ecuaciones contienen la misma informacién, s6lo ne-
cesitamos una de ellas. En general, si un circuito tiene n nodos, la ley de la comriente de
Kirchhoff proporcionard n — 1 ecuaciones (tiles y una ecuacién que es una combina-
cion lineal de las otras n — 1.

A continuacion nos valemos de la ley de voltaje de Kirchhoff. Partimos del punto
a y nos movemos por la bateria de (—) a (+) hasta el punto b,de modo que la diferen-
cia de potencial es +40 V. Al ir del punto b a punto ¢ por la resistencia de 5 €, se tie-
ne una diferencia de patencial de —5/;. Al ir del punto ¢ al punto f por la bateria de 120V
y una resistencia de 10 © se tiene una diferencia de potencial de —120 V (a lo largo de
la bateria) y una diferencia de potencial de +10/; (a través de la resistencia). Por alti-
mo al ir del punto fal punto a@ no hay diferencia de potencial, En resumen, al aplicar la
ley de voltaje de Kirchhoft en el cicloa — b —» ¢ — f—» a, oblenemos



Sec.22 Circuitos eléctricos 117
(+E) + (—Ri) + (—Ey) + (+R2[) =0

(+40) + (—=51) + (—120) + (101,) =0,
es decir,
I — 2L =—16. (2)

De manera andloga, al aplicar la ley de voltaje de Kirchhoff enel cicloc —» d — ¢ —
f— ¢, obtenemos

(=R3l3) + (+E3) + (—Ral3) + (—Raf2) + (+E3) =0

(—205) + (+80) + (—=305) + (—10D) + (+120) =0.
Esto se simplifica a 10/; + 5075 = 200, 0
fz ¢ B 5!3 =20, (3)

Observe que la ecuacion resultante del ciclo de voltajea —+ b—>c > d-—> e — f—
a s convierte en

(+E) + (—R)) + (—R3l3) + (+E3) + (—Ry) =0

('1'40) + ("5‘]) -+ ('20’1) - (+80) = ("30]3) = 0.
lo cual se simplifica a
I+ 1015 =24,

Pero esta ecuacién es justamente la combinacién lineal Ecuacion (2) -+ 2 Ecuacién (3)
y, por lo tanto, no proporciona nueva informacién; en consecuencia, es redundante y se
puede omitir. En general, un ciclo exterior mayor,comoa—+b—+c¢c—>d—>e—>f—>a
no proporciona nueva informacion si todos sus ciclos interiores,comoa — b — ¢ —
f—ayc— d— e— f— c,yahan sido incluidos.

Las ecuaciones (1), (2) y (3) conducen al sistema lineal

11 =1 [n 0
1 =2 0||Rr|=|-16
0 1 s5||n 20

Al resolver para [y, I, e I; obtenemos (verifique)
L=-35A, L=625A e L=2]5A.

El valor negativo de I, indica que su verdadera direccién es la opuesta a la que se le
asigné en la figura 2.13. =

En general, en el caso de un circuito eléctrico que consta de baterias, resistencias y
cables, y que tiene n diferentes asignaciones de corriente, las leyes de voltaje y corrien-
te de Kirchhoff siempre conducen a n ecuaciones lineales que tienen una tinica solucién.

Términos clave

Bateria (pila)
Resistencia
Cable

Ciclo de voltaje

Nodo de corriente
Ley de voltaje de Kirchhoff
Ley de corriente de Kirchhoff
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2.2 Ejercicios

En los efercicios 1 a 4, determine las corrientes desconocidas En los ejercicios 5 a 8, determine los valores desconocidos en el
en el circuito dado. circuito dado.
lI s.
a iQ b 2 ¢
7 AVAV. ! AAY
I
I
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13 A
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T.1. Pam cl siguiente circuito, demuestre que T.2, Para el siguiente circuito, demuestre que
R R R R
b= (g 1.—_(._)1 l=(-—)l. 1,=(.._)1.
: .R]'!‘Rz R] : 'RI = Rz
e ¢
R 'R ‘R
b= )i=(%)t h=(%)!
R+ R R, R,
donde donde
o e i
L e e R R "R, R
R R + R, 1 2 3
a ! b I ‘- a b c d
A éRg R + E éﬂl ék: ék.
1 I I: 1
/ d d % / ‘
EXN CADENAS DE MARKOV*
Requisitos. Lectura de la seccion 1.5, Soluciones de sistemas de ecuaciones lineales;

DEFINICION

manejo de conceplos basicos de probabildad; conocimiento ded concepto de limite

Consideremos un sistema que estd, en cualquier momento dado, en uno y sélo un esta-
do entre una cantidad fmnita de ellos. Por ejemplo, el clima en cierta drea puede ser llu-
vioso o despejado; una persona puede fumar o no fumar; vamos o no vamos a la
escuela; vivimos en un drea urbana, suburbana o rural; contamos con un nivel de ingre-
sos bajo, medio o alto; compramos un automdévil Chevrolet, Ford o de alguna otra mar-
ca. Al pasar el tiempo, el sistema puede pasar de un estado a otro, y supondremos que
el estado del sistema es observado a periodos fijos (digamos, cada dia, cada hora, etcé-
tera). En muchas aplicaciones conocemos el estado actual del sistema y queremos pre-
decir el que tendrd en el siguiente periodo de observacién, o en cualquier otro. Con
frecuencia podemos predecir, a partir de datos histéricos, la probabilidad de que el sis-
tema esté en cierto estado particular en determinado periodo de observacién, Las apli-
caciones que analizaremos a continuacién son de este tipo.

Una cadena de Markov o proceso de Markov es aquel en el que la probabilidad de
que el sistema esté en un estado particular en un periodo de observacion dado, depen-
de solamente de su estado en el periodo de observacién inmediato anterior.

Supongamos que el sistema tiene n estados posibles. Paracada i =1,2,....n, ¥
cada j= 1,2,...,n,sea f; la probabilidad de que si el sistema se encuentra en el es-

* Andrei Andreevitch Markov (1856-1922) pasé la mayor parte de su vida en San Petersburgo, ya que su pa-
dre trabajaba en el departamento ruso de silvicultura. Fue estudiante v luego profesor en la Universidad de
San Petersburgo. Politico liberal, participd en las protestas contra el régimen zanista en la primera década del
siglo xX. Aunque estaba interesado en muchos aspectos del andlisis matemidtico, su trabajo mis imponante
fue contribuir a establecer las bases de la tearia modema de la probabilidad. Sus ideas, que darfan lugar a lo
que hoy conocemos como procesos de Markov, fueron maotivadas por el deseo de dar una demostracién rigu-
rosa de la ley de los grandes nimeros, y amphar el campo de aplicaciones de esta ley. Tales ideas fueron pu-
blicadas en una serie de articulos entre 1906 y 1912,
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EJEMPLO 1

EJEMPLO 2

tado j en ciento periodo de observacion, estard en el estado i en el siguiente; r;; recibe
el nombre de probabilidad de transicién. Ademds, #;; se aplica a cada periodo; es de-
cir, no cambia con el tiempo.

Como ¢; es una probabilidad, debemos tener que

Osr,jsl (1 =i,j=<n)
Asimismo, si el sistema estd en el estado j en cierto periodo de observacion, entonces
debe estar en alguno de los n estados (va que también podria permanecer en ¢l estado
J)en el siguiente. Por lo tanto, tenemos

i+ b+ ty= 1 (1)

Es conveniente disponer las probabilidades de transicién como la matriz T = [1;]
de n x n, lamada matriz de transicién de la cadena de Markov. Otros nombres para
una matriz de transicién son matriz de Markov, matriz estocdstica y matriz de pro-
babilidades. Como podemos ver, las entradas en cada columna de 7 son no negativas
y, de acuerdo con la ecuacién (1), suman 1.

Supongamos que el clima de cierta ciudad es lluvioso o despejado. Como resultado de un
amplio registro, se ha determinado que la probabilidad de que se dé un dia lluvioso des-
pués de un dia despejado es 1, y la probabilidad de que se tenga un dia luvioso después
de otro dia lluvioso es . Sea D el estado de un dfa despejado y R el de un dia lluvioso.
Entonces, la matriz de transicién de esta cadena de Markov es

D R
2 17p
- 2
i 2 =

H ejemplo 9 de la seccién 1.4 presenta una situacion similar a la del ejemplo 2,
que presentamos a continuacion.

Una empresa dedicada a la investigacién de mercados estd analizando un gran grupo de
consumidores de café, que compran una lata de café cada semana. Se ha determinado
que 50% de las personas que actualmente utilizan la marca A, la compraran de nuevo
la préxima semana, 25% cambiard a la marca B y 25% preferira alguna otra. De las per-
sonas que ahora consumen la marca B, 30% la comprard otra vez la préxima semana,
60% optard por la marca A y 10% cambiari a otra. De los consumidores que actualmente
compran otra marca, 30% adquirird de nuevo otra marcala préxima semana, 40% esco-
gerd la marca A y 30% cambiard a la marca B.Los estados A, B y D representan la mar-
ca A, la marca B y otra marca, respectivamente. La probabilidad de que una persona que
consume la marca A cambie a la marca B & 0.25; la probabilidad de que una persona
que consume la marca B la siga comprando es 0.3, y asi sucesivamente. Por lo tanto, la
matriz de transicion de esta cadena de Markov es

A B D
0.50 060 040(A

T=1025 030 030(8B
025 010 030|p =

Ahora utilizaremos la matriz de transicion del proceso de Markov para determinar la
probabilidad de que el sistema se encuentre en cualquiera de los n estados en el futuro.
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EJEMPLO 3
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Sea —ptll)'

(k)
P>
x(l’] - ' U‘ > 0}

i
Lo

¢l vector de estado del proceso de Markov en el periodo de observacion &, donde pj“

es la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado j en el periodo de obser-
vacién k. Al vector ), que denota el vector de estado en el periodo 0, se le llama vec-
tor de estado inicial.

El siguiente teorema, cuya demostracién omitimos, se demuestra utilizando con-
ceptos basicos de la teoria de probabilidad.

Si T es la matriz de transicién de un proceso de Markov, el vector de estado X**", en
el (k + 1)-ésimo periodo de observacion, puede determinarse a partir del vector de es-
tado x® en el k-ésimo periodo de observacion, como

x(i-rll = Tx(“. (2) )
La ecuacién (2) indica que para obtener el vector de estado en el periodo (k+1) se mul-
tiplica la matriz de transicién por el vector de estado en el periodo k.
De acuerdo con lo anterior,
XD = 7O
x(:} — Tx{l) - T( Tx[(,]) - sz(o)
x(3! = Tx(l} = T( sz(m) s T:‘X{m.
y, en general, que
x = 7%,
Esto es, la matriz de transicién y el vector de estado inicial determinan por completo
todos los demds vectores de estado.

Considere de nuevo el ejemplo 1. Suponga que comenzamos nuestra observacién (dia
0) en un dia despejado, de modo que el vector de estado inicial es

o _ |1

Entonces, el vector de estado en el dfa 1 (el dfa siguiente al que comenzamos nuestras

observaciones) es
(a _ o_ (067 05][1]_|0.67
X ‘T"("[ass 05||o| =|033]"

donde las fracciones se han aproximado a dos decimales. Asi, la probabilidad de que no
llueva el dia 1 es 0.67, y la probabilidad de que llueva ese dia es 0.33. De manera similar,

<@ = TxV = [0.67 0.5][0.67] _[0.614]
- ~ 1033 0.5)[033] T [0.386]
@ — 7y — |067  0.5][0.614]_[0.604]
- =033 0.5)|0386)7 0396
@ _ px® _ [067  0.5][0604] _[0.603]
X EIY 1033 0.5(]0396]7 (0,397
6 — 7y — |67 0.5][0.603]_[0.603]
¥EIT= 033 05)|03977 0397
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EJEMPLO 4

A partir del cuarto dia, el vector de estado del sistema es siempre el mismo,

0.603

0.397|°
Esto significa que, a partir del cuarto dia, no Hueve en 60% del tiempo, y llueve 40%
del tiempo. |

Consideremos de nuevo el ejemplo 2. Suponga que al iniciar el estudio vemos que la
marca A tiene 20% del mercado, la marca B tiene 20% del mismo y las otras marcas
tienen el 60% restante. Entonces, el vector de estado inicial x* es,
0.2
x? =102
0.6

H vector de estado después de la primera semana es

_ 0.50 060 0.40] 0.2 0.4600
PV =7x?= 1025 030 030 02| =0.2900
025 010 030] (0.6 0.2500

De manera andloga,

(050 0.60 0.40] [046007 [0.5040
X =7x¥"=1025 030 030] 02900 |=|02770
025  0.10 030/ |02500 0.2190

(0,50  0.60 0.407 [050407 [0.5058
X =7Tx?=1025 030 0.30]]02770 |=]0.2748
(025 0.10 03002190 | |0.2194 |

(050 0.60 0.40] [05058] [0.5055]
XY =Tx¥=1025 030 0.30]]02748 |=|0.2747
025 0.10 0.30]]02194 0.2198

(050 0.60 0.40] [05055] [0.50557
XY =7rx¥=1025 030 030]]|02747 |=|0.2747].
(025 0.10 030 (02198 ] |0.2198 ]

En consecuenda, cuando n crece, los vectores de estado tienden al vector fijo

0.5055
0.2747
0.2198

Esto significa que, a largo plazo, la marca A tendré el control de cerca de 51% del mer-
cado, la marca B dominard méds o menos 27% del mismo y las otras marcas tendrin la
predileccion del 22% restante. |

En los dos iltimos ejemplos hemos visto que los vectores de estado convergen a
un vector fijo cuando el niimero de periodos de observacion aumenta. En este caso de-
cimos que el proceso de Markov ha alcanzado el equilibrio. El vector fijo es el vector
de estado estacionario. Los procesos de Markov se utilizan por lo general para deter-
minar el comportamiento de un sistema a largo plazo; por ejemplo, la parte del merca-
do que cierto fabricante espera conservar de manera mas o menos permanente. Por lo
tanto, saber si un proceso de Markov alcanza o no el equilibrio es de particular impor-
tancia. El siguiente ejemplo muestra que no todos los procesos de Markov alcanzan el
equilibrio.
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EJEMPLO 5 gt

DEFINICION

EJEMPLO 6

DEFINICION

0 l
T = [’ Q} y x(ﬂ) =

BT |

Entonces,

1) 3
{ !‘ ]

(P T P ]
-
L
b= it
=
k|

LD b

wipd |

Por lo tanto, los vectores de estado oscilan entre los vectores

e L b
<
D ) —

y DO convergen a un vector fijo. -]

Sin embargo, si pedimos que la matriz de transicion de un proceso de Markov sa-
tisfaga una propiedad razonable, obtenemos una amplia clase de procesos de Markov,
muchos de los cuales surgen en aplicaciones pricticas, que realmente alcanzan el equi-

librio. A continuacion formularemos con precision estas ideas.

El vector

Ky
es un vectorde probabilidad siw; > 0(1 <i<n)y
Uyt up+---+ug=1.

Los vectores

N N .
b
o Wik -

son vectores de probabilidad; los vectores

tle p)fm=  Tpd|e

1
5
1
’ y
5
no son vectores de probabilidad. (;Por qué no?) |
Una matriz de transicién 7 de un proceso de Markov es regular si todas las entradas de

alguna potencia de 7 son positivas. Un proceso de Markov es regular si su matriz
de transicion es regular.



124 Capitlo 2 Aplicaciones de ecuaciones lineales y matrices

EJEMPLO 7

Demostracion

En los ejemplos 1 y 2, los procesos de Markov son regulares, pues todas las entra-
das de las propias matrices de transicién son positivas.

La matriz de transicion
02 1
e [0.8 0]
es regular, ya que

72 _ [0.84 0.2] _

016 08 5

Establecemos ahora el siguiente teorema fundamental de los procesos de Markov
regulares; la demostracion, que omitimos, puede consultarse en el libro de Kemeny y
Snell que se cita en la bibliografia recomendada al final de la seccién.

Si T es la matriz de transicion de un proceso de Markov regular, entonces

(a) A medida que n — oc, T" tiende a una matriz

ul "I .. ul

7 (75} cae s
A= . P o

i, Uy I,

tal que todas sus columnas son idénticas.
(b) Toda columna
iy
i
g=
l
de A es un vector de probabilidad tal que todos sus componentes son positivos. Es
decir,u; > 0(1 <i<n)y
uytut-tu,=1. i

A continuacion establecemos el siguiente resultado.

Si T es una matriz de transicién regular y A y u son como en el teorema 25, entonces:

(a) Para cualquier vector de probabilidad x, T"x —» u conforme n —» oo, de modo
que 1 es un vector de estado estacionario.

(b) H vector de estado estacionario u es el iinico vector de probabilidad que satisfa-
ce la ecuacién marricial Ta = u.

(a) Sea

Xn
un vector de probabilidad. Como 7" — A a medida que n — 00, tenemos

T"x — Ax.
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Ahora,
i) iy i) X Xy + X2+ + 11 Xp
sy 15 aue 113 X, HaXy + HaXy + -+ UXy
AX = = "
| Hp Ity (7 Xn UpXy + UpXy +- -+ UpXy
Cu(x) +x2+---+ xp) iy
Ha(xp + X3+ + Xp) s
,_“n(xl +.¥1+-" +er) iy

pues x; + x>+ ++ +x, = 1.Por lotanto, T"x — u.
(b) Como T” — A, también tenemos que 7"*! — A.Sin embargo,

Tn—H = TTH‘

de modo que 7"*! —» TA. En consecuencia, TA = A. Al igualar las columnas
correspondientes de esta ecuacin (utilizando el ejercicio T.9 de la seccién 1.3), te-
nemos que Tu = u. Para demostrar que u ¢s (inico, sea v otro vector de probabili-
dad tal que 7v = v. De acuerdo con (a), T"v — u,y como Tv = v, tenemos que
T"v = v para todo n. Por lo tanto v = u. 8

En los ejemplos 3 y 4 obtuvimos los vectores de estado estacionario calculando las
potencias T "x. Otra forma de calcular el vector de estado estacionario de una matriz de
transicion regular es el siguiente. Segiin (b) del teorema 2.6, podemos escribir

Tu=u
como

Tu=1Inu

(I — Du=0. (3)

Hemos demostrado que el sistema homogéneo (3) tiene una tnica solucién u que es un
vector de probabilidad, de modo que

gt ur+---+us=1. 4)

H primer procedimiento para calcular el vector de estado estacionario u de una ma-
triz. de transicion regular T es el siguiente.

Paso 1. Calculamos las potencias T"x, donde x es cualquier vector de probabilidad.
Paso 2. u e el limite de las potencias T"x.

El segundo procedimiento para calcular el vector de estado estacionario u de una
matriz de transicion regular T es el siguiente.,

Paso 1. Resolvemos el sistema homogéneo
(I,=Tha = 0.’

Paso 2. De la infinidad de soluciones obtenidas en el paso 1, determinamos una tini-
a solucién u, al exigir que sus componentes satisfagan la ecuacién (4).

*Este tipo de problemas se estudiard con mayor profundidad en el capitulo 7.
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313V 4K R. B Consideremos la matriz del ejemplo 2. El sistema homogéneo (3) es (verifique)

050 —0.60 —0.407 [« 0
025 070 —030||u| =10
025 010 070 | | us 0

La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es (verifique)

1 0 =230 : 0
0 1 -1.25 1 0
0 0 000 @ 0
Por lo tanto, una solucién es
Uy =23r
iy = l.25r
uz=r,

donde r es cualquier nimero real. Con base en la ecuacin (4), tenemos

23r+125r+r=1,

o bien,
l 0.2198
re—8u.l
3
Por lo tanto,
uy = 035055
u =02747
uy = 02198,
Estos resultados coinciden con los que se obtuvieron en el ejemplo 4. |

Lecturas adicionales

KEMENY, JOUN G. y J. LAURIE SNELL, Finite Markov Chains, Nueva York, Springer-Ver-
lag, 1976.

Maki, D.P. y M. THOMPSON, Mathematical Models and Applications: With Emphasis on
the Social, Life, and Management Sciences, Upper Saddle River, Nueva Jersey, Prenti-
ce Hall, 1973.

ROBERTS, FRED S., Discrete Mathematical Models with Applications to Social, Biologi-
cal, and Enviromental Problems, Upper Saddle River, Nueva Jersey, Prentice Hall,

1997,
Términos clave
Cadena de Markov (o proceso de Markov) Vector de estado
Probabilidad de transicién Vector de estado inicial
Matriz de transicion (matriz de Markov, Vector de estado estacionario

matriz estocdstica o matriz de probabilidades) Equilibrio
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2.3 Ejercicios

1, ;Cuales de las siguicnies pueden ser matrices de transicion

de un proceso de Markov?

02 03 0.1
@) [g'i g‘z] ® |08 05 07
‘ : 00 02 02

1
0
0

(a)

0
1
0

= pilem e

(b)

Bl Bl el
S i

bl Lad

= -

b=

8. Demuestre que cada una de las siguientes matrices de tran-

03 04 02
© 055 033 @ |02
045 0.67 0.1

2, ,Cuiles de los siguientes son vectores de probabilidad?

0
(b) |1 (c)
0

En los ejercicios 3 y 4, determine un valor para cada entrada

(a) (d)

T T T S T

PN TR N
Bl Bl= wiv wi—

Jaltante, denotada por ), de modo que la matriz sea la matriz
de transicion de una cadena de Markov. En algunos casos pue-

de haber mds de una respuesta correcia.

04 03 02 0.1 03
3103 O 05 4.103 0.5
O 02 O g O O

5. Considere la matnz de transicion
_ |07 04
~ 103 06"

@ Six"¥= [:)].calculc x" x@ y x® con tres cifras

decimales.
(b) Demuestre que T es regular y encuentre su vecior de
estado estacionario.

T

6. Considere la matriz de transicién

0 02 00
=10 03 03],
1

05 07

0
We=|l],
0

caleule X", x® y ¥ con tres cifras decimales.

@) Si

(b) Demuestre que T es regular y encuentre su vector de

estado estacionario.

7. (Cudles de las siguicntes matrices de transicion son regulares?

0

0
(a) [
1

rap—

Var—

o ril=

}m

-

0
1
0

0

1
2
1
F

sicién alcanza un estado de equilibrio.

FO 04 02
b | A A
@1, 0] ® [0.6 o.s]
i i 03 01 04
©]1 ! (d 02 04 0.0
; | 05 05 06

)

(a) Demuestre que 7 no es regular.,

T ST e

(b) Demuestre que Tx — [?] para cualquier vector de

probabilidad x. En consecuencia, una cadena de Mar-
kov puede tener un tnico vector de estado estacionario,
aunque su matriz de transicién no es regular.

. Determine el vector de estado estacionario para cada una

de las siguientes matrices regulares,
03 01
@ ® o7 09

04 00 01
@|02 05 03

04 05 06

Wb =
b= sdl=—

(c)

S M= b=
S Wit e

e o ==

. (Psicologia) Un psicélogo del comportamiento coloca to-

dos los dias una rata en una jaula con dos puertas, A y B.
La rata puede pasar por la puerta A, en cuyo caso recibird
un choque eléctrico, o por la puerta B, con lo cual obtiene
cierto alimento. Se registra la puerta por la que pasa la rata.
Al inicio del experimento, un lunes, la rata ticne la misma
probabilidad de pasar por la puerta A que por la puenia B,
Después de pasar por la puerta A y recibir una descarga
cléctrica, la probabilidad de volver a pasar por la misma
puerta al dfa siguiente es 0.3. Después de pasar por la puer-
1a B y recibir alimento, la probabilidad de pasar por la mis-
ma puerta al dfa siguiente ¢s 0.6.
(a) Escriba la matriz de transicién pam el proceso de Markov.
(b) (Cudl es la probabilidad de que la rata vuclva a pasar
por la puerta A el jueves (el tercer dia después del ini-
cio del experimento)?
(c) (Cual es el vector de estado estacionanio?
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12. (Negocios) El departamento de suscripciones de una revis-
ta envia cartas a una enorme lista de correos, invitando a
los destinatanios a suscribirse. Algunas de las personas que
recibieron la carta ya estaban suscritas, y otras no. De la
lista de correo, 60% de las personas ya suscritas se suscri-
birdn de nucvo, micntras que 25% de las no suscritas lo hardn,
(a) Escriba la matriz de transicién para este proceso de

Markov.

(b) Al enviarse la iltima canta, se determiné que 40% de
quienes la recibieron ordenaron una suscripcion. ;Qué
porcentaje de las personas que reciben la carta actual
se espera que pidan una suscripcion?

(Saciologia) Un estudio ha determinado que la ocupacion
de un niflo, cuando sea adulto, depende de la ocupacién de
su padre y esta dada por la siguiente matnz de transicion,
donde P = profesional, F = agricultor y L. = obrero.

13.

Ocupacién del padre

P F L

i p [08 03 02
dc”f:';;‘ " F |:0.1 0.5 0.2]
Llo1r 02 06

En consecuencia, la probabildad de que el hijo de un profe-

sional también sca un profesional cs 0.8, y asi sucesivamente,

(a) ;Cudl es la probabilidad de que el nieto de un profesio-
nal también sea un profesional?

(b) A largo plam, ;qué proporcién de la poblacién se dedi-
card a la agncultura?

(Genética) Considere una planta que puede tener flores ro-
jas (R), rosadas (P) o blancas (W), segiin los genotipos RR,

14.

RW y WW. Al cruzar cada uno de estos genotipos con un
genotipo RW, obtenemos la matriz de transicién

Flores de la planta madre
R P W
0.5 025 00
R
e Plos os 0]
wWloo 025 05

Suponga que cada generacién posterior se produce cruzan-
do sélo con plantas del genotipo RW, ; En qué momento
alcanza el equilibrio el proceso?, ;qué porcentaje de las
plantas serd de flores rojas, rosadas o blancas?

(Transporte colective) Un sistema de transpone colectivo
cntra cn operacion. Las autoridades de trdnsito han realiza-
do estudios que predicen el porcentaje de quienes utilizardn
el sistema colectivo (M) y el de las personas que seguirdn
manejando su auto (A). Se ha obtenxo la siguiente matriz

de transicién:
Afo actual
M A
& M 0.7 0.2
Aflo siguiente A |:0'3 0.8]'

Suponga que la poblacion del drea permanece constante y

que al principio 30% de la gente se traslada en el transporte

colectivo y 70% en automévil.

(a) ;Qué porcentaje utilizard el sistema de transporte co-
lectivo después de un ano? ; Después de dos afios?

(b) (En el largo plazo, ;qué porcentaje empleard el sistema
de transporte colectivo?

Ejercicio tedrico
T.1. ;Latranspuesta de una matriz de transicion de una cadena

de Markov, también es una matriz de transicién de una
cadena de Markov? Explique.

Ejercicios con MATLAB

El cdleulo de la sucesion de vectores XV, ¥, . . ., como en los
ejemplos 3 y 4, se puede realizar fdcilmente mediante ciertos
comandos de MATLAB. Una vez que la marriz de transicion T y
el vector de estado inicial X se introducen a MATLAB, el vector
de estado del k-ésimo periodo de observacién se obtiene me-
diante el comando

Tk *x
ML.1. Utilice MATLAB para verificar los cdlculos de los vecto-
res de estado del ejemplo 3, para los periodos de 1 a 5.
ML.2. En el ejemplo 4, si ¢l estado inicial se cambia por
0.1
03],
0.6

determine xV,

ML.3. En MarLag, escriba help sum y determine la accién
del comando sum en una matriz de m x n. Aplique ¢l
comando sum para determinar cudles de las siguicntes
son matrices de Markov,

@ i 8
3 3 2

@\|F 3 i
0 3
(05 06 0.

® |03 02 03
(01 02 00
(066 025 0.2

© |033 025 0625
(000 050 0250
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EX MODELOS ECONOMICOS LINEALES

EJEMPLO 1*

}\'a_'tilli'-.ihl.E-.-?:--.i le la seccion 1.6, La inver

A medida que la sociedad se ha hecho cada vez mais compleja, la atencion al andlisis
del comportamiento econémico también ha ido aumentando. Por muchas razones, los
problemas involucrados en dicho andlisis son mas dificiles de tratar que los de las cien-
cias fisicas. Por ejemplo, podria ocurrir que no conociéramos todos los factores o va-
rables que deben considerarse, que no contdramos con todos los datos que deben
reunirse 0 que ignorframos cuéindo se tiene suficiente informacién; también podria su-
ceder que la resolucién del problema matemdtico resultante fuera demasiado dificil.

En la década de los treinta del siglo xx, Wassily Leontief, profesor de economfa de
la Universidad de Harvard, desarrollé uno de los primeros métodos de andlisis matemd-
tico del comportamiento econémico. En 1973 recibi6 el premio Nobel de Economia por
ese trabajo. En esta seccién daremos una breve introduccién a las aplicaciones del dl-
gebra lineal a la economia.

En gran medida, nuestro enfoque se basa en el material de los libros de Gale y de
Johnston, Price y van Vleck, citados en las lecturas adicionales; el lector puede consul-
tar estos libros para conocer el tema con mas amplitud.

MODELO CERRADO DE LEONTIEF

Considere una sociedad sencilla, formada por un agricultor, un carpintero y un sastre.
Cada uno produce un bien: el agricultor produce los alimentos, el carpintero construye
las casas, y el sastre fabrica la ropa. Por conveniencia, hemos elegido nuestras unida-
des de modo que cada individuo produce una unidad de cada articulo durante el ano.
Suponga que durante un ano, la pare de cada articulo que consume cada individuo es-
1 dada en la tabla 2.1,

Tabla 2.1

Bienes Bienes producidos por:
consumidos por:

Agricultor | Carpintero Sastre

- 7 1 3
Agricultor 16 3 16
Carpintero o ! P

1
Sastre i % 3

z
I3
3

que el carpintero consume - del producto del agricultor, el carpintero consume -155 de
la ropa hecha por el sastre, etcétera. Sea p, el precio por unidad de alimento, p, el pre-
cio por unidad de habitacién y ps d precio por unidad de vestido. Suponemos que ca-
da uno de ellos paga el mismo precio por un articulo, de manera que ¢l agricultor paga
¢l mismo predo por su alimento que el sastre y el carpintero, aunque €l lo haya produ-
cido. Nos interesa determinar los precios py, p2 y p3 de modo que haya un estado de
equilibrio, el cual definimos como: nadie gana o pierde dinero.
Los gastos del agricultor son

De acuerdo con lo anterior, el agricultor consume — de su propio producto, mientras

7 k)
Pt 3P+ g Py

*Este ¢jemplo se cita en la obra de Johnston, Price y van Vieck que se indica en las lecturas adicionales. Tam-
bién Gale presenta ¢l madelo general para este ejemplo.
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EJEMPLO 2

mientras que su ingreso es py, pues €l produce una unidad de alimento. Como los gas-
tos deben igualar al ingreso, tenemos

i?eip!‘*!zpz‘*'f‘s.f’}:m— (1

De manera andloga, en el caso del carpintero tenemos

Ipn+tim+in=n. (2)
y en el del sastre tenemos
intiptip=p 3)
Las ecuaciones (1), (2) y (3) se pueden escribir en notacién matricial como
Ap =p, 4)
donde
1 1 3
16 2 16 P
— | s 1 5 _
A= 16 P4 T P=|m
11 1 P3
3 3 ]

Podemos rescribir la ecuaciéon (4) como
(l,-Ap=0 )

que es un sistema homogéneo.

Nuestro problema consiste en determinar una solucion p para (5). cuyos compo-
nentes p; sean no negativos, con al menos un p; positivo, pues p = 0 significaria que to-
dos los precios son nulos, lo cual carece de sentido.

Al resolver (5), obtenemos (verifique)

p=rild];
4

donde r es cualquier nimero real. Si 7 es un nimero positivo, determinamos los precios
relativos de los articulos, Por ejemplo, si r = 1000, vemos que cada unidad de alimen-
to cuesta $4 000, cada unidad de habitacién cuesta $3,000 y cada unidad de vestido
cuesta $4,000. ™

(Modelo de intercambio) Consideremos ahora el problema general en el que tenemos
n fabricantes, M|, M>, ... ,M,, y n articulos, G|, Gy, . . . G,,donde M, sélo fabrica G;.
Consideremos un intervalo fijo, digamos un ano, y supongamos que M; s6lo fabrica una
unidad de G; durante dicho periodo.

Al producir el articulo G;, el fabricante M; puede consumir ciertas cantidades de los
articulos G, Gy, ..., G, . ..., G,. Por ejemplo, el hierro, junto con otros ingredientes,
sirve para fabricar acero. Sea a;; la cantidad del articulo G; consumida por el fabrican-
te M;. Entonces,

050,‘,‘5 1.

Supongamos que el modelo es cerrado, es decir, ninglin articulo entra o sale del siste-
ma. Esto significa que el consumo total de cada articulo debe ser igual a su produccién
total. Como la produccién total de G; e 1, tenemos

(11}+a31+"‘+a,,j=1 (1<j<n).
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Si el precio unitario de G es pg, entonces el fabricante M; paga

@Gpy tappy t -t APy 6)

por los articulos que usa.

Nuestro problema consiste en determinar los precios py, pa, . . . , Py, de modo que
ninglin fabricante gane o pierda dinero, es decir, logrando que el ingreso de cada fabri-
cante sea igual a sus gastos, Como M, sélo fabrica una unidad, sus ingresos son iguales
a p;. En consecuencia, de acuerdo con la ecuacién (6), tenemos

aypr +anppr — -+ QuaPa = P
ayp tanpy +t Py = P2
ani =+ a2 P2 4 -+ -+ AunPr = Pas

que puede escribirse en forma matricial como
Ap =p, (7
donde
4
A=lalyp=
Pa
Podemos rescribir la ecuacién (7) como
(I, — Ap = 0. (8)
Por lo tanto, nuestro problema consiste en determinar un vector
p=0.
con al menos un componente positivo y que satisfaga la ecuacion (8). |
Una matriz A = [a;] de n x n es una matriz de intercambio si satisface las dos pro-
piedades siguientes:

(a) a; >0 (cada entrada es no negativa).

() aj+ay+---+a,=1,paraj=12...,n (las entradas de cada columna su-
man 1).

La matriz A del ejemplo 1 es una matriz de intercambio, al igual que la matriz A del
ejemplo 2. =

Nuestro problema general se puede enunciar como sigue: dada una matriz de inter-
cambio A, determinar un vector p > 0, con al menos un componente positivo, que sa-
tisfaga la ecuacion (8). Puede demostrarse que este problema siempre tiene solucion
(vea la pagina 264 del libro de Gale que se cita en las lecturas adicionales).

En nuestro problema general hemos pedido que el ingreso de cada fabricante sea
igual a sus gastos, pero también podriamos pedir que los gastos de cada fabricante no
sean mayores que su ingreso. Esto harfa que

Ap<p ©)
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EJEMPLO 4

en lugar de Ap = p. Sin embargo, puede demostrarse (ejercicio T.1) que si se cumple
la ecuacién (9), se cumplird también la ecuacién (7). De esta manera, si ningtin fabri-
cante gasta mas de lo que gana, el ingreso de cada uno de ellos serd igual a sus gastos.
Una interpretacion econdmica de esta afirmacién es que, en el modelo cerrado de Leon-

tief, si algiin fabricante estd logrando ganancias, al menos un fabricante esta sufriendo
pérdidas.

UN MODELO DE COMERCIO INTERNACIONAL

Suponga que n paises, Cy, C», . . ., C,, comercian entre si y utilizan la misma moneda. Su-
pongamos que los precios estdn fijos durante este andlisis y que el ingreso de C;,que
denotamos mediante y;, proviene en su totalidad de la venta de sus productos, ya sea en
¢l mercado intemo o a los demds pafses. Supongamos también que la parte de su ingre-
s0 que C; gasta en importaciones de C; es un nimero f1jo a;;, que no depende del ingreso
y;de C;. Como las a;; son parte de y;, tenemos que

ajjtay+---+apj=1,

de modo que A = [a;;] es una matriz de intercambio. Ahora queremos determinar el in-
greso total y; de cada pais C;. Como el valor de las exportaciones de C; a Cjes a;;yj, el
ingreso total de C; es

g\ yi+apy+---+apyn
Por lo tanto, debemos tener
ajlyr tapyy+ -+ Qin¥n =Y

Fn notacién matricial, debemos determinar

]
»
Pp=|.1|20
Yn
con al menos una y; >0, de modo que
Ap =p,
que era nuestro problema anterior, ]

EL MODELO ABIERTO DE LEONTIEF

Suponga que tenemos n articulos, G,.Go. . . ., G,y n actividades, M|, M>, . .. . M,.Su-
ponga que cada actividad M; produce sélo un articulo G; y que G; es producido sélo por
M;. Sea c¢;; > 0 el valor monetario de G; que debe consumirse para producir una canti-
dad de G; con valor de un délar. La matriz C = [¢;;] es la matriz de consumo. Obser-
ve que ¢y puede ser positivo, lo cual significa que podriamos necesitar cierta cantidad
de G; para producir una cantidad de G; con valor de un délar.

Sea x; el valor en délares de la cantidad de G, producida en un periodo fijo, diga-
mos, un afio. El vector

X = (x; = 0) (10)
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es el vector de produccién. La expresion
CitX) + CpXy A - Cip Xy

es ¢l valor total de la parte consumida del producto G, determinada por el vector de
produccién para elaborar una cantidad de G con valor de x; ddlares, una cantidad
de G> con valor de x; délares, etcétera. Observe que la expresién dada por la ecuacién
(10) es la i<sima entrada del producto matricial Cx. La diferencia entre el valor en d6-
lares de la cantidad producida de G, y el valor total en délares de la cantidad consumi-
da de G,‘.

Xi— (Civxy + cpxa + -+ + Cin¥n), (11)

es la produccién neta.
Observe que la expresion en la ecuacién (11) es la i-€sima entrada de

x—Cx=(,-Ox.

Ahora sea d; d valor en délares de la demanda extema de Gy, y sea
d

Fis)

d= g (d; > 0)
dy
el vector de demanda.

Nuestro problema se puede enunciar de la manera siguiente: dado un vector de
demanda d > 0, ;es posible determinar un vector de produccidn x tal que la demanda
extena d se satisfaga sin un superdvit? Es decir, ;es posible determinar un vector x > 0
que satisfaga la siguiente ecuacion?

(L — Ox=d. (12)

0
il
WD dale=—

una matriz de consumo. Entonces

10
"’_CZ[O l]_ =

La ecuacién (12) se transforma en

da [ —
b=
it el

i bd
wdlted o=

e
2 2] 1x2] T l42)’
3 3]
de modo que
-1
x| _ i 4 | |4 Bdt>0
x| |2 2 (fz_'d 9 dy ] =
3 3 3

yaque dy = 0 y d> = 0. En consecuencia, podemos obtener un vector de produccion pa-
ra cualquier vector de demanda dado. =
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EJEMPLO 6

DEFINICION

EJEMPLO 7

En general, si (1, — €)' existe y es > 0,entonces x = (I, — €)'d > O es un vec-
tor de produccién para cualquier vector de demanda dado. Sin embargo, para una ma-
triz. de consumo dada, la ecuacién (12) podria no tener solucién.

Considere la matniz de consumo

1 1
Cc=12 3
1 3
2 |
Entonces
I |
== 3 3
1 !
2 K|
e
o -2 —4
de modo que

X = (f-_) e Oild

no ¢s un vector de produccion si d # 0, pues todos sus componentes son negativos; por
lo tanto, el problema no tiene solucién. Sid = 0, si tenemos una solucién, a saber,
x = 0, lo cual significa que si no hay demanda extemna, no hay produccién alguna. W

Una matriz de consumo C de n x n es productiva si (/, O) ! existe e (, o) i = 0.
Es decir, C es productiva si (I, — C) es no singular y todas las entradas de (Z, — €)™
son no negativas. En este caso, el modelo también se llama productivo.

De acuerdo con lo anterior, si C es productiva, entonces para cualquier vector de
demanda d > 0, la ecuacion

Il,—Cx=d
tiene una tnica solucién, x = 0,
Considere la matriz de consumo
I !
2 1
= |
4 i
Entonces
i -k
(-0 =| % ]
o
e
2 L
(h-C)'=4(7
i 3

En consecuencia, C es productiva. Si d = 0 e un vector de demanda, la ecuacion
(1, — O)x = d tiene la solucién tnicax = (I, — O)~'d > 0. 3
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Algunos textos mas avanzados (como el libro de Johnston citado en las lecturas
adicionales, pigina 251) demuestran los criterios para decidir si una matriz de consu-

mo dada es productiva.

Lecturas adicionales

GALE, DAvID, The Theory of Linear Economic Models, Nueva York, McGraw-Hill

Book Company, 1960.

Jouston, B., G. PRICE y FS. VAN VILECK, Linear Fquations and Matrices, Reading,
Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Co., Inc., 1966.

Términos clave

Modeclo cerrado de Leonticf Modeclo abicrto de Leontief Vector de demanda
Modelo de intercambio Matriz de consumo Matriz productiva
Matriz de intercambio Vector de produccion Modelo productivo
Modclo de comercio internacional Produccién neta

2.4 Ejercicios

1. ;(Cudles de las siguientes son matrices de intercambio?

10 1] IR
@i 1 o0 ®|3 3 i
(3 -3 0] [0 5§ 0
3 -3 4] vt ]
©@|3 3 3| @|o § i
(0 1 0] i o0

In los ejercicios 2 a 4, determine un vector p > 0, con al menos

un componente positivo, que satisfaga la ecuacion (8) para la
matriz de intercambio dada.

S P
2 (i o | 3 o 0
1 1 3 1 1
L3 i = 2 3
(I S
alt L oo
2 3 0]

5. Considere la cconomia SII‘!'IPIC del ejemplo 1. Suponga que

el agnculmrconsume Z del alimento, ! de la habitacién

y { del vestido; que ol carpmlcro consume ? del alimen-
dc la habitacién y | del vestido; y que cl sastre con-

sume ! del alimento, ‘ de la habitacién y nada del
vcslido. Determine la malnz de intercambio A para este

problema y un vector p > 0, con al menos un componente

positivo, que satisfaga la ecuacién (8).

6. Considere el modelo de comercio internacional formado por
tres paises, C'y, Cy y Ca. Suponga que la fraccion del ingreso

de C, que ga.slaen importaciones de C, es deCzes-
yde Cyes 3> que la fmo:ldn del i mgmo de C; que gasta en
|mpomcmncsdc C cs ,de Cyest s yde C3cs . que la
fraccién del ingreso de C; que gasta en mpoﬂaclones de C,
es3,de Gy es 5 y de Cy es 0. Determine el ingreso de cada
pais.

En los ejercicios del 7 al 10, determine cudles matrices son pro-

ductivas.
% . - = . =
0 3
.10 2 8|1 o
1 o 2] o ! ]
0§ 3] 0} {]
%14 o | 0! o !
i 3 O s § 0]

11. Suponga que la matriz de consumo para el modelo de pro-

12.

duccién lineal es

[ (T
P s

i

(a) Determine el vector de produccién para el vector de

1
demanda [3]

(b) Determine el vector de produccién para el vector de
demanda [(2)]

Un pequefio pueblo tiene tres industrias primarias: una mina
de cobre, un ferrocarril y una planta de energia eléctrica.
Para producir $1 de cobre, la mina gasta $0.20 de cobre,
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$0.10 de transporie y $0.20 de energia cléctrica. Para pro-
porcionar $1 de transporte, el ferrocarril requiere $0.10 de
cobre, $0.10 de transporte y $0.40 de cnergia cléctrica. Para
producir $1 de energia eléctrica, la planta destina $0.20 de
cobre, $0.20 de transporte y $0.30 de energia eléctrica. Su-

ponga que durante ¢l afio hay una demanda externa de 1.2
millones de délares de cobre, 0.8 millones de délares de
transporte y 1.5 millones de ddlares por concepto de energia
cléctrica. ;Cudnto debe producir cada industria para satisfa-
cer las demandas?

Ejercicios tedricos

T.1. En el modelo de intercambio (ejemplos 1 o 2), de-
muestre que Ap < p implica que Ap = p.

Ideas clave para el repaso

® Teorema 2.1. Sca A(G) la matnz de adyacencia de una grifi-
ca dirigida G, y sea B, la r-ésima potencia de A(G):

(AG) =B, = b)),

Entonces, el i, j-ésimo elemento en B,, b,(.-?. es el niimero de
maneras en las que P; tiene acceso a P en r pasos (etapas).
B Teorema 2.2. Sea A(G) la matriz de adyacencia de una grifi-
ca dirigida, y sea S = [y;;] la matriz simétrica definida por
sy =18i az= 1y 0 en otro caso, con §* = [s}'], donde s}’
es el i, j-ésimo elemento en S°. Entonces, P, pertenece a
un clan si y s6lo si la entrada de la diagonal sf‘}’ es positiva,
® Teorema 2.3. Una grifica dirigida con n vértices es fuerte-
mente conexa si y sélo si su matriz de adyacencia A(G) tiene
la propiedad de que
[AG)] + [AG + -+ [AG)™ ' = E
no tiene entradas iguales a cero.
® Teorema 24. Si T es la matriz de transicién de un proceso
de Markov, entonces el vector de estado x**") en el periodo de
la (k + 1)-ésima observacién, puede determinarse por medio
del vector de estado x'*’ en el periodo de la k-ésima observa-
cién, como
X+ — Ty,
® Teorema 2.5, Si T cs la matriz de transicion de un proceso
de Markov regular, entonces:

(a) Conforme n — oo, T" tiende a una matriz

iy ) s y

s uy LI s
A=

u” H” .- "ﬂ

cuyas columnas son idénticas,

(b) Toda columna

de A es un vector de probabilidad, con todas las entradas
positivas. Estoes, i; >0(1 =i=n)y

Wy Ay =1

® Inclinacién en direccién x: f(v) = [(1) ’::I V.

® Teorema 2.6. Si T es una matriz regular de transicién y A y
u son como ¢n ¢l tcorema 2.5, entonces:

(a) Para cualquier vector de probabilidad x, T"x — u
conforme n — o0, por lo que v ¢s un vector de estado
estable.

(b) El vector de estado estable u es el tinico vector de proba-
bilidad que satisface la ecuacién matricial Tu = u.

® Modelo cerrado de Leontief: dada una matriz de intercam-
bio A, determine un vector p > 0 con al menos una compo-
nente positiva que satisfaga (I, — A)p = 0.

® Modelo abierto de Leontief: dada una matnz de consumo
C y un vector de demanda d, determine un vector de produc-
cién x > 0 que satisfaga la ecuacién (/, — C)x =d.
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Ejercicios complementarios

1. Determine las corrientes desconocidas en el circuito siguiente. 3. Considere una aldea aislada en una parte remota de Austra-
lia, cuya poblacion estd formada por tres personas: un

b
g 1 p o ganadero (R) que cuida y provee exclusivamente todo el
80 : 40 ganado necesario; un granjero (D), dedicado sélo a proveer
los productos ldctcos necesarios y un agricultor (V) que
2Q produce de manera exclusiva todas las legumbres. Suponga
que las unidades se seleccionan de modo que cada persona
4 oV produce una unidad de cada bicn. Imagine que durante cl
= ailo la parte de cada bien que consume cada individuo estd
e .I. £ = dado en la wbla 2.2. Sean py, py y p3 los precios unitarios
(3 s | }— P — : 14 de ganado, productos licteos y legumbres, respectivamente.
18V : E . av Suponga que cada quién paga el mismo precio por un bien.
(Qué precios py, pa y p3 deben asignarse a los bienes de
2. Una empresa dedicada a la investigacion de mercados ha modo que sc tenga un estado de equilibrio?
detectado el comportamiento siguiente del estudiante pro-
medio en cierto colegio. Si el estudiante practica un juego de Tabla 2.2
video cn un dia dado, hay una probabilidad de 0.2 de que
al dfa siguiente vuelva a practicarlo, mientras que si el estu- Bienes Bienes producidos por
diante no practica ese juego un dia dado, hay una probabili- consumidos por:
dad de 0.6 de que lo juegue al dia siguiente. R D v
(a) Escriba la matriz de transicion pama el proceso de Markov. R i H H
(b) Si el estudiante promedio practica un juego de video el D 1 ) 1
lunes, ;cudl es la probabilidad de que lo juegue el vier- 4 4 3
nes de esa misma semana? \Y ! i }

(¢) A lalamga, jcudl s la probabilidad de que ¢l estudiante
promedio practique ¢l jucgo de video en el futuro?
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3. Tras examinar los patrones de votacién de electores no afilia-
dos a los partidos Demderata o Republicano, un analista poli-
tico de cierta ciudad llegé a las conclusiones siguicentes. Sien
un afio dado, un clector vota por los republicanos, la probabi-

Examen del capitulo

1. Determine un clan, si lo hay, para la grifica dirigida cuya lidad de que el afio siguiente vote nuevamente por ellos es
matriz de adyacencia cs la siguicnte: 0.4. Si en un aiio dado un elector vota por los demdcratas, la
probabilidad de que el afio siguiente vote de nuevo por ellos
0 1 1 0 1 1 cs0.5.
0O 0 0 1 0 1 . i ..
1 0 0 0 | | (a) Escriba la matriz de transicién para el proceso de
0 1 0 0 1 0 Markov.
1 0 1 1 0 0 (b) Sien 1996 un elector vota por los republicanos, ;cudl
1 | 1 o 0 0 cs la probabilidad de que vote por ellos nuevamente en

2000?

(c) Enel largo plazo, jcuil es la probabilidad de que un
elector vote por los demdcratas?

2. Determine las cantidades desconocidas en el circuito
siguicnte.

4. Considere una ciudad que tiene tres industrias bdsicas: una
planta de acero, una mina de carbén y un ferrocarril. Para
producir $1 de acero, la planta de acero utiliza $0.50 de ace-
0, $0.30 de carbén y $0.10 de transporte. Para extracr §1 de
carbdn, la mina de carbén utiliza $0.10 de acero, $0.20
de carbén y $0.30 de transporte. Para proporcionar $1 de
transporte, el ferrocarril utilza $0.10 de acero, $0.40
de carb6n y $0.05 de transporte. Suponga que durante ¢l
mes de diciembre existe una demanda extema de 2 millones
de délares para el acero, 1.5 millones de délares para el

hig. = carbén y 0.5 millones de délares para el ferrocamil. ( Cudnto

g i’ ¥ debe producir cada industria para satisfacer las demandas?




DETERMINANTES

EX1 DEFINICION Y PROPIEDADES

DEFINICION

En esta seccién definiremos el concepto de determinante, y estudiaremos algunas de sus
propiedades. Los determinantes se utilizaron por primera vez en la solucion de sistemas
lineales. Aunque el método desarrollado en el capitulo 1 para resolver tales sistemas es
mucho miés eficiente que los métodos que involucran determinantes, éstos son ttiles en
otros aspectos del dlgebra lineal. Consideraremos algunos de estos aspectos en el capi-
tulo 7. En primer lugar, trataremos brevemente las permutaciones, que se utilizan des-
pués en nuestra definicién de determinante. En este capitulo, todas las matrices son
cuadradas.

Sea § = {1,2, ..., n}el conjunto de enteros de 1 a n, ordenados en forma ascenden-
te. Un reordenamiento j, j, * * j, de los elementos de S es una permutacién de S.

Para ilustrar esta definicién, sea S = {1,2,3,4}. Entonces 4132 es una permutacion
de S. Corresponde a la funcién f: § — § definida por

fa)y=4
f@)=1

f@)=3
f@)=2.

Podemos colocar cualquiera de los n elementos de § en la primera posicién, cual-
quiera de los n — | elementos restantes en la segunda posicién, cualquiera de los n — 2
clementos restantes en la tercera, y asi sucesivamente, hasta llegar a la n-€sima posicion,
la cual s6lo puede ser ocupada por el elemento que queda. Entonces, hay

nn—-1)n—2--+2-1 )

permutaciones de S. Denotamos el conjunto de todas las permutaciones de S como §,,.
El producto indicado en la expresion (1) se denota

n!, n lactorial.

139
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EJEMPLO 1

DEFINICION

Tenemos que
=1
=2 =2
3=3:2:1=6
41=4-3-2-1=24
MN=54:3:2>1=120
6!=6:5'4-3-2:-1=720
MN=7+6:5:4:3:2+]1 =540
8!=8:7:6:5:4-3-2:1=407320
9!=9-8-7-6-5-4:-3-2-1=73622880
S, consta sélo de 1! = 1 permutacion del conjunto {1}, a saber, 1; S, constade 2! =

2 - 1 = 2 permutaciones del conjunto {1, 2}, a saber, 12 y 21; S3 constade 3! =3 -2
I = 6 permutaciones del conjunto {1,2, 3}, a saber, 123,231,312,132,213 y321. @

Se dice que una permutacion j, j,+ - j,de S = {1,2, ..., n} tiene una inversiéon
si un entero mayor j, precede a uno menor j,. Una permutacién se denomina par o im-
par si el niimero total de inversiones en ella es par o impar, respectivamente. Enton-
ces, la permutacion 4132 de § = {1, 2, 3, 4} tiene cuatro inversiones: 4 antes de 1,4
antes de 3, 4 antes de 2 y 3 antes de 2. Por lo tanto, es una permutacion par.

Si n > 2, puede demostrarse que S, tiene nY/2 permutaciones pares y un niimero
igual de permutaciones impares.

En $,, la permutacién 12 es par, ya que no tiene inversiones; la permutacion 21 es im-
par, pues tiene una inversion. "

Las permutaciones pares en S3son 123 (sin inversiones), 231 (dos inversiones: 21 y 31)
y 312 (dos inversiones: 31 y 32). Las permutaciones impares en S; son 132 (una inver-
sion: 32); 213 (una inversion: 21), y 321 (tres inversiones: 32,31y 21). |

Sea A = [a,j] una matriz de n x n. Definimos el determinante de A (que se escribe
det(A) o 1AD) como

det(A) = |A| = ) (£)a1),a2), - G, @)

donde la suma varia sobre todas las permutaciones j; j» - - - j, del conjunto § = {1,
< NI n}. El signo se toma como + o como - si la permutacion j; j>- - - j, es par o
impar, respectivamente.,

En cada término (£)ay, 4, - - - a,, del det(A), los subindices de las filas aparecen
en su orden natural, mientras que los subindices de las columnas estin en el orden j,
Jj2** * jn- Como la permutacién jy j2- -« j, no es més que un reordenamiento de los nii-
meros desde |1 hasta n, no tiene repeticiones. En consecuencia, cada término en det(A)
es un producto de n elementos de A, cada uno con su signo adecuado, en el cual hay
exactamente un elemento de cada fila y exactamente un elemento de cada columna. Da-
do que sumamos sobre todas las permutaciones del conjunto § = {1,2, ..., n}, laex-
presion para det(A) tiene n! términos en la suma.
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EJEMPLO 5

EJEMPLO 6
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Si A = [aj;]es una matrizde 1 x |,entonces S sélo tiene una permutacién, la permu-
tacién 1, que es par. Asi, det(A) = a,,. @A

Si
s [ﬂn ﬂlz]
@y ax

es una matnz de 2 x 2, para obtener det(A) escribimos los términos
a)_ay_ h § a)_as_,

y llenamos los espacios en blanco con todos los elementos posibles de §,; entonces, los
subfndices vienen aser 12 y 21. Como 12 es una permutacion par, el érmino a)a; tie-
ne asociado un signo +; como 21 es una permutacién impar, el término a)xa; tiene
asociado un signo —. Por lo tanto,

det(A) = apaxn - a;xas;.

También podemos obtener det(A) formando el producto de las entradas en la linea
que va de izquierda a derecha en el siguiente diagrama, y restando de este producto el
producto de las entradas en la linea que va de derecha a izquierda.

ap ay2

Por lo tanto, si

entonces det(A) = (2)(5) — (—3)(4) = 22, [ ]

Si
dyp dp dp

A=|an an an
dy ay dy

para calkcular det(A) escribimos los seis términos

Q) Gy Gy, Ay QG @y, G Gy Gy, ) Ay 4y_,
A _ay ay_. Yy ap_a;_ay._.

Utilizamos todos los elementos de S5 para llenar los espacios en blanco y, anteponemos
a cada término el signo + o el signo — segiin si la permutacién es par o impar, con lo
cual obtenemos que

det(A) = ay1axa33 + a12a3a3, + a1305105 — G1,02305
—@1222)%33 — Q1332243 -

3)

También podemos obtener det(A) como sigue. Repetimos la primera y segunda co-
lumnas de A, como se muestra a continuacién; formamos la suma de los productos de
las entradas sobre las lineas que van de izquierda a derecha, y restamos a este niimero
los productos de las entradas en las lineas que van de derecha a izquierda (verifique).

ay) ax _anpn_  an _anp
az a2 a3 a1 a2 .
@)« AyaTwansTway  way 2
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Precauciéon

EJEMPLO 7

Solucion

EJEMPLO 8

Demostracion

Téngase presente que los métodos descritos en los ejemplos 5 y 6 para evaluar det(A)
no se aplican para n > 4,

Sea

>

Il

W -
— o J
oW

Evaluar det(A).

Al sustituir en (3), encontramos que

det(A) = (I(I1X2) + 2)3X3) + BU2)(1)
— (DHBG)(1) = (2)(2)(2) - (3)(1X3) =6.

Podriamos obtener el mismo resultado aplicando el sencillo método descrito al finali-
zar la pagim antenior (verifique). |

Tal vez yase le ha ocurrido al lector que esta forma de calcular el determinante pue-
de ser en extremo tediosa para un valor considerable de 7. De hecho, 10! = 3.6288 x 10°
y 20! = 2.4329 x 10" won niimeros enomes. Pronto desarrollaremos varias propieda-
des de los determinantes, que reducirdn en gran medida la magnitud de los célculos re-
queridos,

Las permutaciones se estudian con cierto detalle en el cursos de dlgebra abstracta y
en cursos de teorfa de grupos. Nosotros no utilizaremos las permutaciones en nuestros
métodos para calcular los determinantes, aunque sf nos serd (til la siguiente propiedad de
las permutaciones: si intercambiamos dos nimeros en la permutacién j, j, - - - j,, enton-
ces el nimero de inversiones aumenta o disminuye en un niimero impar (ejercicio T.1),

El niimero de inversiones en la permutacion 54132 es 8. El nimero de inversiones en
la permutacion 52134 es 5. La permutacién 52134 se obtuvo intercambiando los digi-
tos 2y 4 ¢n 54132, El nimero de inversiones difiere en 3, un nimero impar. ®

PROPIEDADES DE LOS DETERMINANTES
Los determinantes de una matriz y de su transpuesta son iguales; es decir, det(AT) =

det(A).

Sean A = [ayl y AT = [bj).donde bj; = a;; (1 < i< n, | <j< n). Entonces, de acuer-
do con (2), tenemos

Qet(AT) =) (R)byyybayy by, = ) ()aj1Gp2- - Appn. @)

Ahora podemos reordenar los factores en el término a; a5 - - - a; , de modo que los
indices de las filas aparezcan en su orden natural, Asi,

brj b2, == - bajy = @ji1Gj2 - Gjyn = A1k A2,y * - - Ak,

Con base en las propiedades de las permutaciones discutidas en un curso de dlgebra abs-
tracta,” puede demostrarse que tanto la permutacién kik; - - - k,,, que determina el signo

* Vea ). Fraleigh, A First Course in Abstract Algebra, 7a. ed., Reading, Massachusetts: Addison- Wesley Pu-
Hishing Company. Inc. 2003; y J. Galian, Contemporary Abstract Algebra, 5a. ed., Massachwsetts: Houghton
Mifflin, 2002,
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Demostracion

EJEMPLO 10

Sec. 3.1 Definicién y propiedades 143

asociado con ay @y, - - - Gy, cOmo la permutacion jijs «  * ju. que determina el signo
asociado con @y -+ - @), son ambas impares 0 ambas pares. Por ejemplo,

by3brshishsbsy = a31a40a53014a25 = A14G250310520 53]

el nimero de inversiones en la permutacion 45123 es 6, y el nimero de inversiones en
la permutacion 34512 también es 6. Como los términos y los signos correspondientes
en (2) y (4) coinciden, podemos concluir que det(A) = det(A”). @

Sea A la matriz del ejemplo 7. Entonces

AT =

W ) -
L N ]

Al sustituir en (3), tenemos que

det(AT) = (1)(1)(2) + @)(1X3) + BX2)(3)
—((B) - 2)2)(2) - 3)(1)(3)
= 6 = det(A). g

Fl teorema 3.1 nos permite remplazar “fila” por “columna™ en muchas de las otras
propiedades de los determinantes; veremos la forma de hacerlo en el siguiente teore-
ma.

Si la matriz B se obtiene intercambiando dos filas o intercambiando dos columnas de
A entonces det(B) = —det(A).

Supongamos que B se obtiene a partir de A, al intercambiar las filas r y s y supongamos
que r < 5. Entonces tenemos b,; = a,;, b; = a,; y b = a; parai # r, i # 5. Ahora,

det(B) = Y ()byj by, -+ b,y -+ by, - by,
= Y (H)arjas - ayy - g, -+~ awg,

=D (Da;a2p, -y, -+ Ay, - Gy

La permutacion jijs *  j, ** * j, * * j ¢ obtiene de la permutacion jyjr =+ *jy ++*Jy -+ jn
mediante el intercambio de dos niimeros; el niimero de inversiones en la primera difie-
re en un nimero impar del nimero de inversiones en la segunda (vea el ejercicio T.1).
Esto significa que el signo de cada término en det(B) es el negativo del signo del tér-
mino correspondiente en det(A). Por lo tanto, det(B) = —det(A).

Sumn;;_mnos ahora que B se ottiene a partir de A, al intercambiar dos columnas de A,
Entonces B se obtiene de A”, intercambiando dos filas de A”. De esta manera, det(B") =
det(A”), pero det(B") = det(B) y det(A") = det(A). Por lo tanto, det(B) = —det(A). ™

En los siguientes resultados, daremos las demostraciones sélo para las filas de A;

para las demostraciones del caso correspondiente para las columnas, se procede como
al final de la demostracién del teorema 3.2,

Tenemos que

-
2 |=T ¥

L ]

2
1 | = -7,
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Demostracion

EJEMPLO 11

Demostracion

EJEMPLO 12

Demostracion

EJEMPLO 13

EJEMPLO 14

S dos filas (columnas) de A son iguales, entonces det(A) = 0.
Supongamos que las filas r y 5 de A son iguales. Intercambiamos las filas 7 y sde A pa-

m obtener una matriz B. Entonces det(B) = —det(A). Por otro lado, B = A, de modo
que det(B) = det(A). Asf, det(A) = —det(A), por lo que det(A) = 0. =

Utilizando el teorema 3.3, se sigue que

1 Z
-1 0
2

W~ W
Il
=

S una fila (columna) de A consta solo de ceros, entonces det(A) = 0.
Supongamos que la r<sima fila de A consta completamente de ceros. Como cada tér-

mino en la definiciéon de determinante de A contiene un factor de la r-¢sima fila, enton-
s cada érmino en det(A) es igual a cero, Por lo tanto, det(A) = 0. =

Con base en el teorema 3 4, resulta que

1. 2 3
4 5 6|=0
0o 0 0

S B se obtiene a partir de A multiplicando una fila (columna) de A por un niimero real
¢, entonces det(B) = ¢ det(A).

Supongamos que la r<€sima fila de A = [q;;] se multiplica por ¢ para obtener B = [b;j].

Entonces, b,-j =a;sii#ry b,j = cay;. Obtenemos det(B) a partir de la ecuacion (2),
como

det(B) = Y (F)byjibajy -+ by, -+ bu,
= Z(ik‘lnazn oo(Cayy) - Gagy

=C(Z(:)"1JI“1JJ"'“'; "'“n,-'n) = cdet(A). &

Ahora podemos utilizar el teorema 3.5 para simplificar el cdlculo de det(A), facto-
nzando los factores comunes de las filas y las columnas de A.

Tenemos que

2 6 1 3 1 1
|I 12 =2’l 12 :{2){3}’1 4‘=6{4-”=18.
|
Tenemos que
1 2 3} 1 2 3 1 "2 1
1 5§ 3|=2|1 § 3|=2X3)|1 5 1 | =(2)3)(0)=0.
‘ 2 8 6 I 4 3 1 4 1

En este caso, primero factorizamos el factor comiin 2 de la tercera fila, luego 3 de la
tercera columna, y finalmente empleamos el teorema 3.3, pues la primera y tercera co-
lumnas son iguales. 2
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EJEMPLO 15
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SiB = [b,-j] se obtiene de A = [a;j] sumando a cada elemento de la r-ésima fila (colum-
na) de A una constante ¢ por el elemento correspondiente de la s-¢sima fila (columna)
r # sde A, entonces det(B) = det(A).

Demostraremos el teorema para las filas. Tenemos que by = a;; para i # r, y b,; =
a,; + cay, r # s, digamos r < 5. Entonces

det(8) = Z(i)blnbzn “* < bpj, by
= Z(i)ﬂ'“azb o l@rg, A cayy,) Gy Ay,
= Z(*‘)“'H“M gyttt Qgy Oy

. Z(a‘:)a:;,az;, <+ -(cqgj,) - - - Gyj, + + - Qjy.

La primera suma en esta (ltima expresion es det(A); la segunda suma se puede es-
cribir como

c [Z(t)au,azﬁ il FYELESY KT S 'ﬂu.] .

Observe que

Z('—'t}al“alb — a‘}f st Ay, 'aﬂh

an an 2 dip
) ann L zy
ag a,n dg, | < r-¢sima fila
asl A2 s | < s-&ima fila
Ay Ay e gy
=0,
ya que existen dos filas iguales. Por lo tanto, det(B) = det(A) + 0 = det(A). n
Tenemos
1 2 3 5 0 9
2 -1 3|=|2 -1 3
1 0 1 1 0 |

lo cual se obtiene al sumar el doble de la segunda fila a la primera. Si ahora se aplica
la definicién de determinante al segundo determinante, podemos que ver que ambos tie-
nen el valor de 4. 2

Si una marriz A = [a;] es miangular superior (inferior) (vea el ejercicio TS5, seccion
1.2), entonces

(hl(A) =a)ar " Qs

es decir, el determinante de una matriz triangular es el producto de los elementos de la
diagonal principal.



146 Capitulo 3 Determinantes

Demostracion  Sea A = [a;] una matriz tnangular superior (es decir, a;; = 0 para i > j). Entonces, un
t€rmino ay; ay;, - - * @, de la expresién para det(A) s6lo puede ser distinto de cero si
1 <j1.2<p.....n<j,.Ahora,jys . .. j, debe ser una permutacion o reordenamien-
tode {1,2,...,n}. Porlotanto, debemos tener j, =n, j,_1j=n—1,...,/2 =2,j; = 1.
En consecuencia, el inico término de det(A) que puede ser distinto de cero es el produc-
to de los elementos de la diagonal principal de A. Como la permutacién 12 -+ - nno tie-
ne inversiones, el signo asociado a ella es -+. Por lo tanto, det(A) = ayar " * Gy
Dejamos al lector la demostracién del caso de una matriz triangular inferior (ejer-
cicio T.2). @

e VU ERE B determinante de una matriz diagonal es el producto de las entradas de su diagonal
principal.

Demostracion Ejercicio T.17. 4

EJEMPLO 16 gty

2 3 4 3 0 0 -5 0 0
A=|0 -4 5], B=|2 5 0|, C= 0 4 0
0 0 3 6 -8 -4 0 0 -6

Calcular det(A), det(B), det(O).

Solucién De acuerdo con el teorema 3.7, det(A) = —24, det(B) = —&). Por el corolario 3.1
det(C) = 120. "

Ahora presentamos una forma de denotar operaciones elementales por filas y por
columnas, en las matrices y en los determinantes.

< Intercambiar filas (columnas) i y j:
rper; (¢ ec).
< Reemplazar la fila (columna) ¢ por k veces (k# 0) la fila (columna) i:
kr; —>r;  (ke;— ¢j).

< Reemplazar la fila (columna) j por & veces (k# 0) la fila (columna) i + la fila
(columna) j:

kl"'"-l'j—* I’j (kc;+cj—> c,-).

Con esta notacién es ficil seguir el rastro de las operaciones elementales entre fi-
las 0 entre columnas realizadas a una matriz. Por ejemplo, con A, ., r; indicamos que
hemos intercambiado las filas { y j de la matriz A. Procedemos de manera similar en el
caso de operaciones entre columnas.

Podemos interpretar los teoremas 3.2,35 y 3.6 en términos de esta notacion asf:

dcl(Ar,“rJ) = _(i:l(A). l '#j
det( Ay, —r,) = k det(A)
det( Aps, 4ejer,) = det(A), @ # .
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Es conveniente rescribir estas propiedades en términos de det(A):
det(A) = — det(Ar,wur, ) i #j

1
det(A) = Etkl( Atr'—-q ) £ 70
det(A) = deUAgr4rjary)s 1 # J.

Para las operaciones entre columnas procedemos de manera andloga.

Los teoremas 3.2,3.5, 3.6 y 3.7 son muy dtiles en la evaluacion de det(A). Lo que
hacemos es transformar A por medio de operaciones elementales por filas en una matriz
triangular, Por supuesto, debemos registrar como cambia el determinante de las matrices
resultantes al realizar tales operacones.

4 3 2
EJEMPLO 17 SeaA=1|3 -2 5|. Calcular det(A).
2 4 6
Solucién Tenemos
det(A) = 2det(A}, ,.) Multiplicar la fila
4 3 32 3 por %
= 2det i -2 S =
4 3 2] :
i 3 9 5 Ilnlc;cambrar las filas
i 2 B e
- - | sy
1 2 3
= (—1)2det 3 -2 5
4 3 2

- Obtener ceros debajo
=—2det] |3 -2 § e ey
3 2 —3[’; +|‘z - entm a ( * ]o
. —4r 4+ =3
[1 2 3]
= —2det| ([0 -8 -4
0 -5 -10
(M1 2 3] & .
=-2detllo0 -8 -4 btener ceros debajo
0 -5 —10 de la entrada (2, 2).
\ - = ;':"‘!‘3-"‘;
(1 2 9
=—2det| |0 -8 —4]].
e @ -3

En seguida calculamos el determinante de la matniz triangular superior.

30
det(A) = —2(1)(—8) (_, I) =-120 De acuerdo con el teorema 3.7,

Las operaciones que seleccionamos no son las mas eficientes, pero con ellas evitamos
el uso de fracciones durante los primeros pasos. 2
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Observacion Haremos referencia al método utilizado en el ejemplo 17 para calcular un determinan-
te, como calculo por reduccion a la forma triangular.

Omitiremos la demostracién del siguiente e importante teorema.

eGP R  E) determinante del producto de dos matrices es el producto de sus determinantes; es
decir,

det(AB) = det(A) det(B). G

EJEMPLO 18 v

Entonces
Al = =2 Y IBl = 5
Ademas,
4 3
AR = [10 5]
y
IABl = — 10 = |A/IBI. |

Observacién Fn el ejemplo 18 también tenemos (verifique)
-1 0
BA = [ 7 i(]] ’
de manera que AB # BA, Sin embargo, IBAl = |BIAl = —10 = |ABI.

Como consecuencia inmediata del teorema 3.8, podemos cakular fécilmente
det(A™") a partir de det(A), como demuestra el siguiente corolario.

(o VT REWR SiAesno singular, entonces det(A) # 0 y

A7) = .
A= @
Demostracion  Ejercicio T4, §
EJEMPLO 19 @&
1 2
A= j 4] :
Entonces det(A) = -2y
& -2 q
ATl=( 1_]-
Ahora,
det(A™') = — : :



EJEMPLO 22

EJEMPLO 21

Solucién
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DETERMINANTE DE MATRICES BINARIAS (OPCIONAL)
Las propiedades y técnicas para el cilculo de determinantes desarrolladas en esta seccion

se aplican también a matrices binanias; s6lo que en este caso los célculos se hacen con arit-
méica binaria,

El determinante de la matriz binana de 2 x 2
10
A [: 1]
calculado por medio de la téenica desarrollada en el ejemplo 5, es
det(A) = (IX1)=(1)0) = 1. | |

El determmante de la matriz binanade 3 x 3

1 0 1
A=|1 1 0
011
calculado por medio de la técnica desarrollada en el ejemplo 6, es

det(A) = (H(1)(1) + ©O)0)0) + (D)
—(DO)(1) = (HO)1) = (O)(1)(1)
=1404+1-0-0-0=1+1=0. =]

Utilice el cdlculo por reduccién a la forma triangular para evaluar el determinante de la
matriz binaria

=(-D

ri+r—+ry

=(-1

——
CS bt
— D e
o0 -

——

i+

De acuerdo con el teorema 3.3, det(A) = 0. |

Terminos clave

Permutacion

n factorial
Inversion
Permutacién par

Permutacion impar
Determinante
Cilculo por reduccion a la forma triangular

3.1 Ejercicios

1. Determine el nimero de inversiones en cada una de las si- 2. Decida, en cada una de las siguientes permutaciones de
guicntes permutaciones de § = {1,2,3,4,5}. § = {1,2,3,4},si cs par o si es impar.

(a) 52134 (b) 45213
(d) 13542 (c) 35241

(c) 42135 (a) 4213 (b) 1243 (c) 1234
(f) 12345 (d) 3214 (c) 1423 (f) 2431
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3. Determine el signo asociado a cada una de las siguicntes
permutaciones de § = {1,2, 3,4, 5}.

(a) 25431 (b) 31245 (c) 21345
(d) 52341 (c)34125 (f) 41253

En cada uno de los siguientes pares de permutaciones de §
={1,2,3,4,5, 6}, verifique que ¢l niimero de inversiones
difiere en un nimero impar.

(a) 436215 y 416235
(b) 623415 y 523416
(c) 321564 y 341562
(d) 123564 y 423561

En los ejercicios 5 y 6, evaliie el determinante mediante la
ecuacion (2).

o 0 3 0
5.(a)32‘(b)200
0 0 -5
SRR
@lo-2 5| @|; 0 9 |
0 0 3
0 0 1 0
5 0 0 -2
6. (a) ‘(b)030
4 3 4 0 0
304 2 -
©l2 s ol @
s & i 3 1 0 2
1 3 0 3

7. Sca A = [a;] una matriz de 4 x 4. Escriba la expresién ge-
ncral para det(A) usando la ecuacién (2).

8. Si
a o6 o
|Al=| & [ by | =—4,
C (] cy

calcule los determinantes de las siguientes matrices:
az
by

s a
B=|bh by |,
(& C2 <

ay a ay
C=|h b by |.
2, 202 2
y
a a: (45
D=|b+4c, by+4c; bi+4ei|.
Ci c2 C3
9. Si
d) (/5] ay
|Al=| b by by =3,
(] C2 3

calcule los determinantes de las siguientes matrices:

B =

by
Cy C2

ay 302
C=|b 3b
1 3(‘3

a

D = Cy
by

|
A=|3
2

verifique que det(4) = de(A”).
Evaliie

@ de‘([l;] 132])

|:a| +2by - 31 a2+ 20y =32
b

ax
¢
b2

10. Si

-1
4
5

11.

(b) det(Al; — A), donde A = [ ‘l‘

12. Evalie:

2

A -1 =2
(a) det 0 A=2 2
0 0 A=13

|

-1

(b) det(Al3 ~ A), donde A = [-—2

13,

igual a cero.

igual a ccro.
En los ejercicios 15 y 16, calcule el determinante indicado,
0 2 -5 o
5.0 4 6 @),
0 0 -1 0
2 0 0
(c)|0 4 0
0 0 9
6 0 0 0
3 4 0 0
4 1 =3 2
2 6 -5
(c)y|0 4 0
o 0 9

6
4
0
0

0

)

0

as+ 2by
by
[&}

&7
h .
a

as
€3

b3

-
[ S

0 1
0 -1
0 1

3 =2
T 3
-3 2
0o 2
0 0
8§ 0
0 -3

— 3(‘3

|

Para cada una de las matrices del cjercicio 11, determine
todos los valores de ) para los que el determinante sea

Para cada una de las matrices del ejercicio 12, determine
todos los valores de ). para los que el determinante sea




En los ejercicios 17 a 20, calcule el determinante dado por re-
duccion a la forma triangular.
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Z 3 & 3 0 o
®b)A=|0 3 2|, B=|4 0
0 0 -4 2 -2

— A

4 -3 5 -
17. (a) g (2, 2 ® 2 3 _1 o 22, SilAl = —4, determine
11 8 -4 6 (a) 1A (b) A" ©
© 3 é ,2,' 23. SiAy B son matricesde n x n,con Al =2y Bl = =3,
0 0 -3 calcule 1A 'B"1.
4 0 0 0 4 1 3 En los ejercicios 24 y 25, evaliie el determinante dado de las
18. (a) -1 2 0 0 »ml2 3 o0 matrices binarias por medio de las técnicas desarrolladas en
3 I 2 -3 0 1 3 2 los ejemplos 5 y 6.
1 5 3 5
1 10
1 2 3 01
@ 2 1 o % @ 10‘ ®) i?:‘
=3 1 2
1 00
4 2 3 -4
” 9B 3 o |0 2
8 -2 6 4 011
1 3 —4 L1 2 2. (@) :")‘ @11
®|-2 1 2( (@0 2 -2 001
-9 15 0 0o 0 3
1 00
I 0 1 2 0 0 o |1 11
0 @|1 1 0| ® -5 3 0 O 1 110
3 2 4 0
# L9 & T VS
En los ejercicios 26 v 27, evaliie el determinante dado de las
© ; g -(]) matrices binarias por reduccion a la forma triangular.
<
s ool 5191
2. a)|1 1 O {b)looo
21, Verifique que det(AB) = det(A) det(B) para las siguicntes i3 0100
matrices:
[ ~2 3 10 2 101 : 110 ?
@A=|-2 3 1].B=]|3 -2 s Wl Ll ®l1011
0 1 0 2 1 3 3w 0001
Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que si intercambiamos dos nimeros en la
permutacion jy j> - - - ji, ¢l nimero de inversiones aumenta
o disminuye en un niimero impar. (Sugerencia: demuestre
primero que si se intercambian dos nimcros adyacentes,
el nimero de inversiones aumenta o disminuye en 1,
Luego muestre que un intercambio de dos niimeros
cualesquicra se pucde lograr mediante un niimero impar
de intercambios sucesivos de ndmeros adyacentes.)

T.2. Demucstre ¢l tcorema 3.7 para ¢l caso de una matriz
triangular inferior.

T3. Demuestre que si ¢ ¢s un niimero real y A ¢s una matniz
de n x n, entonces det(cA)= ¢" det(A).

TA. Demuestre el corolario 3.2.

T.5. Demuestre que si det(AB) = 0, entonces det(A) =00
det(B) = 0.

T6. (Es cicrto que det(AB) = det(BA)? Justifique su respuesta

T.7. Demuestre que si A es una matniz tal que en cada fila y en
cada columna uno y sélo un clemento es # 0, entonces
det(A) # 0.

TA8. Demuestre que si AB = [, entonces del(A) # 0y
det(B) # 0.

TS9. (a) Demuestre que si A = A~', entonces det(A) = +1.
(b) Demuestre que si A” = A™', entonces det(A) = +1.

T.10. Demuestre que si A s una matriz no singular tal que
A? = A, entonces det(A) = 1.
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T.11. Demuestre que
det(A"B") = det(A) det(B")

= det(A”) det(B).

T.12. Demuestre que

a’ a 1
b* b 1 |=(b-aXc—aXb-c)
e ¢ |

Este determinante se llama un determinante de
Vandermonde”.

T13. Sea A = [ay] una matriz triangular superior. Demuestre

quec Aecsnosingularsi ysélosiag; #0,1 <i <n.

T.16. Demuestre

T.14. Demuestre que si det(A) = 0, entonces det(AB) = 0.
T.15. Demuestre que si A” = O, para algiin entero positivo n, cn-

tonces det(A) = 0.

y n es umpar, entonces det(4) = 0.

T.17. Demuestre ¢l corolario 3.1,

T.18. ;Enqué circunstancias una matriz diagonal es no singular?

(Sugerencia: vea el ejercicio T.7.)

T.19. Utilizando el ejercicio T.13 de la seccién 1.2, determine
cudintas matrices binarias de 2 x 2 tienen determinante ce-

1o y cudintas tiencn determinante igual a 1.

Ejercicios con MATLAB

Para urilizar MATLAB en esta seccidn, es preciso haber leido
primero el capltulo 10, hasta la seccion 10.5.

ML.1.

ML.2.

MLJ3.

* Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) nacié en Paris, Su padre, mé&dico, intentd guiarlo hacia una carrera musical, Su obra matemética pu-
blicada consta de cuatro articulos presentados en un periodo de dos afios. Por lo general, se le considera el fundador de la teoria de los determmantes;
también desarrollé férmulas para resolver ecuaciones generales de segundo, tercero y cuanto grados, Vandermonde fue cofundador del Conservatorie des
Arts et Métiers, y fue su director hasta 1782, En 1795, ayudé a organizar un curso de economia polftica. Fue un activo participante en la Revolucién

Utilice la rutina reduce para realizar operaciones por
filas y registre de forma manual los cambios en el
determinante, como en ¢l ejemplo 17.

2 1 @
(a) A= |1 3 2

3 2 1
-0 1 3 -2

2 1 1 1

GA=| > o 1 2
I 0 0 1

Utilice la rutina reduce para realizar operaciones por
filas y registre de forma manual los cambios en el de-
terminante, como en ¢l ejemplo 17.

MATLAR tiene un comando det, que regresa el valor
del determinante de una matriz. Sélo escriba det(A).

Calcule el determmante de cada una de las matrices
siguientes por medio de det.

(a) A=

ND -
-_-~c

b) A=

oot —
SN -t
-No S

Francesa, miembro de la Comuna de Paris y del Club de los jacobinos,

[ 1 -1 1
@A=| 1 1 =1

12 3 4
2 3 4 S
®MA=|3 4 s 6
4 s 6 7

(a) 5*eye(size(A)) — A, donde

2 3 0
A= 1|4 I 0f.
0O 0 5

(b) 3*eye(size(A)) — A)*2, dondc

A=[; ;]

(c) invert(A)*A, donde

1 1 0
A=1|0 1 0
I 0 1

ML.S. Determine un entero positivo £ 1al que
det(t*eye(size(A)) — A) = 0,donde

(37

qrucsiAcsdcn % n,siendo A una matriz anti-
simétrica (A" = — A, vea el ejercicio T.24 de la seccién 1.4)

. Utilice det (vea el ejercicio ML.3) para calcular el de-
terminante de cada una de las siguientes expresiones.
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EE] DESARROLLO POR COFACTORES Y APLICACIONES

DEFINICION

EJEMPLO 1

Hasta este momento, hemos evaluado los determinantes por medio de la ecuacién (2)
de la seccién 3.1, y a partir de las propiedades que se establecieron alli. A continuacién
desarrollamos un método diferente para evaluar el determinante de una matriz de n x n,
que reduce el problema a la evaluacién de determinantes de matrices de orden n - 1.
Luego podremos repetir el proceso para matrices de (n — 1) x (n - 1), hasta obtener
matrices de 2 x 2,

Sea A = [aj) una matriz de n x n. Sea M la submatriz de A de tamaito (n-=1) x (n -
1), obtenida eliminando la i-ésima fila y la j<sima columna de A. El determinante det-
(M,-j) s¢ denomina ¢l menor de ajj. El cofactor Ajj de aj = define como

Ay = (1) deuMy).

Sea
3 -1 2
A=[4 5 6
7 1 2
Entonces
del(M|z)=‘; 52 =8—-42=-34,
3 ]
dt’.l(Mg):’? l’=3+7=10,
y
-1 2
det(My) = 6 =-6-10=-16.
Ademas,
Az = (=D det(M) = (—1)(-34) = 34,
Axs = (—1)"3 det(Ma3) = (—1)(10) = —10,
y

Az = (=1)*"! det(M3)) = (1)(=16) = —16. =

Si consideramos el signo de (—1)*/ como si hubiera sido ubicado en la posicién
(i, j) de una matriz de n x n, entonces los signos forman un patrén de tablero de aje-
drez que tiene un “+" en la posicion (1, 1). Los patrones para n = 3 y n = 4 son los

siguientes:
+ — { ,i. - + —
bo- - + - 4
+ - + - + -
-+ - +
n=3 =4

H teorema siguiente proporciona otro método para evaluar determinantes aunque,
desde el punto de vista del cdlculo, no es tan eficiente como la reduccién a la forma
triangular.
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Demostracion

EJEMPLO 2

Sea A = [ay] una matriz de n x n. Entonces, para cada 1 <i < n,

det(A) = apAj + apApp+ **+ + Qi Al
(desarrollo de det(A) a lo largo de la i-ésima fila), (1)

yparacada l <j <n,

dct{A) = UU.AU' + flyAzj e R = nﬂjAﬂj
(desarrollo de det(A) a lo largo de la j-ésima columna). (2)

De acuerdo con el teorema 3.1, la primera férmula se deduce de la segunda, ya que
det(AT) = det(A). Omitiremos la demostracién general y consideraremos la matriz
A = [ay) de 3 x 3. Segin (3) de la seccién 3.1,

det(A) = ayjanay; + appayxay + ayzazasyp

(3)
— )Gy — a)az asy — d)3axas; .
Podemos escribir esta expresién como
det(A) = ay(@nazz — anazn) + aplanay — anasy)
+ apzlanayn — axpay).
Ahora,
Ay = (-1 92 9B | _ ey — anan),
yp dadxn
a a
Ap = (-1)'? P VOB = (anay — anan),
31 a4y
— (_1y#3| Gn a2 | _
Apy=(-1) i (aniayy — anay).
Por lo que
det(A) = ap A + anAp + ajzAg;,
que es el desarrollo de det(A) a lo largo de la primera fila.
Si ahora escribimos (3) como
det(A) = ays(azasy — axnasy) + a(aas — apas)
+ ayxlayaxy - apayy),
podemos verificar facilmente que
det(A) = a3A;3 + anAy + a3,
que es el desarrollo de det(A) a lo largo de la tercera columna. 3l

Para evaluar ¢l determinante

1 2 =3 4
-4 2 1 3

3 0 0 -3¢

Z2 0-=2 3

observemos primero que es mejor desarrollarlo ya sea a lo largo de la segunda colum-
m 0 a lo largo de la tercera fila, puesto que cada una tiene dos ceros. Obviamente, lo
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mejor es desarrollar el determinante a lo largo de la fila 0 columna que tenga el mayor
nimero de ceros, ya que en este caso no es necesario evaluar los cofactores A de los
ajj que son cero, pues aj; Ay = (0}A;) = 0. Entonces, desarrollando a lo largo de la ter-
cera fila, tenemos

1 2 -3 4
-+ 2 1 3
8 0 0-=3
2 0 =2 3
2 -3 4 1 -3 4
=(-D*'3 |2 1 3|[+(-DP¥0)| -4 1 3
0:=3 2 Z =5 3 @)
1 2 4 I 9.8
+(-D¥0)| -4 2 3|+(-D***-3)|-4 2 1
2 0 3 2 0 -2

Ahora evaluamos

desarrollando a lo largo de la primera columna, con lo que se obtiene

1 3 3 4
-2 3 2 3

-n'*'2)

|+ (-D*(2)

= (I(2X9) + (=D(2) (-1 = 20.

De manera similar, evaluamos

1 2 -3
-4 2 1
2 0 -2
desarrollando a lo largo de la tercera fila, con lo que se obtiene
-3 i 2
(-1)**(2) % 1 +(—1)3’+3(—2)‘_4 2

= (IX2)8) + (1(—2)(10) = —4,
Al sustituir en la ecuacién (4), encontramos que el valor del determinante estd dado por
(+D(3)20) + 0 + 0 4+ (—1)—3)(—4) = 48.

Por otra parte, al evaluar el determinante desarrollando a lo largo de la primera co-
lumna, tenemos

2 4 3 2 -3 i
(-0 0 -3 |+(=D*(-4|0 0 -3
0 -2 3 0 -2 3
2 -3 4 2 <3 4
+(-D**312 1 3|4+E=DHD|2 1 3
g -2 3 0 0 -3

= (D(=12) + (= 1D(—4)(—12) + (1)(3)(20) + (—1)(2)(—24) = 48. =
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EJEMPLO 3

TEOREMA 3.10

Demostracion

Podemos utilizar las propiedades de la seccion 3.1 para introducir muchos ceros en
una fila o columna dadas, y luego desarrollar a lo largo de esa fila o columna. Este pro-
cedimiento se ilustra en el ejemplo siguiente.

Considere el determinante del ejemplo 2. Tenemos

1 2 =3 4 1 2 -3 5§
-4 2 1 3 -4 2 1 -1
3 0 0 -3 = 3 0 0 0
T 0 =2 —— g 0 -2 5
2 =3 §
=(-1)*'3)|2 1 -1
0 -2 5§
n—n-r
0 -4 6
=(-D'3) |2 1 -1
Q-2 5
= (—1)*(3)(—2)(—8) = 48. @

LA INVERSA DE UNA MATRIZ

Es interesante preguntarse qué es an Az + apAgp + © + © + @A, para § # k, ya que tan
pronto tengamos la respuesta obtendremos otro método para determinar la inversa de
una matriz no singular.

Si A = |ay] es una matriz de n x n, entonces

ap Ay +apAp+ o+ AGp A, =0 para i#k; (5)

GIJAH"‘GQJA’_}*"“‘."G,UA,“=O para j# A (6)

S6lo demostraremos la primera férmula; la segunda se deduce de la primera por medio
del teorema 3.1,

Considere la matriz B que se obtiene a partir de A, reemplazando la k<€sima fila de
A por su i-<¢sima fila. Entonces, B es una matriz que tiene dos filas idénticas: las filas i
y k.Entonces, det(B) = 0. Ahora desarrollamos det(B) a lo largo de la k&-€sima fila. Los
elementos de la k-€sima fila de B son a;y, ap,. . ., a;,,. Los cofactores de la k-€ésima fi-
la son Ay, Apa. . .., Ag,. Por lo tanto, de acuerdo con la ecuacién (1), tenemos

0 = deuB) = anAy + apA + ** * + Qin Ains

que es lo que queriamos demostrar. i
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Este teorema dice que si sumamos los productos de los elementos de cualquier fila
(columna) por los cofactores correspondientes de cualquiera otra fila (columna), el re-
sultado es cero.

EJEMPLO 4 gt

1 o 3
A= |-=-2 3 |
4 5 -2
Entonces,
Ay = (1) §_3‘=19- Ay =(—1)** ‘I‘ _2 = —14,
1 2 -
Ay =(-1) i % =3,
Ahora

a3 Az + apAxn + aAn = (@X19) + S)(—14) + (-2)(3) =0

apAx + apAn + apAy = (1)(19) + 2)(—14) + (3)(3) = 0. B

Pl 4

Podemos combinar (1) y (5) como

@nAi + GpAp + '+ G Ay = det{A) sii =k "
=0 sii# k. @

En forma similar, podemos combinar (2) y (6) como

A+ ayAy + -+ ay Ay = det(A) sij=k "
=0 sij # k. ©)

DEFINICION  Sea A = laj;] una matriz de n x n. La matriz adj A de n x n,llamada la adjunta de A,
es la matriz cuyo elemento i, j€simo es el cofactor Aj; de a;;. En consecuencia,

Ay Ay e Ay

) Ap An - Ap
adjA = g :

Aln A:'n Amr

Observaciones 1. La adjunta de A s forma tomando la transpuesta de la matriz de cofactores de los
elementos de A.
2. Tenga en cuenta que, ademas del uso que se le da en la definicién anterior, el térmi-
no adjunta tiene otros significados en dlgebra lineal.

_________EEMPLOS R

Calcule adj A.
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Solucién Los cofactores de A son

An == 8 _§‘=—ls; An=(-D"2|] _§‘=17;
6
A13 =(— l)l+3 1 0 { = _6;
Ay = (-0 72 _;’=-6: An=(-1p?|3 ] ’——-w;
—__1}2+3 3 =2 Py 1
-2 3
431=(—|)}“| p ;|=—10: Ayp = (-1 5 ;’ =
Ay = (—1)*+3 g ‘2’:23.
Entonces
-8 -6 -10
adia=| 17 -10 -1{.
-6 -2 28
m Si A = (ajj] es una matriz de n x n, entonces
Aadj A) = (adj A)A = det(A)],,.
Demostracion Tenemos
[ an ain |
ay aGn -+ Gy A Ay - Ajl e Apt
Aladi A) . : : A An Ap An
adjA) = .
Gy ap -+ G :
: : : Aln A:’.n Ajn Am
L nl dp2 -** dpa |

El elemento i, j-¢simo en el producto matricial A(adj A) es, de acuerdo con (7),

apAjp + apAp + - + @ppAp =det(d) sii=j

=0 sii# .
Esto significa que
det(A) 0 e 0
) 0 deuA) 0
A(adj A) = . . : : = del(A) ],
0 - 0 deA)

El elemento i, j<€simo en el producto matricial (adj A)A es, de acuerdo con (8),
Ay + Agiaaj+ * * + Apayy = det(A)  sii=j
=0 sii#j.
En consecuencia, (adj A)A = det(A)l,.
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Considere la matriz del ejemplo 5. Entonces

3 =% 11T-98 =& =1
5 6 2 17 =10" =i
1 @4 -3]] -6 -2 28

[

=-94|0

0

—18 —6 10} |3 -2 1 1
17 -10 —1||5 6 2|=-94]|0
-6 -2 28] |1 ¢ -3 0

Ahora tenemos un nuevo método para determinar la inversa de una matriz no sin-
gular, que establecemos en el corolario siguiente.

I
|
©
co&
|
O
ohso
|
oo
[ ER——

(=R =
Lt = =

o =0
-0 0
I —
=

Si A es una matriz de n x nydet(A) # 0, entonces

i An An An ]
det(A)  det(A) det(A)
A Az Ay
| e, M2
A1 = adi A) — | det(A)  det(A) det(A)
dcl(A](dd] ) : . .
R R
L det(A)  det(A) det(A) |

De acuerdo con el teorema 3.11, A(adj A) = det(A)l,, por lo que si det(A) # 0, enton-
ces
1

1
(adjA) = —— [A(adjA) | =

A—- . (detf(A),) = 1,.
det(A) det(A) det(A) e
En consecuencia.
|
A™ = —(adj A). 2
det(A) $4)
Considere una vez mis la matriz del eienwlo 5. Entonces. detfA) = 094 . v
18 10
1 s 8
A @jA)=|-7 1 1

] 94 9
6 2 28
& = =

= det(A)
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Demostracion

COROLARIO 3.4

Demostracion

EJEMPLO 8

Solucién

Una marriz A es no singular si y solo si det(A) # 0.

! porlo que A & no

Si det(A) # 0, el corolario 3.2 proporciona una expresion para A
singular.

Fl reciproco ya se establecio en el corolanio 3.2, cuya demostracion se dejé al lec-
tor como ejercicio T4 de la seccién 3.1. Ahora demostraremos el reciproco. Suponga

que A & no singular. Entonces
AAT =1,
De acuerdo con el teorema 3 .8, tenemos
det(AA ") = det(A) det(A ') = det(l,) = 1,

lo cual implica que det{A) # 0. Esto completa la demostracion. a

Si A es una matriz de n x n, el sistema homogéneo Ax = 0 tiene una solucion no tri-
vial si y sdlo si det(A) = 0.

Si det(A) # 0, de acuerdo con el teorema 3.12, A es no singular y, por ko tanto, Ax =0
sélo tiene la solucidn trivial (teorema 1.13 de la seccién 1.6),

Reciprocamente, si det(A) = 0,entonces A es singular (teorema 3.12). Suponga que
A es equivalente por filas a la matrniz escalonada reducida 8. De acuerdo con el teore-
ma 1.12 de la seccién 1.6 y con el ejercicio T.9 de la seccién 1.5, B tiene una fila de ce-
ros. El sistema Bx = 0 tiene las mismas soluciones que el sistema Ax = (. Sea C) la
matriz obtenida al eliminar las filas ceros de la matriz B. Entonces, el sistema Bx = 0
tiene las mismas soluciones que el sistema Cyjx = 0. Este ltimo es un sistema homo-
géneo que tiene como miximo n— | ecuaciones con n incdgnitas.y en consecuencia tie-
ne una solucién no trivial (teorema 1.8 de la seccién 1.5). Se sigue, entonces, que ¢l
sistema dado, Ax = 0, tiene una solucién no trivial. Observe que, en esencia, la demos-
tracién del recfproco es la demostracion del ejercicio T.3 de la seccién 1.6. a

Sea A una matriz de 4 x 4 con det(A) = —2.

(a) Describa el conjunto de todas las soluciones del sistema homogéneo Ax = 0.
(b) Si A se lleva a la forma escalonada reducida por filas B, ;qué es B?

(c) Proporcione una expresion para una solucién del sistema lineal Ax = b, donde

1
2
I:D=3

=

(d) ¢El sistema lineal Ax = b puede tener més de una solucion? Explique.
(¢) ;Existe A"

(a) Como det(A) # 0, el sistema homogéneo sélo tiene la solucién trivial segiin el co-
rolanio 3 4.

(b) Como det{A) # 0, segtin el teorema 3.12, A es una mariz no singular y, de acuerdo
con el teorema 1,12, B =1,.

(c) Una solucién para el sistema estd dada por x = A7'b.

(d) No. La solucién dada en (¢) es Unica,

(e) Si. =1
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En la seccion 1.6 desarrollamos un método préctico para determinar A ', Para de-
mostrar que una matriz singular no tiene inversa, allf utilizamos el hecho de que si ini-
ciamos con la matriz identidad /, y s6lo empleamos operaciones elementales por filas
sobre 1, nunca podremos oblener una matriz que tenga una fila de ceros. Ahora pode-
mos justificar tal afirmacién como sigue. Si la matriz B se obtiene de /,, al intercambiar
dos filas de 7, entonces det(B) = —det(/,) = —1 (teorema 3.2); si C se obtiene de /7,
multiplicando una fila de 1, por ¢ # 0, entonces det(C) = ¢ det(/,,) = ¢ (teorema 3.5),
y si D se obtiene de /,, sumando un miltiplo de una fila de 7, a otra fila de 7,,, entonces
det(D) = det(l,) = | (teorema 3.6). De esta manera, la realizacién de operaciones ele-
mentales por filas sobre /, nunca produce una matriz con determinante igual a cero. Su-
pongamos ahora que F se obtiene de /, mediante una sucesién de operaciones
elementales por filas, y que F tiene una fila de ceros. Entonces, det(F) = 0 (teorema 3.4).
Esta contradiccidn justifica la afirmacién utilizada en la seccién 1.6.

Podemos observar que el método descrito en el corolario 3.3 para invertir una ma-
triz no singular, es mucho menos eficiente que el método que vimos en el capitulo 1. De
hecho, para n > 4, el cdlculo de A" por determinantes, como se indicé en el corolario
3.3, exige mucho tiempo, por la gran cantidad de operaciones. Sin embargo, el corolario
3.3 sigue siendo (itil en otros campos.

Podemos resumir nuestros resultados sobre determinantes, sistemas homogéneos
y matrices no singulares, en la lista siguiente de equivalencias no singulares,

Lista de equivalencias no singulares
Las afirmaciones siguientes son equivalentes.,
1. A es no singular.
2, x = 0 es la Gnica solucién para Ax = 0.
3. Aes equivalente por filas a 7,
4. El sistema lineal Ax = b tiene una tinica solucién para cada matrizbde n x 1.

5. det(A) # 0.

La lista de equivalencias no singulares también se aplica a matrices binarias.

REGLA DE CRAMER™

Podemos utilizar el resultado del teorema 3.11 para obtener otro método, conocido co-
mo regla de Cramer, para resolver un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas
cuya matriz de coeficientes sea no singular,

"Gabriel Cramer (1704-1752) nacié en Ginebra, Suiza, en donde transcurri6 toda su existencia. Perma-
necid soltero, vigjé profusamente, ensedflé en la Académie de Calvin, y participd de manera activa en asun-
tos civicos.

La regla para resolver sistemas de ecuaciones lineales aparecié en un apéndice de su libro Introduction
a l'analyse des lignes courbes algébrigues, publicado en 1750. La regla ya era conocada por otros matemd-
ticos, pero no se habfa difundido ni explicado con claridad, hasta su apariciGn en esta obra de Cramer, que
tuvo mucha influencia en los circulos matemdticos.



162 Capitulo 3 Determinantes

Demostracion

(Regla de Cramer). Sean
AuxX1+ @ax2 +-- -+ Quaxa = b
QX+ Xy + 0 4 QX = by
Ani X1 + An2X2 + +» + QunXn = ba

un sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas y A = [ay) la matriz de coeficien-
tes, de modo que podemos escribir el sistema dado como Ax = b, donde

h
b
b=| .
ba
Si det(A) # 0, & sistema tiene como solucion nica
_ det(Ay) _det(Ay) _ det(A,)
HEFHA) " T A YT A

donde A; es la matriz que se obtiene a partir de A, reemplazando su i¢sima columna
por b.

De acuerdo con el teorema 3.12, si det(A) # 0, entonces A es no singular. Por lo tanto,

[ Ay Ay Au |
det(A) det(A) det(A)
Ap An A
det(A)  det(A) det(A)
X b
% = a-p g
== e [ Ay, Ag ||
Xy det(A)  det(A) det(A) | Lba
Alu AJJ AM
_dcl(A) det(A) dcl(A)_
Esto significa que
Al A Ani
X = ST . 38 1<i<n)
X; dct(A)bl - dcl(A)sz - dct(A)b" (l<i<n)
Ahora, sea
a ap ari-1 b ayis in
3 an a»n ai-1 b azia ®n
Ay A Gui-1 by Gyis) Uy

Si evaluamos det(A;) desarrollando a lo largo de la columna i, encontramos que

det(A) = A1y + Auby + + - + Apib,.
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En consecuencia

— det(A))
T det(A)
parai = 1,2, ..., n.En esta expresion para x;, ¢l determinante de A;, det(A;), puede
calcularse por cualquier método. Fue sélo en la deduccién de la expresién para x; que
tuvimos que evaluarlo desarrollando a lo largo de la i<€sima columna. Bl
Considere el siguiente sistema lineal:
-2 +3x—x3= 1
n+2xm—x= 4
-2x) — x2+.x3 =-3,
Entonces,
-2 3 -1
|Al = 1 2 -1|=-2
-2 -1 1
En consecuencia
1 3 -1
4 2 -1
-3 -1 1 —4
— ] = — = 2,
H 1Al -2
-2 1 -1
1 4 ~1
-2 -3 1 =8
7?2 = - = 3.
= 4] 3
-2 3 1
1 2 4
-2 -1 -3 s -
= —_—— = 4,
x3 Al - -

Para resolver el sistema lincal Ax = b, donde A es de n x n,la regla de Cramer
es como Ssigue:

Paso 1. Calcule det(A). Si det(A) = 0, no se puede aplicar la regla de Cramer. En
este caso, utilice la reduccion de Gauss-Jordan.
Paso 2. Si det(A) # 0, para cada i,

det(A;)

X; = '

det(A)
donde A; es la matriz que se obtiene a partir de A, reemplazando la i-€sima co-
lumna de A por b,

Observe que la regla de Cramer sélo se puede aplicar si el sistema es de n ecuacio-
nes con n incégnitas y su matriz de coeficientes es no singular. Si tenemos que resolver
un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas cuya matriz de coeficientes es sin-
gular, debemos utilizar el método de reduccién de Gauss-Jordan, como se estudié en la
seccién 1.5, Para n > 4, 1a regla de Cramer se vuelve computacionalmente ineficiente
y es mejor utilizar el método de reduccién de Gauss-Jordan.
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REVISION DE LA INTERPOLACION POLINOMIAL

Al fmal de la seccion 1.6, se discutié el problema de determinar un polinomio cuadra-
tico que interpolase a los puntos (xy, y;), (x2, ¥2), (x3, y3), donde x; # x3,x; # x5y
x> # x3. El polinomio tiene la forma

y:azx2+a1x+aa )
[Ecuacion (15) de la seccién 1.5]. Al sustituir los puntos dados en (9), obtenemos el
sistema lineal
@;x}+ax + a =y
@x; + ax + a = y2 (10)
@;X3 + ayxy + Gy = ya

La matriz de coeficientes de este sistema lineal es

112 X 1

x2 X |
a 2

3 x|

cuyo determinante es el determinante de Vandermonde (vea el ejercicio T.12 de la sec-
ci6én 3.1), que tiene el valor

(X5 — X x5 = x1)(x3 = X3).

Como los tres puntos dados son distintos,el determinante de Vandermonde no es cero.
Por lo tanto, la matriz de coeficientes del sistema lineal en (10) es no singular, lo que
implica que el sistema lineal tiene una solucién tinica. En consecuencia, existe un tini-
co polinomio cuadratico de interpolacion. La prueba general para n puntos es similar.

OTRAS APLICACIONES DE DETERMINANTES

En la seccion 4.1 utilizaremos los determinantes para calcular el drea de un tnidngulo,
y en la seccién 5.1 los emplearemos para calcular el drea de un paralelepipedo.

Términos clave

Menor
Cofactor
Adjunta

3.2 Ejercicios

1. Sea

1 0
A=]13 1
5 2

Obtenga todos los cofactores.

2, Sea
I 0 3 o0
2 3 1 4 -1
il. A=1s 2 & ol
o 0 3 -1 o0

Calcule todos lo cofactores de los elementos de la segunda fila,
y todos lo cofactores de los clementos de la tercera columna.,



En los ejercicios 3 a 6, evaliie los determinanies utilizando el

teorema 3.9,

1
3 (@ | -1

- L) e

€] 0 2 4

4. (a)

®|-1 3 1
2

2
(c) 0 1
4

<3

Sec.3.2 Desarrollo por cofactores y aplicaciones

(a) Obtenga adj A.

(b) Calcule det(A).

(c) Verifique el teorema 3.11; esto es, muestre que
Aadj A) = (adj A)A = det(A)];.

9. &a

(a) Determine adj A.
(b) Calcule det(A).
(c) Verifique el teorema 3.11; esto es, muestre que

Aadj A) = (adj A)A = det(A)/s.

165

En los ejercicios 10 a 13, calcule las inversas de las matrices

dadas, si existen, utilzando el corolario 3.3.

S (a)

(b)

— D e

-5
-

—hD =

<)

WO —==0 = &W

—_—o W
|

S WV -
= N

6. (a)

LNOOD NMMNW QWW Q=MW
|

|
W -

®| 1

)| 3

=== O

|
"

BN W=
|

7. Verifique el teorema 3.10 para la matriz

-2 3 0
A=| 4 1 =3
2 0 1

cakulando a“Au + az;Azz -l-ag]A;z.
8. Sca

vy g & 2 3
10. @) | 3 4] ®|o 1 2
. 1 0 3
2 0 -1
|3 7 2
(110
1 2 -3
1. (@) [-4 -5 2| ® [_f g]
(-1 1 =7
4 0 2]
© |0 3 4
0 1 -2]
2 0 1] 5 —1
2.3 2 -1| ® [2 -:]
(1 0 1]
1. & @]
©|1 -5 6
3 -1 2]
P o 4 0 0
13. (a) ] ® |0 -3 0
L 5 0 0 2
-0 1 3
2 -1 3 4
(c) -3 5 2
[0 1 0 2

14. Utilice el teorema 3.12 para determinar cudles de las matri-

ces siguientes son no singulares.

1. 2 87 y 2
(a) |0 1 21 (b [3 4:|
2 -3 1]
1. 3 2]
©l2 1 4
(1 -7 2]
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]} 2 0 5 19. Repita el ejercicio 18 para los sistemas homogéneos si-
@ 3l 4 I 5 guientes.,
-2 5 2 0
0 1 2 -7 (@ x+2y- z=0
2t 4+ y+2z=0
15. Utilice el tcorema 3.12 para determinar cudles de las matri- - y+ z=0

ces siguientes son no singulares,
* . ® x+y+2+ w=0

4 3 -5 2xk-y+ z- w=0
@l|-2 -1 3 +y+224+3w=0
| 4 6 -2 2t —y— 24 w=0
1 3 = En los ejercicios 20 a 23 resuelva por medio de la regla de Cra-
(b) § -g _‘: ; mer, si es posible, el sistema lineal dado.
4~ O 2 20, 2x + 4y + 6z = 2
[2 2 -4 0o 1 2 x +2z= 0
(c) |1 5 21 @ |1 2 2x+3y—- z==5
3 7 =2 1 3 4
- 2l. x4+ y+z-2w=-4
16. Determine todos los valores de J para los que 2y+z43w= 4
1= 9 2x+ y=z4+2w= 35
(a)det([ 3 ;.-3])““ Sy de
1 0 -1 2. 2x+ y+ z= 6
(b)det(ily - A) =0,donde A={2 O | Ix+2y-2=-2
0o 0 -1 x4+ y+2z= 4
17. Determine todos los valores de 4 para los que 2. 2x+3y+Tz=2
| 5 oy | i -2x -4z =0
(@) det([ 0 &_4})-_-0 x+2y4+4z=0
-3 -1 =3 En los ejercicios 24 y 25, determine cudles de las matrices bi-
() dey(Mf3-A)=0,donde A =| O 3 0 narias dadas son no singulares utilizando cualquiera de las téc-
e M nicas de la lista de equivalencias no singulares.
18. Utilice el corolario 3.4 para determinar si los sistemas ho- I 1 "l 1 0 0
mogéncos siguientes tienen soluciones no triviales., %@ o 1 1 ®) I 01 0
I 0 01
@ x-2y+ z=0 _i 0 00 1 1
2x+3y+ z=0 B
Ix+ y+2z=0 1 0 1 1 B Gl T O |
y+2—- w=0 = B e S N

Ejercicios tedricos
T.1. Por medio de un desarrollo por columna (fila), demuestre T4, Demuestre que si A es una matriz triangular superior no
que si A = [g,)] es triangular superior (inferior), entonces singular, también A™' es triangular superior.
det(A) = ayaz; * - - Ay TS. Demuestre que
T2. SiA =[aq;)es una matriz de 3 x 3, obtenga la expresion
general para det(A) por medio del desarrollo (a) a lo largo s
de la segunda columna, y (b) a lo largo de la tercera fila, = [r d’]

Compare estas respuestas con las que obtuvo para el ejem-
plo 6 de la seccién 3.1,

T3. Demuestre que si A es simétrica, también adj A es simé- es no singular si y sélo si ad - be # 0. Si se satisface esta
trica. condicién, utilice el corolario 3.3 para determinar A",



T.6. Utilice el corolario 3.3 para determinar la inversa de

1 a a
A=|1 b ¥
1 ¢ c

[Sugerencia: vea ¢l ejercicio T.12 de la seccién 3.1, donde
se calculé det(A).]

T.7. Demuestre que si A es singular, también adj A es singular.
[Sugerencia: demuestre que si A es singular, entonces
Aladj A) = 0.)

TA8. Demucstre que si A ¢s una matriz de n x n, entonces de-
t(adj A) = [det(A)]""".

TS9. Resuelva el ejercicio T.10 de la seccién 1.5 por medio de
determinantes.
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T.10. Sca AB = AC. Demuestre que si det(A) # 0, entonces B =C.

T.11. Sea A una matriz de n x n, tal que todas sus entradas son
nimeros enteros. Demuestre que si det(A) = =1, entonces
todas las entradas de A~ son enteros.

T.12. Demuestre que si A es no singular, entonces adj A es no
singular y

1
iAY '= —— A =adj (A7)
(adj A) det(A) 2

T.13. Determine todas las posibles matrices binarias de 2 x 2
que son equivalentes por filas a /,. (Sugerencia: vea el

ejercicio T.19 de la seccién 3.1, 0 el cjercicio T.11 de la
seccibn 1.5.)

Ejercicios con MATLAB

ML.1. En MATLAB existe una rutina cofactor que calcula el
cofactor (i, j) de una matriz, Para instrucciones sobre
ol uso de esta rutina, escriba help cofactor. Utilice
cofactor para comprobar los cdlculos que hizo para
la matriz A en el ejercicio 1.

ML.2, Utilice la rutina cofactor (vea el cjercicio ML.1) para
cakular el cofactor de los elementos de la segunda fila de

1 5 0
A=1|2 =1 3
& 2 1

ML.J3. Utilice la rutina cofactor para evaluar el determinante
de A usando el teorema 3.9.

4 0 -1
A=|-2 2 -1
0 4 -3

MIL.4. Utilice la rutina cofactor para cvaluar ¢l determinante
de A usando el teorema 3.9.

-1 2 0 0
-1 2 0
A=l 0 2 <1 2
0o 0 2 -l
ML.S. En MATLAB existe una rutina adjeint, que calcula la
adjunta de una matriz. Escriba help adjoint, para ver
instrucciones sobre esta rutina, Utilice adjoint para
auxiliarse en ¢l cdlculo de las inversas de las matrices
del ejercicio 11.
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Ideas clave para el repaso

Teorema 3.1. detiA”) = det(A).

Teorema 3.2, Si B sc obtiene a partir de A intercambiando
dos filas {(columnas) de A, entonces det(B) = —det(A).
Teorema 3.3. Si dos filas (columnas) de A son iguales, en-
tonces det(A) = 0.

Teorema 3.4, Si una fila (columna) de A consta sélo de ce-
os, entonces det(A) = 0.

Teorema 3.5, Si B sc obticne a partir de A multiplicando
una fila {columna) de A por un nimero real ¢, entonces
det(B) = ¢ det{A).

Teorema 3.6. S1 B se obtiene a partir de A sumando un mil-

tiplo de una fila (columna) a otra fila (columna) de A, enton-

ces det(B) = det(A).

Teorema 3.7. Si A = [q;] es triangular superior (inferior),
entonces det(A) = ayas) * * - Ay,

Teorema 3.8. det(AB) = det(A) det(B).
Teorema 3.9 (Desarrollo por cofactores.) Si A = [a;], entonces

del(A) = ayA; + apAp + - + apAy,

det(A) = uU-A,j + azj A'r_‘,"i' g a,,,-A,,J-.

Corolario 33. Si det(A) # 0, entonces

A Ay Axi

det(A) det(A) det(A)
A An As

At | ) dea(a) det(A)
Aln Aln A,..

det( A)  det(A) det(A)

Teorema 3.12. A cs no singular si y sélo si det(4) # 0.
Corolario 3.4, Si A cs una matriz de n x n,entonces el sis-
tema homogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial si y
sélo si det(A) = 0.

Teorema 3.13 (Regla de Cramer). Sca Ax = b un sistema
lineal de n ecuaciones con n incégnitas. Si det(A) # 0, en-
tonces el sistema tiene la solucién tnica

. det(Ay) s det( Az)
-l_ch(A). .z-—-—dc“A) .....
det(A,)
X.ﬂ = .
det(A)

donde A; es la matriz que se obtiene a pantir de A, reemplazando
la i-¢sima columna dc A por b,

B Lista de equivalencias no singulares. Las afirmaciones si-

guientes son equivalentes:

1. A es no singular.

2. x = 0 es la dnica solucién para Ax = 0.
3. A es equivalente por filas a [,

4. El sistema lincal Ax = b tiene una solucién tnica para
cadamatrizbde n x 1.

5. det(A) # 0.
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Ejercicios adicionales

1. Evalie los determinantes siguientes por medio de la ecua-

cidn (2) de la seccién 3.1,

g gl |88 8
@0 0 =3| (b i
i 8 o 0 4 1 0
Y Y (R
2. Si
ay as a
b ba b | =5,
) C2 Cy

cakeule los determinantes de las matrices siguientes:

o e o
(@B=| b b b

L 1 (&) 3
Cay=b ay~by a3—bs
b C= 3b, 3b; 3bs ]
2¢, 2c, 2¢;
3. Sea A ded x 4,y suponga que IAl = 5. Calcule
(a) A" (b) 1241 (c) RA~Y
(d) A"
4. Scan lAl =3 y IBl = 4. Calcule
(a) lABI (b) 1ABATI (c) 1B~'ABI

5. Determine todos los valores de A para los que

A+2 -1 3
det 2 A-1 2 =0
0 0 A+4

6. Evalic
2 -1 13
4 1 5
- =3 =2
7. Evalie
3 2 -1 1
4 1 1 0
-1 2 3 4
-2 3 5 1

8. Calcule todos los cofactores de

2 -1 3
A= 1 4 5.
-3 -4 6

9, Evalde
3 2 -1 0
-1 3 3 2
4 | 5 =2
1 3 2 =3

por medio del desarrollo de cofactores.
10. Sea

14,

150

16|

17.

18.

(a) Obtenga adj A.

(b) Calcule det(A).

(¢) Demuestre que A(adj A) = det(A)]5.

Calcule la inversa de la matriz siguiente, si existe, por me-

dio del corolario 3.3:
A=-3 0 <

0 i42 0
-5 0 A+5_

Determine todos los valores de A para los que
es singular,

Si
determine todos los valores para los que el sistema homo-
géneo Ax = 0 sélo tiene la solucién trivial,
De ser posible, resuelva el sistema lineal siguiente por me-
dio de la regla de Cramer:

Ix+2y —z=-1

x-y-z= 0

&+ y-2z= 3.
Utilizando s6lo operaciones clementales por filas o clemen-
tales por columnas y los teoremas 3.2, 3.5 y 3.6 (no desarrolle

a-b 1 a a I b
@|b=-c 1 bl=|b 1 ¢

c—a 1 c c 1 a

1 a be 1 a a*
|1l b cal=|1 b ¥

1 ¢ ab 1 c

los determinantes), verifique lo siguiente.
Determine todos los valares de a para los que el sistema lincal
U+ ay=0
ax+2y=0
tiene (a) solucién Gnica; (b) una infinidad de soluciones.
Determine todos los valores de a para los que la matriz

-2 2
-2 a+2
es no singular.

Utilice la regla de Cramer para determinar todos los valores
de a para los que el sistema lincal

x-2y+2:=9
22t+ ¥ =g
Ix- y- z=-10

ticne una solucién en laque y = 1.
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Ejercicios tedricos

T.l.

T2,

T3.

T4,

TS.

Té.

Demuestre que si dos filas (columnas) de la matriz A de

n % n son proporcionales, entonces det(A) = 0.
Demuestre que si A es una matriz de n x n, enlonces
det(AAT) > 0.

Sea Q una matriz de n x n,en la que cada entrada es 1,
Demuestre que det(Q - n/,) =0.

Sea P una matriz invertible. Demuestre que si B = PAP™ ’.
entonces det(B) = det(A).

Demuestre que si A es una matriz singular de n x n, en-
tonces A(adj A) = O. (Sugerencia: vea el tcorema 3.11.)

Demuestre que si A es una matriz singular de n x n, en-
tonces AB es singular para cualquier matriz B de n x n.

T.? -

TS.

TS9.

Demucstre que si A y B son matrices cuadradas, entonces

dcl([g g])=dct(A)dct(B).

Demuestre que si A, By C son matrices cuadradas,
entonces

det ([2 g:l) = det(A)det(B).

Sea A una matriz de n x n cuyas entradas son enteros y
det(A) =+ 1, Demuestre que si todas las entradas de b
son enteros, entonces toda solucién de Ax = b consiste de
enteros.

Examen del capitulo

2

3.

Evalie
1 1 2 -1
L I 3
-1 2 -3 4
5 0 -2

Sea Ade 3 x 3y suponga que IAl = 2. Cakule

(a) 13AI (b) 3A~ ©) 3471
(Para qué valores de a es

2 1 o0 0 a 1

0 -1 3|4| 1 3a 0|=14?

0 1 a -2 a 2

Determine todos los valores de a para los que la matriz

a 0 3
5 a 2
3 0 1

Resuelva el sistema Imeal siguiente por medio de la regla
de Cramer.

es singular.

x-y+z= -1
2x+y-3z= 8
x-2y+ 3z =-S5,

6.

Decida si es verdadera o falsa cada una de las afirmaciones
siguientes. Justifique sus respuestas.

(a) det(AAT) = det(4?).

(b) de(—A) = —del(A).

(¢) Si A" = A™" entonces det(A) = 1.

(d) Sidet(A) = 0,entonces A = 0.

(¢) Sidet(A) = 7, entonces Ax = 0 ticne sélo la solucion
trivial,

(f) En el desarrollo del determinante de una matriz de
5 x 5, el signo del término aysayyaz aspasy es +.

(g) Sidet(A) = 0, entonces det(adj A) = 0.

(h) Si B =PAP~'y P cs no singular, cntonces det(B) =
det(A).

(i) Si A* =1,, entonces det(A) = 1.
() SiA’ =Ay A # I, entonces dey(A) = 0.



‘CAPITULO Doty

VECTORES EN R”

ES1 VECTORES EN EL PLANO

SISTEMAS DE COORDENADAS

En muchas aplicaciones tratamos con cantidades mensurables, tales como la presion, la
masa y la rapidez, que pueden describirse por completo mediante su magnitud. Por otro
lado, existen otras cantidades mensurables, como la velocidad, la fuerza y la acelera-
cién, para cuya descripcién es necesario plantear no s6lo una magnitud, sino también
una direccidn. Estas iiltimas cantidades se denominan vectores, y serdn nuestro tema de
estudio en este capitulo. Los vectores se denotarin con letras mintisculas en negritas,
como u,v, W,y Yy z. Los nlimeros reales se denominardn escalares, y se denotardn con
letras mintsculas en cursivas.

Recuerde que el sistema de los nimeros reales puede visualizarse como una linea
recta, L, que por lo regular se coloca en posicién harizontal. Se elige un punto O en L, lla-
mado origen; éste corresponde al niimero 0. Se elige un punto A a la derecha de O, con
el cual se fija la longitud OA como 1, y se especifica una direccién positiva. De esta ma-
nera, los niimeros reales positivos se encontrardn a la derecha de O, y los negativos a la
izquierda de O (vea la figura 4.1).

Figura 4.1 » E (o4 o A D B
T e S e Y  e—r— Ve e et p— e —
-5 =} -3 ' -] 0 1 2 3 4 3
Direccitn negativa = Direccidén positiva

El valor absoluto |x| del ndmero real x se define como

x six=>0
x| = 3
—x six <0,

Por lotanto, 3| =3,[-2/=2,10/ =0, |-}| =%y |-182| = 182.

El nimero real x que comresponde al punto P s denomina coordenada de P,y ¢l
punto P cuya coordenada es x se denota mediante P(x). La recta L se denomina eje
coordenado. Si P estd a la derecha de O, su coordenada es la longitud del segmento
OP.Si Q se encuentra a la izquierda de O, su coordenada es el negativo de la longitud
del segmento 0Q. La distancia entre los puntos Py Q con coordenadas a y b, respecti-
vamente, es |b - al.

171
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EJEMPLO 1

ejey
Direcci6n positiva
je x
o| — . ?
Direccién positiva

Figura 4.2 A
Figura 4.3 »
cjey
y|Q Plx. y)
2 ol eje x
Figura 4.4 A

En la figura 4.1 vemos que las coordenadas de los puntos B, C, D y E son, respectiva-
mente, 3, —3, 15y —45. La distancia entre By Ces |—3 - 3| = 6. La distancia entre
AyBes|3-1| =2 Ladistaciaentre Cy E es |—45 - (=3)| = 15. ]

Analicemos ahora la situacién andloga en el caso del plano. Trazamos un par de rec-
tas perpendiculares que se intersequen en un punto O, denominado origen. Una de las
rectas, el eje x, por lo general se toma en posicién horizontal; la otra recta, el gje y, se
considera entonces en posicion vertical. Ahora elegimos un punto en el eje x a la dere-
chade O,y un punto en el eje y arriba de O para fijar las unidades de longitud y las di-
recciones positivas en los ejes x y y. Con frecuencia, pero no siempre, estos puntos se
eligen de modo que sean equidistantes de O, esto es, se utiliza la misma unidad de lon-
gitud en ambos ejes. En conjunto, los ejes x y y s« denominan gjes coordenados (figu-
ra 4.2). La proyeccién ortogonal de un punto P en ¢l plano a la recta L es el punto Q
que se obtiene al intersecar L con la recta L” que pasa por P y es perpendicular a L [fi-
guras 4.3(a) y (b)].

L
b 5
P
P
Q
+- L
0
(a)

(b)

Sean P un punto en el plano y Q su proyeccion sobre el eje x. La coordenada de Q
en el eje x se denomina coordenada x (abscisa) de P. De manema andloga, sea Q' la
proyeccion de P en el eje y. La coordenada de Q' en el eje y se llama cwordenada y
(ordenada) de P. Asi, con cada punto en el plano esté asociado a un par ordenado (x, y)
de mimeros reales, que determina sus coordenadas. El punto P, con coordenadas x y v, se de-
nota mediante P(x, y). De manera reciproca, es facil ver (ejercicio T.1) cémo podemos
asociar un punto en el plano con cada par ordenado (x, y) de niimeros reales (figura
44). La correspondencia anterior entre puntos en el plano y pares ordenados de niime-
ros reales se denomina sistema de coordenadas rectangulares, o sistema de coorde-
nadas cartesianas (nombre en honor del filésofo y matemitico René Descartes”). El
conjunto de puntos en el plano se denota mediante R, y también suele denomindrsele
2-espacio.

*René Descates (1596-1650) fue uno de los cientificos y filésofos mis conocidos de su época, ¥ es conside-
rado el fundador de la filosofia modema, Después de conpletar sus estudos profesionales en derecho, se dedicd
al estudio autodidacta de las matemdricas; en forma simultdnea mostré interés en la vida nocaurna de Paris
y en la milicia, pues sirvié como voluntano en los ejércitos holandés, bdvaro y francés. El periodo mdés pro-
ductivo de su vida transcurrié de 1628 a 1648, cuando vivid en Holanda. En 1649 aceptd una invitacién de
la rema Cristma de Suecia para ser su tutor particular y establecer una Academia de Ciencias en aquel pais.
Por desgracia, no tuvo tiempo de realzar ese proyecto, pues munid victima de neumonia en 1650,

En 1619, Descartes tuvo un suefio que le permitié considerar que el método de las matemdticas es la me-
Jjor via para llegar a la verdad. Sin embargo. su dnica publicacién relativa a esta disciplina fue La Géomérrie
(La geometria), que aparecié como un apéndice de su principal obm filosdfica Discowrs de la méthode pour
bien conduire sa raison, €1 chercher la vérité dans les sciences (Discurso del método para guiar bien la ra-
zon y buscar la verdad en las ciencias). En La Géométrie, propuso un concepto radicalmente nuevo: la in-
terpretacin peomérica desde el punto de vista algebraico. Para expresar una curva en forma algebraica, uno
elige cualquier recta de referencia que resulte conveniente, y selecciona un punto de referencia sobre dicha
recta. Si y representa la distancia entre cualquier punto de la recta y ¢l pumo de referencia, y x representa la
distancia a lo largo de la recta hasta el punto de referencia, existe una ecuacién que relaciona x y v, repre-
sentando la curva. El uso sistemdtico de las coordenadas cartesianas fue imroducido posteriomente, en el si-
glo xvn, por autores que continuaron el trabajo de Descartes.
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En la figura 4.5 se muestran varios puntos y sus coordenadas,

Figura4.5» ejey
)
L pttet +(23)
|
32 -24@©0.2)
1 |
i I = :
0.0 3.0 .
A e T ejex
-4 -3 -2 -l 1 23 4 3
[ -1 (0,0 :
! i
o2t ;
| ]
B 4 4.-3)
I
(24 é---~- -4

Figura 4.6 »

Las coordenadas del origen son (0, 0). Las coordenadas de la proyeccién del punto
P(x, y) en el eje x son (x,0), y las coordenadas de su proyecciénen el eje yson (0,y). B

VECTORES

Recuerde que en la seccion 1.2 definimos un n-vector, y que al inicio de la seccién 1.3
presentamos vectores en forma algebraica para mejor comprension de la multiplicacion
de matrices. En esta seccién veremos los 2-vectores desde el punto de vista geométri-
co, y en la siguiente haremos lo mismo con los n-vectores.
Considere el 2-vector
u= 1}‘"] g
hd|

donde x; y y; son nimeros reales. Con u asociamos el segmento de recta dirigido con
punto inicial en el origen 00, 0) y punto terminal en P(x;, ). El segmento de recta
dirigido de O a P s denota mediante 0P ; O se denomina su cola y P su cabeza. Pa-
ra distinguir entre ambas, colocamos una punta de flecha sobre la cabeza (figura 4.6).

cicy

- Pxiyy)

- CjC X
0 (0, 0) "

Un segmento de recta dirigido tiene una direccién, que es el dngulo que se forma
entre ella y la parte positiva del eje x, indicado por la flecha en su cabeza. La magni-
tud de un segmento de recta dirigido es su longitud.

- =[]

Las coordenadas “cartesianas™ descritas antenormente fueron introducidas més tarde, en el siglo xvi, por
mtores que seguian la obra de Descartes.

Sea
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Con u podemos asociar el segmento de recta dirigido con cola 0(0,0) y cabeza P(2,

3), tal como se muestra en la figura 4.7. |
Flgura 4.7 » cjc ¥y
i
4 4
3 , A2.3)
34  /
Ju

EJEMPLO 4

DEFANICION

EJEMPLO 5

3
L
-
+
J
%
.
o
=

|

S
"
e}
'S

—
De manera reciproca, con un segmento de recta dirigido, OP, con cola ((0,0) y
cabeza P(x), yy), podemos asociar el 2-vector

i

Con el segmento de recta dirigido OP con cabeza P(4,5), podemos asociar el 2-vector

.

=[5

donde x; y y; son niimeros reales, denominados componentes de u. Nos referiremos a
un vector en ¢l plano simplemente como vector.

Con base en lo anterior, vemos que con cada vector podemos asociar un segmen-
to de recta dirigido y, reciprocamente, con cada segmento de recta dirigido que parte
del origen podemos asociar un vector. Como hemos visto, se necesita un sistema de
coordenadas para establecer esta correspondencia. La magnitud y direccién de un vec-
tor son la magnitud y la direccion de su segmento de recta dirigido. Los conceptos seg-
mento de recta dirigido y vector suelen utilizarse indistintamente, de manera que un
segmento de recta dirigido se denomina vector.

Como un vector es una matriz, se dice que los vectores

e=[5] v +=[3

son iguales si x; = x, y y; = y,. Esto es, dos vectores son iguales si sus componentes
respectivas son iguales.

Los vectores

3+ [

no son iguales, ya que sus componentes respectivas difieren. =



Figura 4.8 »
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Con cada vector

A
también podemos asociar de manera tnica el punto P(x,, v, ) de forma reciproca, con
cada punto P(x;, y;) podemos asociar de manera tinica el vector

H|

En consecuencia, también podemos escribir u como
u = (x1,y1).

Por supuesto, esta asociacién se obtiene por medio del segmento de recta dirigido ob,
donde O es el origen (figura 4.6).

Por lo tanto, el plano puede visualizarse como ¢l conjunto de todos los puntos, o
como el conjunto de todos los vectores. Por esta razén, dependiendo del contexto, en
ocasiones tomamos R® como el conjunto de pares ordenados (xy, y;), y en otras como
¢l conjunto de todos los 2-vectores

|:.'I'|]
nj

En aplicaciones fisicas frecuentemente s necesario tratar con un segmento de rec-
ta dirigido 0P, del punto P(x,, y,) (no el origen) al punto Q(x,, y,), como se muestra en
la figura 4. 8(a). Tal segmento de recta dirigido también se llamard vector en ¢l plano, o
simplemente vector con cola P(x;,y;) y cabeza Q(x;, y»). Las componentes de tal vec-
tor son x, — x; y y» — ¥,. Por lo tanto, en la figura 4.8(a) el vector PQ también puede
representarse por medio del vector (x, — xy, y» — y;) con cola Oy cabeza P"(xy — x,,
¥2 — ¥1). Dos vectores en el plano como €ésos se denominarin iguales si sus compo-
nentes son iguales. Considere los vectores P Q:. P Q; y Ps Q;. que unen los puntos
Py2,3)y Q(5,5), P50,0) y 022, 3), P3(—3,1) y Q(—1,4), respectivamente, como
se muestra en la figura 4.8(b). Ya que todos ellos tienen las mismas componentes, son
iguales.

Para determinar la cabeza Qq(a, b) del vector

PiQy = |:§:| = P02,

y ¥
x5, ¥2) 6
» a s 223
-1.4 /
< Q4 ). ) /
Plxy, ) / 0x2,3) /
/ 3 5 /
P(x—x, %2— 1) / 2 ,-/
- Py=3.1) / /' Py3.2)
> . 14+ /
o~ 4
5 Z x brb—es /” S e e S S 1
4-3-2-1/] 1 2 3 4 5 6
P40, 0)
(a) Diferentes segmentos de recta (b) Vectores en cl plano.
dirigidos que representan

el mismo vector.
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(¢]

Figura 4.9 A
Figura 4.10 »

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

con cola Py(—5, 2), procedemos como sigue. Debemos tenera - (—5) =2y b -2 =
J,asique a =2~-5 =—-3yb =3+ 2=35,de manera que las coordenadas de Q4 son
(=3, 5). De forma andloga, para determinar la cola Ps(c, d) del vector

H

con cabeza Qs(8, 6),debemostener 8 ~c =2y6-d =3, asfquec =8-2=06y
d = 6- 3 = 3. En consecuencia, las coordenadas de Ps son (6, 3).

—Lp
PsQs

LONGITUD

De acuerdo con el teorema de Pitdgoras (figura 4.9), la bongitud, magnitud o norma
del vector u = (x, y)) es

|u|] — \'.1‘]: T _\'f. (l}
También con base en el teorema de Pitdgoras, la longitud del segmento de recta dirigi-
do con punto inicial P(x,, y;) y punto terminal Py(x,, y,) es (figura 4.10)

| PLP2ll = v/(x2

x1)? +(y2 = 1) )
La ecuacién (2) proporciona, asimismo, la distancia entre los puntos Py y P5.
y
PyAxz, 32)
o e e : __“.-I
o ]
hp===--- i
Pilxaw) '
: : - X
0 | X2
Siu = (2, —-5), de acuerdo con la ecuacién (1),
IIu!:\'—l_Z.’_)-' -+-(—5_)_-*= Vi +25 = V29, "

Segiin la ecuacion (2), la distancia entre P(3,2) y Q(—1, 5), 0 la longitud del segmento
de recta dirigido I;é es

ILFZ)II = J(=1=-3)24(5-2)2 = /(—-4)2 + 32 = /25 =5, -

La longitud de cada vector (segmento de recta dirigido) P, Q:, P‘:Q; y P30y en
la figura 4 8(b), es /13 (verifique).

Se dice que dos vectores distintos de cero
X

son paralelos si uno es un miiltiplo del otro. Desde otro punto de vista, son paralelos
si las rectas en las que se encuentran son verticales o tienen la misma pendiente. Por lo

yi

X2
y2

tanto, los vectores (segmentos de recta dirigidos) P, Q:, P> Q"‘_! y P“Q; en la figura
4.8(b), son paralelos.
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USO DE DETERMINANTES PARA CALCULAR AREAS

Considere el tridingulo con vértices (x, y1), (x2, ¥2) ¥ (X3, ¥3), como se¢ muestra en la fi-
guma 4.11.

Figura4.11» 7

Figura 4.12 A

EJEMPLO 8

Solucion

)

Pyxs, ¥7)
A
. 1\
g Y
P 1o\
Pixiyp) ' |
. o\
L NP
+ 4 > -
Alx,,0) Bx;, 0) Clx,,0)

Se puede calcular el drea de este tridngulo como ¢l

drea del trapecio AP\ P2B + &ea del trapecio BP>P;C
— drea del trapecio AP P5C.

Ahora recuerde que el drea de un trapecio es -;- de la distancia entre los lados paralelos
del trapecio, por la suma de las longitudes de los lados paralelos. Por lo tanto,

d&rea del triingulo P, P, P,

= 3(x — x1)(y1 + y) + 3(x3 — x2)(3 + y3) — 3003 — X Xy + ¥3)

X2y — %.\'1}‘2 + il.‘t_’.}': . il,,tg_\‘s - i_x;_w + %1‘1}‘3.

Pje= ¢

Resulta que esta expresion es

x1 w1
% det| |x2 » 1 .
X3 wn 1

Cuando los puntos estin en los otros cuadrantes o se etiquetan en orden diferente, la
férmula que se acaba de obtener dard el negativo del drea del tridngulo. Asi, para un
ridngulo con vértices (xy, ¥1), (12, ) y (x3, y3), tenemos

Xt »n 1 '
det||x2 » 1 ‘ 3)
|

X3 2N

drea del tridngulo = ;

(el drea es %d':l valor absoluto del determinante).

Calcule el drea del tridngulo T que se muestra en la figura 4.12, con vértices (—1, 4),
3.1 y(@2,6).

De acuerdo con la ecuacién (3), el drea de T es

-1 4 l
i det 3 1 — ,.l;|l7| =83,
2 6 1 ™

—
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Ahora suponga que tenemos el paralelogramo que se muestra en la figura 4.13.
Como una diagonal divide al paralelogramo en dos tridngulos iguales, con base en la
ecuacion (3) se deduce que

x1 w1
aea del paralelogramo = |det| [ x> > |
x3 oy 1
Figura 4.13 » ¥
‘ Pyxz, y2)
—1
Pxny) 4+
.P-:-:_ T T—
A Py(x, )
i 5 -
Lo
Pyxe ya)

OPERACIONES CON VECTORES

DEFINICION  Seanu = (x,, v1)" ¥ ¥ = (x3, y5) dos vectores en el plano. La suma de los vectores u
y v es el vector

(x1 +x2,¥1 +y2)

y se denota mediante u + v. En consecuencia, los vectores sumaron sus componentes.

1Ko RN  Scau=(1,2)y v=(3, —4). Entonces

a+v=(l+3,2+(—4) =4, -2). [ ]

Podemos interpretar de manera geométrica la suma de vectores como sigue. En la
figura 4.14, el vector de (x,, y;) a (x; + X3,y + y,) también es v. Por lo tanto, el vec-
tor con cola O y cabeza (x; + X3,y +y2)esu+ v,

Figura 4.14 » -‘;
Suma de vectores
1) T a2 | R Rt S - () + X, ¥+ ¥2)
y) S/
Jip=——yp o ' !
f |
.."! X4 I
u/ e :
g (x4, ¥a) :
Va "“."‘-/‘““— ——
B4 ST
4 - : : : x
u o ,,’ o Xy Xy X +X
Y s
7
/1
0 v También podemos describir u + v como la diagonal del paralelogramo definido
Figura 4.15 A por uy v,como se muestra en la figura 4.15.
Suma de vectores Por 1iltimo, observe que la suma de vectores es un caso especial de la suma de matrices.

*Recuende que el vedtor v = [:‘] también puede escribirse como (xy, ¥,).
xi
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SIS Ke RV  Siuy vsoncomo en el ejemplo 9, entonces u -+ v es como se muestra en la figura 4.16. B

Figura 4.16 »

~ 1

-

DEFINICION

Figura 4.17 »

Multiplicacion por un escalar

EJEMPLO 11

\ - N
\, -
+ . = (4, -2)
\ /

/!

/!
\ 4
L]

(3. -4)

Siuw = (x1, y;) ¥ ¢ es un escalar (un niimero real), el miltiplo escalar cu de u por c es
el vector (cxy, cyy). Asi, el miltiplo escalar cu de u por ¢ se obtiene multiplicando ca-
da componente de u por c.

Si ¢ >0, cu estd en la misma direccidn que u, mientras que si d <0, du estd en la
direccién opuesta (figura 4.17).

y

Sic=2,d=-3yu=(l1,-2),entonces
cu=21,-2)=(@2,-9 y ds = -3(1,-2) =(-3,6),
tal como se muestra en la figura 4.18. B
H vector (0, 0) se denomina vector cero, y se denota mediante 0. Si u es cualquier
vector, resulta que (ejercicio T.2)
u+0. =u 4)
También podemos mostrar (ejercicio T.3) que
e+ (—Du=0, (5

escribimos (— Du como —u y le llamamos el negativo de u. Ademds, escribimos u
(—1)¥ como u — v,y le llamamos la diferencia de u y v. El vector u - v se muestra en
la figura 4.19(a).

Observe que mientras el vector suma da una diagonal de un paralelogramo, el vec-
tor substraccion proporciona la otra diagonal. Vea la figura 4.19(b).
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Figura 4.18 »

(-3,6)

- L
=
e e e S e

b

o o

———t—t—t—t— ettt X

St

-6 -4 -2 1\ 2 4 6
o, T N (1.-2)
-4%  (2.-4)
Figura 4.19 » 4
v/
4 s S .-"
u / =Y
3 e Al
J £~ Seu+v
/ ! / ~ ]
/ u-v / /
oy, | / J
_vJ / 'AJI \ ] .‘:}-‘
/ - = / _—
/ - / e
- P u-v
¥ -~ &z u
(a) Diferencia entre vectores, (b) Suma de vectores y diferencia de vectores.

EJEMPLO 12

Solucion

Figura 4.20 »

Aplicacion (vectores en fisica)  Cuando varias fuerzas actiian sobre un cuerpo, pode-
mos determinar una sola fuerza, denominada fuerza resultante, que tiene el efecto
equivalente. La fuerza resultante puede determinarse por medio de vectores. El ejem-
plo siguiente ilustra este método.

Suponga que se aplican dos fuerzas a un objeto: una de 12 libras a lo largo del eje ne-
gativo x, y una de 5 libras a lo largo del eje y positivo. Determine la magnitud y direc-
cién de la fuerza resultante.

En la figura 4.20 hemos representado la fuerza a lo largo del eje x negativo por medio
del vector OA .y la fuerza a lo largo del eje y positivo por medio del vector OB.La

ey — — g
fuerza resultante es el vetor OC = OA + OB. De esta manera, la magnitud de la fuer-

zaresultante es 13 libras, y su direccion es la que se indica en la figura. |
y
[
[ &4
~~ B
i 13
I S~ 5




EJEMPLO 13

0 GI/
Figura 4.22 A
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Los vectores también se utilizan en fisica para resolver problemas de velocidad,
como se ilustra en el ejemplo siguiente.

Suponga que un bote viaja hacia el este por un rio, a raz0n de 4 millas por hora, mien-
tras que la comriente fluye hacia el sur a 3 millas por hora. Determine la velocidad re-
sultante del bote.

e
Solucion En la figura 421 hemos representado la velocidad del bote mediante el vector OA, y la
—»
velocidad de la corriente del rio mediante el vector OB. La velocidad resultante es el
vector 5&' . 5:& - (_)}’i Por lo tanto, la magnitud de la velocidad resultante es 5 mi-
llas por hora, y su direccién es la que se indica en la figura. i
Figura4.21» O 4 -
|
3 3 :
I
I
i
——— R, >y
B C

ANGULO ENTRE DOS VECTORES

El dngulo entre dos vectores distintos de cero, u = (x;, yy) y v = (x2, y2) es el dngulo
0,0 = 6 = m,que se muestra en la figura 4.22. Al aplicar la ley de los cosenos al tridn-
gulo de esa figura, obtenemos

lu— w2 = [JuliZ + Iv)? = 2jlullllv] cos 8. (6)
De acuerdo con (2),

lu—v|? =(x —x2)* + (n —y2)°
=x; +X3+ ¥ + y3 — 2x1x2+ y1¥2)

= |Ju)i® + [v]? = 2(x1x2 + Y1 )2).

Si sustituimos esta expresion en (6) y despejamos cos @ (recuerde que, como u y v no
son vectores nulos, entonces [[ul| # Oy [iv|| # 0), obtenemos

xix2 4 Y1y
yLa @

ffalllivll

cosfl =

Recuerde que en la primera parte de la seccion 1.3 se dijo que ¢l producto punto
de los vectores u = (xy, y1) Y v = (x2, y2) se define como

u-v=2xx-+yh.
En consecuencia, podemos rescribir (7) como

u-v
cosf =

Taliy (0<6 <m). (8)
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EJEMPLO 14

0
v
~
Figura 4.23 A
Vectores
ortogonales

EJEMPLO 15

Figura 4.24 »
Vectares ortogonales

Siu=(2,4)y v=(—1,2), entonces

u-v=_02)-1)+ @) =6.

Ademds,
luf = V22 + 42 =20
y
vl = V(=D2+ 2 =5,
De aqui que

- = (.6,

Podemos obtener una aproximacion al dngulo por medio de una calculadora o con la
ayuda de una tabla de cosenos; en cualquier caso, encontramos que g es aproximada-
mente 53°8" 0 0.93 radianes., ®

Si u e un vector en R, entonces podemos usar la definicién del producto punto
para escribir

ul = Vu.u

Si los vectores no nulos u y v forman dngulos rectos (figura 4.23), el coseno del
dngulo 0 entre ellos es cero. Por lo tanto, de acuerdo con (8), tenemos u « v = 0. Reci-
procamente,siu « v = 0,cos 0 = 0 y los vectores forman dngulos rectos. Asi, los vec-
tores no nulos u y v son perpendiculares u ortogonales si y s6lo siu « v = 0. También
diremos que dos vectores son ortogonales si por lo menos uno de ellos es el vector ce-
ro. Por lo tanto, el vector cero es ortogonal a todo vector. En consecuencia, ahora po-
demos decir que dos vectores u y v son ortogonales si y sélosiu « v = 0.

Los vectores u = (2, —4) y v = (4,2) son ortogonales, ya que

u-v=1(2xX4)+(—49(2) =0.

(Vea la figura 424) u
y
[
” _ (4.2)
» ;
s} — X
\ 4
4 \u
\
_4 -
(2,-4)
(Propiedades del producto punto) Siw, vy w son vectores y ¢ es un escalar, entonces:

(@) uu>0u-u=05ysdlosin=0
(b)) u-v=v-u



Demostracion

EJEMPLO 16
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) (u4v)ew=u0WwW-+V-Ww
d) () v=u-+(cv) =c(u-v)

Ejercicio T.7. n

VECTORES UNITARIOS

Un vector unitario es un vector cuya longitud es 1. Si x es cualquier vector no nulo
(es decir, distinto de cero), el vector

1
U= —x
X|

es un vector unitario en direccién x (ejercicio T.5).

Sea x = (-3, 4). Entonces,
Ix|| = V(=3) + 4% =35,

Por lo tanto, el vector u = {{ -3,4)= (- : ﬁ) es un vectar unitario, ya que

=y (=) + () = /% =1

Asimismo, u estd en direccién x (figura 4.25). =3
y
y
X 4 4 (0, 1)
\\'\ -
b g
T I i
N. (1,0) .
v" T T o0 - X 0 1
ura4.26 A
Figura 4.25 A i

EJEMPLO 17

EJEMPLO 18

Vectores ortogonales

En R? existen dos vectores unitarios que tienen una importancia especial. Son i =
(1,0) y j = (0, 1), los vectores unitarios a lo largo de los ejes positivos x y y, respecti-
vamente (figura 4 26).

Si u = (x,, y;) es cualquier vector en R%, podemos escribir u en términos de i y j como

u=x;i+ yj.

Si
u = (4, -5),
entonces
u = 4i- 5j. |
Los vectores iy j son ortogonales [vea el ejercicio 23(b)). 2]
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Términos clave

Origen

Valor absoluto

Coordenada

Eje coordenado

Eje x

Eje y

Sistemas de coondenadas rectangulares
(o cartesianas)

2-espacio

Direccién de un segmento de recta dirigido
Magnitud de un segmento de recta dirigido
Vector

Componentes de un vector

Cabeza de un vector

Cola dc un vector

Vectores iguales

Longttud (magnitud 0 norma) de un vector
Vectores paralelos

Suma de vectores

Muiltiplo escalar de vectores

Vector cero (nulo)

Negativo de un vector

Diferencia de vectores

Fuerza resultante

Producto punto

Vectores perpendiculares (u ortogonales)
Vector unitario

4.1 Ejercicios

1. Grafique los puntos siguientes en R%. ©) (—4,-5) @ 3.2)
(@) 2.-D ®) (-1,2) () 3,4) 11. Determine la distancia entre los siguientes pares de puntos.
) (-3,-2) (e) (0,2) 0 (0, -3) (a) (2,3),3,4) (b) (0,0),(3,4)
2. Trace un segmento de recta dirigido en R’, que represente (© (=3.2).(0.1) (d) (0,3),(2,0)
cada uno dc los vectores siguientes., 12. Determine la distancia entre los siguientes pares de puntos.
-2 3 (a) (4,2),(1.2) (b) (=2,-=3).(0,1)
(a) u; = (b) v, =
3 4 © Q.4H.(-L1) (@ 2,0,3.2)
-3 | o 13. (Es posible escribir el vector (=5, 6) como una combina-
(©) w= d) w = A : : :
-3 -3 cion lincal (definida antes del ejemplo 4, seccién 1.3) de
los vectores (1,2) y (3,4)?
3. Determine la cabeza del vector [-i] . cuya cola estd en 14. De ser posiblc. determine escalares ¢y Y ¢2, por lo menos
(3,2). Haga una gréfica. . uno distinto de cero, tales que
4. Determine la cabeza del vector [g].cu}'a cola estd en a [;] +Q [:] o [g] )
(1, 2). Haga una grifica,
% DORNORE WE N WY, 28y =28 15. Determine el drea del tridngulo con vértices (3, 3),
(8) u=(2.3),v=(-2,5) (=1, =1),(4, 1).
() = = (g' 2)' Y =3 (g 2 16. Determine el drea del tridingulo rectdngulo con vértices
1) Wam L5 OH ¥ e (0,0), (0, 3), 4, 0). Verifique por medio de la férmula
6. Repita ¢l cjercicio 5 para A _; (baseXaltura).
() u=(=1,3),vy=(2,4)
(b) u = (=4, -3),v = (5.2) 17. Determire el drea del pamlelogramo con vértiaes (2, 3), (5, 3),
(©) u=(3.2),v=(-2,0) *.5.(@.3).
7. Scau= (1'2).".:(_3‘4)'“ =(W|.4)yx =(_2|12)_ 18. Scancuadnlétcrocon vértices (-2.3).“,4).(3.0)y
Determine w; y x» de modo que (=1, =3). Determine el drea de Q.
(a) w=2u M) Ix=v ©) w+x=u 19. Determine un vector unitario en direccién x.
8. Seau=(-4,3),v=(2,~5)y w = (w;, wy). Determine @x=0.49) ®x=(=2,-3) () x=06.0)
w; y w tales que 20. Determine un vector unitario en direccion x.
(a) w=2u+3v (b) u+w=2u-v (a) x=(2,4) (b) x =(0,-2) (c) x=(-1,-3)
(€) w=3iv 21. Determine ¢l coseno del dngulo que forma cada par de vec-
9. Determine la longitud de los vectores siguientes. loresuy v.
@ (1.2) (b) (=3,-4) @ u=(1,2),v=(2,-3)
©) (0,2) (d) (—4,3) (®) u=(1,0),v=(0.1)
10. Determine la longitud de los vectores siguientes. (©) u= (-3, -4),v=(4,-3)

(a) (-2,3) () 3,0)

(du=2,1),v=(=2,-1)



22, Determine el coseno del dngulo que forma cada par de vec-
loresuyv,

(a) u=(0,=1),v=(1,0)
(b) u=(2,2),v=(4,-5)
() u=(2,-1),vy=(-3,-2)
(d) u=(0,2),v=(3,-3)
23. Demuestre que
(@i-i=j-j=1 (i-j=0
24, ;Cudles de los vectores u, =(1,2),u, = (0, 1),u; =

(=2, -4),uy =(=2,1),u5 = (2,4),u5 = (-6, 3) son
(0 cstdn)

{a) ortogonales?
(b) cn la misma direccion?
{c) en direcciones opuestas?

25, Determine todas las constantes a tales que los vectores
(a,4)y (2,5) sean paralelos.
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26. Determine todas las constantes a tales que los vectores (a, 2)
y (a, =2) sean ortogonales.

27. Escriba cada uno de los vectares siguientes en términos de i y j.

(@) (1,3) ) (-2,-3)
(©) (=2,0) (d) 0.3)
28. FEscriba cada uno de los vectores siguientes como una ma-
trizde2 x 1,
(a) 3i-2j M) 2i (c) —2i-3j

29. Un barco es empujado por un remolcador con una fuerza
de 300 libras, a lo largo del eje y negativo, mientras que
otro remolcador lo empuja en la direccién del eje x negati-
vo con una fuerza de 400 libras. Determine la magnitud ¢
indijue en un dibujo la dircccién de la fucrza resultante,

30. Suponga que un aeroplano vuela con una rapidez de 260
kildmetros por hora, mientras el viento sopla hacia el oeste
a 100 kilémetros por hora. En una figura, indique la direc-
cion aproximada que el acroplano debe seguir para volar
directamente hacia el sur, ;Cual serd la rapidez resultante?

Ejercicios tedricos
T.1. Demuestre cémo podemos asociar un punto en el plano

con cada par ordenado (x, y) d¢ nimeros reales.
T2. Demuestre queu + 0 = u.
T3. Demuestre que u + (—u = 0.
T.A4. Demuestre que si ¢ s un escalar, entonces |cu|| = |c|/|ul.
TS. Demuestre que si X es un vector no nulo, entonces

u= —Xx
X
s un vector unitario en direccion x,

T.6. Demuestre que

(a) lna=

(b) (rs)u =r(su), donde r y s son escalares.
T.7. Demuestre el teorema 4.1.

T.8. Demuestre que si wes ortogonal au y a v, entonces w es
ortogonal a ru + sv,donde r y s son escalares.

T9. Sea 8 el dngulo entre los vectores no nulos u = (x;, ;) y
v = (x3, v3) en el plano. Demuestre que si u y v son
paralelos, entonces cos 6 = =1,

Ejercicios con MATLAB

Los efercicios siguientes utilizan la rutina vec2demo, gue pro-

porciona una muestra grdfica de vectores en el plano. Para un

par de vectores 1 = (x), ¥,) ¥ V = (x4, y4), la rutina vec2demo

grdficau y v,u + v, u— v yun miltiplo escalar. Una vez que

los veciores w y v se han introducido a MATLAB, escriba
vec2demo(u, v)

Para obtener informacién adicional, utilice help vec2demo.

ML.1. Utilice la rutina vec2demo con cada uno de los pares de
vectores siguierntes. (En MarLag se utilizan los corchetes.)

@u=[2 0L,v=[ 3]

bB)u=[=3 1], v=[2 2]
©)u=[52],v=[-3 3]

. Utilice la rutina vec2demo con cada uno de los pares de
vectores siguiertes, (En Marias se utilizan los corchetes.)

@u=[2 -2,v=[ 3]
®u=[0 3lv=[-2 0]
©u=[4 -1)v=[-3 5]

MLJ3. Seleccione un par de vectores u y v para utilizarlos con
vec2demo.
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EX3 n-VECTORES

EJEMPLO 1

DEFINICION

Fn esta seccion analizaremos los n-vectores desde el punto de vista geométrico, gene-
ralizando los conceptos que se estudiaron en la seccidn anterior. El caso n = 3es de in-
terés especial, lo examinaremos a detalle.

Como ya hemos visto en la primera parte de la seccién 1.3, un n-vector es una ma-
rizde n x 1

iy
U2
=
iy
donde uy, 1y, ..., u,, son nimeros reales, que se llaman componentes de u. Como un

u-vector es una matriz de n x 1, los n-vectores

[} v
W2 5]
un= i b \J

Uy Vg

son iguales si y; = v; (1 =i =n).

1 1

Los 4-vectores _?; y _g no son iguales, pues por lo menos uno de sus cuatro
4 -4

componentes difiere. o]

H conjunto de todos los n-vectores se denota mediante R”, y se llama n-espacio.
Cuando no es necesario especificar el valor de n, nos referimos a los n-vectores simple-
mente como vectores. Los niimeros reales se llaman escalares. Las componentes de un
vector son niimeros reales y, por lo tanto, las componentes de un vector son escalares.

OPERACIONES CON VECTORES

Sean
Iy vy
2 v
U= y V=
iy Un

dos vectores en R". La suma de los vectores u y v es el vector

7 e U]
U+ W\

by + Uy

y se denota como u + v.



EJEMPLO 2

DEFINICION

EJEMPLO 3
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1 2
Si| 2|y 3 | ,s0n vectores en R?, entonces
3 -3
1+2 3
u+=v= 2 1 3 p— l
34(—3) 0 =
Si
u
uz
u=| .,
Uy

es un vector en R” y ¢ es un escalar, el miltiplo escalar cu de u por c es el vector

cuy
cu?
Clin
2
3
Si u=|—1|esunvectoren R*y ¢ = —2, entonces
2
2 4
3 -6
cu =(—2) "’ = )
2 4 -

Las operaciones de suma de vectores y multiplicacion por un escalar satisfacen las
siguientes propiedades.

Sean u, v y w vectores cualesquiera en R", sean ¢ y d escalares arbitrarios. Entonces,
() u -+ v es un vector en R (es decir, R” es cerrado bajo la operacidn de suma de

veclores).

(a) u+ v=v-+au

b)) u+(v+-w=(u+v)+w

(¢) Existe un vector O en R" ul que u + 0 = 0 + u = u para toda v en R".

(d) Para cada vector u en R", existe un vector —u en R" ul gue u + (—u) = 0.
(B) cu es un vector en R" (es decir, R" es cerrado bajo la operacion de multiplicacion

por un escalar),

() c(u + v) =cu + cv

() (c+ du=cu+ du

() c(du) = (cd)u

(h) lu=u
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Demostracion (@) y (B) son consecuencia inmediata de las definiciones de suma vectorial y multipli-
cacion por un escalar. Aqui verificaremos (f) y dejaremos el resto de la demostracién
al lector (ejercicio T.1). Por lo tanto,

1 (c +d)uy cuy +duy
73] (¢ +duz cuz + duz
(c+du=(c+d)| . | = ' =

Un (¢ +dun Clty + dig

cuy duy iy i

cus dus iy i,

=, |+ ., | =c| . |+d]| . | =cutdu
cu, du, i, iy -

Es facil demostrar que los vectores 0 y —u en las propiedades (c) y (d) son tnicos.

Ademads,
0
o=|"
0
"y —uy |
ysi u= uf , entonces —u = muf . El vector 0 es el vector cero y —u es el nega-
u',, -—ul.,d
tivo de u. Resulta sencillo verificar (ejercicio T.2) que
—u = (—u,

También escribiremos u + (—v) como u - v,y lo llamaremos la diferencia de uy v.

34RO Y  Siuy v son como en el ejemplo 2, entonces

1- 2 -1
u-v=|-2- 3|=]|-5].
3-(-3) 6 =

¥ .
Como en el caso de R, identificamos al vector

i)
15

iy

con el punto (uy, 4z, . . . , 4,), de modo que podamos utilizar indistintamente los pun-
s y los vectores. Asf, podemos consilerar R como si estuviera constituido por vec-
tores o por puntos, y también podemos escribir

u=(u|.t¢2.- ...Hﬂ).

Ademas, un n-vector es una matriz de n x 1, la suma de vectores es la suma de matri-
ces, y la multiplicacién por un escalar es simplemente la operacion de multiplicacién
de una matriz por un nimero real. Asi, R” se puede ver como el conjunto de todas las
matrices de n x 1 con las operaciones de suma matricial y multiplicacién por un esca-
lar. La clave aquf es que no importa cémo veamos a R”, como n-vectores, puntos o ma-
trices de n x |, d comportamiento algebraico es siempre el mismo.



EJEMPLO 5

Figura 4.27 »
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Aplicacion  Los vectores en R se pueden utilizar para el manejo de grandes cantidades
de datos. De hecho, varios productos de software para computadoras, entre los que des-
taca MATLAB, hacen amplio uso de los vectares, El siguiente ejemplo ilustra estas ideas.

(Aplicacion: control de inventario) Supongamos que una tienda maneja 100 articu-
los diferentes. El inventario disponible al inicio de la semana se puede describir me-
diante el vector de inventario u en R'™_El niimero de articulos vendidos al final de la
semana puede describirse mediante el vector v, y el vector

u-v

representa el inventario al final de la semana. Si la tienda recibe un nuevo embarque
de articulos, representado por el vector w, el nuevo inventario serd

Uu-—-Vv 4+ w, |

VISUALIZACION DE R?

No podemos trazar dibujos de R” para n> 3. Sin embargo, como R” es el mundo en que
vivimos, podemos visualizarlo de manera similar a la que utilizamos para R’

Primero fijamos un sistema de coordenadas eligiendo un punto, denominado ori-
gen, y tres rectas, llamadas ¢jes coordenados, cada una de las cuales pasa por ¢l origen,
de modo que sea perpendicular a las otras dos. Estas rectas se llaman ¢jes x, y y z. En
cada uno de los ejes coordenados elegimos un punto para fijar las unidades de longi-
tud y las direcciones positivas. Con frecuencia, pero no siempre, se escoge la misma
unidad de longitud en los tres ejes coordenados. En las figuras 4.27(a) y (b) se mues-
tran dos de los muchos sistemas de coordenadas posibles. El sistema que aparece en la
figura 427(a) se llama sistema de coordenadas de mano derecha; el que aparece en
la figura 4.27(b) se llama de mano izquierda. Un sistema de mano derecha se caracte-
riza por la siguiente propiedad: si doblamos los dedos de la mano derecha en la direc-
cdn de un giro de 90° desde el eje x positivo hasta el eje y positivo, el pulgar apuntara
en direccion del eje z positivo (figura 4 28). En este libro utilizamos un sistema de coor-
denadas de mano derecha.

-
r

(a) Sistema de coordenadas de mano derecha. (b) Sistema de coordenadas de mano izquierda.

La proyeccién de un punto P en el espacio sobre una recta L es el punto Q que
se obtiene al intersecar L con la recta L' que pasa por Py es perpendicular a L (fi-
gura 4.29).

La coordenada x del punto P es el nimero asociado con la proyeccién de P sobre
el eje x; las coordenadas y y z ¢ definen de manera andloga. Estos tres niimeros son
las coordenadas de P. Asi,a cada punto del espacio le asociamos una tema ordenada
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Figura 4.28 A Figura 4.29 A

(x, y, z) de mimeros reales y, reciprocamente, a cada tema ordenada de niimeros reales
le asociamos un punto en el espacio. Esta comrespondencia se llama sistema de coor-
denadas rectangulares. Para denotar un punto del espacio, escribimos P(x, y, z) 0 sim-
plemente (x, y. 7).

1AV KO RN  En las figuras 4 30(a) y (b) mostramos dos puntos y sus coordenadas. ]
Figura 430 » -i
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El plano xy es el que estd determinado por los ejes x y y. Los planos xz y yz se de-
finen de manera similar.

En R, los componentes de un vector u se denotan como xy, ¥y, 2;. Por lo tanto,
u={x,y.2)

Como en_fl plano,a cada vector u = (x}, y,,z;) le asociamos el segmento de rec-
ta dirigido OP, cuya cola estd en O(0, 0, 0) y cuya cabeza es P(x,, y, z;) [figura
4.31(a)]. Una vez mds, como en el plano, en laiaplicacioncs fisicas trabajaremos con
frecuencia con un segmento de recta dirigido PQ , desde el punto P(x,, vi, 2;) (que es
el origen) hasta el punto Q(x3, y2, 22), como se muestra en la figura 4 31(b). Tal segmen-
to de recta dirigido se llama también vector en R*,0 simplemente vector con cola P(x;,
¥1.21) ¥ cabeza Q(x, ¥2, 22). Sus componentes son X2 — xj, Y2 — ¥ ¥ &2 — 25. Dos de
estos veclores en R? son iguales si sus componentes son iguales. En consecuencia, el
vectar PQ ,de la figura 4.3 1(b), también puede representarse mediante el vector (x; — x|,
¥2» — ¥ 22 — zp)con cola O y cabeza P*(xy — x, ¥ — ¥, 22 — 2y)-
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ura 431 » z £
Fig Qlxy yn 2p)
P‘(I}"‘I];)‘?‘)‘h 2-7)
Plxy,yn ) P(xy, 1. 21)
0 y
00.0.0) y / )
- x
{a) Un vector en R*, (b) Segmentos de recta dirigidos que representan

¢l mismo vector.

Pronto definiremos la longitud de un vector en R" y el dngulo entre dos vectores
distintos de cero en R”. Una vez hecho esto, podremos demostrar que dos vectores dis-
tintos de cero en R* son iguales si y sélo si cualesquiera segmentos de recta dirigidos
que los representen son paralelos y tienen la misma direccién y la misma longitud.

La suma u + v de los vectores u = (x, v, 2;) ¥ ¥ = (X3, ¥2. 22) en R es la diago-
nal del paralelogramo determinado por u y v, como se muestra en la figura 4 32,

El lector habré observado que la figura 4 32 se parece mucho a la figura 4.14 de la
seccidn 4.1, pues en R? yen Riel vectoru + v e la diagonal del paralelogramo deter-
minado poru y v.

Figura 432 A Figura 4.33 A
Multiplicacién por un escalar

El miiltiplo escalar en R® se muestra en la figura 4 .33, que se parece a la figura 4.17
de la seccion 4.1,

PRODUCTO PUNTO EN R"

A continuacion definiremos el concepto de longitud de un vector en R”, generalizando
la idea correspondiente en R*.
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DEFANICION

EJEMPLO 7

EJEMPLO 8
EJEMPLO 9

La longitud (también llamada magnitud o norma) del vector u = (uy, 5, . . ., u,) en
R" es

lajl = \.ui+ug+---+u,3,. (1)
Asimismo, definimos la distancia entre el punto (i, 5, .. ., u,) y el origen mediante
(1). La distancia entre los puntos (i), us, ..., 1,) y (v{,vs,. .., v,) se define enton-

ces como la longitud del vector u — v, donde
O=(®1,M2,..., Uy) Yy v=(v,v,...,U).

En consecuencia, esta distancia estd dada por

u—vl =\ -(-NI — l-'tiil-{- {1y — vz)i + + (uy — v,.'}'i. 2)

Seanu =(2,3,2,-1)yv=(4.2,1, 3). Entonces,

ull = V22432 4224 (—-1)2 = V18,
Ivll = V42 +22 4+ 124+ 3 = V30.

La distancia entre los puntos (2, 3,2, —1) y (4.2, 1, 3) es la longitud del vector
u - v. De esta manera, segiin la ecuacion (2),

la—vll=V(2-824+GB-2*+2- D2+ (-1-32 =22, a

Observe que en R, las ecuaciones (1) y (2) para la longitud de un vector y la distan-
cia entre dos puntos, respectivamente, no tienen que darse como definicién; se pueden
dedudr con facilidad con dos aplicaciones del teorema de Pitagoras (ejercicio T.3).

Definiremos el coseno del dngulo entre dos vectores en R", generalizando la formu-
la correspondiente en R, Sin embargo, primero debemos recordar el concepto de pro-
ducto punto en R", definido en la primera parte de la seccién 1.3,

Siu=(up, uz,...,4y)y v=1_(vy,v2, ..., U, son vectores en R", su producto
punto se define como

UV =110V + Uty + ...+ UV,

Esta es exactamente la forma en que se defini6 el producto punto en R, El producto
punto en R” también se llama producto interior estdndar (0 canénico).

Siu y v son como en el ejemplo 7, entonces,

u-v=2)4) + G)N2) + 1) + (—1X3) = 13. =
(Aplicacion: control de ingresos)  Consideremos la tienda del ejemplo 5. Si el vec-
tor p denota el precio de cada uno de los 100 articulos, el producto punto
Y-p
proporciona el total de ingresos recibidos al final de la semana. | |

Siuesun vector en R", podemos utilizar la definicién de producto punto en R” pa-
ra escribir
ul = Vu-u.

El producto punto en R” satisface las mismas propiedades que en R, Establecere-
mos estas propiedades en el siguienke teorema, andlogo al teorema 4.1,
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Demostracion
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Figura 4.34 A
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(Propiedades del producto punto)  Siu, v y w son vectores en R" y ¢ es un escalar,
entonces:

(@ w-u20u-u=08ysdlosin=0
(b) u-v=v-.n

) @t+Vv)-w=u-wW+v-w

d) (cu): v=u-(cv)=clu-v)

Ejercicio T4. Y

Ahora demostraremos un resultado que nos permitird dar una definicién (til para
el coseno del dngulo entre dos vectores no nulos. Este resultado, conocido como des-
igualdad de Cauchy’Schwarz | tiene muchas aplicaciones importantes en matem-
ticas. Su demostracion, aunque no es dificil, tampoco es muy natural, ya que comienza
de una manera ingeniosa.

(Desigunaldad de Cauchy-Schwarz) Siuy v son vectores en R, entonces
[aev] < [lajfjivi. (3)

(Observe que el simbolo | | representa el valor absoluto de un niimero real; el sfmbo-
lo || || denota la longitud de un vector.)

Siu = 0,entonces |[ul| =0y u-v =0,de modo que se cumple (3). Ahora suponga-
mos que u es distinto de cero. Sea r un escalar y consideremos el vector ru + v. De
acuerdo con el teorema 4.3,

Os(rn+v)-(ru-+v)=r°11-u+2ru-v+v-v
=ar? + 2br + ¢,
donde
a=u-u, b=u-v y =V Y,

Ahora, p(r) = ar® + 2br + ¢ es un polinomio cuadrético en r (cuya gréfica es una pa-
rdbola que abre hacia arriba, pues a > 0) que es no negativo para todos los valores de
r. Esto significa que el polinomio no tiene raices reales, o si las tiene, son iguales. [Si
p(r) tuviera dos raices distintas ry y r,seria negativo para algin valor de r entre ry y
ry,como se ve en la figura 4.34 )

Recordemos que las raices de p(r) estan dadas por la férmula cuadritica como

~2b + JAbT — dac . -2b — /46T —dac
2a 2a

* Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) crecid en un suburbio de Parfs, en donde fue vecino de varios de los
principales matemticos de la época. Asisti6 a la Ecole Polytechnique y & 1a Ecole des Ponts et Chausées, y
durante un tiempo practicé la ingenieria. Devoto de la Iglesia catélica romana , tenia gran interés en las obras
de caridad. También mostré enorme inclinacién a la realeza, en particular a los reyes Borbones, quienes go-
bernaron en Francia después de la caida de Napoleén. Cuando Carlos X fue derrocado en 1830, Cauchy lo
signié de manera voluntaria a su exilio en Praga.

Cauchy escribié siete libros y miis de 700 aniculos de caliddad vaniable, cuyo contenido abarcaba todas las m-
mas de ks matemdticas. Realzd imponanmes contribuciones a la naciente teoria de los determinantes, a la woria
de los valores propios, al estudio de las ecuaciones diferenciales ondmanas y parciales, a b weorfa de los grupos de
permutaciones y a los fundamentos del cdlculo; ademds, fundd la teora de funciones de variable compleja.
**Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) nacé en Polonia, pew fue educado en Alemania, donde
ademds trabaj6 como maestro. Fue protegido de Karl Weierstrass y Emst Eduard Kummer, con cuya hija con-
trajo nupcias. Sus principales contribuciones a las mateméticas se dieron en los aspectos geoméricos del and-
lisis, como las transformaciones conformes v las superficies minimas, En relacidn con lo anterior, buscd
ciertos nimeros asociados con las ecuaciones diferenciales, mismos que desde entonces se han llamado va-
lores propios. La desiguakiad anterior se utdizé en la bisqueada de estos niimeros,
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Observacién

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

(a # O pues u # 0). Ambas rafces son iguales o no existen raices reales si
ab? —-dac <0,
b cual significa que
b* = dac.

Al sacar las raices cuadradas de ambos lados y observar que Ja = Ju-u =u|

V¢ = v+ v = ||v|,obtenemos (3). )

H resultado conocido ampliamente como la desigualdad de Cauchy-Schwarz (teorema
4.4) proporciona un buen ejemplo de cémo los sentimientos nacionalistas desempefian
un papel importante en la ciencia. Por lo general, en Rusia este resultado se conoce ¢co-
mo desigualdad de Bunyakovsky . En Francia suele hacerse referencia a él como des-
igualdad de Cauchy, y en Alemania se cila frecuentemente como desigualdad de
Schwarz. En un intento por distribuir el crédito del resultado entre los tres, una mino-
ra de autores se refiere a él como desigualdad CBS.

Si uy v son como en el ejemplo 7, de acuerdo con el ejemplo 8, u - v = 13, Por lo tanto,
lw-vl =13 < |lal|iv| = +f 18 /0. |

Utilizaremos la desigualdad de Cauchy-Schwarz para definir el dngulo entre dos
vectores distintos de ceroen R”,

Si u y v son vectores distintos de cero, la desigualdad de Cauchy-Schwarz impli-
G que

u-v

<1

u v

u-v
— llwiflivi —
Al examinar la parte de la grafica de y = cos @ (vea la figura 4 35) para 0 = 0 = n,ve-
mos que para cualquier nimero r en el intervalo [— 1, 1], existe un tinico nimero real
¢ tal que cos & = r. Esto implica que hay un tnico nimero real 6 tal que
u-v
alvl’

cosf = 0<6 <m. 4)

H dngulo G es el ﬂngulo entre u y v.

En el caso de R”, podemos aplicar la ley de los cosenos para establecer que el co-
seno del dngulo entre u y v estd dado por (4). Sin embargo, para R”, n> 3, tenemos que
definirlo como (4).

Seanu=(1,0,0,1)y v =(0,1,0,1). Entonces
lul =2, Ivi=v2 y u.v=1,
En consecuencia,

cosl =

yG:éO"o-?mdiancs. g

P =

*Viktor Yakovlevich Bunyakovsky (1804-1889) nacié en Bar, Ucrania. Se doctard en Paris en 1825, y rea-
hz6 estudios adicionales en San Petersburgo; luego tuvo una larga carrera como profesor, Bunyakovsky hi-
0 contribuciones imporantes a la teoria de niimeros, y también trabajd en geometria, mecinica aplicada e
hidrodindmica. Su demostracién de la desigualdad de Cauchy-Schwarz aparecié en una de sus monografias
en 1859, 25 afos antes que Schwarz publicase la suya, Muné en San Petersburgo.
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DEFINICION

EJEMPLO 12

Demostracion
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Desigualdad del trigngulo
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Es muy qtil hablar de ortogonalidad y paralelismo en R”, por ello formularemos a
continuacion las siguientes definiciones,

Dos vectores distintos de cero, u y v, en R”, son ortogonales sin « v = 0. Si uno de los
vectores es el vector cero, diremos que los vectares son ortogonales. Decimos que son pa-
ralelos si |u + v| = ||u|| || v||. Tienen la misma direccién si u + v = |jul|[|v] . Es decir, son
ortogonales si cos 6 = 0, paralelos si cos = £ 1, y tienen la misma direccion si cos 6 = 1.

Considere los vectores u = (1,0,0,1),v =@, 1,1,0) y w = (3,0, 0. 3). Entonces
u-v=0 y vew =10,

lo cual implica que tanto u y v como v y w son ortogonales. Tenemos
uew=6, [ul=+v2 |w|=+18 u-w=|u|lwl,

y el coseno del dngulo entre u y w es | (verifique). En consecuencia, concluimos que
u y w tienen la misma direccidn. a

Una consecuencia de la desigualdad de Cauchy-Schwarz es la desigualdad del
ridangulo, que demostramos a continuacion.

(Desigualdad del triiingulo) Siu y v son vectores en R", entonces

lu+ vl = (laj + |Iv].

De acuerdo con la definicién de la longitud de un vector, tlenemos

[+ vl]z =u+v)-(u+v
=u+su+2uv)fvev
= [uli®* + 2@ - v) + [IvI.

Segiin la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

uf? + 2@ « v) + [vii® = fuf? + 2|ufliv] + §vi?
= (fjull + IviD>.

Obtenemos el resultado deseado al calcular las raices cuadradas, 2]

La desigualdad del tridngulo en R y R simplemente establece que la longitud de
un lado de un tridngulo no excede la suma de las longitudes de los otros dos lados (fi-
gura 4.36).
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DEFINICION

Figura 4.37 »
Vectores unitarios en R*

EJEMPLO 15

Para u y v como en el ejemplo 12, tenemos
||u—v1jr~/4=2<v"2—\/2= al + vl 5

(Oxro resultado 1itil es el teorema de Pitdgoras en R™: si u y v son vectores en R”,
entonces

llu + vii? = Jlull® + v

s y s6lo si u y v son ortogonales (ejercicio T.10),

Un vector unitario u en R” es un vector con longitud 1. Si x es un vector distinto de
cero, entonces el vector

es un vector unitario en direccion x.
Six=(1,0,0,1),como ||x|| = V2 el vector u = %;{l. 0,0, 1)es un vector unita-
no en direccion x. "

En el caso de R”, los vectares unitarios en las direcciones positivas de los ejes x, y
y z ® denotan como i = (1,0,0).j=(0,1,0) y k = (0,0, 1), como se muestra en la
figura 4.37. Si u = (x, ¥, 2;) es cualquier vector en R, podemos escribir u en térmi-
ms de i, j y k, como

a=xi+ yj+ k.

ra

k
i
} -~ )
1 /0
X
Siu=(2,-1,3),u=2i-j+ 3k. |
Los n-vectores

e =(1,0....,0,ea=10,1,..., )o@ =000, 4 v5,1)

son vectores unitarios en R”, que son mutuamente ortogonales. St u = (uy, w2, .. ., 1y

& cualquier vector en R”, u s puede escribir como una combinacién lineal de e,
€23 5 + » 5 8y, COMO

u=ue + uex + -+ - + wLy.

H vectore;, | =i = n s puede ver como la i<€sima columna de la matriz identi-
dad /,,. Asf, observamos que las columnas de /, forman un conjunto de n vectores que
son ortogonales entre si. En la seccion 6.8 analizaremos tales conjuntos de vectores con
mds detalle.
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Resumen de notaciones para vectores unitarios en R?y R’
En R?,
i=e s denota mediante (1, 0) 0 [l}

j=e sedenotamediante (0,1) o [D ;

EnR>,

i=e se denota mediante (1,0, 0) 0

j=e€ scdenotamediante (0,1,0) o

—_00 0—-0 OO0 -

k = e; sedenotamediante (0,0,1) 0

La seccién 5.1, Producto cruz en R, y la seccion 5.2, Rectas y planos, utilizan el ma-
terial de esta seccion, asi que pueden estudiarse en este momento.

n-VECTORES BINARIOS (OPCIONAL)

En la seccién | 2 definimos un n-vector binario como una matrizde 1 x node n x 1
en la que todas las entradas son 0 o0 1. Sea B” el conjunto de todos los n-vectores bina-
ros. Las operaciones vectoriales de suma y multiplicacion por un escalar son validas
para los vectores en B”, siempre y cuando utilicemos aritmética binaria. Ademds, pue-
de verificarse el teorema 4.2 para B" . en donde s6lo se permiten los escalares Oy 1. Asi-
mismo, el producto punto de n-vectores binarios estd bien definido, como se ilustré en
la seccién 1.3,

En esta seccion se presenté un modelo visual para R*. Existe un modelo similar,
pero més restringido, para B*. El cubo unitario, que se muestra en la figura 4 38, cons-
tituye una ilustracién de los vectores en B. Las coordenadas de los vértices del cubo
comresponden al conjunto de 3-vectores binarios. (Vea el ejercicio T.10 de la seccién
1.2.) Estos vectores pueden representarse de manera geométrica como segmentos de
recta dirigidos que inician en el origen y terminan en un vértice del cubo. Los vectores
distintos de cero de B* se muestran en la figura 4.39. Observe que B° tiene un niimero
finito de vectores, mientras que R” tiene una infinidad de ellos.

(0,0, 1)
, ©.1,1)

(1,0,1)

B (T

0,0,0)

l_“—-_ﬂ_
(1,0,0 >(o"'0}

a,1,0)

Figura 4.38 A Figura 4.39 A
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Desafortunadamente no existe una convencién geométrica andloga para las opera-
ciones con 3-vectores binarios que corresponda a la construccién que se muestra en las
figuras 432 y 4.33 para R’

No todas las propiedades del producto punto, enumeradas en el teorema 4.3, son
vélidas para B". Vea el ejemplo 16.

Seau=(1,1,0)de B’ . Entonces
geu=NM+MH+0)0)=1+1+0=0.

Por lo tanto, existe un vector no nulo en B° tal que [u| = Ju-u = 0. 2

Esta deficiencia significa que el concepto de longitud de vectores, como se defi-
nié para R”, no se generaliza para vectores en B>, De esto resulta que la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, dngulo entre vectores, vectores ortogonales y la desigualdad del tridn-
gulo, no son aplicables a B”. (Vea los ejercicios 38,39, T.20 y T.21). Sin embargo, los
n-vectores binarios

e1=(1,0,...,0),e2=0,1,...,0),...,8=0,0,...,1)

pueden emplearse para expresar cualquier vector u en B" como

n
U=u@ +ues+ -+ U, = Zu,-e,-.
j=i
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Producto cruz en R* (seccién 5.1)

Hasta el momento, todas las operaciones sobre vectores estudiadas en este texto han ini-
ciado con la definicion de la operacién en R%; luego se hace una generalizacién a R, y
finalmente se generaliza ain mds, a vectores en R”. Una operacion sobre vectores que
s6lo es valida en R es el producto cruz de dos vectores. Siu = ui + txj + usk yv =
vii + vaj + vk son vectores en R*, definimos su producto cruz como

u X v = (3 = i3 + (v — wv3)j + (v — upvpk,
un vector perpendicular al plano determinado por u y v. Vea la figura A.

uxyvy

Figura A

La operacién producto cruz es ttil en el estudio de planos y en otras aplicaciones
de matemiticas.
La seccién 5.1 proporciona las propiedades bdsicas de la operad6n produco cruz.

Rectas y planos (seccion 5.2)

La curva més sencilla en R es una linea recta. También es una de las curvas mds Gti-
les, pues nos permite aproximar cuakjuier otra curva,

Por ejemplo, cuando se traza una curva en una computadora o una calculadora gra-
fica, se unen numerosos segmentos de recta, lo cual aproxima la curva. En la figura B
mostramos ¥ = sen x y luego sus aproximaciones con 5 y 15 segmentos de recta con la
misma separacion entre ellos. En general, mientras més cortos sean los segmentos de
recta, mejor serd la aproximacion.

S i e ! : 3
08 3 os 3 08 E
0.6 5 o6 < 06 -
04F < 04 < 04 E
02 3 o2 3 02 E

saludsadisaliasls o0 r o

0 0 0
005115225335 0053 13 225338 405115225338

3
Vo= sen .y V= sen V= seny
aproximado por medio aproximado por medio
de S segmentos de recta de 15 segmentos de recta
Figura B

Larecta L de la figura C se describe mediante la ecuacién vectorial

X=WwWy+m —0L<I<©,
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De manera andloga, la superficie més sencilla en R®esun plano. Con los planos es po-
sible aproximar una superficie mas complicada. El plano 7 que aparece en la figura D
queda descrito como el conjunto de puntos P(x, y, z) que satisfacen la ecuacién

e
n- P =0.

En la seccion 5.2 se presenta una breve introduccion a las rectas y los planos des-
de el punto de vista del dlgebra lineal.
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Componentes de un vector Ejes coordenados Longitud (magnitud o norma) de un
Vectores iguales Ejesx,yyz vector

n-espacio Sistema de coondenadas de mano derecha Distancia entre puntos (o vectores)
Escalares Sistema de coordenadas de mano izquierda  Producto interno estdndar (o candnico)
Suma de vectores Coordenadas x, y y z Desigualdad de Cauchy-Schwarz
Multiplicacién por escalares de vectores Coordenadas Angulo entre vectores

Vector cero Sistema de coondenadas rectangulares Desigualdad del tridngulo

Negativo de un vector Planos xy. xz y ¥z Vector unitario

Diferencia de vectores Vector Ley del paralelogramo

Sistema de coordenadas Vectores iguales

1.

2.

Determine u + v,u — v, 2uy 3u — 2vsi
@u=(,2 -3),v=(0,1,-2)
®b)u=@,-2,1,3),v=(-12,5,-4)
Repita el ejercicio | para

2 3
(a) u= Ol.v=|2

8. Para cada una de los siguicntes pares de puntos en R,
determine ¢l vector asociado con el segmento de recta
dirigido cuya cola es ¢l primer punto y cuya cabeza es
el segundo.

(@) (2,3, -1),(0,0,2)
®) (1,1,0),(0,1,1)
(C) (_Ic _2- -3)0 (3' 4- S)

- —37 2 ) (1,1,3),(0,0,1)
3 1
®) u= =3 - 5 9. Determine la cabeza del vector (3, 4, —1), cuya cola es
L 0l | -2 (1, -2,3).
3. Sean 10. Determine la longitud de los siguientes vectores.
" 4 fro (@ (1,2, -3) () 2,3, -1,4)
u=|=-2|, v= —l]. (c) (1,0,3) (d) (0,0,3,4)
3 3
e :3 11. Determine la longitud de los siguientes vectores.
a
w= | =1 = X = c]. (a) (2l3l4) (b) (Ol-]02l3)
¥ 2 © (=1,-2,00 (@) (=1,2,-3, -4
Determine a, b y ¢ de modo que 12, Determince la distancia entre los siguientes pares de puntos.
@w=iu ®)w+v=u () w+x=v

@) (1,-1,2),(3.0,2)
(©) (0,0,2),(-3,0,0)

(b) (41 2- -lcs)o (2| 3. -I|4)
4, Scanu=(4,-1,-2,3),v=(3,-2,-4,1), (d (1,0,0,2).(3, -1,5,2)
w=(a,-3,-6,b)yx=(2,c,d, 4). Determine a, b, cyd
de modo que 13.
(a) w =3u (b)w+x=nu (c)w-u=v

S, Seanun=(4,5,-2,3),v=3,-2,0,1),w=(-3,2,
—5,3), ¢ =2 yd = 3. Verifique las propiedades (a) a (h)

Determine la distancia entre los siguientes pares de puntos.
@ (1,1,0),(2, -3, 1)

M) (4,2,-1,6),(4,3,1,5)

©) (0,2,3),(1,2, -4)

e @ (3.4.0,1),2.2,1,~1)
6. Grafique los siguientes puntos en R’. Ui, 2, 4,
@ (3,~-1,2) (b) (1.0,2) 14. ;El vector (2, —2, 3) es una combinacién lincal de los
) (0,0, —4) (d) (1,0,0) vectores (1,2, =3 (=L, 1, Dy (-1.4,-1)?
(c) (0,-2,0) 15. De ser posible, determine escalares ¢, ¢3 y ¢3, no todos
7. Trace un segmento de recta dirigido en R? que represente nulos, de modo que
cada uno de los siguicnies vectores. N | 3 #
@u;=2,-3,-1)  (b)u,=(0,1,4) al 2lasl 3leal 91=|al.
(©)uz =(0,0,~1) -1 = -4 0
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16.
17.

28

21,

Determine todas las constantes a tales que [(1,a, -3,2)]| = 5.

Determine todas las constantes a tales que u + v = 0, donde
v=(@a2,l,a)yv=(a,—-1,-2,-3).

Verifique el tleorema 4.3 parac =3 yu =(1,2,3),
v=(1,2,-4)yw=(1,0,2).

Verifique el teorema 4.4 para u y v como en el ejercicio 18.
Determine ¢l coseno del dngulo entre cada par de vectores
uyv.

(@ u=(1,2,3),v=(-4,4,5)
b)u=0,2,3,1),v=(-3,1,-2,0)

(c) u=(0,0,1),v=(2,2,0)

(d u=(2,0,-1,3),vy=(-3,-5,2,-1)

Determine el coseno del dngulo entre cada par de vectores
uyv.

(@ u=@Q,3,1),v=03,-2,0)
®u=(1,2,-1,3),vy=(0,0,-1,-2)

©) u=@,0,1),v=(2,2,-1)
(du=0,4,2,3),v=(0.-1,20

Demuestre que

@i-i=j-j=k-k=1

®i-j=l-k=j-k=0

{Cules de los vectores
u =(4,2,6, -8), w = (=23, =1, =1),
W =(-2,-1,-3,4), ug = (1,0,0,2),
us =(1,2,3, -4) y u=(0,-31,0)

(a) son ortogonales? (b) son paralelos?

{c) tienen la misma direccion?

Determine ¢ de modo que ¢l vector v = (2, ¢, 3) sca
ortogonalaw = (1, -2, 1).

. De ser posible, determine a, b y ¢, no todos nulos, de modo

que v = (a, b, ¢) sca ortogonal a los dos vectores
w=(1,2,1) vy x=(1,-1,1).

Verifique la desigualdad del tridngulo para
u=(1.2,3,-)yv=(1,0,-2,3).

Determine un vector unitario en direccién x.
(a) x=(2,-1,3) (b) x=(1,2,3,4)
() x=(0,1,-1) d) x=(0,~-1,2,-1)
Determine un vector unitario en direccidn x,

(@) x=(1,2,-1) (b) x =(0,0,2,0)
© x=(-1,0,-2) (d) x=(0,0,3,4)
29, Escriba cada uno de los siguientes vectores en R” en
términos de i, j y k.
(a) (1,2,-3) (b) (2,3,-1)
© (0.1.2) (d) (0,0,-2)

30. Escriba cada uno de los siguicntes vectores en R como una
matrizde 3 x 1.

(@) 2i+ 3 -4k (b)) i+2j
(c) —3i (d) 3i-2k

31. Verifique que el triingulo con vértices P (2, 3, —4),
PA3.1,2) y P3(—3,0,4)es is6sceles.

32. Verifique que cl tridngulo con vértices P,(2, 3, —4),
Px3,1,2)y P3(7,0,1) es un trifingulo rectingulo,

33. Un gran fabricante de acero, que tiene a su servicio 2000
cmpleados, anota ¢l salario de cada uno como un componen-
© de un vector u en R¥®_Si se ha aprobado un incremento
salarial general de 8%, determine una expresion que utilice
u y establczca todos los nucvos salarios.

34. El vector u = (20,30, 80, 10) proporciona el ndmero de
receptores, reproductores de discos compactos, bocinas y
grabadoras que estdn a la venta en una tienda de articulos de
sonido. El vector v = (200, 120, 80, 70) representa el precio
(en dolares) de cada receptor, reproductor de discos compac-
ios, jucgo de bocmas y grabadora, respectivamente. ;Qué le
indicaria el producto punto u « v al propietario de la tienda?

35. Una correduria bursatil registra los valores méaximo y
minimo del precio de las acciones de IBM cada dia. La
informacién, en una semana dada, se presenta en dos
vectores, t y b, en R®, los cuales proporcionan los valores
méximo y mfnimo, respectivamente. ;Cémo serfa la
expresién que muestra los valores diarios promedio del
precio de las acciones de IBM durante toda la semana?

Los ejercicios 36 a 39 implican el uso de matrices binarias.

36. Scau =(1,1,0,0). Determine un vector v en B 1al que
u + v = 0. ;Existe més de un vector v? Explique.

37. Secau = (0, 1,0, 1). Determine un vector v en B* 1al que
u + v = 0. ;Existc mds de un vector v7 Explique.

38. Seau =(1,1,0,0). Determine todos los vectores v en B!
tales que u - v = 0.

39. Seau = (1,0, 1). Determine todos los vectores v en B°
tales que u - v =0.

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre ¢l resto del tcorema 4.2,

T.2. Demuestre que —u = (—1)u.

T3. Establezca las ecuaciones (1) y (2) en R, para la longitud
de un vector y la distancia entre dos puntos, utilizando el
tecorema de Pitdgoras,



TA. Demuestre ¢l teorema 4.3.

T.5. Suponga que u es ortogonal a v y w. Demuestre que u es
ortogonal a cualquier vector de la forma rv 4+ sw, donde r
y s son escalares.

T.6. Demuestre que si u - v = 0 para todo vector v, entonces
u=0.

T.7. Demuestre que u « (V+ W) =u -V + u- w.

T8. Demuestre que si 1+ ¥ = u - w para toda u, entonces
yY=w,

T9. Demuestre que si ¢ ¢s un escalar, entonces [lcu||=|c|/ull,
donde |c| es el valor absoluto de ¢.

T.10. (Teorema de Piidgoras en R") Demuestre que
fla+v|> = Jul? + jvi> siysSlosiu-v =0.

T.11. Sca A una matriz de n x n,y scan x y y vectores en R™.
Demuestre que AX + y = x + Ay.

T.12. Defina la distancia entre dos vectores u y v en R” como
d(u,v) = ||u —v|. Demuestre que

(a)du,v)= 0

(b)du,v)=0siysdlosin=v

(c) du, v) = d(v, u)

(d)d(u, w) = d(u,v) + d(v,w)
T.13. Demuestre la ley del paralelogramo:

o+ vi + flu = v =2flu)? +2)lv|?.
T.14. Si x es un vector distinto de cero, demuestre que
|

Ix||
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€s un vector unitario en direccién x.

o
la— v§-.

T.15. Demuestre que u-y = |u+ v’ - 1|

T.16. Scan v, vy w los vectores definidos en el cjemplo 12,
Sea z = (0, 2, =2, 0). Demuestre que z es ortogonal a v,
pero no es paralelo au nia w.

Los ejercicios T.17 a T21 implican el uso de matrices binarias.

T.17. Determine el “negativo” de cada vector en B°.

T.18. Determine todos los vectores en B tales quev-v =0,
T.19. Determine el “negativo” de cada vector en B*,

T.20. Seau =(1,1,1).

(a) Determine Vj,, el conjunto de todos los vectores v en
B talesqueu - v =0,

(b) Determine Vy, el conjunto de todos los vectores v en
B’ tales que u - v # 0.

(€) ¢ Va junto conV, conticne todos los vectores de B?
Explique.

T21. Sean=(1,1,1,1).

(a) Determine Vy,, ¢l conjunto de todos los vectores v
en B tales que u - v =0.

(b) Determine ¥y, el conjunto de todos los vectores v en
Bialesquen-v £ 0.

(¢) ¢Va junto conV, contiene todos los vectores de B*?
Explique.

Ejercicios con MArLAB
Para utilizar MATLARB en esta seccién, deberd haber leldo antes
la seccion 10.6.

ML.1. Como ayuda para visualizar las operaciones vectoriales
en R*, tenemos vec3demo. Esta rutina proporciona un
despliegue grifico de los vectores en el 3-espacio, Para
un par de vectores u y v, la rutina vecddemo grafica
uyv,u+ vyu-—v,yun miltiplo escalar. Una vez
introducidos los vectores a MATLAB, escriba

vecddemo (u, v)

Utilice vec3demo con cada uno de los siguientes pares
de vectores de R,

(a)u =(2| 6|4)lv - (6| 2' _S)
®u=3,-54.v=0,-1,-2)
(c)u=(4,0,-5),V=(0,6,3)

. Determine la norma o longitud de cada uno de los
siguientes vectores mediante MATLAB.

» 0
(a)u=[2:| (b) v= _‘.:

(c) w=

O -0 -

ML.J3. Determine con MATLAB la distancia entra cada uno de
los siguientes pares de vectores.

e fl[]

®) u=(2,0,0,1),v=(2,5,-1,3)
(©) u=(L0,43),v=(-1122)

. Determine las longitudes de los lados del tridingulo
ABC, el cual tiene vértices en R, dados por A(1, 3, —2),

B(4,-1,0), C(1, 1, 2). (Sugerencia: detcrmine un
vector para cada lado y calcule su longitud.)

ML.S. Determine el producto punto de cada uno de los si-
guientes pares de vectores mediante MATLAB.

(au=(5,4,-4),v=(3,2,1)
(b)u=(3,-1,0,2),v=(-1,2, -5, -3)
(c)u=(1,2,3,4,5),v=—n

ML.6. La norma o longitud de un vector se puede calcular
mediante productos punto, como sigue:

| = Ju-u



204 Cuapitulo4 Vectores en R”

ML.7.

En MATLAB, ¢l lado derecho de la expresion anterior se
cakula como

sqri(dot(u, u))
Verifique este procedimiento alternativo con los vecto-
res del ejercicio ML.2.

En MATLAB, si los n-vectores u y v se ingresan como
columnas, entonces

uvsvovisu
proporciona ¢l producto punto de los vectoresu y v,

MLS.

ML.J9.

Verifiquelo con los vectores del ejercicio MLS,

Utilice MATLAB para determinar el dngulo entre cada
uno de los siguicntes pares de vectores (para convertir
cl dngulo de radiancs a grados, multiplique por 180/pi).

(a) u=(3,2,4,0),v=0,2,-1,0)
b)u=(2,2,-1),v=(2,0,1)
(¢) u=(1,0,0,2).v=(0.3.-4.0)

Emplee MATLAB para determinar un vector unitario en
la direccion de los vectores del ejercicio ML.2.
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Ejercicios complementarios

Ideas clave para el repaso

B Teorema 4.2, Propicdades de la suma de vectores y multipli-
cacion por un escalar en R (vea la pigma 187).

B Teorema 4.3 (Propiedades del producto punto). Vea la pa-
gina 193.

B Teorema 4.4 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)
lw- vl = julivi.

Ejercicios complementarios

En los ejercicios 1 a 3, sean
u=(2,-1), v=(,3) y w=(4,1).
1. Dibuje un diagrama para demostrarque u + v =v + u,

2. Haga un diagrama para demostrar que (0 + v) + W = u +
(¥ + w).

3. Dibuje un diagrama para demostrar que 2(u + v) =
2u + 2v,

En los ejercicios 4 y 5, seanu = (1,2, =3),v=(3,0, 1),
w=(-21,1),

4. Determine x tal que u+ X = v - w.
5. Determine x tal que 2u + 3x = w - 5x.

6. Escriba ¢l vector (1, 2) como una combinacién lineal de los
vectores (—=2,3) y (1, —1).

7. Seanu=(1,-1,2,3)yv=(2,3,1, =2). Calcule
(@) ul (b) [lvll
© lu—v| (d) w-v
(e) Coseno del dngulo que forman u y v

8. Siu = (x,y) es cualquier vector en R?, demuestre que el
vector v = (—y, x) es ortogonal a u.

9. Determine todos los valores de ¢ para los cuales
lle(1,~2,2,0)] =9.

10, Scanu = (a,2,a)y v = (4, =3,2). ;Para qué valores de a
son ortogonales los vectores u y v?

11. Determine un vector unitario paralelo al vector (-1, 2, 3).

12. Demuestre que un paralelogramo es un rombo, es decir un
paralclogramo con cuatro lados iguales, si y sélo si sus dia-
gonales son ortogonales.

13. De ser posible, determine a y b tales que

Y=

[ S~

es ortogonal a los dos vectores

S

14. Determine un vector unitario que sea ortogonal al vector (1, 2).
15. Determine el drea del cuadnldtero con vértices (=3, 1),
(-2,-2),(2,4)y (5,0).
16. Determine todos los valores de a tales que el vector
(a, —5, —2) sca ortogonal al vector (a, a, —3).
17. Determine la matriz canénica asociada a una rotacién de
R, de 7 radiancs cn sentido contrario a las manecillas
del reloj.
18. Escriba el vector (1, 3, —2) como una combinacién
lincal de los vectores (1, 1,0),(0, 1, 1)y (0,0, 1).
19. Un rio fluye hacia el sur a razén de 2 millas por hora.
Si una persona trata de nadar hacia el oeste a razén de
8 millas por hora, haga una figura que muestre la magnitud
y la direccién de la velocidad resultante,
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Ejercicios tedricos

T.ll

T2.

Sean u y v vectores en R”. Demuestre quen - v = Osiy
solo si ju 4+ v = [lu — v|.

Demuestre que para cualesquicra vectores u, ¥ y wen R?
o R® y cualquier escalar ¢, tenemos:

(@ m+cv) . w=u-w+c(v:w
M) u-(cv) =c{u-v)
(c) (u+ v)lew) =clu»w) 4+ clv.w)

T3. Demuestre que el inico vector x en R o R’ ortogonal a

cualquier otro vector, es el vector cero,

TA. Demuestre que si [ul| =0 en R, entonces v = 0.
T.5. Proporcione un ejemplo en R* para demostrar que u

es ortogonal a v y v es ortogonal a w, pero que u no es
ortogonal a w.

Examen del capitulo

1.

2.
3.

4.

Determine el coseno del dngulo que forman los vectores
(1,2,-1,4)y (3, -2,4,1).

Determine un vector unitano en la direccion (2, -1, 1, 3).

(El vector (1, 2, 3) es una combimnacion lincal de los
vectores (1,3,2).(2,2.-1)y(3.7,0)?

Responda con falso o verdadero a cada una de las proposi-
ciones siguientes, Justifique sus respuestas.

(a) En R",sin-v=0,cntonccsu =00v=0.
(b) EnR",sin+-v=u-W,cnionccs v=w.

(¢) EnR" si cu =0,entonces ¢ = 0o u=0.

(d) En K", ||cu| = clju].

(¢) En R, [lu + v| = |lu] + |Ivl.

(f) Los vectores (1,0, 1) y (=1, 1, 0) son ortogonales.
(g) En R" si |lu|| =0, entonces u = 0.

(h) En R", si u cs ortogonal a v y w,cntonces u ¢s
ortogonal a 2v + 3w,
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APLICACIONES DE
VECTORES EN R2 Y R3

-

EX1 PRODUCTO CRUZ EN R3

Requisitos. Lectura de la seccion 4.1, Vectores en el plano. Capituld

En esta seccion analizaremos una operacién que sélo tiene sentido en R*; a pesar de
esta limitacién, dicha operacién tiene muchas aplicaciones importantes en diferentes
situaciones. Aqui consideraremos varias de ellas.

DEFANICION i
u=wi+wj+uk y v=uyi+vj+ sk
son dos vectores en R, su producto cruz es el vector u x v definido por
u x v = (uv3 — un)i + (30 — wv3)j + (ugvy — wk. (1)

El producto cruz u x v puede escribirse como un “determinante”,

i j k
UXY=|U ux U, (2)
vy »m» v

El lado derecho de (2) en realidad no es un determinante, pero es conveniente conside-
rarlo como tal para hacer el cilculo. Si desarrollamos (2) a lo largo de la primera fila,
obtenemos

U2 u3
v vy

My u3
vy Uy

iy u>
g v

-
-

UXVvV=

que es el lado derecho de (1). Observe que el producto cruz u x v es un vector, a dife-
rencia del producto punto v * v, que es un nimero.

|3 IJKe MM Seanu =2i+ j+ 2k yv = 3i — j — 3k. Entonces, al desarrollar a lo largo de la pri-

mera fila, tenemos

axy = = —i+ 12j— 5k.

Lﬁ'N-c
— —
[ S
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Algunas de las propiedades algebraicas del producto cruz se describen en el teare-
ma siguiente. L.a demostracion, que se deduce con facilidad de las propiedades de los
determinantes, se deja al lector (ejercicio T.1).

(Propiedades del producto cruz) §i w, vy w son vectores en R y ¢ és un escalar,
entonces:
(a) uxv=—(vxu)

(b)) ux(v+w)=uxXv+uxw

(C) (U+V)XW=UXW+VXW

(d) c(ux ¥) = (ca) x v =u X (¢v)

(e) uxu=0

(f) Oxu=ux0=0

(g8) ux(vxw) = (o-w)v— (u-v)w

(h) (uxv)xw=(w-u)v—-(w-v)u |

3|3V Iy Kol  Con base en (1), se tiene que

a ixi=jxj=kxk=0 ixj=k jxk=i, kxi=]j.
Ademds,
j xXi= k, k !j — -L ixk= l

Estas reglas pueden recordanse por medio del método que se indica en la figura 5.1. Mo-

k i viéndonos alrededor del circulo, en direccién de las manecillas del reloj, vemos que el
\_/ producto cruz de dos vectores tomados en el orden indicado es igual al tercer vector;
moviéndonos en sentido contrario a las manecillas del reloj, vemos que el producto cruz

Figura 5.1 A de dos vectores tomados en el orden que se indica, es el negativo del tercer vector. El
producto cruz de un vector por €l mismo es el vector cero. |

Aunque muchas de las propiedades comunes de los niimeros reales se cumplen pa-
ra el producto cruz, tenga en cuenta que dos de sus propiedades importantes no se sa-

tisfacen. La ley conmutativa no se cumple, ya que u x v = —(v x u). Tampoco se
satisface ley asociativa, yaque i x (i x j)=1i x k = —j, mientras que (i x i) x j =
8x j=4.

Ahora analizaremos con detalle las propiedades geométricas del producto cruz.
Primero observemos la siguiente propiedad adicional del producto cruz, cuya demos-
tracion dejamos al lector:

(uxv)-w=u-(vxw Ejercicio T2. (3)
También es fécil demostrar (ejercicio T4) que
By H> Uy

(uxv)ew=| vy »n v3|. @)
w, w; uwa

m Sean u y v como en el ejemplo 1,y seaw =i -+ 2j + 3k. Entonces

ux v=—i-+412j — Sk y uxv) -w=38§,
vxw=3i-12j+ 7k y u-(vxw =8

lo cual ilustra la ecuacion (3). i
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A partir de la construccién de u x v,resulta que u X ves ortogonal anyav,; es-
to es,

(wxv)-u=0, (5)

(uxv)-.v=0 (6)
Estas ecuaciones también pueden verificarse utilizando las definiciones de u x v y el
producto punto, o utilizando la ecuacion (3) y las propiedades (a) y (e) del producto
cruz (teorema 5.1). En consecuencia, u x v también es ortogonal al plano determinado
por u y v. Puede mostrarse que si 6 es el dngulo entre u y v, la direccion de u x v estd
determinada como sigue. Si doblamos los dedos de la mano derecha en la direccién de
una rotacion del angulo @ de u a v, el dedo pulgar apuntari en la direcaén de u x v (fi-

gura 5.2).
La magnitud de u x v puede determinarse como sigue. De acuerdo con la defini-
cién de la longitud de un vector, tenemos

lux ¥’ = (uxv):(uxv)
=u-[vx(uxv)) por (3)
=u-[(v.viu—(v-u)v] por (g), segiin el teorema 5.1
= (u-u)(v-v) — (v-u)(v-u) por(b), (c) y (d), segin el teorema 4.3
= [l Ivl®* — (w-v)* por (b), segiin el teorema 4.3 y la definicién
de la longitud de un vector.
La ecuacién (4) de la seccién 4.2 implica que
u- v = |ul|v] cos 8,
donde @ es el dngulo entre u y v. En consecuencia,
flu x vi* = lul*Ivi* — ful?Iv)® cos® 6
= [lul*Ivi*(1 - cos*8)
= [lul®|lvl|* sen’ 6.

Al calcular las raices cuadradas, obtenemos
Jlu x v|| = |lufjv]| sen 6. (7

Observe que en (7) no tenemos que escribir Isen 81, ya que sen @ es no negativo para
0 < @ < x. Resulta, por lo tanto, que los vectores u y v son paralelos si y sélo si
u x v=0(eercicio TS).

Consideremos ahora vanas aplicaciones del producto cruz.

Area de un triangulo  Considere el tridngulo con vértices Py, P, P, (figura 53). El
drea de este tridngulo es %bh. donde b es la base y h es la alwra. Si tomamos el seg-

mento entre P} y P, como la base, y denotamos P P, mediante el vector u, entonces
b = |jul.
—b
Al hacer Py Py = v, encontramos que la altura A estd dado por
h = ||v] sen 6.

En consecuencia, de acuerdo con (7), el drea Ay del tridngulo es

Ar = 3lullliviisend =3jux v|.
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YN  Dcicrminar el drea del tridngulo con vértices Py(2,2,4), Po(—1,0,5) y P33, 4, 3).

Soluciébn Tenemos
v=Ph=i+2-k

Entonces,
Ar = I(-3i -2+ k) x (i+2j— K|
= 311-2§ - 4k|l = |- - XKl =5, =
Area de un paralelogramo  El drea Ap del paralelogramo con lados adyacentes u y v

(figura 54) es 244, de manera que

Ap = llu x v].

Figura 5.4 » P,

ANV

P,

[0\ b
Lo

m Si Py, P> y P soncomo en el ejemplo 4, el drea del paralelogramo con lados adyacentes

—y  —
PiPy y Py Py es 24/5. (Verifique.) u

Volumen de un paralelepipedo  Considere el paralelepipedo que tiene vértice en el
origen y lados u, v y w (figura 5.5). El volumen del paralelepipedo es el producto
del drea de la cara que contiene a v y w, y la distancia d de esta cara a la cara paralela
aclla, Ahora,
d = ||u||cos 0|,

donde @ es el dngulo entreu y v x w,y el drea de la cara determinada porv y wes
|lv x wll. En consecuencia,

V=|lvx wj lu] |cos 0| = |u -+ (v x W)|. (8)
De acuerdo con las ecuaciones (3) v (4), tenemos también que

wy M2 Wy
V = |det vy Vs Wy . (9)

w; wr wj

Figura5.5»
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S|3VI4Ke N W Considere el paralelepipedo que tiene un vértice en el origen y lados u =i — 2j + 3k,

v=i+3j+kyw=2i + )+ 2K. Entonces

vXxw=2>5i —5k.

Por lo tanto, u - (v x w) = — 10, Se concluye entonces, de acuerdo con (8), que el vo-

lumen esta dado por

V=|u+(vxw)=|-10] =10.

También podemos calcular el volumen por medio de la ecuacién (9), como

V = |det

1 -2 3
1 3 1 = |-10| = 10,
2 I 2

Términos clave

Producto cruz
Identidad de Jacobi

En los ejercicios 1 v 2, calcule u x v.

L (a) u=2i+3j+4kv=—i+3j-k

3.

®)u=(1,01),v=(23,-1
u=i-j+2kv=3i-4j+k
du=(2,-1,1),vy=-2u
@u=(,-1,2),v=(3,1,2
(b)u=2i+j—2k.v=i+3t

(c)u=2j+k,v=73u
d)u=(4,0,-2),v=(0,2,-1)

Seanu=i+2j-3k v=21+3j+kw=2I-j+ 2k

y ¢ = —3. Venifique las propicdades (a) a (d) del
leorema 5.1.

Seanu =2 - j+ 3k, v=3i+j-kyw=3+j+2k
{a) Verifique la ecuacitn (3).

{b) Verifique la ecuacion (4).
Seanu=-J+2kv=2A+2J-kyw=i+}-k.
(a) Venfique la ecuacion (3).

10,

lzl

(b) Verifique la ecuacién (4).

Verifique que cada uno de los productos cruz u x v del
cjercicio 1 es ortogonal au ya v,

Verifique que cada uno de los productos cruz u x v del
cjercicio 2 es ortogonal au ya v,

Verifique la ecuacion (7) para los pares de vectores del
ejercicio 1.

Determine el drea del triangulo con vértices Py(1, =2, 3),
Py(—3,1,4), P0,4,3).

Determine ¢l drea del tridngulo con vértices Py, Py y Pa,
S —
donde PP, =2i+3j—ky PR =i+ 2j+2k.

. Determine el drea del paralelogramo con lados adyacentes

u=i+3-2kyv=3i-j-k.

Determine el volumen del paralelepipedo que tienc un vér-
ticcenelorigeny ladosu=2i - jv=1-2j-2kyw
=3-j+k

Repita el ejercicio 12 pamu =1 — 2j + 4k, v = 3i + 4 +
kyw=-i+Jj+k.

Ejercicios tedricos

T.1.
T2,
T3.
TA.

Demuestre el teorema 5.1.
Demuestre que (u X v) - w=u" (Vv X W).
Demuestre que j x i = -k, k x j=—1,i x k= —].

Demuestre que
Wy uy Wy
(uxv)sw=| vy vz ®m
Wy w2 un

T.S. Demuestre que u y v son paralelos siy sélosiu x v=0,

T.6. Demuestre que [ju x v[> + (u - v)> = jul?|vi>

T'? -

Demuestre la identidad de Jacobi:

axv)xw+(vxwxo+(wxu xv=0
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Ejercicios con MATLAB

Hay dos rutinas de MATLAB que se aplican al material estudiado
en esta seccion: cross, que calcula el producto cruz de un par
de 3-vectores; y crossdemo, que muesira de manera grdfica un
par de vectores y su producto cruz. Con las rutinas dot v cross
podemos realizar los cdlculos del ejemplo 6. (Para obtener
instrucciones sobre el uso de las rutinas de MATLAR, escriba la
palabra belp seguida por un espacio y el nombre de la rutina.)

ML.1. Utilice cross en MATLAB para determinar el producto
cruz de cada uno de los pares de vectores siguientes.

@u=i-2j+3k,v=i+3j+k
(b)u=(1,0,3),vy=(1,-1,2)
(©)u=(1,2,-3),v=(2,~-1,2)

ML.2. Utilice la rutina cross para determinar ¢l producto cruz
de cada uno de los pares de vectores siguientes.
(a) u=(2,3,-1),v=(2,3,1)
Mu=3i-j+k,v=2u

ML.3. Utilice crossdemo en MATLAB para desplegar los vecto-
res u y v, y su producto cruz.
(@u=i+2j+4dk v=-2i+4j+ 3k
(b)u=(-2,4,5),v=0,1,-3)
©)u=(2,2,2),v=3,-3,3)

MLA, Utilice cross cn MATLAB para comprobar sus respucstas
a los ejercicios 1y 2.

ML, Utilice MaTLAR para determinar ¢l volumen del paralele-
pipedo que tiene un vértice en el origen y lados
8=03,-2,1),v=(1,2,3)yw=(2,-1,2).

ML.6. El dngulo de interseccion de dos planos en el 3-espacio
¢s ¢l mismo que ¢l dngulo de interseccién de perpendicu-
lares a tales planos. Encuentre el dngulo de interseccién
del plano P, determinado por x y y.y el plano P, deter-
minado por u y w,dondc
x=2,-1,2), y=@3,-2,1)

©u=(,-2,1),v=03,1,-1) v=(1,3,1), w=(0.2,-1)
EX]1 RECTAS Y PLANOS
Requisitos. Lectuma de la seccion Vectores en el plano, y de la seccion 5.1, Pro

ductocruz en K

RECTAS EN R?

Dos puntos distintos cualesquiera, Py(x, ¥;) y P2(x;, y2) en R? (figura 5.6) determinan
una linea recta cuya ecuacién es

ax + by +c=0, (1)

donde a, b y ¢ son nimeros reales, y a y b no son simultdneamente cero. Como Py y P;
pertenecen a la recta, sus coordenadas satisfacen la ecuacién (1):

Figura 5.6 » y

ax; + by + ¢=0 (2)
ax, + by, +¢c=0 (3)
//'




EJEMPLO 1

Solucién

Figura 5.7 »
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Ahora escribimos (1),(2) y (3) como un sistema lineal en las incognitas a, b y ¢,con lo
que obtenemos

xa+yb+c¢=0
xa+yb+c=0 4)
X0+ Yb+ ¢ =0.
Buscamos una condicién sobre los valores de x y y para que (4) tenga una solucién

no trivial a, b y ¢. Como (4) es un sistema homogéneo, tiene una solucién no trivial si
y sélo si el determinante de la matriz de coeficientes es cero, esto es, si y s6lo si

X y 1
x n 1]=0 (5)
x oy |

De esta manera, todo punto P(x, y)de la recta satisface (5) y, reciprocamente, todo pun-
to que satisface (5) pertenece a la recta.

Hallar una ecuacion de la recta determinada por los puntos Py(—1,3) y P»(4, 6).

Al sustituir ¢n (5), obtenemos

Al desarrollar este determinante en cofactores a lo largo de la primera fila, tenemos (ve-
rifique)

-3x+Sy-18=0. a
RECTAS EN R®

Como probablemente recordard, una recta estd determinada en R si se especifican su
pendiente y uno de sus puntos. Por su parte, una recta estd determinada en R si se
especifican su direccion y uno de sus puntos. Sea u = (a, b, ¢) un vector no nulo (dis-
tinto de cero) en R".y sea Py = (xp, Yo, Zp) un punto en R?. Sean wyp el vector asociado
con Py, y x el vector asociado con el punto P(x, y, z). La recta L que pasa por Py y es
paralela a u consiste de los puntos P(x, y, 2) (figura 5.7) tales que

X = wy + fu, —00 <1 <00, (6)

&J
-
Ib ?
b
w
t'llu

PN ot X

Wy
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EJEMPLO 2

Solucién

EJEMPLO 4

La ecuacion (6) se denomina ecuacién paramétrica de L, ya que contiene el pa-
rametro 1, al que puede asignarse cualquier nimero real. La ecuacién (6) también puede
escribirse en términos de las componentes, como

xX=xy+ta
y=yy+1b —-00 < I < 00 (7)
=2 + Ic,

que se denominan ecuaciones paramétricas de L.

Las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Po(—3, 2, 1) y es paralela
al vector u = (2, -3, 4), son

x=-3+2
y= 2-3 —00 < < 00
L= 1—5—4.!. i

Determinar ecuaciones paramétricas de la recta . que pasa por los puntos Py(2, 3, —4)
y Pi(3,-2,5).

—
La recta que se busca es paralela al vector u = PyP;. Ahora
u=(3-2,-2-35-(-4))=(,-59).

Como Py esté en la recta, podemos escribir ecuaciones paramétricas de L, como

= Z-fA
y= 3-—-5 —00 <1< 00
I=—-4+ 9 o

En el ejemplo 3 podriamos haber utilizado el punto P, en lugar de Py. De hecho,
podriamos utilizar cualquier punto de la recta en las ecuaciones paramétricas de L. Es-
to significa que una recta puede representarse de una infinidad de maneras en forma pa-
ramétrica. Si a, b y ¢ son distintos de cero en (7), podemos despejar a r de cada ecuacion
e igualar los resultados para obtener ecuaciones en forma simétrica de la recta que pa-
sa por Py y es paralela a u:

Las ecuaciones, en forma simétrica, de una recta son itiles en algunas aplicaciones
de geometria analitica.

Las ecuaciones, en forma simétrica, de la recta del ejemplo 3 son

=2 y—3 2z%4 -
1~ =5 9

En los ejercicios T2 y T3 se consideran la interseccion de dos rectas en R°.
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Figura 5.8 A

EJEMPLO 5

Solucién

EJEMPLO 6

Solucién
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PLANOS EN R®

Un plano en R® puede determinarse mediante un punto en el plano y un vector perpen-
dicular al plano. Este vector se denomina normal al plano.

Para obtener una ecuacién del plano que pasa por el punto Py(xy, ¥y. Zg) y que con-
tiene el vector no nulo n = (a, b, ¢) como normal, procedemos de la manera siguiente.
Un punto P(x, y, z) estd en el plano si y sdlo si el vector m es perpendicular a n
(figura 5.8). Por lo tanto, P(x, y, z) estd en ¢l plano si y sélo si

n-PoP =0. ®)
Como
PoP = (x — X0,y — Y0, Z — 20),
podemos escribir (8) como
a(x — xg) + by — yo) + ¢(z — z9) =0. 9)

Determinar una ecuacion del plano que pasa por el punto (3,4, —3) y es perpendicular
al vector n = (5, —2, 4).

Al sustituir en (9), obtenemos la ecuacién del plano como
Sx—-3)-2(0-4)+4(z+3)=0. |
St multiplicamos y simplificamos, (9) puede rescribirse como
ax+ by +cz+d=0. (10)

Resulta sencillo demostrar (ejercicio T.1) que la grifica de una ecuacion de la forma da-
da en (10), en donde a, b, ¢ y d son constantes, es un plano con normal n = (a, b, ¢),
siempre y cuando a, b y ¢ no sean todos iguales a 0.

Determinar una ecuacion del plano que pasa por los puntos P(2, ~2,1), Py(—1,0,3)
Yy P;(S. -3, 4).

Suponga que una ecuacién del plano descrito estd dada por (10). Como Py, P, y P; es-
tdn en el plano, sus coordenadas satisfacen (10). En consecuencia, obtenemos el siste-
ma lineal (verifique)

20 -2+ ¢c+d=0
—a +3+d=0
S5a - 3b+4c+ d=0,

Al resolver este sistema, tenemos (verifique)
a= %r. U= :—;r &= -lg'.;r. d=r,
donde r es cualquier niimero real. Haciendo r = 17, obtenemos
a=3_§, b=13; c==3, d=17,
Por lo tanto, una ecuacién para el plano descrito es

8x+ 15y —-3z+17=0. (1) m
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EJEMPLO 7

EJEMPLO 8

Solucién

La siguiente es una segunda solucién para el ejemplo 6. Procediendo como en el caso
de una recta en R> determinada por dos puntos distintos P, y P, es facil demostrar
(ejercicio T.5) que una ecuacién del plano que pasa por los puntos no colineales Py(x;,
¥1, 21)s PAxa, y2, 22) y Pa(x3, y3, 23) es

X y b4 l
X ) 2 1
& 8 =0.
X2 2 22 |
x3 »n 2z 1

En nuestro ejemplo, la ecuacién del plano descrito es

X ¥y z 1
2 =2 |1 |

-1 0 3 1]|=0
5§ -3 4 1

Al desarrollar este determinante por cofactores a lo largo de la primera fila, obtenemos
(verifique) la ecuacion (11). =

A continuacién se presenta una tercera solucion para el ejemplo 6, por medio del pro-
ducto cruz en R, descrito en la seccién S.1. Los vectores no paralelos Pj'P’z =
—
(—3,2.2) y PLP;s = (3, —1,3) estan en el plano, ya que los puntos Py, P> y Py estan
en el plano. Entonces, el vector
—p

n=PPx P P =@8.15, —3)

s .
es perpendicular a PP, y a PPy y, por lo tanto, es normal al plano. Si utilizamos el
vector n y ¢l punto Py(2, —2, 1) en (9), obtenemos como ecuacion del plano,

8x—2)+15(y+2)—-3z—-1)=0.

Cuando se simplifica el miembro de la izquierda, la ecuacién coincide con la ecuacién
(11). |

Las ecuaciones, en forma simétrica, de una recta pueden utilizarse para determinar
dos planos cuya interseccion es la recta dada.

Determinar dos planos cuya interseccién es la recta

x=-2+3
y= 3-2t —00 < ! < 00
2= 5+4.

Primero determinamos las ecuaciones de la recta en forma simétrica, como

¥E2L_¥-3 2D

3 =2 4
Entonces, la recta dada es la interseccién de los planos
x+2 y-—3 x+d 2—3
3 2 Y & 4

En consecuencia, la recta dada es la interseccion de los planos

2+3y—5=0 y &-2+23=0. :



EJEMPLO 10

Solucién
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Dos planos son paralelos o se intersecan en una linea recta. Son paralelos si sus
vectores son normales. En el ejemplo siguiente determinamos la recta de interseccién
de dos planos.

Determinar ecuaciones paramétricas de la recta de interseccion de los planos

m:2x+3y—2z24+4=0 y m:x-y+2z+3=0.

Al resolver el sistema lineal formado por las ecuaciones 7 y 2, 0btenemos (verifique)

=-13_4
x= < 3

y= i+% —oc <1 <00
z= 0+ 1@

como ecuaciones paramétricas de la recta L de interseccion de los planos (vea la figu-
as59). [ |

Tres planos en R* pueden intersecarse en un plano, en una recta, en un solo punto,
0 bien no tener puntos en comiin. Es posible detectar estas posibilidades al resolver el
sistema lineal formado por sus ecuaciones.,

Téerminos clave

Fcuacién(es) paramétrica(s) de una recta Normal a un plano

Forma simétrica de una recta

Rectas no coincxdentes

1. En cada uno de los siguientes gjercicios, determine una (@) (0,1,-6) (b) (1,2,3)

ecuacién de la recta en R determinada por los puntos dados.

(a) Py(=2,-3),P3.4)
(b) P2, =5), P»(=3,4)
(€) P10,0), Px(-3,5)

(d) Py(=3,=5), P»(0,2)

2, En cadauno de los siguientes cjercicios, determme una ecua-

) 4,-3.4) () ©,1,-D

S. En cada uno de los cjercicios siguientes, determine
ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto
Pylxg, ¥g, Zo) ¥ s paralela al vector u,

[a) 'PO - (30 45 "'2)0 u= (40 _'5- 2)

d6n de la recta en R? determinada por los puntos dados. () Py=(3,2,4),u=(~25,1)

{(a) Py(1,1),Py2,2)

(b) Py(1,2),P5(1,3)

{€) P12, —4). Py(-3,-4)
(d) Py(2, =3).P(3,-2)

() Pp=(0,0,0,u=02,2,2)
(d) Pp=(=2,-3,1),u=(2,3,4)

6. En cada uno de los ejercicios siguientes, determine ecuacio-
nes paramétricas de la recta que pasa por los puntos dados.

3. Indique cudles de los puntos siguientes estdn en la recta

@ (2,-3,1),4,2,5) (b) (-3, -2,-2),(5.5.9)

x= 3+2

e (© (=2,3,4),(2,-3.5) (d) (0,0,0),(4,5,2).

y==24+3% -0 <! <00

z= 4-X. 7. Determine ecuaciones en forma simétrica para cada una de
(a) (L L.1) b)) (I,-1,0) las rectas del ejercicio 6.

(© (1,0.-2) (@ (4,-%3

8. Indique cudles de los puntos siguientes estan en ¢l plano

4. Indique cudles de los puntos siguientes estdn cn la recta Mx-D+2Ay+3 -4z -4 =0.
x—4 y+3 :z-4 (a) (0,-2,3) (b) (1,-2,3)
-2 : “y © (1,-1,3) (@ (0,0,4)
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10.

12,

13.

14,

15.

En cada uno de los ejercicios siguicntes, determine una
ecuacién del plano que pasa por los puntos dados y es
perpendicular al vector n dado.

(@ (0,2,-3),n=(3, -2,4)

M) (-1.3,2),n=(0,1,-3)

() (-2,3,4),n=(0,0,-4)

d) 5,2.3),n=(~-1,-2,4)

En cada uno de los ejercicios siguientes, determine una
ccuacion del plano que pasa por los tres puntos dados.
(@) (0,1,2),3,-2,5),(2,3,4)

() (2,3,4).(=1,-2,3),(=5,.-4,2)

(©) (1,2,3),(0,0,0),(-2,3,4)

d) (1,1,1),(2,3,4),(=5.3.2)

En cada uno de los cjercicios siguicntes, determine ecua-
ciones paramétricas de la recta de interseccién de los
planos dados.

(@) x4+ 3y -4 +5=0y-x+2y+5:+6=0

() 3x—2y—5:+4=0y2x+3v+4:+8=0

© =x+2y+z=0y2x-y+2:+8=0

En cada uno de los ejercicios siguientes, determine un par
de planos cuya interscccion sca la recta dada.

@) x=2-%
y=3+1
1=2-4
x=2 y=3 :+4
(b) e Tt
c)x= 4
y=1+5¢
z2=2-

(Los puntos (2, 3, -2),(4, -2, -3)y (0,8, —1) estinen la
misma recta?

(Los puntos (—=2,4,2),(3,5,1)y (4,2, =1) estén en la
misma recta?

Determine el punto de interseccién de las rectas

x=2-13s x=54%
y=3+2 y y=1-3%
1=4412 1=2+41.

l‘l

17.

19.

21.

(Cudles de los pares de rectas siguientes son
perpendiculares?
(@a)x= 24+ X=241
y=-3-3t yy=4-1¢
1= 444 =51
b)x=3—1 x=2
y=4+1 yy=3-2%
:1=2+2 z=4+2

Demuestre que las ecuaciones paramétricas siguientes defi-
nen la misma recta.

x= 243 x==1-9
y= 3-2 y y= 5+61
z=—144 1==5-1%

Determine ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
¢l punto (3, —1, —3) y es perpendicular a la recta que pasa
por los puntos (3, =2,4) y (0,3, 5).

Determine una ecuacién del plano que pasa por ¢l punto
(=2, 3,4) y es perpendicular a la recta que pasa por los
puntos (4, =2,5)y (0,2, 4),

Determine el punto de interseccién de la recta

x=2-=3
y=4+2
2=3-5

yel plano 2r + 3y + 4z 4+ 8 =0.

Determine un plano que contiene las rectas

x=3+2 x=1-2%
y=4-3 y p= T 4+ 4¢
1=5+% z=1-13.

Determine un plano que pase por el punto (2,4, —3) y sea
paralelo al plano —2x + 4y — Sz + 6 = 0.

Determine una recta que pase por el punto (=2,5, =3) y
sca perpendicular al plano 2x — 3y + 4z + 7 =0.

Ejercicios tedricos

T.l.

T2.

Demuestre que la grifica de la ecuacion

ax + by + ¢z + d = 0,donde a, b, ¢ y d son constantes,

con a, by ¢ no todas simultdneamente iguales a cero, es un

plano con normal m = (a, b, ¢).

Sean L, y L, rectas dadas en forma paramétrica por
Li:x=wg+sm y Ly:x=w;+.

Demuestre que

(a) L,y L, son paralelas si y s6lo si u = kv para algin
escalar k.

T3.

(b) L, y L, son idénticas si y s6lo si tanto w; — W como u
son paralclos a v,

(¢) Ly y L, son perpendiculares si y s6lo sin - v =0.

(d) Ly y L, se intersecan si y s6lo si w; — w es una com-
binacion lincalde uy v,

Se dice que las rectas L, y L, en R son no coincidentes
(0 que sc cruzan) si no son paralelas y no se intersecan,
Proporcione un ejemplo de rectas no coincidentes

LyyL,.



TA. Considere los planos ayx + by + ¢z +d, =0y
ax + by + caz + dy = 0con normales ny y n,, respecti-
vamente. Demuestre que si los planos son idénticos, enton-
ces My = any para algin escalar a.

T.5. Demuestre que una ccuacion del plano que pasa por los
puntos no colineales Pay, bl L) Pz(ﬂz. bz. 1)

Examen del captulo 219

y Palasz, b3, c3) es

dy by Cy
a b o

Ideas clave para el repaso

B Teorema 5.1 (Propiedades del producto cruz). Vea la
pégina 208.

® Una ecuacién paramétrica de la recta que pasa por Py y s
paralela a u es

X = Wp + mn, —00 < <00,

donde wy, es el vector asociado con Py.

® Una ecuacién del plano con normal n = (a, b, ¢) y que pasa

por el punto Pylxg, yo, 2) es

ax = x0) + Ny —yp) +clz —2)=0

Ejercicios complementarios

1. Determine x y y tales que (x,y,2) x (1,2,3) = (0,0,0).
2. Determme un vectormtalque v x (3,2, 1) =(-1,2,1).
3. ;Cuiles de los puntos siguicntes estdn en la recta

x-—-3_y+3_z+5q
2 4 0 -4

(a) (1,2,3) ) (5.1.-9) (c) (1,=7,=1).

4. Determine ecuaciones paramétricas de la recta de interseccién

delosplanosx =2y +:+3=0y2vr—y+ 3:+4=0.

Examen del capitulo

1. Determine ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por
el punto (5, =2, 1) y es paralela al vectoru = (3, -2, 5).

2. Determine una ecuacion del plano que pasa por los puntos
(1,2,-1),(3,4,5), (0,1, 1).

3. Responda con falso o verdadero a cada una de las proposi-
ciones siguientes. Justifique sus respuestas.
(a) La matriz canénica asociada a la dilatacién

o= ([2]) =[]

(b) Siux v=0yu x w=0,entoncesu x (v+w)=0.

(¢) Siv= -3u,entoncesu x v=0,

(d) El punto (2,3, 4) estd ¢n el plano 2x — 3y + z = 5.

(¢) Losplanos 2x — 3y + 3z =2y 2x + y — z =4 son
perpendiculares.



ESPACIOS
VECTORIALES
) REALES

X1 ESPACIOS VECTORIALES

Al iniciar la seccién 4.2 definimos R,y en el teorema 4.2 establecimos algunas de sus
propiedades bésicas. A continuacién analizaremos su estructura fundamental. El con-
cepto de espacio vectorial aparece en muchas aplicaciones de matemdticas, ciencias e
mgenierfa. Dicho concepto no es mis que una generalizacion cuidadosamente elabora-
da de R". Al estudiar las propiedades y la estructura de un espacio vectorial, podemos
examinar no s6lo R" en particular, sino también muchos otros espacios vectoriales im-
portantes. En esta seccién definiremos el concepto de espacio vectorial en general, pa-
ra mds adelante ocupamos de su estructura.

DEFINICION 1*  Un espacio vectorial real es una tema formada por un conjunto V y dos operaciones,
@ y © que satisfacen las siguientes propiedades:

(@) Siuy v sonelementos cualesquiera de V,entonces u & v estd en V (es decir, Ves
cerrado bajo la operacion ).
(a) u® v=v@u,parauyven V.
b)) uD(vbw)=(uBv)©O w,parau,vywen V.
(c) Existe un elemento 0 en V, tal que

ud0=08u=u, para toda uen V.
(d) Paracada u en V existe un elemento —u en V, tal que
u® —u=0

() Si u es cualquier elemento de V y ¢ es cualquier ndmero real, entonces ¢ © u estd

en V (es decir, Ves cerrado bajo la operacion ©).

() cD(u@v)=c@u@c®v,pantodonimeroreal cytodauy ven V.

(H (c+d)Cu=cOudd > u,paratodo nimero realc ydytodauen V.

(g) ¢ (d®u)=(cd) = u,para todo nimeroreal c yd ytodauen V.

(h) 1 & u=u,paratodauen V.

Los elementos de V se llaman vectores; los niimeros reales se llaman escalares. La
operacién & es la suma vectorial; la operacién © es la multiplicacién por un escalar.

*Aunque en eda obra las definiciones no estdn numeradas, esta definicion si lo estd, pues haremos referen-
aa a ella varias veces a lo lago del capftulo.
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H vector 0 en la propiedad (c) es el vector cero, y el vector —u en la propiedad (d) es
el negativo de u. Se puede demostrar (vea los ejercicios TS y T.6) que los vectores 0
y —u son (nicos.

La propiedad («) se denomina propiedad de cerradura para @, y la propiedad (b)
se llama propiedad de cerradura para &), También decimos que V es cerrado bajo las
operaciones de suma de vectores, © y multiplicacién por escalares ©,

Si permitimos que los escalares mencionados en la definicién 1 sean nimeros
complejos, obtenemos un espacio vectorial complejo. De manera més general, los es-
calares pueden ser elementos de un campo F.,' con lo que obtenemos un espado vec-
torial sobre F. Tales espacios son importantes en muchas aplicaciones de matematicas
y ciencias fisicas. En el apéndice A daremos una breve introduccion a los espacios vec-
toriales complejos. Aunque en este libro nuestra atencién estard centrada en espacios
vectoriales reales, damos ahora un vistazo a un espacio vectorial sobre el campo cons-
tituido por los bits Oy 1, con las operaciones de suma y multiplicacién binarias. En es-
te caso, tomamos como conjunto de vectores V a B”, el conjunto de los n-vectores
binarios; la suma de n-vectores binarios se hace usando la suma binana, y la multipli-
cacion por escalares, usando bits como escalares, con lo cual son validas todas las pro-
piedades listadas en la definicién 1. [Como se observé en la seccidn 1.4, los teoremas
1.1 v 1.3 (a)-(c) son vilidos para matrices binarias y, por lo tanto para B”; las propie-
dades (@), (B)y (h) de ladefinicién 1 también se cumplen.] (Vea los ejercicios T.7-T9.)
En consecuencia, B” es un espacio vectorial,

Considere el conjunto R" junto con las operaciones de suma vectorial y multiplicacién
por un escalr definidas en la secadn 4.2, En el teorema 4.2 de esa seccion se estable-
ci6 el hecho de que R” es un espacio vectorial bajo las operaciones de suma y multipli-
cacion por un escalar. ik

Considere el conjunto V de todas las ternas ordenadas de niimeros reales de la forma
(x, y,0),y defina las operaciones @ y © como

(x, 0D (x,y,00=(x+x,y+y,0)
c@(x,y.0) =(cx,cy.0).

A partir de lo anterior, resulta facil demostrar (ejercicio 7) que V & un espacio vecto-
rial, ya que satisface todas las propiedades de la definicién 1. #

Considere el conjunto V de todas las temas ordenadas de niimeros reales (x, y, ), y de-
fina las operaciones @ y ' como

(5.9 00.y. 2)=2@X+X 9ty 2+2)
cO(x, y,2)=(cx, ¥, 2).

Una vez mis, es facil verificar (ejercicio 8) que se cumplen las propiedades (), (8),
(a), (b), (c), (d) y (e) de la definicién 1. En este caso, 0 = (0,0, 0), y el negativo del
vector (x, y, z) es el vector (—x, —y, —2). Por ejemplo, para verificar la propiedad (e),
procedemos como sigue: en primer lugar,

cOlx, 2B (x,.y,.2))=cOx+x,y+y,2+2)
=(cx+x)y+y.24+2)

TUn campo (0 cuerpo) es una estructura algebraica que goza de las propiedades algebraicas compartidas por
los niimeros reales, complejos v racionales. Los campos se estudian a detalle en cursos de dlgebra abstracta.
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Ademas,
cOX2)DcO(x,y,2)=(cx,y,2)®(cx,y,2)
=(cx+ex,y+vy.z+2)
=(clx+x), y+y,z+2).
Sin embargo, a continuacién demostraremos que la propiedad (f) no se cumple. Por
una parte,
(c+d)@(x,y,2) =(c+d)x,y,2).
Por otra parte,
cC(x,y,2)Dd O(x,y,2) =(cx,y,2) D (dx, y,2)
=(cx+dx,y+y,2+2)
= ((c + d)x, 2y, 22).

En consecuencia, V no es un espacio vectorial bajo las operaciones indicadas. Por
cierto, las propiedades (g) y (h) s/ se cumplen para este ejemplo. 8

Considere el conjunto Ma3 de todas las matrices de 2 x 3 bajo las operaciones usuales
de suma matricial y multiplicacién por un escalar. En la seccién 1.4 (teoremas 1.1 y 1.3)
establecimos que las propiedades de la definicién | son vilidas, lo cual hace de M»; un
espacio vectorial, De manera andloga, el conjunto de todas las matrices de m x n bajo
las operaciones usuales de suma matricial y multiplicaadn por un escalar, es un espa-
cio vectorial. Este espacio vectorial se denota M. L]

Sea Fla, b] el conjunto de todas las funciones con valores reales, defnidas en el inter-
valo [a, b]. Si fy g estin en V,definimos f & g como

(f ®g)1) = f(1)+ g(r).

Si festd en Fla, b] y ¢ es un escalar, definimos ¢ ¢> f como

(c© fX1) =cf(s).

Entonces, Fla, b] es un espacio vectorial (ejercicio 9). De manera similar, el conjunto
de todas las funciones con valores reales definidas para todos los nlimeros reales, de-
notado mediante F(—00, 00), es un espacio vectorial. |

(xra de las fuentes de ejemplos de espacios vectoriales que analizaremos sera los
conjuntos de polinomios; por lo tanto, comenzaremos por recordar algunos conceptos
relativos a ellos. Un polinomio (en 1) es una funcién que puede expresarse como

p(f):an{" + ap Ifn_l frer b ayt + ag, (1)

donde n es un entero > 0y los coeficientes ay, ay, . . ., a, son nimeros reales.

Las siguientes funciones son polinomios:
P =3 -2+ 5t — |

) =2+ 1
pan) = 4.

Las siguientes funciones no son polinomios (explique por qué):

1
fiy=2V1—-6 y fih) =5 =2+1. s
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Fl polinomio p(f) en (1) tiene grado n si a, # 0. En consecuencia, el grado de un
polinomio es la méxima potencia que tiene un coeficiente distinto de cero.

Los polinomios definidos en el ejemplo 6 tienen los siguientes grados:

pi(rx grado 4
po(rx grado 1
pa(1): grado 0. il
El polinomio cero se define como
0 + 0/ 4 - -0+ 0.

Observe que, por definicién, el polinomio cero no tiene grado.
Ahora sea P, el conjunto de todos los polinomios de grado = n junto con el poli-
nomio cero. Entonces, 2% — 31 + 5,2t + 1y 1 son elementos de P;.

Si
pity=af" + a, (" 4+ at +ag

GO =bL" + by " 4 byt + by,
definimos p(1) @ ¢(t) como
p(t) ® q(1) = (@n + bp)t" + (@pey + by )" ™" 4+ -« (@) + byt +(ao + bo)
(es decir, sumamos los coeficientes de términos de potencias iguales). Si ¢ es un esca-
lar, definimos ¢ © p(1) como
c @ plt) = (ca)t" + (cap )" +--- + (cay)t + (cag)

(es decir, multiplicamos cada coeficiente por ¢). Enseguida demostraremos que P, es
un espacio vectorial,

Sean p(r) y g(7), definidos como antes, elementos de P,; es decir, polinomios de
grado = n o el polinomio cero. Las operaciones ya definidas @ y © muestran que

plt) & q(1) y ¢ = p(1), para cualquier escalar ¢,son polinomios de grado < n oel po-
linomio cero. Es decir, p(f) @ gq(t) y ¢ © p(t) estdn en P,, de modo que se cumplen
() y (B) de la definicién 1. Para verificar la propiedad (a), observamos que

q() B p(t) = (by +apg)t" + (bpey +@u )" 7' - -+ (by +apt +(ag+ by),

y, como a; + b; = b; + a; se cumple para los nimeros reales, concluimos que
p(t) @ q(t) = q(r) & p(t). Verificamos la propiedad (b) de manera similar. El polino-
mio cero ¢s el elemento 0 requerido en la propiedad (c). Si p(r) es ¢l polinomio defini-
do antes, su negativo, —p(¢), es

—af ~ Gy ") — -+ —ayt -ap.
Comprobaremos a continuacion la propiedad (f); dejaremos las demds al lector. Tenemos,
(c+d)oplt)=(c+d)ad"” +(¢c +d)ay 1" +---+(c+d)ayt
+ (¢ +d)ao
= cant" + dant" + cap-11""" +dap-11""" + - +cap
+ dayt + cag + dag
= (At" + Apyt" " 4 - bagt + ag)
+ d(ant” + Bget ™ foone - - ait + ao)
=cOpl)dd O plt). ol
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m Sea V e conjunto de los niimeros reales, con las operaciones n v =u—v (@es la

Solucién

resta ordinaria) y ¢ = u = cu (& es la multiplicacién ordinaria). ;Es V un espacio vec-
torial? Si no lo es, ;qué propiedades de la definicién | no se cumplen?

Siuyvestinen V,y ¢ es un escalar, entonces u @ vy ¢ © u estén en V, de modo que
se cumplen () y (B) de la definicién 1. Sin embargo, la propiedad (a) no se cumple,
como se advierte al considerar, por ejemplo,u =2y v = 3:

udpv=293=-1

vhbu=3®2=1.

Tampoco se cumplen las propiedades (b), (c) y (d) (verifique). Las propiedades (e), (g)
y (h) se cumplen, pero la propiedad (f) no, como vemos al considerar c =2, d =3y

u=4:
(c+d)Cu=(12+3)04=5c4=20
mientras que
cOuddou=2040304=80 12 =-4,
En consecuencia, V no es un espacio vectorial. B

Para cada niimero natural n, hemos definido el espacio vectorial P, de todos los
polinomios de grado = n junto con el polinomio cero. Consideremos ahora el espacio
P de todos los polinomios (de cualquier grado), junto con el polinomio cero. En este
caso, P es la unién de todos los espacios vectoriales P,. Dos polinomios, p(7) de gra-
do n y g(r) de grado m, se suman en P de la misma forma en que se sumarian en P,,
donde r es el maximo de los dos nlimeros m y n. Entonces, P es un espacio vectorial
(ejercicio 10).

Para verificar que un conjunto dado V con dos operaciones @ y © es un espacio vec-
torial real, debemos mostrar que satisface todas las propiedades de la definicién 1.
Primero debemos establecer si se cumplen (@) y (8) puesto que si alguna de las pro-
piedades de cerradura falla, V no es un espacio vectonial. Si se cumplen («) y (8), es
recomendable verificar a continuacion la propiedad (c), es decir, establecer si existe
el elemento cero (0 elemento neutro). Naturalmente, si (¢) no se cumple, V no es un
espacio vectorial v no tiene sentido verificar las propiedades restantes.

Con frecuencia diremos simplemente espacio vectorial, para referimos a un espa-
cio vectorial real. También escribiremos u @ v simplemente como u + v y ¢ © ucomo
cu, pero recordando siempre c6mo ha sido definida cada operacién en particular.

Hay muchos otros ejemplos importantes de espacios vectoriales en varias dreas de
las matemdticas.

La ventaja de la definicion | es que en ella no interesa qué es un vector. Por ejem-
plo, en R®, un vector es un punto?, ;es un segmento de recta dirigido?, ; es una matriz
de 3 x 17 La definicién | se ocupa solamente del comportamiento algebraico de los
elementos de un espacio vectorial. En el caso de R?, sin importar el punto de vista que
se adopte, el comportamiento algebraico es el mismo. El matemadtico abstrae aquellas
caracteristicas comunes a todos los objetos (es decir, aquellas propiedades que los ha-
cen comportarse de manera similar) y define una nueva estructura, llamada un espacio
vectorial real. Esto permite hablar de las propiedades de todos los espacios vectoriales,
sin hacer referencia a uno en particular. Entonces, un “vector” es simplemente un ele-
mento de un espacio vectorial; el concepto ya no tiene que estar asociado con un seg-
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mento de recta dirigido. El teorema siguiente presenta varias propiedades ttiles, comu-
nes a todos los espacios vectoriales.

i 3R E  SiVes un espacio vectorial, entonces

(a) Ou =0, para cada uwen V.

(b) ¢0 =0, para cada escalar c.

(c) Sicu=0,entoncesc =0ou=0.
(d) (—1)a = —u, paracadau en V.

Demostracion (a) Tenemos
Ou = (0 + O)u = Ou + Ou, (2)
segin la parte (f) de la definicién 1. Al sumar —Ou a ambos lados de (2), se ob-
tiene, por (b), (¢) y (d) de la definicién 1,
0 =0u+ (-=0u) = (0u+ Ou) + (—0u)
=0u+[0a+(-0uw)] =0u+0 =0un

(b) Ejercicio T.1.
(c) Suponga que cu = 0 y que ¢ # 0. Tenemos

4 | |
= lu:(—c)u:—{cu] ==-0=0
¢ ¢ ¢
de acuerdo con la parte (b) de este teorema y con (g) y (h) de la definicién 1.
d (“1Twtou=(CDu+Mu=(-1+ 1Du=0u=0.Como -u & (nio, s¢ con-
cluye que (— u = —u. B

Notacién para los espacios vectoriales utilizados en esta secciéon

R”, el espacio vectorial de todos los n-vectores con componentes reales
M pn, el espacio vectorial de todas las matrices de n x m

Fla, b), el espacio vectorial de todas las funciones con valores reales, definidas
en el intervalo [a, b)

F(—00, o), el espacio vectorial de todas las funciones con valores reales. definidas
para todos los nimeros reales

P el espacio vectorial de todos los polinomios de grado = n junto con el
polinomio cero
P, el espacio vectarial de todos los polinomios junto con el polinomio cero
Términos clave
Espacio vectorial real Multiplicacién por un escalar Espacio vectorial complejo
Vectores Vector cero (o nulo) Polinomio
Escalares Negativo de un vector Grado de un polinomio

Suma vectorial Propiedades de cerradura Polinomio cero
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6.1 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, determine si el conjunito dado V es cerra-
do bajo las operaciones @ v ©.
1. Ves el conjunto de todos los pares ordenados de niimero
reales (x, y),donde x > 0y y > 0;

() B, y)=(x+x,y+))

cO(x,y) =(cx,cy)
2. Vescl conjunto de todas las ternas ondenadas de ndimeros
reales de la forma (0, v, 2);

0, y, @0, y,2)=(0,y+y,z24+2)

c® (0' Y zZ)= (0| un cz).

3. Vesel conjunto de todos los polinomios de la forma
af + bt + ¢, donde a, b y ¢ son nimeros reales, y
b=a+ 1,

(ﬂlfz + byt +€1)6(ﬂ:‘2+‘b3f + €3)
= (a. + a;)tz + “.h +b2)l + (C‘l +€g)

r o (a4 bt +¢) = (ra)t® +(rb)t + re.
4. Ves el conjunto de todas las matrices de 2 x 2

a b
c df’
donde a = d; @ es la suma matricial y © es la multiplica-
cién por un escalar.
5. Verifique con detalle que R? ¢s un espacio vectorial.

6. Verifique con detalle que R* ¢s un espacio vectorial.

7. Venfique que el conjunto del ejemplo 2 es un espacio
vectonal.

8. Venfique que el conjunto del ejemplo 3 satisface todas las
propiedades de la definicién 1, excepto la propiedad (f).

9. Muestre que el conjunto del ejemplo 5 es un espacio

vectorial.

Muestre que espacio P de todos los polinomios es un espa-

cio vectorial.

lo‘

En los ejercicios 11 a 17, determine si el conjunio dado, junto
con las operaciones dadas, es un espacio vectorial. 5i no lo es,
enumere las propiedades de la definicion | que no se cumplen.

11,

12.

14,

16.

17.

19.

El conjunto de todas las temas ordenadas de ndmeros rea-
les (x, y, z) con las operaciones

(x.yn.2)elx.y.2) =" y+y.2)

cO(x, y2) =(cx, cy.cz)
El conjunto de todas las temas ordenadas de nimeros rea-
les (x, v, z) con las operaciones
(x,y.200(x,y,Z)=(x+x",y+y,2+2)

cO(x,y.2)=(x,1,2)

El conjunto de todas las temas ordenadas de niimeros rea-
les de la forma (0, 0, z) con las operaciones

0.0.2)®(0.0,z)=(0.0.z242)

¢ @(0,0,z2) =(0.0,cz)

El conjunto de todos los nimeros reales, con las operacio-
nes usuales de suma y multiplicacion,

El conjunto de todos los pares ordenadas de nimeros reales
(x, ¥), donde x < 0, con las operaciones usuales en R,

H conjunto de todos los pares ordenados de nimeros reales
(x, y) con las opemciones (x, y) @ (x', y) =(x+x, ¥y +y)
ycoO(x,y)=(0,0)

El conjunto de todos los nimeros reales positivos u con las
operacioncs U@ v=uvyc ou=u"

Sca V ¢l conjunto de todos los ndmeros reales. Definimos
@Gporudv=2u—vyOQcomoc Ou=cuEs Vun
cspacio vectorial?

Sca V el conjunto formado solamente por un elemento 0,
Scan0 ® 0 =0y c © 0 =0. Muestre que V ¢s un espacio
vectorial.

(a) Si Ves un espacio vectorial que tiene un vector distinto
de cero, jcudntos vectores existen en V?

(b) Describa todos los espacios vectoriales que tienen un
niimero finito de vectores.

Ejercicios tedricos

En los ejercicios T.] a T4, establezca el resultado indicado para
un espacio vectorial real V.

T.1. Muestre que c0 = 0 para cada escalar c.

T2. Muestre que ~(—u) = u.

TJ3. Muestre que si 0 + v = u + W, entonces v= w,

Td4. Muestre que si u # 0 y qu = bu, entonces a = b.

T.S. Muestre que un espacio vectorial s6lo tiene un vector cero.

Té.

7.

Tsl

T‘9.

Muestre que cada vector u en un espacio vectorial sélo tic-
ne un negativo -u.

Muestre que B” es cerrado bajo la operacién de suma
bmaria de los n-vectores binarios.

Muestre que B” es cerrado bajo la operacion de multiplica-
cién por escalares, siendo éstos los bits O y 1.

Muestre que la propiedad (h) es vélida para todos los
vectores en B,
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Ejercicios con MATLAB

Los conceptos analizados en esta seccién no son fdciles de imple-
mentar en riginas de MATLAB. Los requerimientos de la definicion
1, deben ser satisfechos por todos los vectores. Demostrar con
MArLAB que una propiedad de la definicion 1 se cumple para
unos cuanlos vectores no es suficiente para concluir que ella se
cumple para todos. Usted debe evitar este razonamiento erréneo.
En cambio, si demostramos con MATLAB que para una eleccidn
particdar de vectares no se cumple una propiedad, habremos esta-
blecido que la propiedad no siempre se cumple en todos los casos
posibles; por lo lanto, la propiedad se considera falsa. De esta for-
ma, podremaos maostrar que un conjunto no es un espacio vectorial,

MIL.1. Sea Vel conjunto de todas las matrices de 2 x 2.

Definimos las operaciones que se indican, mediante
los siguientes comandos de MATLAB:

ABB es A'B

k©A es k+ A
(Es Vun espacio vectorial? (Sugerencia: introduzca al-
gunas matrices de 2 x 2y experimente con los comandos
de MATLAB para comprender su comportamiento,
antes de verificar las condiciones de la definicién 1.)

ML.2. Continuando con el ejemplo 8, analizamos el espacio

vectorial P, de los polinomios con grado n o menor,
Las operaciones sobre polinomios se pueden realizar
mediante un software para dlgebra lincal asociando, con
cada polinomio p(r) de P,, una matriz fila de

tamafio n + 1. Esta matriz estd formada por los
cocficientes de pr) mediante la asociacién

K =aut" + G 1" 4+ ayt +aq

- [an  @ua ay ao).

Si fala explicitamente algin témino de jX1), se utiliza un
cero para ese coeficiente. Con esta asociacidn, la suma
de polinomios corresponde a la suma de matrices y la
multiplicacién de un polinomio por un escalar corres-
ponde a la multiplicacion de una matriz por un escalar.
Emplee MarLan para realizar las operaciones indicadas
sobre los polinomios, utilzando la asociacién matricial
que hemos descrito. Seann =3y

p) =20 +5°4+1-2

@ =1 +37+5.
(a) pn) + g(t)  (b) 5p(n)

(©) Ip(r) - 4¢(n)

[¥] SUBESPACIOS

DEFINICION

EJEMPLO 1

En esta seccion comenzaremos a analizar la estructura de un espacio vectorial, En pri-
mer lugar, es conveniente tener un nombre para un subconjunto de un espacio vecto-
nal dado, que es, a su vez, un espacio vectorial con respecto a las mismas operaciones
de V. En este sentido, tenemos la siguiente.

Sean V un espacio vectorial y W un subconjunto no vacio de V. Si Wes un espacio vec-
torial con respecto a las operaciones en V, entonces W es un subespacio de V.

Cada espacio vectorial tiene por lo menos dos subespacios: é] mismo, y el subespacio
{0} que consta sélo del vector cero [recordemos que 0 ® 0 =0y ¢ © 0 = 0 en cual-
quier espacio vectorial (vea el ejercicio 19 de la seccién 6.1)]. El subespacio {0} es de-
nominado el subespacio cero. a

Sea Wel subconjunto de R que consta de todos los vectores de la forma (a, b, 0), don-
de a y b son niimeros reales cualesquiera, junto con las operaciones usuales de suma de
vectores y multiplicacién por escalar. Para verificar si Wes un subespacio de R, y de acuer-
do con el recuadro de la pdgina 224, primero establecemos si se cumplen las propiedades
() y (B) de la definicién 1. Sean u = (ay, b;,0) y v = (a3, b», 0) vectores en W. En-
tonces u + v = (ay, b, 0) + (as, by, 0) = (a; + ay, by + b»,0) estd en W, pues el ter-
cer componente es igual a cero. Ahora, si ¢ es un escalar, entonces cu = c(ay, by, 0) =
(cay, by, 0) también estd en W. Por lo tanto, en W se satisfacen las propiedades (a) y
(b) de la definicién 1. Es facil demostrar que las propiedades (a)-(h) también se cum-
plen. En consecuencia, W es un subespacio de R’. ]

Antes de mencionar otros subespacios, hacemos una pausa para desarrollar un re-
sultado que nos ahorrard mucho trabajo al examinar si un subconjunto W de un espa-
cio vectorial V es 0 no un subespacio vectorial. De acuerdo con la definicion de



228 Capitulo 6 Espacios vectoriales reales

Demostracion

Observaciones

EJEMPLO 3

Solucién

EJEMPLO 4

subespacio vectorial, debemos verificar que se cumplen («), (B) y (a) - (h) de la defini-
cion 1. Sin embargo, el teorema siguiente dice que es suficiente verificar que se cum-
plen (@) y (B), es decir, solamente necesitamos verificar que W es cerrado bajo las
operaciones &y ©.

Sea V un espacio vectorial con las operaciones &y © y sea W un subconjunto no va-
clo de V. Entonces W es un subespacio de V si, y sélo si se cumplen las siguientes con-
diciones:

(@) Siuy v son vectores cualesquiera en W, entonces u & v estden W,
(B) Si c es cualquier niimero real y u es cualquier vector en W, entonces ¢ © v estd
en W,

Ejercicio T.1. @

1. Observe que ¢l subconjunto que tiene como tnico elemento el vector cero (vea el
ejemplo 1) es un subespacio no vacio,

2. Siun subconjunto W de un espacio vectorial V no contiene el vector cero, entonces
W no es un subespacio de V. (Vea el ¢jercicio T.13.)

Considere el conjunto W de matrices de 2 x 3 que tienen la forma

a b 0

0 ¢ d|’
donde a, b, ¢ y d son niimeros reales arbitrarios. Mostrar que W es un subconjunto del
espacio vectorial M>3 definido en el ejemplo 4 de la seccién 6.1. Observe que una ma-
riz de 2 x 3 estden Wiy sélo si sus entradas (1,3) y (2, 1) son cero.

a b 0 n b 0
Considere las matrices U = [Ol C: d:] V= [‘0 ps d«:| en W. Entonces

u+v=[d|+d: by + b 0

0 ¢ +¢ d|+d3] estden W

de modo que se satisface el requerimiento (@) del teorema 6.2. Ahora, sea k un escalar.
Entonces

fu — | kar kb1 0
=10 ke kd

] estien W

de modo que se satisface también la condicién (f) del teorema 6 2. Por lo tanto, W es
un subespacio de Mss. 3l

Un criterio alternativo para mostrar que un subconjunto no vacio W de un espacio
vectorial V es un subespacio de V consiste en demostrar que au + bv estd en W, para vec-
tares cualesquiera u y v en Wy escalares cualesquiera a y b (ejercicio T.2),

¢Cudles de los subconjuntos siguientes de R, con las operaciones usuales de suma de
vectores y multiplicacion por escalar son subespacios?

(a) W; es el conjunto de todos los vectores de la forma ,donde x= 0.

(b) W es el conjunto de todos los vectores de la forma ydode x20,y= 0.

(c) Wjes el conjunto de todos los vectores de la forma : Jdonde x =0,
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Solucién (a) W, es el semiplano derecho del plano xy (vea la figura 6.1). No es un subespacio de
2
R?, porque si tomamos el vector [3] en W, entonces la multiplicacion por escalar
. -6
=[]-[5]
no es un vector de Wy, es decir, no se cumple la propiedad (b) del teorema 6.2.

Figura 6.1 » y

(b) W es el primer cuadrante del plano xy (vea la figura 6.2). Utilizando el mismo vec-
tor y el mismo escalar de la parte (a) puede mostrarse que W, no es un subespacio.

Figura 6.2» Y

(c) Wjeseleje yen el plano xy (vea la figura 6 3). Para determinar si W3 es un subes-

y pacio, sean
_[o _[o
"= Y VT (b,

vectores cualesquiera en W3, Entonces

-— W,

/ _, sov= (oo [R)=l V)

0
/ estd en W3, de modo que se satisface la propiedad («) del teorema 6 2. Ademas, si
¢ es un escalar, entonces

a-ef2)-[2).

estd en Wi, de manera que se cumple también la propiedad (f) del teorema 6.2, En
consecuencia, W; es un subespacio de R?, i}

Figura 6.3 A
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Sea W el subconjunto de R? formado por todos los vectores de la forma (a, b, 1),don-
de a y b son niimeros reales cualesquiera. Para verificar si se cumplen las propiedades
() y (B) del teorema 6.2, sean u = (a;, by, 1) y v = (a», by, 1) vectores en W. Enton-
cesu+ v =(a; by, 1)+ (az by 1) = (a, + az, by + b>,2).que no estd en W, ya que
el tercer componente es 2 y no 1. Como () del teorema 6.2 no se cumple, Wno es un
subespacio de  of ]

En la seccion 6.1 denotamos por P, d espacio vectoral formado por todos los polino-
mios de grado = n y el polinomio cero, y por P el espacio vectonial de todos los poli-
nomios. Es fécil verificar que P> es un subespacio de P; y, en general, que P, & un
subespacio de P, ., (ejercicio 11). También, se puede demostrar que P, es un subespa-
cio de P (ejercicio 12). -]

A3 Kol Sea Vel conjunto de todos los polinomios de grado 2 (no = 2, sino exactamente igual
a2); Vesun subconjunto de P,, pero no es un subespacio de P,. Para mostrario, tome-
mos como ejemplo los polinomios 2¢* + 3t + 1y —27 + 1 + 2. La suma, el polinomio
4t+3, que es un polinomio de grado 1, no estd en V. B

EJEMPLO 8 (Requiere conocimientos de cileulo)  Sea Cla, b] el conjunto de todas las funciones
reales, continuas, definidas en el intervalo [a, b]. Si fy g estdan en Cla, b],entonces f +
g estd en Cla, b], pues la suma de dos funciones continuas es continua. De manera and-
loga, si ¢ & un escalar, entonces ¢f estd en Cla, b]. Por lo tanto, Cla, b] ¢s un subespa-
cio del espacio vectorial de todas las funciones reales definidas en [a, b], mencionado
en el ejemplo 5 de la seccién 6.1, El espacio vectorial de las funciones continuas y de-
finidas para todos los nimeros reales, se denota como C(— 00, o).

A continuacién presentamos como ejemplo un subespacio muy importante

Consideremos el sistema homogéneo Ax = ,donde A es una matriz de m x n. Una so-
lucion es un vector x en R”.Sea W el subconjunto de R” formado por todas las solucio-
nes de dicho sistema. De la igualdad A0 = 0,se deduce que W no es vacio. Para decidir
si Wes 0 no un subespacio de R”, consideraremos las condiciones («) y (8) estableci-
das en el teorema 6.2. Supongamos que X y y son soluciones, es decir,

Ax =0 4 Ay = {).
Entonces,

Ax+y)=Ax+Ay=0+0=0,

de modo que x + y también ¢s una solucion. Por otra parte, si ¢ es un escalar cualquie-
ra, entonces

A(ex) = ¢(Ax) = 0 =0,

de modo que ex también es una solucién. Se concluye entonces, que W es un subespa-
cio de R, 2]

El subespacio W del ejemplo 9 se denomina espacio solucién del sistema homo-
géneo Ax = 0, o espacio nulo de la matriz A, Tenga presente que el conjunto de solu-
ciones del sistema lineal Ax = b, donde A es de m x n, no es un subespacio de R”" si
b # 0 (ejercicio T.3).

S| Ko RN  Unaforma sencilla de construir subespacios de un espacio vectorial dado es la siguiente.
Sean v, y v> vectares fijos en un espacio vectorial V,y sea W d conjunto de todas las com-
binaciones lincaes (vea la seccién 1.3) de v, y v,: es decir, W consta de todos los vecto-
res de la forma a, v, + a,v,, donde @, y a, son nimeros reales cualesquiera. Mostraremos
que Wes un subespacio de V, verificando las propiedades (@) y (B) del teorema 6.2.
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Sean
Wi=avi+ay Yy wr=bvi+ bv,
vectores en W. Entonces
Wi+ W2 = (@v) + @v2) + (byv + bava) = (a) + by)vy + (a2 + ba)va,

es también una combinacion lineal de v, y v, de modo que estd en W. Ademds, si ¢ es
un escalar, entonces

cw, = (cay)v| + (car)v,
estd en W, De acuerdo con el teorema 6.2, W es un subespacio de V. =

El espacio construido en el ejemplo 10 a partir de dos vectores se generaliza fécil-
mente a un nimero finito de vectores. Ahora daremos la definicion formal.

DEFINICION  Sean Vi, V2, ..., ¥; vectores en un espacio vectorial V. Un vector v en Ves una com-
binacién lineal de v, v,, ..., vy si
V=0V + vy uiein i CiVi
para ciertos niimeros reales ¢y, ¢, . . . , ¢z (Vea también la seccién 1.3.)
En la figura 6.4 mostramos al vector v en R” o R® como combinacién lineal de los
vectores vy y va.
Figura 6.4» CaVs
Combinacién lincal de Vo
dos vectores A
Yy / ~

EJEMPLO 11

2/ AN

S T vm ¥+,
o

N

N
vy

En R, sean
=121, v»=(,02 vy vy3=(,1,0).
H vector
vi=i@,1:5)

es una combinacién lineal de vy, v, y vy si podemos determinar nimeros reales, ¢y, 5
y c3 tales que

CIV] + CaV2 + C3V3 = V.
Al sustituir los valores de v, vy, v2 y v3, 0btenemos
ci(1,2,1) + (1,0, 2) + ¢3(1,1,0) = (2, 1, 5).

Al efectuar las operaciones de la izquierda e igualar las entradas correspondientes, re-
sulta el sistema lineal (verifique)

O+ aata=
2, t C3
C1 + 2(.‘2

Il
T
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Figura 6.5 »

DEFINICION

Figura 6.6 »

EJEMPLO 12

cuya solucién por los métodos del capitulo 1 es (verifique) ¢y = 1, ¢ =2y c3= —1,
lo cual significa que v es una combinacion lineal de v, v» y v3. Asi,

v =v] + 2va—v3,

La figura 6.5 muestra a v como una combinacién lineal de vy, va y va. |

>
-~

SiS = {v), v, ...,V }esunconjunto de vectores en un espacio vectorial V, entonces
el conjunto de todos los vectores en V que son combinaciones lineales de los vectores
en § se denota como

genS o gen{v,,¥y...,Vi}

En la figura 6.6 aparece una parte de gen {v,, v, }, donde v, y v, son los vectores
no colineales en Rj.que allf se muestran; gen {v|, v2} es un plano que pasa por el ori-
gen y contiene a los vectores vy y va.

-
-

VN

vl

X

Considere el siguiente conjunto S de matrices de 2 x 3
S = 1 00 010 0 0 0 0 0 0
“T10 0 0710 O O)7|O0 1 O]|O0O O 1]|°
Entonces gen S es el conjunto de matrices en M3 formado por todos los vectores de la
forma
100 101 0f 1000, /000
o o of"Plo o of[T¢lo 1 o|T90 0 1

0
- [g I: d] . donde a, b, ¢ y d son niimeros reales.
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Solucion

Observacion
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Es decir, gen § es el subconjunto de M»; que consta de todas las matrices de la forma

a b 0
0 ¢ d|’
donde a, b, ¢ y d son niimeros reales. 8

Sea § = {vy,va2,. ...V} un conjunto de vectores en un espacio vectorial V. Entonces,
gen S es un subespacio de V.

Vea el ejercicio T4. &

Dados los vectores siguiente en P»,
i=2041+2 va=1-2, v3=5-"

Determine si el vector

pertenece a gen {v, V5, V3, V4}.

Si podemos determinar escalares ¢, €2, €3 y ¢4 tales que

V) + V2 + V3 + 4V = 1,
entonces, u pertenece a gen {vy, v2, v3, vq}. Al sustituir los valores de u, vy, v2,v3y vy,
lenemos

AP 414+ 2D+t —2) 4352 =5t +2) +ca( =12 =3t - 2)

=1“+1r+2

(2c1+ 2+ 50— f.'.s)l': + (e1 — 2¢2 — 5¢3y— 3eat + (2¢1 + 2¢3 — 2¢4)
= +1+2
Dos polinomios coinciden para todos los valores de r s6lo si los coeficientes de las po-
tencias respectivas de f coinciden. De modo que la igualdad anterior, origina el siste-
ma lineal

2004+ 2 +5¢3— s =1
¢t — 200 — 56— 3¢5 =1
2¢; +2¢3 — 204 = 2.
Para determinar si este sistema de ecuaciones lineales ¢s consistente 0 no, formamos la

matriz aumentada, y obtenemos su forma escalonada reducida por filas, que es la si-
guiente (verifique)

como el sistena es inconsistente, es decir, no tiene solucién, se concluye que u no per-
tenece a gen {vy, vz, v3, ¥4}. @

En general, para determinar si un vector especifico v pertenece a gen §, analizamos la
consistencia de un sistema lineal adecuado.
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EJEMPLO 14

Solucién

EJEMPLO 15

EJEMPLO 16

Solucién

SUBESPACIOS EN B” (OPCIONAL)
Los conceptos de subespacio, combinacién lineal y generador son vilidos para cual-

quier espacio vectorial, y por tanto para B". Los ejemplos 14 a 16, ilustran estos con-
ceptos para B".

Sean V = B} y W= {w, w2, w3, wq}, donde

0 1 0 1
w = 01, Wy = 01, w=]1 Yy Wgau= 1
0 0 0

Determine si W es un subespacio de V.

Aplicamos el teorema 6.2 usando escalares binarios y la aritmética binaria. Tenemos
(venfique)
Wi +WI =W, W +W2=W2 W +—W3=W3 W]+ Ws=W,
Wo+Wa=W;, Wo+W3=W4, W)+ Wq=W; W3+ W3=W,

Wi+ Ws= W2, Wi+ W4=W],

de modo que W es cerrado bajo la suma de vectores. Ademds,

Owj

=w;, y lw;=w;, paraj=1.2234,
lo cual muestra que W es cerrado bajo la multiplicacién por escalares. Entonces, segiin

el teorema 6.2, W es un subespacio de B>, a

Las combinaciones lineales de vectores en B” puede formarse empleando sélo los esca-
lares O y 1. Para los vectores wy, j = 1,2,3,4 del ejemplo 14 y los escalares ¢; = ¢; =
c3 = cg = |, lenemos la combinacién lineal

0 1 0 1 0
Wy + W+ esWyt+ceaWy = O] + |0+ [1 |+ |1 |=][0]| =w,.
] 0 0 0 0
(Vea también el ejemplo 19 en la seccién 1.2)) "
En B, sean
1 0 1
w=|1 w=]|1 y va=|1
0 1 1
1
Determine si el vector u = | 0| pertenece a gen {vy, v, v3}.

0
Si encontramos escalares (binarios) ¢, ¢5 y ¢3, tales que
€Y + ©¥y + V3=,

entonces u pertenece a gen {v, ¥», ¥3}. Al sustituir u, vy, v, y v3, obtenemos

1 0 1 1
alll4+e|l]|+ec|l]l=1|0
0 1 I 0
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Esta combinacién lineal es equivalente al producto matricial (verifique)

Cy
1 2| =
1 c3

e
—— )
(=R =

que tiene la forma de un sistema lineal. Al formar la matriz aumentada comrespondien-
te,y transformarla a la forma escalonada reducida por filas, obtenemos (verifique)

1 0 0:0
g 1 8}l
0 0 11
Por lo tanto el sistema lineal es consistente, con solwién ¢y =0,co=1yc¢3=1.La
existencia de solucién significa que u pertenece a gen {v,, v, v3}. i
Términos clave
Subespacio Espacio solucién
Subespacio cero Combinacion lincal
Propiedad de cerradura

1, Elconjunto W formado por todos los puntos de 'S que tie-

¥

nen la forma (x, x) es una linea recta. JEs W un subespacio
de R*? Explique. / \
5 x
W
= 4. Considere el cuadrado unitario que se muestra en la figura
adjunta, Sea W el conjunto de todos los vectores de la
forma ; ,donde0 =x=1,0=y=1.Estocs, Wesel
2. Sca Wel conjunto de todos los puntos en R' que estén en ¢l conjunto de todos los vectores cuya cola estd en ¢l origen y

plano xy. ;Es W un subespacio de 8°? Explique.

su cabeza es un punto interior al cuadrado, o sobre sus la-
dos. Es W un subespacio de R?? Explique.

y
- 1 (LL1)

"""""""" 2
|
/; L
x ' 0 TR
) ) S, ;Cuiles de los siguientes subconjuntos de R* son subespa-
3. En el plano xy, considere ¢l circulo centrado en ¢l origen y cios de &7 El conjunto de todos los vectores de la forma

cuya ecuacién es X* + y* = 1. Sea W el conjunto de todos

be - (a) (@, b, 2)

vectores cuya cola estd en el origen y cuya cabeza cs un
punto interior a la, o en la circunferencia. ;Fs W un subes- (b) (@, b, c),dondec =a+ b

pacio de R?? Explique.

(c) (a, b, c),dondc c >0
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6.

8!

9.

10.

11.

12,
13,

14.

15.

16.

(Cudles de los siguientes subconjuntos de R* son subespa-
cios de R'? El conjunto de todos los vectores de la forma

(a) (a,b,¢),donde a =¢c =0
(b) (a. b, c),donde a = —¢
(¢) (a, b.c).donde b =2a + 1

Cules de los siguientes subconjuntos de R* son subespa-
cios de R*? El conjunto de todos los vectores de la forma

(a) (a.b,c,d),dondea - b =2
(b) (a,b,c,d),dondec=a+2byd=a-3b
() (a,b,c,d),dondea=0yb=—d

¢{Cuiles de los siguientes subconjuntos de R* son subespa-
cios de B*? El conjunto de todos los vectores de la forma

(@ (a.b.c.d),dondea=b=0
(b) (a,b,c,d)dondca=1,b=0yc+d=1
(c) (a,b,c,d),dondea > 0yb<0

{Cuiles de los siguientes subconjuntos de P; son subespa-
¢ios? El conjunto de todos los polinomios de la forma

(a) axf + ayr + ag,donde ap =0

(b) a;F + a1 + ag, donde ag =2

(€) @y + ayt + ag.donde ay + a; = ag

¢ Cuiles de los siguientes subconjuntos de P, son subespa-
cios? El conjunto de todos los polinomios de la forma
(a) asf + ayt + ag,donde a; =0 yag=0

(b) @y + ayt + ag,donde a; = 24

(¢) a3 + ayt + ag,donde a; + a; + ag =2

(a) Muestre que P; es un subespacio de Pj.

(b) Muestre que P, es un subespaciode P, .
Muestre que P, es un subespacio de P.

Muestre que P s un subespacio del espacio vectorial defi-
nido en el ejemplo 5 de la seccién 6.1.

Seanu = (1,2, =3)y v = (=2, 3,0) dos vectoresen R’ y
sca W el subconjunto de R que consta de todos los vecto-
res de la forma au + bv,donde a y b son niimeros reales
cualesquiera. Proporcione un argumento que demuestre que
W es un subespacio de R.

Seanu =(2,0,3, —4)y v = (4,2, -5, 1) dos vectores en
R*y sca W el subconjunto de R* que consta de todos los
vectores de la forma au + bv, donde a y b son niimeros
reales cualesquiera. Proporcione un argumento que de-
muestre que W ¢s un subespacio de Y.

¢{Cuiles de los siguientes subconjuntos del espacio vecto-
rial M54, definido en ¢l ejemplo 4 de la seccion 6.1, son su-
bespacios? El conjunto de todas las matrices de la forma

3]. dondeb=a+ ¢

f,] donde ¢ > 0

17.

18,

Z1.

b
© [j " ;].dondcaz—kyfzk-f-d

(Cuiles dc los siguicntes subconjuntos del espacio vecto-
rial M,; definido en ¢l ejemplo 4 de la seccién 6.1 son su-
bespacios? El conjunto de todas las matrices de la forma

a b c _

(a) e o f],dondea—ZL‘-!-]
[0 1 a

®) b ¢ 0]

©|2 t'],da;:mde:a+r.-=03,'b+d+f=0
|d & f

(Cudles de los siguientes subconjuntos del espacio vecto-
rial M,,,, son subespacios?

(a) El conjunto de todas las matrices simétricas de n x n
(b) El conjunto de todas las matrices no singulares de n x n
(¢) El conjunto de todas las matrices diagonales de n x n

(Cudles de los siguientes subconjuntos del espacio vecto-
nal M., son subespacios?
(a) El conjunto de todas las matrices singulares de 7 x n

(b) El conjunto de todas las matrices triangularcs superio-
resden x n

(c) El conjunto de todas las matrices de n x n cuyo deter-
minante es |

(Requiere conocimiento de cdlculo) ;Cuiles de los si-
guientes subconjuntos son subespacios del espacio vectorial
C(—oc, oc) definido en el ejemplo 8?7

(a) Todas las funciones no negativas

(b) Todas las funciones constantes

(c) Todas las funciones ftales que f(0) =0

(d) Todas las funciones ftales que f(0) =5

(¢) Todas las funciones diferenciables

(Requiere conocimiento de cdlculo) ;Cuiles de los si-
guientes subconjuntos del espacio vectorial C(—o¢, 00)
definido en el cjemplo 8 son subespacios?
(a) Todas las funciones integrables
(b) Todas las funciones acotadas
(c) Todas las funciones integrables en [a, b
(d) Todas las funciones acotadas en [a, b]
(Requiere conocimiento de cdlculo) Considere la ecua-
cidn diferencial

Y-y +2y=0.
Una solucion de la ecuacién diferencial es una funcion
fcon valores reales que satisface la ecuacién. Sea Vel
conjunto de todas las soluciones de la ecuacion diferencial
dada; defina @ y © como en el ejemplo 5 de la seccién
6.1, Muestre que Ves un subespacio del espacio vectorial

de 1odas las funciones con valores reales definidas en
(—00, 00).

Determine cudles de los siguientes subconjuntos de R son
subespacios.



(a) y

(b) y

\

24. Determine cudles de los siguientes subconjuntos de R* son

subespacios.

(a) y
3
“"-—__‘___-_‘
Sl
\

0 - X

(b) ¥
4
0 X

25. Determme, en cada parte (a)-(d), si el vector dado v perte-
nece a gen {vy, v, ¥3}, donde

vi =(1,0,0,1), wp=(1,-1,0,0)
V;:(O. b b ¥

@av=(-1,4,22) byv=(,2,0,1)

(©)v=(-1,1,4,3) dv=0,1,10)

26. ;Cuiles de los siguientes vectores son combinaciones
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5 1 -3 -1
w3 e[

3 -2 1 0
o 7] ot

27. Determing, en cada parte (a)-(d), si ¢l vector dado p(1)
pertenece a gen {py(1), pA "N, pa(r)}. donde

pln) =0 =1,
pn =0 =2 +1,
pi) = =12 + 1.

@) p()=3"=31+1
(€) pt) =1t +1

®) p(t)y =1 -1+ 1
d) pr)=20" -1 -1
Los ejercicios 28 a 33 utilizan matrices binarias.

28. Sea V = B’. Determine si

-l

29, Seca V = B'. Determine si

([ ELE

cs un subespacio de V.

30. SeaV = B' Determine si W, el conjunto de todos los
vectores en V cuya primera entrada es 0, es un subespacio
de V.

31. SeaV = B'. Determine si W, el conjunto de todos los
vectores en V cuya segunda entrada es 1, es un subespacio

B

32, Sea
1
Determine si u= [0

W=

pertencce a gen S,

|
i)
|

33. Sea

pertenece a gen S.

|
i
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Ejercicios tedricos

T.1.

T2.

TJI

TA.
TS.

T.6.

T.7.

TS.

TS.

T.10.

Demuestre el teorema 6.2,

Demuestre que un subconjunto W de un espacio
vectorial V es un subespacio de V si, y s6lo si se cumple
la siguiente condicidn: si u y v son vectores cualesquiera
en Wy ay b son escalares arbitrarios, entonces au + bv
estien W,

Demuestre que el conjunto de todas las soluciones de
Ax = bdonde A es de m x n,no es un subespacio
de R"sib #0.

Demuestre el teorema 6.3,

Sea § = {vy, ¥a. ..., vy un conjunto de vectores en
un espacio vectorial V, y sea W un subespacio de V que
contiene a S. Mucstre que W contienc a gen §.

Si A cs una matriz no singular, ;cudl es ¢l espacio nulo
de A? Justifique su respuesta.

Sea xg un vector fijo en un espacio vectorial V. Muestre
que el conjunto W que consta de todos los miiltiplos esca-
lares xg de xg s un subespacio de V.

Sca A una matriz de m x n. (Es el conjunto W de todos
los vectores x en R” tales que Ax # 0 un subespacio de
R"? Justifique su respuesta.

Muestre cI]ue los dnicos subespacios de R' son {0} yel
propio R',

Scan W, y W, subespacios de un espacio vectorial V. Sea
W, + W, el conjunto de todos los vectores v en Viales

TI11.

T.I12.

T.13.

T.14.

T15.

T.16.

T17.

que v = w; + Wy, donde westd en W, y wy estid en W5,
Mucstre que W, + W) es un subespacio de V.

Sean W, y W, subespacios de un espacio vectorial V,
con W, N W, = {0}. Sca W, + W,, como sc definio en
el ejercicio T.10. Suponga que V= W, + W,. Demuestre
que cada vector en V se puede escribir de manera Gnica
como w; + Wy, donde w cstdcn W, y wy estd en W,
En este caso escribimos V = W, & W, y decimos que
V es la suma directa de los subespacios Wy y Wa.
Muestre que el conjunto de todos los puntos del plano
ax + by + cz = 0 es un subespacio de R*.

Demuestre que si un subconjunto W de un espacio
vectonal V no contiene ¢l vector cero, entonces W no

es un subespacio de V.

Sca V= B'y W = {w,}, donde w, es cualquier vector
en B, ;Es W un subespacio de V?

Sea V= B'. Determine si existe un subespacio de V que
tenga exactamente tres vectores diferentes.

En ¢l ejemplo 14, W es un subespacio de B* con exacta-
mente cuatro vectores. Determine otros dos subespacios
de B° que tengan exactamenic cuatro vectores,

Determine todos los subespacios de B® que contienen
el vector

Ejercicios con MATLAB

ML.1.

ML.2.

Sean V igual a R? y W el subconjunto de vectores de V
que tienen la forma (2, a, b). donde a y b son niimeros
reales arbitranios. (Es W un subespacio de V? Utilice
las siguientes instrucciones de MATLAS como ayuda
para determinar la respuesta.

al = fix(10 = mndn);

a2 = fix(10 = mandn);

bl = fix(10 « randn);

b2 = fix(10 = randn);

v=[2al bl]

w=[2 a2 b2

V4w

Iav
Scan V = P, y W cl subconjunto de vectores de V que
tienen la forma ax’ + bx + 5, donde a y b son niimeros
reales arbitrarios. Asociemos, con cada uno de estos
polinomios en W, el vector (a, b, 5) en R*. Construya

instrucciones similares a las del ejercicio ML.1 para
mostrar que W no es un subespacio de V.

Para resolver los siguientes efercicios con MATLAB, requiere ha-
ber leido la seccién 10.7. (Aplicaciones de combinaciones linea-
les en MATLAB.)

MLJ3. Emplee MATLAB para determinar s1 el vector v ¢s una

combinacién lincal de los clementos del conjunto S.
(a) § = {v|,v2,v3}

= {(1,0,0, 1),(0,1,1,0),(1,1,1, 1)}
v=0,1,1L1).

(b) § = {v;,va,v3}

(LB

0
V= 5
-2

. Utilice MATLAB para determinar si el vector v s una com-

binacidn lireal de los elementos del conjunio. S. En caso
afimativo, exprese v en funcién de los elementos de S.
(@) S ={vi,va, v}

={(1,2,1),(3,0,1),(1,8,3)}

v =(-2,14,4),

(b) S ={A;. A, A3}

o (EIE e R

v=/,
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MLJS. Emplee MATLAB para determinar si el vector v ¢s una ML.6. En cada parte, determine si v pertenece a gen S, donde

combinacién lineal de los elementos del conjunto S. En
tal caso, exprese v en términos de los elementos de S.

(a) §={vi,v2,v3 Wy}

i
— ) = b

(0) = {pi(n), pAD), p3(0)}

§={vi, v, v
={(1,1,0,1),(1,=1,0, 1),(0, 1,2 1)},
" (@) v=1(23,2,3)
1 ® v=(2-3,-23)
: © v=(0,1,23)
1

—_0 0 —

ML.7. En cada parte, determine si p{r) pertenece a gen S, donde
S = (pi(1), p2(1), pa(0))
=fr=Lr+ L 4+r+1)
(@ p(n)=r*+2r+4
) plt) =27 +1-2
() p(t) ==+ 1

m{2=p4 1,2 =21=1}

\’=p{l)=4r2+l’—5

[E] INDEPENDENCIA LINEAL

DEFINICION

En las secciones anteriores de este capitulo definimos un sistema matemdtico denomi-
nado espacio vectorial real y establecimos algunas de sus propiedades. Observemos,
ahora, que el linico espacio vectorial real que tiene un niimero finito de vectores, es el
espacio cuyo tinico vector es 0. En efecto, si v # 0 estd en el espacio vectorial Vy ¢ #
¢’ son niimeros reales distintos entonces, de acuerdo con el ejercicio T4 de la seccién
6.1, cv # ¢'v,lo cual permite concluir que V tiene una infinidad de vectores. Sin em-
bargo, en esta seccién y en la siguiente mostraremos que casi todo espacio vectorial V
estudiado aqui posee un conjunto con un nimero finito de vectores que describen por
completo el espacio V; esto es, cada vector en V puede ser expresado como una com-
binacién lineal de los vectores en tal conjunto. En general, debe notarse que existe mds
de uno de tales conjuntos que describen a V. Ahora formularemos estas ideas.

Se dice que los vectores v, v, . .., ¥; de un espacio vectorial V generan a V, si cada
vector en V es una combinacién lineal de vy, vs, . . ., vi. Ademds, si se denota por S el
conjunto § = {v|,v3,...,Vs}, se dice también que S genera a V,0 que {v|,vy,..., v}
genera a V, 0 que Vs generado por S o,en el lenguaje de la seccién 6.2, gen § = V.

El procedimiento para establecer si los vectores v, v5, . .., v, generan el espacio
vectorial V es como sigue.
Paso 1. Seleccione un vector arbitrario ven V.

Paso 2. Determine si v es una combinacion lineal de los vectores dados. Si lo es,
los vectores dados generan a V; si no, los vectores dados no generan a V.,

Nuevamente, en el paso 2, investigamos la consistencia de un sistema lineal, pero es-
ta vez para un lado derecho que representa un vector arbitrario en un espacio vectorial V.,
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m Sea V e espacio vectorial R® y sean

v =(1,2.1). V2=(].0.2) y vi=(1,1,0).
(Los vectores vy, v2 y v3 generan a V?
Solucién Paso 1. Sea v = (a, b, ¢) un vector arbitrario en R’ (es decir, donde a, b y € son nlime-
ros reales arbitranos).

Paso 2. Debemos examinar si v es combinacion lineal de los vectores dados, es decir,
si existen constanies ¢y, €3 y ¢3 lales que

C|V] +CaVa+ C3¥3 = V.

La ecuacién anterior conduce al sistema lineal (verifique)

i+ a+c=a
2¢y +ec3=b
)+ 2(.'3 =C.
Una solucidn es (verifique)
_—2a+2%+c _a—-b+c _4a-b-%
C] — 3 . (': == 3 . C..‘ — 3

Dado que existe una solucién para cualquier eleccion de a, b y ¢, se concluye que vy,
v, y V4 generan a R, 0 que gen{v,, v», v3} = R’ |

313V Ko e  Demuestre que
1 0 0 1 0 0
0O Of"|1 0710 1

genera el subespacio de M>; formado por las matrices simétricas.

S=

Solucion Pase 1. Una matriz simétrica arbitraria de 2 x 2, tiene la forma

A=[;; b]

donde a, b y ¢ son nliimeros reales cualesquiera.
Paso 2. Debemos encontrar constantes dy, d, y d; tales que

4fo of e[t o] +alo 1] =43 o]

lo cual conduce a un sistema lineal cuya solucién es (verifique)
d=a d=5b dy=c.

Como hemos encontrado una solucion para toda eleccion de a, b y ¢, concluimos que §
genera al subespacio dado. |

m Sea V d espacio vectorial P,. Sea § = {p,(1), p»(0)}, donde p,(1) = F+2+1 y

poAt) = £* + 2. S genera a P,?

Solucién  Paso 1. Sea p(1) = ar’ + bt + ¢ un polinomio en P5,donde @, b y ¢ son niimeros rea-
les cualesquiera.
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Paso 2. Debemos determinar si existen constantes ¢ y ¢ tales que
plt) = cypy(t) + capalt),
es decir, tales que
a + b+ c=c (P + 2+ 1) + AP + 2).
Asf,
(¢; + ) + Qept + (¢y + 2¢y) = arf + bt + c.

Como dos polinomios coinciden para todos los valores de r s6lo si los coeficientes de
las potencias respectivas de r coinciden, obtenemos el sistema lineal
aqt+ o=a
2“1 = b
¢ +2r=c.

Utilizando operaciones elementales por filas sobre la matriz aumentada del sistema,
obtenemos (verifique)

| 0 2a—-c¢
0 1 i c—a
0 0!b—4a+ 2¢

[
|
i
[
i

Si b~ 4a + 2c # 0, el sistema es inconsistente y no existe solucién. Por esta razén,
S = {p1(1), p2(1)} no genera a P,. Por ejemplo, el polinomio 31> + 2t - 1 no puede es-
cribirse como una combinacién lineal de p (1) y py(1). jal

Los vectorese; =i=(1,0) ye; =j = (0, 1) generan a Rz.ya que, como observamos
en las secciones 4.1 y 4.2, si u = (1), uy) es cualquier vector en R, entonces u = e +
u+€,. Como se observé en la seccion 4.2, todo vector u en R s puede escribir como
combinacién lineal de los vectorese; =i =(1,0,0),e;=j=(0,1,0) ye; =k =
(0,0, 1). Entonces e, e; y €; generan a R® . En forma similar, los vectores e=0L0. .. vs
0),e,=(0,1,0,..., i ) PR e,=(0,0,...,1) generan a R", puesto que cualquier
vector u = (uy, s, . . . , u,) en R” puede expresarse como

U =U€ + Ur€y + * ** + UL, =]

El conjunto § = {/',r" ',....1, 1} generaa P,, pues todo polinomio en P, es de la forma
a" +a )+ +a,_ it + ay,

que es una combinacidn lineal de los elementos en §. ]
Considere el sistema lineal homogénco Ax = 0, donde

1 ]
-2 =2 1 -5
s 1 1 -1 3
4 4 -1 9
H conjunto de todas las soluciones del sistema Ax = 0 forma un subespacio de R* (vea
el ejemplo 9, seccién 6.2). Para determinar un conjunto generador del espacio solucién
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DEFINICION

de este sistema homogéneo, encontremos la forma escalonada reducida por filas de la
matriz aumentada. El resultado es (verifique)

I 1 0 2 :0
0O 0 1 =1 :0
O 0 0 0.0
O 0 0 0 :0

Entonces, la solucion general estd dada por

X|=—l"—2T
Xo2=r
X3=29§

X4 =23,

donde r y s son nimeros reales cualesquiera. Cada elemento del espacio solucién estd
dado entonces, en forma matricial, por

-1
En consecuencia, los vectores (l] y
0

INDEPENDENCIA LINEAL

Los vectores vy, v2.. .., V¢ en un espacio vectorial V son linealmente dependientes si
existen constantes ¢y, cCa. . . ., ¢ no todas iguales a cero, tales que

vyt eva+ o+ v =0. (1)

En caso contrario, se dice que vy, va, .. ., v, s0n linealmente independientes; esto es,
VieVa,..., v, son linealmente independientes si siempre que ¢,V + €V + * * * + €4V
= 0, debemos tener, necesariamente, que
c1=c2=°'-=q=0.

En otras palabras, vy, v2, .. ., ¥4, son linealmente independientes si la iinica combi-
nacion lineal de v;, vy, . . ., v; que da como resultado el vector cero es aquella en la
que todos los coeficientes son cero. Si § = {vy, v, ..., v}, se dice que el conjunto §
es linealmente dependiente o linealmente independiente segiin si los vectores de
S tienen la comrespondiente propiedad.

Observe que, cualesquiera sean los vectores vy, va, . . . , ¥, la ecuacion (1) siem-
pre se cumple si hacemos igual a cero cada uno de los escalares ¢y, ¢, .. ., ¢;. El pun-
o importante de la definicion es si es posible satisfacer la ecuacién (1) con, por lo
menos uno de los escalares, diferente de cero.

El procedimiento para determinar si los vectores vy, ¥2,. . ., ¥4 son linealmente de-
pendientes o lincalmente independientes ¢s como sigue.

Paso 1. Plantee la ecuacion (1), la cual conduce a un sistema homogéneo.

Paso 2. Si el sistema homogéneo que se obtuvo en el paso 1 tiene sélo la solucion
trivial, entonces los vectores dados son linealmente independientes; si tiene una so-
lucién no trivial, entonces los vectores son linealmente dependientes.
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Solucién

EJEMPLO 8

Solucién
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Determinemos si los vectores

—1 -2
1 0
of ¥ 1
0 1

que generan el espacio solucion del sistema Ax = 0 del ejemplo 6 son linealmente de-
pendientes o linealmente independientes.

Cuando se forma la ecuacién (1)

e | -2 0
) 1 . 0 _10
ot I (R O el
0 I 0
se obtiene el sistema homogéneo
-1 — 2020 =0
1+ 0c=0
Ocy + =0
Oci + e2=0

cuya tinica solucién es ¢; = ¢, = 0. Entonces los vectores dados son linealmente inde-
pendientes. B

Determinar si los vectores vy = (1,0,1,2), v =(0,1,1,2)yvy =(1,1,1,3)en R,
son linealmente dependientes o si son linealmente independientes.

Inicialmente formamos la ecuacién (1),
ci¥v) +cavr +c3va =0,

que debemos resolver para ¢y, ¢, y ¢3. El sistema homogéneo resultante es (verifique)

cy + e3=0

c2+ =0
a+ 2+ ¢3=0
2 + 22 + 3¢3 =0,

cuya tinica solucién es ¢; = ¢; = ¢3 = 0 (verifique). Esto muestra que los vectores da-
dos son lincalmente independientes. "

Considere los vectores

A7 =(1,2,-1), \"2:{1.—2.]). V}:(—3.2,—”

vi=1(2,0,0) en R.

(Es el conjunto § = {vy, v, v3, v4} lincalmente dependiente o linealmente indepen-
diente?
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Solucion

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

EJEMPLO 12

Después de establecer la ecuacion (1), llegamos al sistema homogéneo de tres ecuacio-
nes con cuatro incognitas (verifique)

a+ ca—33+24=0
201 — 262 + 2¢3 =0
—Cy+ €2 — €3 =1,

que, de acuerdo con el teorema 1.8 de la seccién 1.5, tiene soluciones no triviales. En-
tonces § es linealmente dependiente. En particular, dos de las infinitas soluciones son

ei=d; =2, o=1, cy =10
cis=il, =1, =0, cs=-—1, [ |

Los vectores e, y €, en R”, definidos en el ejemplo 4, son linealmente independientes
puesio que

ci(1,0) + 0, 1) =(0,0)

se satisface solamente para ¢, = ¢2 = 0. Similarmente, los vectores ¢, €2 y ez en R’
y, en general, los vectores ¢, €,. . . , ¢, en R”, son lincalmente independientes (ejer-
cicio T.1). a8

Como veremos, el corolario 6.4 de la seccién 6.6, establece otra forma de determi-
nar la dependencia o independencia lineal de n vectores dados en R”. Consiste en for-
mar la matriz A, cuyas columnas son los n vectores dados. Entonces, los vectores dados
son linealmente independientes si, y sélo si det(A) # 0. Como ilustracién, en el ejem-

plo 10,
10
dim [0 ]]

y det(A) = 1, de modo que e, y e; son linealmente independientes.

Considere los vectores
pi(t) =1 +1+2, pa(t) =217 +1, p(t) = 3¢* + 21 + 2,

Para determinar si § = {p (1), p2(1), ps(1)} es linealmente dependiente o linealmente in-
dependiente, plantearemos la ecuacién (1) y la resolveremos para ¢y, ¢, y ¢3. El siste-
ma homogéneo resultante es (verifique)

1 +2c2+3c3=0
L+ €2+ 20, =0

2('1 -4 2(‘3 =,
¢l cual tiene una infinidad de soluciones (verifique). Una solucién particulares ¢ = 1,
¢y = |, ¢3 = — 1. La sustitucion de estos valores en la ecuacién comrespondiente mues-
tra que

pi(t) + paAt) = ps() =0.
Por lo tanto, § e lincalmente dependiente. ]
Si v, ¥s, ...,V 500k vectores en un espacio vectorial y v; es el vector cero, la ecuacion

(1) se cumple haciendo ¢; = 1y ¢; = 0 para j # i. Esto indica que § = {v, v5, ..., %}
es linealmente dependiente, es decir, que todo conjunto de vectores que incluya el vector
cero es linealmente dependiente. B
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Sean §; y S> subconjuntos finitos de un espacio vectorial y tales que S es subcon-
junto de S,. Entonces: (a) si §; es linealmente dependiente, también lo es Sy: y (b), si
S5 e linealmente independiente, también lo es S, (ejercicio T.2).

A continuacién analizaremos el significado de independencia lineal en R y en R,
Supongamos que v, y v, son linealmente dependientes en R. Entonces existen escala-
res ¢y y ¢, por lo menos uno distinto de cero, tales que

C1v) + cava =0,

Si ¢, # 0, entonces

Si ¢ # 0, entonces

Como vemos, en cualquiera de los casos uno de los vectores es un miiltiplo escalar del
otro. Reciprocamente, suponga que v, = cv,. Entonces

l\'l = CVy =0,

y como los coeficientes de v; y v, no son ambos iguales a cero, entonces v; y v, son
linealmente dependientes. En sintesis, v; y v; son linealmente dependientes en R si y
sélo si uno de los vectores es miltiplo del otro. Geométricamente, dos vectores en R?
son linealmente dependientes si y sélo si ambos pertenecen a una misma recta que pa-
sa por el origen [figura 6.7(a)].

Figura 6.7 » P ™ - %

e > ol

o1
=

o~
(a) Vectores en R2, lincalmente dependicntes  (b) Vectores en R?, lincalmente independicntes

Ahora suponga que v,, ¥, y v; son linealmente dependientes en R*. Entonces po-
demos escribir

C|V] + €2V + C3v3 = 0,

donde ¢y, ¢ y ¢3 mo todos son cero; digamos ¢ # 0. Entonces

cl c3
2= W = IV,
2 2,

lo cual significa que v, estd en el subespacio W generado por v, y vi.

Este subespacio W, 0 es un plano que pasa por el origen (cuando v, y v3 son li-
nealmente independientes), 0 es una recta que pasa por el origen (cuando v, y v; son
linealmente dependientes), o es el origen (cuando v; = vy = 0). Como una recta que
pasa por el origen siempre pertenece a un plano que pasa por el origen, podemos con-
cluir que v, ¥, y v4 estdn en un mismo plano, que pasa por el origen. Recfprocamen-
te, supongamos que vy, v, ¥ vy estdn en un mismo plano que pasa por el origen,
Entonces. o los tres vectores son el vector cero, o estdn en una misma recta que pasa
por el origen, o0 estan en un plano que pasa porel origen y es generado por dos de ellos,
digamos v; y v3. En todos estos casos, v, es una combinacion lineal de v, y v;:

Va = avy + asvs.
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Entonces
apwv) — ]\'3 +— asvVy = 0,

lo cual significa que vy, v2 y v3 son linealmente dependientes. En sintesis, tres vectores
en R son lincalmente dependientes si y s6lo si estdn en un mismo plano que pasa por
el origen [figura 6.8(a)]

Figura 6.8 » Vi
//'
Vd
vy g
=aNWt B~ 3

P e Y e

0= o
— & ¥

v, 071
(a) Vectores en R, lincalmente dependientes (b) Vectores en R, lincalmente independientes

En términos mds generales, sean u y v vectores distintos de cero en un espacio vec-
torial V. Podemos mostrar (ejercicio T.13) que u y v son linealmente dependientes si y
sélo si existe un escalar & @l que v = ku. O, de forma equivalente, u y v son linealmen-
te independientes st y sélo si ninguno de los vectores es miiltiplo del otro. Esta caracte-
rizacion no funciona para conjuntos de tres 0 mas vectores: en estos casos utilizaremos
el resultado que se establece en el teorema siguiente.

Los vectores no nulos vy, v, . ..,V en un espacio vectorial V, son linealmente depen-
dientes si, y sdlo si uno de los vectores v;, j > 2, es una combinacion lineal de los vec-
tores que lo preceden vy, va. ..., V1.

Demostracion  Si v;es una combinacion lineal de v, va, .. ..V,

Vi=C V) + V2 + 0+ € V1,

entonces
avit+ewa+ -+ v+ (1) +0vgy + -+ -+ 0v, =0.
Como uno por lo menos de los coeficientes, —1, es diferente de cero, v, vy, ..., ¥, son
linealmente dependientes.
Supongamos ahora que vy, v3, . . ., ¥, son linealmente dependientes. Entonces

existen escalares ¢y, €3, . . ., ¢, 0O todos cero, tales que
vy ‘!"(‘2\’2 4 v 4 Cn¥n = 0.

Sea j el mayor subindice para el cual ¢; # 0. Sij > 1, entonces

'('|' (5] {‘j_|
Vy=— = W o] A o prm— Vj-1.

Si j = 1, entonces ¢;¥; = 0, lo cual implica que v; = 0, una contradiccién con la hipé-
tesis de que ninguno de los vectores es el vector cero. Por lo tanto, uno de los vectores
v; es una combinacion lineal de los vectores que le preceden vy, va, ..., ¥j. @

S JKORMEN Siv,, vy, vyy vy son los vectores del ejemplo 9, encontramos (verifique) que

Vi+ v+ 0vy—-vy=0,
es decir, vy, v3, v3 ¥ V4 son linealmente dependientes. En este caso,

Vi =V + Vi =
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EJEMPLO 14
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1. H teorema 6 4 no dice que en un conjunto de vectores linealmente dependientes to-
do vector v del conjunto es una combinacién lineal de los vectores que le preceden.,
Asi,en el ejemplo 9, también se cumple que v + 2v; + v3 -+ Ovy = 0. Sin embar-
£, no podemos despejar a v, para expresarlo como combinacién lineal de vy, v, y
vy, puesto que su coeficiente es cero.

2, También podemos probar que si § = {v|, ¥2,. .., ¥t} €s un conjunto de vectores en
un espacio vectorial V,entonces S es linealmente dependiente si y sélo si uno de los
vectores en S es una combinacién lineal de todos los demds vectores en § (ejerci-
aos T.3). Como ilustracion, el ejemplo 13,

1 1
V= ‘VZ—OV:; o ¥Vs ¥ Vo= —"z'vl —"2""_1 "‘0\’4.

3. Si los vectores v, ¥,,. .., V;en un espacio vectorial V son linealmente indepen-
dientes, entonces no puede haber entre ellos dos vectores iguales, y ninguno de ellos
puede ser el vector cero.

H resultado siguiente se utilizard en la seccion 6 4. Suponga que S = {vy, v2, ...
» Vp} genera un espacio vectorial V' y que v; es una combinacién lineal de los vectores
que le preceden en S. Entonces el conjunto

S1= (V1) e0 09 Vi to Wity oon s Vn}

que consta de los vectores en §, con excepcidn de vj, también genera a V. Para demos-
trar este resultado, observe que si v es cualquier vector en V, entonces, como § genera
a V, podemos encontrar escalares a,, a,, . . ., a, tales que

V=a|v) +av2 ++ - +Qj-\Vj-1 +QjVj+Qje1Vjs1 + 0+ AnVn.

Ahora, si
\'J;=b|\'| + baVy 4 v + bj_ﬂj_h
entonces
v=a\vitavz+---+aj-1vj-) +a,(b|V| +bavy +- - + b,--w,-_.)

T Aj1Vjg) 00 T AV,
=cCIVI +C2¥2 + -+ +Cj=1Vj=1 + Cj1Vjsl + =+ + CaVn,

lo cual significa que gen §, = V.

Considere el conjunto de vectores S = {v}, v, v3, v4} en R*, donde

1 1 0 2
| 0 1 1
0 0 0 0

y sea W = gen §, Como v4 = v| + vy, concluimos que W = gen §y, donde §; =
{VI v ¥2, V3}. 1=

GENERADOR E INDEPENDENCIA LINEAL EN B”
(OPCIONAL)

Los conceptos de independencia lineal, dependencia lineal y generador, son vilidos
mdependientemente de la naturaleza de los escalares o de la de los vectores de un es-
pacio vectorial. Recordemos que en el caso del espacio vectorial B” sélo se permiten
a0y | como escalares, y que todas las operaciones aritméticas se realizan con arit-
mética binaria.
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]V IJEeREW Sea Vd espacio vectorial B y sean

Solucién

EJEMPLO 16

Solucién

1 1
vi=|1], wa=1]0 y =]l
0 1
(Generan los vectores vy, v,y v3a V?

a
Sea v = | b | cualquier vector en B®, es decir, donde a, b y ¢ son pueden ser cualquiera
o

de los digitos binarios 0 o 1. Debemos establecer si existen escalares ¢, ¢, y ¢ (digi-
tos binarios) tales que

C1¥) + €V + C3V3 = V.

Esto conduce al sistema lineal

(o e ol &) =a
1 +ey=b
C T+ C3=C.

Formamos la matriz aumentada y obtenemos su forma escalonada reducida por filas
(verifique):
1 0 lia+va+b
01 1: a+b
0 0 Ota+b+ec
El sistema es inconsistente si la eleccién de digitos binarios para a, b y ¢ es tal que
1

a-+ b+ ¢ ¥ 0, porejemplo,si v = | | | En consecuencia, vy, v; y v3 no generan
1

av. ]
;Son los vectores vy, v, y v5 del ejemplo 15, linealmente independientes?

Con base en la ecuacién (1), planteamos el sistema lineal homogéneo
1+ o =10
(ol tcy=0
& +ey=0,

cuya forma escalonada reducida por filas es (verifique)

1 0 1:0

01 1:0

00 0:0
Entonces, ¢y = —¢c3y ¢2 = —¢3,donde ¢z es 0 0 1. Escogiendo ¢3 = |, encontramos la
solucion no trivial ¢) = ¢ = ¢3 = 1 (verifique). Por lo tanto, vy, v, y v3 son lincalmen-
te dependientes. [

Términos clave

Generador
Linealmente dependiente
Linealmente independiente



Sec. 63 Independencia lineal 249

9.

¢Cudles de los siguientes vectores generan a R*?

@ (1,2).(-1L 1

(b) 0.0), (1, 1),(-2,-2)

(c) (1,3).(2,-3).(0.2)

d) 2,4),(-1,2)

(Cuiles de los siguientes conjuntos de vectores generan a R'?
(a) {1,-1,2),(0,1,1))

(®) K1,2,-1).(6,3,0),(4,-1,2).(2,-5,4))

© €2.2,3)(-1,-21)(0,1,0)}

(d) (1.0,0),(0,1,0),(0.0, 1),(1.1, )}

. ¢Cuiles de los siguientes vectores generan a R*?

(@ (1,0.0, ), (0. 1,0,0), (L. L 1, D, (1. 1, 1, 0)
(b) (1,2.1,0), (1,1, =10).(0,0,0. 1)

(©) (6,4,-2,4),(2,0,0, 1),(3,2,-1,2),
(5.6,-3,2),(0,4, -2, -1)

(d) (]c looo 0}0('0 20-10 1].(00 0. l‘ 1)-

(2! l'2‘ I)
(Cuiles de los siguientes conjuntos de polinomios generan
aPy?
@ W+ 1,025 +0n1+1)
O) P+ 1,0 =1, +1})
© F+220 -1+ L1+207+1+4)
@ P+22-1,r=1)
(Generan los polinomios 7 + 2t 4 1,7 — 14 2,7 + 2,
2 +P-5+2aP;?

Determine un conjunto de vectores que genere el espacio
solucién de Ax = 0, donde
I & 4
1 2 3 1
A=l * 3 2
I 1 2 1
Determine un conjunto de vectores que genere el espacio
nulo de
1 1 2 -1
2 3 6 =2
&=l 1 2 13l
0 -2 -4 0
Sean

A~ 6

clementos del espacio solucién de Ax = 0. ;Es el conjunto
{X}. X3, X3} linealmente independiente?

Sean
1

|
2

X = ol X2 =
|

10‘

11,

14.

16.

17.

clementos del espacio nulo de A, ;Es ¢l conjunto {x;, x5, x1}
linealmente independiente?

¢ Cuiles de los siguientes conjuntos de vectores en R’ son
lincalmente dependientes? Cuando lo sean, exprese un vec-
tor del conjunto como combinacidn lineal de los demis.
(a) {(1,2,-1)(3,2,5))

(®) (4,2,1),(2,6,-5),(1,-23)}

(©) [(1,1,0),(0,2,3),(1,2,3).(3,6,6)}

(d ((1,2,3),(1,1,1),(1,0, 1))

Considere el espacio vectorial R*. Siga las indicaciones del
ejercicio 10.

(@) [(11,2.1)(1.0,0,2),(4,6,8,6),(0,3,2, 1)}

) (1,.-2,3,-1),(-2 4, -6,2)}

(© KL 1,1 1)(%3;1,2),(3, 1,2, 1);(2,2, 1, 1D}

(d) (4,2.-1,3).(6,5,—=5,1)(2,-1,3,5)})

Considere el espacio vectorial P;. Siga las indicaciones del
ejercicio 10,

(@ (P +1,r—21+3]

() (22 + 1,12 43,1}

© Br+ 1,3+ 1,27 +1+1)

(d) [ —4,5 =5t - 6,3 - 5+ 2)

Considere el espacio vectorial M. Siga las indicaciones
del ejercicio 10.

of[ 46 90 36 9
J
[

Sca V el espacio vectonal de todas las funciones continuas
de valores reales. Siga las indicaciones del ejercicio 10,

(b) {r.¢. senr)

(d) {cos” 1, sen” 1, cos 21}

D -
L
r
IMW

11

® {1

r

U lc_
L
b =

J
1

o N o N o

—

-

L oo
—

(c) Lol

. - o L

—

(a) {cos 1, sen 1, &}
© {7 .1.¢)

¢ Para qué valores de ¢ son los vectores (—1,0, =1),(2. 1,2)
y (1,1, ¢} en R? lincalmente dependientes?

(Para qué valores de X son los vectores 1 + 3y 21 + A% 4 2
en Py lincalmente dependientes?
SEEsaN e
Determine si los vectores | 1|, | 0| y | | [ generana 8°.
0 1 1
-0- l-l- — l-
Determine si los vectores [ 1|, [0 | y | 1| generana B°.
| 0 0
- L. L.
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19.

20'

1 1
1 1 0 0
Determine si los vectores | o [+ | [+ | 1| ¥ | o[ generan
04 LO 1
a B*.
Determine si los vectores del ejercicio 17 son Imealmente

independicntes.

21. Determine si los vectores del ejercicio 19 son lincalmente
independientes.,

22, Con base en el teorema 6.4, muestre que los vectores vy, v
y vy del cjemplo 15 son lincalmente dependientes.

Ejercicios tedricos

T

T2.

T3,

TA.

Ts.

T.6.

T-? -

TS.

. Demuestre que los vectores ey, e, .

.. &yen R son
lincalmente independicntes.

Sean S y $» subconjuntos finitos de un espacio vectorial,
y tales que S es un subconjunto de §,. Muestre que:

(a) Si 8 es lincalmente dependiente, también lo es §,.
(b) Si §; es linealmente independiente, también lo es S;.

Sea § = {vy,¥2. ..., ¥} un conjunto de vectores en un
espacio vectorial. Muestre que S es lincalmente depen-
dicnte si y s6lo si uno de los vectores en S es una combi-
nacién lineal de los demds vectores en §.

Suponga que § = {v;, va, va} es un conjunto linealmente
independiente de vectores en un espacio vectorial V.
Muestre que 7 = {w;, W2, W3}, donde wy = v; + v +
V3, W3 = ¥y + V3 ¥ W3 = vy, también es linealmente inde-
pendiente.

Suponga que § = {v;, v;, 1} es un conjunto lincalmente
independiente de vectores en un espacio vectorial V. jEs
el conmunto T = {w;, wa, wi}.donde w; = v; + v;, wy =
V| + V3 y Wy = v, + ¥, lincalmente dependiente o lineal-
menle independiente? Justifique su respuesta.

Suponga que S = {vy, V3, va} es un conjunto linealmente
dependiente de vectores en un espacio vectorial V., jEs el
conjunto 7 = {w,, w,, w3}, donde w) = v, , w, = v, +
V) ¥y W3 = ¥y + V3 + v3 Iincalmente dependiente o lincal-
mente independicente? Justifique su respuesta.

Sean vy, v, ¥ v3 vectores en un espacio vectorial, tales
que {vy, ¥2} es linealmente independiente. Muestre que si
vy no pertencee a gen {vy, v;}, entonces {v,, v;, ¥1} cs
lincalmente independicnte.

Sea A una matriz de m x n en forma escalonada reducida
por filas. Muestre que las filas no nulas de A, vistas como
vectores en R”, forman un conjunto lincalmente indepen-
diente de vectores.

T9.

T.10.

TI1.

T.12.

T13.

T.14.

TI15.

Sea S = {u;,uy, .. .,u;} un conjunto de vectores en un
espacio vectorial, y sea T = {v;, vy, ..., Vm }, donde cada
vi,i=12,...,m, csunacombinacion lincal de los vec-
tores de §. Muestre que

W=bVi+ bva+ -+ by,
cs una combinacion lincal de los vectores de S.

Suponga que S = {v}, V2, ..., ¥,} s un conjunto linecal-
mente independiente de vectores de R”. Muestre que

si A es una matriz no singular de n X n, entonces {Av),
Avz, ..., Av,} cs lincalmente independiente.

Sean §; y §, subconjuntos finitos de un espacio vectorial
V y sea §; un subconjunto de S,.Si S5 es linealmente
dependiente, muestre, mediante algunos ejemplos, que
S, puede ser linealmente dependiente o linealmente
independiente,

Scan §, y §, subconjuntos finitos de un espacio vectonal
Vy sea §; un subconjunto de 5,.Si §; es linealmente
independiente, muestre, mediante algunos ejemplos, que
S5 puede ser lincalmente dependiente o lincalmente
independiente.

Sean u y v dos vectores distintos de cero en un espacio
vectorial V. Muestre que {u, v} es linealmente dependiente
si y sélo si existe un escalar k tal que v = ku. En forma
equivalente, {u, v} es linealmente independiente si y sélo
si uno de los vectores no es miiltiplo del otro.

(Requiere material de la seccion 5.1) Scanu yv
vectores linealmente independientes en R’. Muestre que u,
vy u x vforman una base para R*. [Sugerencia: forme

la ecuacion (1) y tome el producto punto con u x v.]

Sea W el subespacio de V generado por los vectores

Wi, Wa, ..., W Existe algin vector v en Vial que

gen {w;, W, ..., W, v} también sea W? Sila respuesta
es afirmativa, describa todos esos vectores v.

Ejercicios con MATLAB

ML.1. Determine si S es linealmente independiente o Imeal-

mente dependiente.
(a) ‘g={(]‘0| 0! l)|{0\ lv l‘ﬂ)n( lv 1! ll l)]

ws={[t L 3 )

| 2 -2
2 1 1 1
) §= k|5 2 of, 1
0 -1 0 |
1 1 -1 1
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ML.2. Determine un conjunto generador del espacio solucion

de Ax = 0, donde

SN =

=D
=1 b -

[¥1 BASES Y DIMENSION

DEFINICION

Observacion

Solucién

En esta seccién proseguiremos con el estudio de la estructura de un espacio vectorial
V, para lo cual determinaremos un conjunto minimo de vectores de V que describa
completamente a V.

BASE

Los vectores v, vy, ..., Vi en un espacio vectorial V forman una base para Vsi (a) vy,
V2, ..., vipgeneran a Vy(b) v, v2, ..., v, son linealmente independientes.

Si los vectores vy, va, . . . , ¥; forman una base para un espacio vectorial V, ellos son
distintos y no nulos (vea el ejemplo 12 en las seccién 6.3); por esto los escribiremos
como un conjunto {vy, va, ..., Vit

Los vectores ¢; = (1,0) y e; = (0, 1) forman una base para R, los vectores ey, € yes
forman una base para R y.en general, los vectores ey, €,. . . ¢, forman una base pa-
ra R". Cada uno de estos conjuntos de vectores se llama base natural, base estindar
o base canénica para B>, R® y R”, respectivamente. 53

Muestre que el conjunto § = {vy, v2, v3, vq},donde vy =(1,0,1,0),v> =(0,1,-1,2),
vi=1(0,2,2,1)y vy =(1,0,0, 1), es una base para R

Para mostrar que S es linealmente independiente, formamos la ecuacién

CIvy + Cava + c3vy + cqvg =0

y resolvemos para ¢y, ¢3, ¢3 ¥ ¢s. Al sustituir 1os valores de vy, vo, v3 ¥ v4, Oblenemos
el sistema lineal (verifique)

Cl -+ C4 = 0
¢+ 2c =1
€ — 1+ 2¢3 =0

20+ a4+ ca=0,

que tiene como tinica solucién ¢; = ¢ = ¢3 = ¢y = 0 (verifique), lo cual muestra que
S es linealmente independiente. Observe que el coeficiente de la matriz del sistema lineal
precedente consiste en los vectores vy, v5, V3 Y V4 escritos en forma de columna.

Para mostrar que S genera a R sea v = (a, b, ¢, d) un vector cualquiera de R*. De-
bemos encontrar constantes &y, k2, k3 y kg4 tales que

kyvy + kovy + kavsy + kgvg = v.

Cuando se sustituyen vy, ¥2, ¥3 ¥4 Y v, ¢s siempre posible hallar una solucion (verifi-
quelo) ky, ka, k3 y kg del sistema lineal resultante, para cualesquiera a, b, ¢, d; por lo
tanto, S genera a R*. Se concluye asf que § es una base para R*. &
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m Demuestre que el conjunto § = {r* + 1,1~ 1,2r + 2} es una base para el espacio vec-

Solucién

torial P>.

Debemos mostrar que § genera a V, y que es lincalmente independiente. Para probar
que genera a V, sea el polinomio ar’ + bt + ¢ un vector arbitrario en V., Determinare-
mos constantes a,, a, y as, lales que

at® 4 bt + ¢ = a(* + 1) +ax(t — 1) + ax(2t +2)
= ayt® + (as + 2a3)t + (@) — az + 2a3).
Dado que los dos polinomios coinciden para todos los valores de ¢ s6lo si los coeficien-
tes de las respectivas potencias respectivas de £ son iguales, obtenemos el sistema lineal

ay =g
@ +2aa=>b
a — @+ 2ay = c.
cuya solucion es
@4 0=¢ c+b—-a

ag=a, h=——1\ M=
2 4

Por lo tanto, § genera a V.

Para ilustrar este resultado, considere el vector 2% + 61 + 13. Aqui,a =2, b=6
y ¢ = 13. Al sustituir estos valores en las expresiones precedentes para a;, a» y a3, en-
contramos que

ai=2 a

ta
]
|
[ S1LF Y
&
-’
]
=5

Por lo tanto,
2246+ 13=2A2+1) - 30— 1)+ F(2r +2).
Para probar que § es linealmente independiente, formamos la combinacién lineal
a(P+ 1)+ alt - 1)+ ax2t +2) =0.
De ella se deduce que
a;rz + (ay + 2a3) + (a, — ay + 2a3) =0,
Una vez mds, esta igualdad se satisface para todos los valores de r sélo si

al :0
a)+ 2ay =0
a —ay+ 2ay=0,

La dnica solucion para este sistema homogéneo es a; = a> = a3 = 0, es decir, S es li-
nealmente independiente. En consecuencia, S es una base para P, n
H conjunto de vectores {t", 1", ... .1, 1} forma una base para el espacio vedtorial
P,,denominada base candnica, base estéindar o base natural para P,,. En ¢l ejemplo
Sde la seccién 6.3 se demostré que este conjunto es un generador de P,. La demostra-
cion de la independencia lineal de tales vectores se deja como ejercicio (ejercicio T.15).

Determine una base para el subespacio de P,, formado por los vectores de la forma
af + bt + ¢,donde ¢ = a - b.
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Solucién Todo vector en V es de la forma

Demostracion

ar’ + bt +a - b,
que puede escribirse como
a(fz + 1)+ M"' ])t

lo cual muestra que los vectores 2+1 y -1 generan a V. Ademis, estos vectores son
linealmente independientes ya que ninguno es miiltiplo del otro. También podria haber-
se obtenido (con mayor trabajo) esta conclusién sobre independencia lineal, escribien-
do la ecuacién

1::,(:2 + 1) +a)r-1)=0

fa, + ta, + (a, — a») = 0.

Como esta ecuacion se cumple para todos los valores de r, debemos tener @y =0y
a; = 0, que es la condicién de independencia lineal. ]

Un espacio vectorial es de dimension finita si existe un subconjunto finito de V
que es una base para V; en caso contrario, es decir, si no existe tal subconjunto finito
de V, el espacio es de dimensién infinita.

Casi todos los espacios vectoriales considerados en este libro son de dimensidn fi-
nita. Sin embargo, es conveniente anotar que muchos espacios vectoriales de importan-
cia en matemadticas y en fisica son de dimension infinita; su estudio excede el alcance
de este libro. El espacio vectorial P, de todos los polinomios, y el espacio vectorial
C(—00, oo)e las funciones continuas f: R — R, no son de dimensién finita.

Ahora estableceremos algunos resultados relativos a espacios vectoriales de dimen-
sién finita, que hacen referencia al nimero de vectores en una base, comparan el niimero
de vectores de dos bases diferentes y establecen propiedades de las bases.

Si S ={v,,va, ..., V,} es una base para un espacio vectorial V, entonces cada vec-
tor en 'V se puede escribir de una y sélo una forma como combinacion lineal de los vecto-
resen S.

En primer lugar, todo vector v en V se puede escribir como combinacién lineal de los
vectores en S, pues S es generador de V. Ahora, supongamos que

V=0V +0Va+ "+ ¥, (1)

v=divi +dyvs ++ +d,v, (2)

son dos combinaciones lineales para el vector v,en la base §.
Al restar (2) de (1), obtenemos

0=(c;-d)vy +(ca=dr)va + -+ + (¢ = d)V,,.

Como § es linealmente independiente, ¢; = d; = 0, 1 = i = n,de modo que ¢; = d,,
1 = i = n.Por lo tanto, sélo hay una forma de expresar v como combinacion lineal de
los vectores en §. m

Se puede también mostrar (ejercicio T.11) que si § = {v, v2,...,V,} esuncon-
junto de vectores en un espacio vectorial V tales que todo vector en V s puede escri-
bir de una y sélo de una forma como combinacion lineal de los vectores en §, entonces
S es una base para V.



254 Capitulo 6 Espacios vectoriales reales

TEOREMA 6.6

Demostracion

Sea § = {vy, v, ..., V,} un conjunto de vectores no nulos en un espacio vectorial V
ysea W = gen §. Entonces, algiin subconjunto de S es una base para W.

Caso I. Si § es linealmente independiente, entonces S es una base para W porque S es
generador de W, de acuerdo con la hipétesis.

Caso I1. Si S es linealmente dependiente, entonces existen ¢y, €3, . . . , €y, NO tados
iguales a cero, tales que

Vi + 6Va+ 6V, =0. (3)

Por lo tanto, algtin vjes una combinacion lineal de los vectores anteriores en S (teore-
ma 6.4). Ahora, eliminamos v; de S, para obtener un subconjunto S, de S. Entonces, por
la observacién anterior al ejemplo 14 de la seccién 6.3, concluimos que §; = {vy,v2,.. .,
Vifs Vigls « « - s Vo) también genera a W.

Si §; es lincalmente independiente, entonces S; es una base. Si §, es linealmente
dependiente, eliminamos un vector de §; que sea combinacion lineal de los vectores
que le preceden en S, y obtenemos un nuevo conjunto S, que también genera a W. Con-
tinuando de esta forma, y dado que S es un conjunto finito, en algiin momento encontrare-
mos un subconjunto 7" de S que es lincalmente independiente y genera a W. Tal conjunto 7
¢s una base para W,

Demostracion constructiva alternativa, cuando V es R™, n > m. Consideremos a los
vectores en S como matrices de m x 1y formemos la ecuacién (3). Esta ecuacion con-
duce a un sistema homogéneo con n incégnitas ¢y, ¢, . . . , ¢, que tiene, como colum-
nas de su matnz de coeficientes A de m x n, los vectores v;,v,,...,v, Sea Bla forma
escalonada reducida por filas de la matriz A, y supongamos que B tiene r filas no nu-
las, I <r < m.Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los r unos (1s) prin-
cipales en las r filas no nulas de B aparecen en las primeras r columnas. Entonces, B
tiene la forma

1 0 0 -+ 0 bysr -+ bia]
0 I 0 Lty 0 brrs1 s brn
0 0 1 <+ O bieq = b,
BRI 0 O o 1 Doy = B
o o0 o0 ... 0 0 0
i B 8 s B B asx By
Al resolver el sistema para las incOgnitas correspondientes a los unos (1s) principales
vemos que ¢, ¢, . . . , ¢, pueden despejarse en términos de las otras incognitas ¢4,
Ciinisseiios Cia AL
€1 = —D1,41Cr41 — b1r42Cr42 — -+ — D1aCas
€= _b2f+l‘-‘r+l = b::-2t‘r+z =R bzncu- (4)
Cr = ﬁb:r-hlcr-i—l = btr-t?(‘r+2 """ "t brucu-
donde ac,q,Crp2, ..., Cy % les pueden asignar valores reales arbitrarios. Sien la ecua-
cion (4) hacemos
=T eua=uiwv =0

y utilizamos estos valores en la ecuacion (3), obtenemos

-birs1V1 — b p1V2 =t = By pp 1V + Ve =0,
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lo cual implica que v, es combinacion lineal de vy, va,. .., v,. De acuerdo con la ob-
servacion que antecedié al ejemplo 14 de la seccion 6.3, el conjunto de vectores que se
obtiene eliminando v, del conjunto S genera a W. De manera similar, si hacemos

cq1=0, ecxpa=1l, pa=0,..., cy=0,

enconLramos que v, , es combinacién lineal de v;,v,, ..., v, y que el conjunto de vec-
tores obtenido a partir de S eliminando a v, y a v,;2 genera a W, Al continuar de es-
ta manera, V,43, V,44, . . . , V, 50N combinaciones lineales de v, v2, .. . , v,,de lo cual
se sigue que {v;,v,,...,v,] generaa W.

Mostremos ahora que {v;, v, . .., ¥,} es linealmente independiente. Considere-
mos la matriz By obtenida al eliminar de B todas las columnas que no tengan un 1 prin-
cipal; es decir, B estd formada por las primeras r columnas de B.

0 0 .. 0
8@ 1 0 == B
0 0 1

Bo=1q9 o I
0 0 0
0 0 0

Sea Ap la matriz obtenida, a partir de A, eliminando las columnas correspondien-
tes a las columnas que fueron eliminadas en B para obtener Bj,. En este caso, las co-
lumnas de Ap son vy, v, ..., v, las primeras r columnas de A. Como A y B son
equivalentes por filas, también lo son Ap y Bp. Entonces los sistemas homogéneos

Apx =0 y Bpx=0

son equivalentes. Recordemos que el sistema homogéneo Bpx = 0 se puede escribir en
la forma equivalente

X Wy +Xawa+ -+ x,w, =0, (5)
donde
X1
X2
X =
Xr
y Wi, W2, ..., W, son las columnas de Bj. Puesto que las columnas de Bp forman

un conjunto de vectores linealmente independientes en R™, la ecuacién (5) sélo tiene
la solucién trivial. Por lo tanto, Apx = 0 también tiene tnicamente la solucién trivial,
En consecuencia, las columnas de Ap son linealmente independientes; esto es, {v),
¥2, ..., V,}es linealmente independiente. hif



256 Capitulo 6 Espacios vectoriales reales

Observacion

La primera demostracién del teorema 6.6 permite, dado un conjunto S de vectores,
determinar un subconjunto 7" de S, de modo que 7' e una base para el espacio gen §.

Sea § = {v|, v, ..., ¥,} unconjunto de vectores no nulos en V. El procedimiento
para determinar un subconjunto de S que sea una base para W = gen § es como sigue.

Paso 1. Formar la ecuacion (3),
CiVy+CaVa+ ' + ¥y =0,

y resolverla para ¢y, ¢2.. . . , ;. Si todos estos valores son cero, § & linealmente in-
dependiente, y constituye una base para W,

Paso 2. Sic,,c,,. .., c, o son todos cero, entonces S es linealmente dependiente y
por lo tanto alguno de sus vectores —digamos, v; — es combinacién lineal de los
vectores que le preceden en S. Se elimina v; de §, obteniéndose un subconjunto §,
que también genera a W.

Paso 3. Repetir ¢l paso 1, utilizando §) en lugar de S. La eliminacion reiterada de

vectores de S se termina cuando se obtiene un subconjunto 7 de S que genera a Wy
es linealmente independiente. Este conjunto 7 es una base para W,

H procedimiento anterior se hace muy tedioso puesto que cada vez que elimina-
mos un vector en S debemos resolver un sistema lineal. En la seccién 6.6 estudiaremos
un procedimiento mas eficiente para determinar una base para W = gen §, pero que no
garantiza que tal base sea un subconjunto de S. Generalmente esto no es preocupante
puesto que una base para W = gen S es tan buena como cualquiera otra; sin embargo,
hay casos en los cuales los vectores de S tienen ciertas propiedades y queremos que la
base para W = gen S también las tenga, por lo cual necesitamos que la base sea un sub-
conjunto de S. Si V= R", la prueba alternativa del teorema 6.6 establece un procedimien-
to muy eficiente (vea el ejemplo 5 a continuacion) para determinar una base de W = gen
S, formada por vectares de S.

Sean V =R" y § = {vy, v5, ..., V,} un conjunto de vectores no nulos en V.El pro-
cedimiento para determinar un subconjunto de § que es una base para W = gen S es
el siguiente:

Paso 1. Formar la ecuacion (3),
CiVy +Cava+ 1 + v, =0.

Paso 2. Construir la matriz aumentada asociada con el sistema homogéneo resultan-
te de la ecuacion (3), y llevarla a la forma escalonada reducida por filas.

Paso 3. Los vectores en S correspondientes a las columnas que contienen los unos
(1s) principales constituyen una base para W = gen §.

Recuerde que en la demostracién alternativa del teorema 6.6 supusimos, sin pér-
dida de generalidad, que los r unos principales de las r filas no nulas de B aparecen
en las primeras r columnas, En este caso, si § = {v|,v,, ..., ¥}, porejemplo,y los
unos principales aparecen en las columnas 1, 3 y 4, entonces {v,, v3, v,} es una ba-
se para gen S.

En el paso 2 del procedimiento descrito en el recuadro anterior, es suficiente transfor-
mar la matriz aumentada a la forma escalonada por filas (vea la seccién 1.5).



EJEMPLO 5

Soluciéon

Observacion
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Sea S = {v}, ¥2, ¥3, ¥4, ¥5} un conjunio de vectores en R*, donde
Vi = (1020 _2| 1).V2 == (_3‘ 0» _40 3)-
“'3=(2.l.!.‘ l). v4=(__3.3‘_._9.6) Y v5=(993'7n '"6).

Determine una base para W = gen S, formada de vectores del conjunto §.

Paso 1. Formamos la ecuacién (3),
ci(l,2, -2, D) 4+c2(-30,-4,3)4+c(2. 1,1, =1
+c4(—3,3, -9,6) +¢5(9,3,7,—6) = (0,0, 0, 0),

Paso 2. Al igualar las componentes correspondientes, obtenemos el sistema homo-
géneo
¢ — 3¢ +2¢3—3¢4 +9c5s =0
2¢y + c3+3cs+3c5=0
~2¢; — 42+ ¢3—=9¢c4+Tes=0
¢+ 3¢ — 3+ 6¢cy— 6¢c5=0.

La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada asociada es (verifique)

1 3 }
0 | 3__220

2 2 2
0 0O 0 00
0 0O 0 0 :0

Paso 3. Los unos principales aparecen en las columnas 1y 2,de modo que {vy, v2} es
una base para W = gen §. -

En la demostracion alternativa del teorema 6.6, cuando V = R”, el orden de los vectores en
el conjunto generador original S, determina la base para W. Por ejemplo, si considera-
mos el ejemplo S, donde S = {w), W2, W3, Wy, Ws} CON W) = V4, Wa = Vi, W3 = V3, Wy = V|
y W5 = Vs, entonces la forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada es
(verifique)

S o —- -

0 3
y =1
0 0
0 0

OO -

Por lo tanto, {w,, w,} = {v,, v3} es una base para W = gen §.

Uno de los resultados principales (corolario 6.1) de esta seccion, que estableceremos
muy pronto, se refiere al nimero de vectores en dos bases diferentes. Observemos, en pri-
mer lugar, que si {vy, v2... .. ¥,} €s una base para un espacio vectorial V, entonces {cvy,
¥2,...,V,} también es una base, si ¢ # 0 (ejercicio T.9). Esta observacién muestra que
un espacio vectonal real diferente de 0 tiene siempre infinitas bases.

Si S ={v,va2,...,v,} es una base para un espacio vectorial Vy T = {w, w3, ..., W}
es un conjunto linealmente independiente de vectores en V, entonces r = n.
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Demostracion  SeaT; = {w,,v;,v5...,¥,}.Como S genera a V, T, también lo genera. Y, puesto que
w) & una combinacién lineal de los vectores de S, 7 es linealmente dependiente. En-
tonces, de acuerdo con ¢l teorema 6.4, algin v; es una combinxién lineal de los vecto-
res que le preceden en T'y. Eliminemos ese vector particular v;.

Sea Sy = {W, V.. .. ¥ Yjura o o4 Vp). Observe que S, genera a V. A conti-
nuaaoén, sea 7o = {W2, Wi, ¥, ..., Vi 1, ¥js1,. .., Vot . Entonces T es linealmente de-
pendiente, y algin vector en 75 es una combinacién lineal de los veclores precedentes
en T,. Como T es linealmente independiente, dicho vector no puede ser wy, asf que es
vi, i # j. Repita este proceso una y ofra vez. Si se eliminan todos los vectores v antes
de que se puedan incluir todos los vectores w, entonces el conjunto resultante de vecto-
res w, un subconjunto de T, es linealmente dependiente, lo cual implica que también T’
es lincalmente dependiente. Esta contradiccién permite concluir que el niimero r de vec-
tores w no puede ser mayor que el nimero n de vectores v.Estoes r = n. &

SiS={vi,vo, ..., Y}y T={w;,Wa,..., Wy} son bases para un espacio vectorial,
entonces n =m.,

Demostracion  Como T es un conjunto linealmente independiente de vectores, el teorema 6.7 implica
que m = n.lgualmente, n = m, puesto que S es linealmente independiente. Entonces,
n=um. i}

En la observacion anterior al teorema 6.7 mencionamos que un espacio vectorial
tiene muchas bases; pero acabamos de demostrar que, para un espacio vectorial particu-
lar V, todas las bases tienen el mismo niimero de vectores. Este hecho conduce a la si-
guiente definicion.

DIMENSION

DEFINICION  La dimensién de un espacio vectorial no nulo V ¢ el niimero de vectores en una base
para V.Con frecuencia escribimos dim V para la dimensién de V. Como el conjunto {0}
es lincalmente dependiente, es natural decir que ¢l espacio vectorial {0} tiene dimen-

sidn cero.
[V KXW 1.a dimensién de R? es 2; la dimension de R es 3; y en general, la dimensién de R"
es n. &

n+ 1. g

Se puede probar que todos los espacios de dimensidn finita que tienen igual dimen-
sion difieren s6lo en la naturaleza de sus elementos; sus propiedades algebraicas son
wlénticas.

También se puede probar que si V es un espacio vectorial de dimensioén finita, en-
tonces todo subespacio no nulo Wde V tiene una base finita y que dim W = dim V (¢jer-
cicio T.2).

AL AN [a dimension de P; es 3; la dimensién de P es 4; y en general, la dimensién de P, es

(VIR R: W F subespacio W de R*, considerado en el ejemplo 5, tiene dimensién 2. ]

Consideremos ahora los subespacios de R’ [recuerde que R® puede visualizarse co-
mo el plano xy]. En primer lugar, tenemos {0} y R*,los subespacios triviales, de dimen-
siones 0 y 2, respectivamente. En segundo lugar, el subespacio V de R* generado por
un vector v # 0 es un subespacio de R, de dimension uno; V estd representado por una
recta que pasa por el origen. Entonces, los subespacios de R* son {0}, R? y las rectas
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que pasan por el origen. Andlogamente, muestre (ejercicio T.8) que los subespacios de
R son {0}, R®, todas las rectas que pasan por el origen y todos los planos que pasan
por el origen.

Se puede probar que si un espacio vectorial V tiene dimensién finita 7, entonces
cualquier conjunto de n + 1 vectores en V es lincalmente dependiente (ejercicio
T.3). En particular, cualquier conjunto con mds de n vectores en R” es lincalmente
dependiente; por ejemplo, se mostré que los cuatro vectores en R* del ejemplo 9 de la
seccién 6.3 son linealmente dependientes. Ademds, si un espacio vectorial Ves de di-
mensién n, entonces ninglin conjunto de n — 1 vectores en V puede generar a V (ejer-
cicio T4); en el ejemplo 3 de la seccién 6.3, se mostré que los polinomios p (1) y pa(r)
no generan a P,, que es de dimension 3.

A continuacion enunciaremos un teorema que serd utilizado repetidamente para
construir una base que contenga un conjunto dado de vectores linealmente indepen-
dientes. La demostracion se propone como ejercicio (ejercicio T.5). En el ejemplo que
sigue al enunciado del teorema se siguen completamente los pasos requeridos en la

prucba.

Si § es un conjunto de vectores linealmente independientes en un espacio vectorial de
dimension finita V, existe una base T para V, que contiene a §. u

Fl teorema 6.8 establece que un conjunto linealmente independiente de vectores
en un espacio vectonal V puede extenderse a una base para V.

Suponga que queremos construir una base para R*, que contenga a los vectores v, =
(1,0,1,0)y va=(-1,1,-1,0).

Utilizamos el teorema 6.8 como sigue. Primero, sea {e;, €2, €3, €4} la base cané-
nica para R, donde

e|=(!-0‘0|0)1 e'_!:@o't()!O)l e:‘:(OIO'lOO)
e; = (0,0,0,1).

Formamos el conjunto S = {v,. v, €|, €,, €3, € }. Como {e,, e,, €3, €} genera a R,
también S lo genera, Ahora determinaremos, de acuerdo con la demostracién alternati-
va del teorema 6.6, una base para R' constituida por vectores de S. La ecuacién (3),

CVy + C2V2 + €301 + 482 + cses + cgey = 0,

conduce al sistema homogéneo

ct—C+cs =0
-9 + €4 =0
Cy — € F cy =0
c6 =1

Al transformar la matriz aumentada a la forma escalonada reducida por filas, obtene-
mos (verifique)

I 0 0 1 1 0310
01 0 1 0 010
0 0 1 0 -1 010
0O 0 0 0 0 10

Como los niimeros 1 principales aparecen en las columnas 1, 2,3 y 6, podemos concluir
que {v,, v,, €|, €4} es una base para R* que contiene a v, y a v,, tal como se pide. B
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Demostracion

EJEMPLO 10

EJEMPLO 11

EJEMPLO 12

De acuerdo con la definicién, un conjunto de vectores en un espacio vectorial Ves
una base para V si genera a V y es linealmente independiente. Sin embargo, si sabemos
que la dimension de V es n,y el conjunto tiene n vectores, s6lo necesitamos verificar
una de las dos condiciones, de acuerdo con el teorema siguiente.

Sea V un espacio vectorial de dimensibn ny sea S = {¥;,¥2, ..., ¥,} wn conjunto de
nvectores en V.

(a) Si$ es linealmente independiente, entonces es una base para V.
(b) Si S genera a V, entonces es una base para V.

Ejercicio T6. -

La siguiente es una aplicacién particular del teorema 6.9, Para determinar si un
subconjunto S de R" es una base para R”, contamos el niimero de vectores en §. Si tie-
ne n vectores, utilizamos la parte (a) o la parte (b) del teorema 6.9 para determinar si §
es 0 no una base; si no tiene n vectores, no es base para R". (;Por qué?) La misma li-
nea de razonamiento se aplica a cualquier espacio o subespacio vectorial cuya dimen-
sién sea conocida.

En el ejemplo S, W = gen S es un subespacio de R*, de modo que dim W = 4. Como §
tiene cinco vectores, el corolario 6.1 muestra que S no es una base para W. En el ejem-
plo 2, como el conjunto S contiene cuatro vectores y dim R* = 4, es posible que S sea
una base para R*. Si § es linealmente independiente o genera a R*, es una base; en ca-
so contrario, no lo es. Es decir, sélo necesitamos verificar una de las condiciones del
teorema 6.9, no las dos. 2

BASE Y DIMENSION EN B” (OPCIONAL)
Las definiciones y teoremas de esta seccion son vilidas para espacios vectoriales en ge-
neral, y en consecuencia lo son para B” con la condicién de que se utilice aritmética bi-

naria. En los ejemplos 11 a 15 se ilustran los conceptos estudiados en esta seccion, para
el espacio vectorial B".

Los vectores

ool wefl

forman una base para B”; los vectores
1 0
b| =10 b: =1 Y by=|0
0 0 !

forman una base para B y, en general, las columnas de /, forman una base para B”.

Cada uno de estos conjuntos de vectores se denomina base candnica, base estandar o
’. .

base natural para B>, B® y B”, respectivamente. @

La dimensién de B’ es 2, la dimensién de B es 3 y, en general, la dimensién de B” es
n;esto es, B” es un espacio vectorial de dimension finita. =



EJEMPLO 13

Soluciéon

EJEMPLO 14

EJEMPLO 15

Solucién
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Muestre que el conjunto § = {v, v2, v3}, donde

1 0 0
vi= 11l =] y wa=|1
0 | 0

es una base para B

Para mostrar que § es linealmente independiente, formamos la ecuacién

CiVy + vy + Cc3V3 = 0
y la resolvemos para ¢y, ¢; y ¢3. Al sustituir vy, va y v3, obtenemos el sistema lineal
(verifique)

C) =0

C1 T8 C% =0

lor) =0

que tiene como Gnica solucion ¢ = ¢ = 3 = 0, lo que muestra que § es linealmente
mndependiente.
Con base en el teorema 6.9(a), S es una base para B°. E

En el ejemplo 14 de la seccién 6.2, se demostré que W = {w, wa, w3, wy}, donde

0 1 0 1
wi=|0|, wa=|[0], w3=]1I y wy=|1
0 0 0 0

es un subespacio de B .Se sigue, entonces, que {w>, w3} es una base para W (verifi-
que) y por lo tanto dim W = 2. 8

Sea § = {v,, ¥, ¥3, V4 }, donde

(e R

Determine si § es una base para B*.

Debemos determinar si S genera a B” y si es linealmente independiente. Si w =

BLn oD

es un vector cualquiera en B* sean ¢y, €3, ¢3 y ¢4 digitos binarios tales que
CIVp +Ca¥y + C3¥V3 + CqV4 = W,

Al sustituir vy, v2, ¥3, V4 Y W, obtenemos el sistema lineal (verifique)

Cl b =a
C2 + €3 =b
(] +c4=¢C

c1+¢1 =d,
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Formamos la matriz aumentada y utilizamos operaciones fila: sumar la fila 1 a la fila 4,
sumar la fila 2 a la fila 3 y sumar la fila 2 a la fila 4, pama obtener la matriz aumentada
equivalente (verifique)

1 01 0 a
01 1 0} b
001 1! b+tc
00 0 0ta+b+d

Este sistema es inconsislente si la eleccion de digitos binarios a, b y des tal quea + b +
d # 0. Por ejemplo, si

el sistema es inconsistente; por lo tanto S no genera a B y no es una base para B'. =

Términos clave

Base

Base candnica (estdndar o natural)
Espacio vectorial de dimensién finita

Espacio vectorial de dimensién infinita
Dimensidn

6.4 Ejercicios

1. ;Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son bascs ) Br+2+ 1L, +14+1,741)

para R*?

(@) {(1.3).(1, =D}

(b) {(0.0),(1,2),(2.4))
(c) {(1.2).(2, -3),(3.2))
(@ (1.3).(-2.6)}

2. ;Cuidles de los siguientes conjuntos de vectores son bases

para R*?

(@ ((1,2,0)(0, 1, =D}

5. (Cudles de los siguicntes conjuntos de vectores son bases
para P3?

@ [ +2% 430,20 + 1,60 + 87 + 61 + 4,
P42 +1+1)

M) P+ 4+ L0 = L1407 4)

© [P+ +r+ 1,2 +27 +1+3,
2+ P24+ 42,0+ + U +2)

D =00+ +L1-1)

(®) (1.1, -1)(2,3,4),(4, 1, -1),(0, 1, =D }

(©) ((3.2.2).(=1.2,D.(0,1,0)}

6. Demuestre que las matrices

(d) {(1,0,0),(0,2, =1),(3,4, 1),(0, 1,00} ' 0 0 1 0 0 1
3. (Cuiles de los siguicntes conjuntos de vectores son bascs [0 0]' [1 |]' [0 ;]- [1 |]

para R*?

(@ §1,0,0,1),(0,1,0,0).(1,1, 1, 1).(0,1. 1, 1)} forman una base para ¢l espacio vectorial Ms,.

(b) [(]v_llol 2)!(3. ""I.2. l}l( I.U.o. l)]

(©) 1(-2,4,6,4),(0,1,2,0),(-1,2,3,2),
(=3,25,6),(-2,-1,0,4)]

En los ejercicios 7 y 8, determine cudl de los subconjunios
dados forma una base para R*. Exprese el vector (2, 1, 3) como
combinacion lineal de los vectores en cada conjunio que sea

(d) {(0,0, !- l)!(" lv ]» lr 2)‘-{ ly 190‘0)|{ 2‘ !v 2‘ l)l’ maba“.
4. (Cudles de los siguientes conjuntos de vectores son bases

para P,?

7. (a) K1, 1,1),(1,2,3),(0, 1,0}

@) (-P+1+22F +2+3,4r = 1) () K1,2,3).(2,1,3),(0,0,0)}

®) (P42 —-1,2743r-2)

8' (a) [2$ 1‘3).( tszﬂ l).( 1' I'4)'{ lr so l)l

() (P4 1,307+ 2,33 4+ 20 41,67 + 61 + 3) ®) (1,1,2)(2,2,0),(3.4, 1)}



En los ejercicios 9 v 10, determine cudl de los subconjunios
dados forma una base para P,. Exprese 5% - 3t + 8 como
combinacion lineal de los vectores en cada subconjunto que
sea una base.

9. (@) (P +1.0—1,1+1)
®) (P +1,1-1)
10, (a) (P 41,0317 + 1)
) (P + 1,17 —1+1)
11. Sca § = {v;, v,, ¥3, ¥4}, dondc

vy=(1,2,2), vw=0(,21),

vi=(11,10,7) vy vy =(7,6,4).
Determine una base para el subespacio de R, W = gen S.
¢ Cudl es dim W?

12, Sca § = {v;,v3, V1, ¥4, vs}, donde

vi=(1,1,0,-1), vw=0,121),

vy=(1,0,1,-1) yvs=(,1,-6,-3)
y vs = (=1, =5, 1,0). Determine una base para ¢l sub-
espacio de R, W = gen §. ;Cudl es dim W?

13. Considere ¢l siguiente subconjunto de Py:
S={P+L-2+1,P+1,£-20,28 + 32 -4t + 3).
Determine una base para el subespacio W = gen §. ;Cudl
esdim W?

14, Sea

s=I{{' Of [ ] [t 1] [-! 1
e e oot ot =1yt
Determine una base para ¢l subespacio W = gen § de My,

15. Determine una base para M. ;Cuil es la dimensién de
M»3? Generalice a M.

16. Considere el siguiente subconjunto del espacio vectorial de
todas las funciones con valores reales
§ = {cos’t, sen’t, cos 2t).

Determme una base para el subespacio W = gen §. ;Cudl
es dim W?

En los ejercicios 17 y 18, determine una base para los subespa-
cios dados de R® y de R*.

17. (a) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢), donde
b=a+c
(b) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢),donde b =a

(c) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢), donde
2a+b-c=0

18. (a) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢), donde a =0
(b) Todos los vectores de laforma(a+ c.a—- b, b + ¢,

—a + b)
(¢) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢), donde
a-b+5=0
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En los ejercicios 19 v 20, determine las dimensiones de los su-
bespacios dados de R*.

19. (a) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢, d), donde
d=a+b
(b) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢, d), donde
c=a-byd=a+b
20. (a) Todos los vectores de la forma (a, b, ¢, d),donde a = b
(b) Todos los vectores de la forma
(a+c,—a+b,—b-c,a+ b+ 20)

21. Determine una base para el subespacio de P, formado por
los vectores de la forma ar® + bt + ¢, donde ¢ = 2a - 3b.

22, Determine una basc para ¢l subespacio de Py formado por
los vectores de la forma ar’ + bf’ + ¢ + d.donde a = b
yc=d.

23. Determine las dimensiones de los subespacios de R® gene-
rados por los vectores del cjercicio 1.

24. Determine las dimensiones de los subespacios de R? gene-
rados por los vectores del ejercicio 2.

25, Determine las dimensiones de los subespacios de K gene-
rados por los vectores del ejercicio 3.

26, Dcetermine la dimension del subespacio de P, formado por
los vectores de la forma ar® 4 bt + ¢,donde ¢ = b - 2a.

27. Determine la dimension del subespacio de P; formado
por los vectores de la forma ar® + br" + ¢t + d.donde
b=3a-5dyc=d+ 4a.

28. Determine una base para R que incluya a los vectores
(@) (1,0,2)
(b) (1,0,2)y(0.1,3)

29, Determine una base para R* que incluya a los vectores
(1,0, 1,0)y (0. 1, =1,0).

30. Determine todos los valores de a para los cuales
{(@*,0,1),(0,a,2),(1,0, 1)} cs una basc para K*.

31. Determine una base para el subespacio W de Mi; formado
por las matrices simétricas.

32. Determine una base para ¢l subespacio de My formado
por las matrices diagonales.

33. Proporcione un cjemplo de un subespacio de R, de
dimensién 2.

34. Proporcione un ejemplo de un subespacio de P3,de
dimensién 2.

Fn los ejercicios 35 y 36, determine una base para el plano
dado.

35, -3y +4z=0,

37. Determine si los vectores

HAH

mnunabasepam&’.

3. x+y-3k=0.
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38. Determine si los vectores

1 1 0
1 0. 1
0 0 |

son una base para B°,

39. Determine si los vectores

1 1
0 1
of" 1|* E1 I 0
l 0

son una basc para B*,

ﬂl

Determine si los vectores

|
1
0 *
1

son una base para B*,

Ejercicios tedricos

T.1.

TJ.

Ta.

TA.

TS.
T.6.
T.7.

TA.

TS.

T.lo.

T.11.

Suponga que en ¢l espacio vectorial no nulo V, el méximo
nimero de vectores en un conjunto lincalmente indepen-
diente es m. Demuestre que cualquier conjunto con m
vectores linealmente independientes en V es una base
para V.

Demuestre que si V es un espacio vectorial de dimensién
finita entonces todo subespacio no nulo W, de V, tiene
una base finita y dim W = dim V.

Muestre que si dim V = n, entonces cualesquicran + 1
vectores en ¥ son linealmente dependientes.

Demuestre que si dim V = n, entonces ningiin conjunto
con n — 1 vectores de V puede generar a V.

Pruebe ¢l teorema 6.8,
Pruebe el teorema 6.9,

Muestre que s1 W es un subespacio de un espacio
vectorial de dimensién finita V ydim W =dim V,
entonces W=V,
Muestre que los subespacios de R® son {0}, R', todas
las rectas que pasan por cl origen y todos los planos que
pasan por el origen.
Demuestre que si {vy, V1, ..., v, } es una base para un
espacio vectorial V y ¢ # 0, entonces {cv, Vo, ..., V,}
también es una base para V.
Sca § = {v,, ¥2, v3} una basc para un espacio vectorial V.
Muestre que T = {w;, w,, w3}, donde

W=V +Vvy+ Vs,

W)=V 4+ V3

y
wi="
también es una base para V.
Sea
S={v. Vs ..., ¥}

un conjunto de vectores no nulos en un espacio vectorial
V. y suponga que cada vector en V puede escribirse de

T.12.

T.13.

T4,

T.15.

T.16.

T17.

una y s6lo de una forma como combinacién lineal de los
vectores de S. Muestre que § es una base para V.

Suponga que
+Va)

es una base para R". Muestre que si A es una matriz no
singular de n x n, entonces

{'l.'v'l»- .

{Av|, Av,y, ..., AV, }

también es una base para R". (Sugerencia: vea el ejercicio
T.10 de la seccién 6.3)

Suponga que

+Va}

es un conjunto lmealmente independientes de vectores
en R", y que A es una matriz singular. Demuestre o refute

que

491 %2000

{Av), Avy, . .., AV,)

s lincalmente independicnte.

Muestre que el espacio vectorial P de todos los polinomios
no es de dimensién finita. [Sugerencia: suponga que
{p1(D, pp(1), . .., pu(n)} es una base finita para P. Sea

d; = grado p(r). Establezca una contradiccion. |

Muestre que el conjunto de vectores en P,
Wt 1),

cs lincalmente independicnte.

Mugcstre que si la suma de los vectores v, v,,..., vV, de

B”" es 0, entonces estos vectores no pueden formar una

base para B".

Sca § = {v;, ¥, ¥3} un conjunto de vectores en B°.

(a) Determine vectores lincalmente independientes v,
Va, ¥y lales que vy + vy + vy # 0.

(b) Determine vectores linealmente dependientes vy, vs,
vy tales que vy + va + v3 # 0.



Ejercicios con MATLAB

El uso de MATLAB en esta seccion tiene como requisito la sec-
cidn 10.7. En los ejercicios siguientes relacionamos la teoria
desarrollada en ral seccion, con los procedimientos computacio-
nales de MATLAB que ayudan en el andlisis de la situacion.

La definicion de base requiere que para determinar si un
conjunto § = {Vy, V1, ..., Vi} es una base para un espacio vec-
torial V. mostremos que gen § = V'y que S es linealmente inde-
pendiente. Sin embargo, el teorema 6.9 muestra que si sabemos
que dim V =k, sdlo necesitamos establecer que gen § = Vo que
S es linealmente independiente. En esie caso especial, la inde-
pendencia lineal se analza con facilidad con el comando rref
de ManLas, Consiruya el sistema homogéneo Ax = 0 asociado
con la pregunta sobre independencia o dependencia lineal.
Entonces, S es linealmente independiente si y sélo si

e ]

Aplique este caso especial, si ello es posible, en los ejercicios
ML.1 a ML .6; en caso contrario, determine, en la forma con-
vencional, si § es una base para V.

ML.I §S={(1,2,1),(2,1,1),(2,2, )}en V =R".
ML2, S={2-2,f-%+1,27-8t+4}en V=P,
ML3. §={(1,1,0,0),(2,1,1, =1),(0,0,1,1),(1,2,1,2)}

enV=R*

MLA4. 5= {(1,2,1,0),(2,1,3,1),(2, -2,4,2)} en
V =gen §.

MLS. §={(1,2,1,0),(2,1,3,1),(2,2,1,2)} en
V =genS.

ML.6. V = ¢l subespacio de R’, formado por los vectores
(a,b.c)talesque b=2a-cyS={0,1,-1),
(1,1, H).

3 SISTEMAS HOMOGENEOS
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En los ejercicios ML.7 a ML.9 utilice el comando rref de
MATLAB para determinar un subcorjunio de S que es una
base para gen S. (Vea el ejemplo 5.)
ML.7. §={(1,1,0,0),(=2,-2,0,0),(1,0,2, 1),
2,1,2,1),(0,1, 1, Dh}.
{Cudl es dim gen §? ;Es gen § = R*?

s [} 3101 3L 3
Ho )

(Cual es dim gen S? ;Es gen § = M»,?
MLY. Sea$§={r-2,2—-1,&-2,/ -1+ 1,/ 4+ 2+ 1}.
(Cudl es dim gen 5? ;Es gen § = P,?

Una interpretacion del teorema 6.8 es que cualquier conjunto
linealmente independiente S de un espacio vectorial V puede ex-
tenderse a una base para V. Siguiendo las ideas del ejemplo 9,
utilice el comando rref de MATLAB para extender S a una base
para V, en los ejercicios ML.10 a ML.12.

ML.10. §={(1,1,0,0),(1,0,1,0)}, V= R'
MLIL S={f -1+ 1,7 +2},V="P,

ML.12. §={(0,3,0,2,-1)},
V = el subespacio de R® que consta de todos los vecto-
res de la forma (a,b, c,d,e),dondec c=ay b =2d + e.

Los sistemas homogéneos desempeiian un papel central en dlgebra lineal, como se verd
en ¢l capitulo 7. Allf se integrardn los fundamentos del tema, para resolver un impontan-
te problema presente en una amplia variedad de aplicaciones. En esta seccién trataremos
varios problemas que involucran sistemas homogéneos, y que serin fundamentales en
el capitulo 7. Centraremos la atencidn en estos problemas, sin distraemos con el mate-
rial adicional del capitulo 7.

Consideremos el sistema homogéneo

Ax =0,

donde A es una matriz de m x n.En el ejemplo 9 de la seccién 6.2 se observo que el
conjunto de soluciones de este sistema homogéneo es un subespacio de R". Un pro-
blema de imponancia fundamental, y que aparecerd repetidamente en el capitulo 7, es
determinar una base para dicho espacio solucién. Para encontrar tal base utilizamos el
método de reducadn de Gauss-Jordan que se present en la secadn 1.5, Debemos trans-
formar la matriz aumentada [A : 0] del sistema, en una matriz [B | 0] en forma escalonada re-
ducida por filas, y con r renglones no nulos, 1 = r = m. Sin péndida de generalidad
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pademos suponer que los unos (1s) principales de las r filas no nulas de B aparecen en

las primeras r columnas. Sir = n, entonces

n
10 0
0 1 0
[B:0]=|0 0o ... o
0 0
0 0

0]

y la dnica solucién de Ax = 0 es la solucién trivial. El espacio solucién no tiene base

(en ocasiones se habla de una base vacia), y su dimensién es cero.

Si r < n,entonces

n
[Y B D =5 0 dre bin
0 1 0 -+ 0 by bon
0 0 1 0 :
o= :
| ] 0 0 0 .. ‘ brr+| brn
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Al despejar las incGgnitas que corresponden a los unos (1s) principales, tenemos

X1 = —b1,41Xr41 — b1r42X,42 — -+ — DinXa
X2 = _'b'.‘r+l'rr+l - b3r+2-tr+'.' R s b?nxn
X, = _brf-l-l—rr-thl = brr+?.xt+2 - = bl’ﬂ"tfl'

donde a X, |, X, 42,. . . , X, 5¢ les pueden asignar valores reales arbitrarios s;, donde
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j=12,...,p,dondep =n —r. Asi,

- X 7] -—bl:+|51-b|,+232_.,._blusp_
X2 —by 4151 — b2,4282 — - — Sy
X = X, e =0 r4181 — b.r rp28) = es = bm-fp
-rr+l _']
x'+2 53
- xﬂ - - “P |
-_bl "H-‘ -_blr+2-| -—b;,‘-
_b2r+i _b3r+.'-'. _b?_.u
=0 r 41 _brr+3 _le
5 ! +5 0 ¥ i 0
= A )
l 0 : | * P 0
0 0 0
0 0 0
L 0 | | 0] 1

Dadoque s;,5,, .. ., 5, pueden tomar valores arbitrarios, elegimos los siguientes:

s1=1, 2=0, ... sp=10
5y =0, ¥ =1, sp=0
51=0, s$2=0, ..., Sp-1 =0, $p=1,

con los cuales se obtienen las soluciones

-_blr-ﬂ- H-blr+2“ —_blu-—
_b'lr+l _b2r+2 "‘mu
_’br r+l ""brrﬁ-'.’ '_'bur
1 0 0
X = 0 ' X = 1 ’ ’ KF = 0
0 0 0
0 0 0
| 0 [ 0 L. & ]
Como
X =51X] + 2% + A SpXp,
entonces {X, X2, . .. ,X,} genera el espacio solucion de Ax = 0. Ademads, si formamos
la ecuacién

ax;+ oxz+ -+ cpx, =0,



268 Capitulo 6 Espacios vectoriales reales

la matriz de sus coeficientes es la matriz de columnas x;, x5, ..., X,. Observando las
filasr + 1,r+ 2,...,nde esta matriz, se concluye facilmente que
cg=c="""=¢=0.

Por lo tanto, {x;, X3, . . ., X,} es también lincalmente independiente y constituye una
base pam el espacio soluaén de Ax = 0, el espacio nulo de A.

El procedimiento para determinar un base para el espacio solucion de un sistema ho-
mogéneo Ax = 0 —o espacio nulo de A— donde A es una matriz de m x n, es el si-
guiente,

Paso 1. Resolver el sistema homogéneo dado, mediante reduccién Gauss-Jordan. Si

en la solucién no hay constantes arbitranias, el espacio solucién es {0}, no tiene una

base, y su dimensidn es cero.

Paso 2. Si en la solucién x hay constantes arbitrarias, se escribe X como combina-

cién lineal de los vectores X;, X;, . .., X, CON 5y, 57, . . ., §, como coeficientes:
X=51X) + 52% + " 5X,.

Paso 3. El conjunto de vectores {X;, X, ...,X,} es una base para el espacio solu-

cién de Ax = 0; la dimension del espacio solucién es p.

Observacion Suponga que en el paso 1 la matriz en forma escalonada reducida por filas, obtenida a
partir de [A © 0], tiene r renglones no nulos (es decir, tiene r unos principales). Enton-
ces p = n — r,esto es, la dimension del espacio solucién es n — r. Ademas, una solu-
¢ién x para Ax = 0 tiene n — r constantes arbitrarias.

DEFINICION  Si A es una matriz de m x n, llamaremos nulidad de A ala dimension del espacio nu-
lo de A. La denotaremos por nulidad A.

Observacion La nulidad de una matriz A es el nliimero de constantes arbitrarias presentes en la solu-
¢ion del sistema homogéneo Ax = 0.

m Determine una base y la dimensién del espacio solucidén W del sistema homogéneo

1 1 4 1 29[x 0
0 1 2 1 1||x 0
0 0 0 1 2||lxm|=][0
I -1 0 0 2||x 0
2 6 0 1 0

XS5

Solucién Paso 1. Para resolver el sistema dado por el método de reduccién de Gauss-Jordan, de-
terminamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada. Es la si-

guiente (verifique)
1 0 2 0 1:0
0 1 2 0o -1:0
O 0 0 1 2:0
0O 0 0 0 0.0
o 0 0 0 0.0



EJEMPLO 2

Solucién
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Entonces, toda solucion es de la forma (verifique)

~2s —t
—25 +t
X = 5 = (l)
-2t

t

donde s y ¢ son niimeros reales arbitrarios.
Paso 2. Como todo vector en W es una solucion, la forma de tal vector estd dada por
la ecuacion (1), es decir, todo vector en W puede ser expresado como

-1
1
+r| Of. (2)
-2
1

»

Il

“
==l SN

Dado que s y f pueden tomar valores arbitrarios, tomemos primero s = 1y t =0,y des-
pués s =0y r= 1, en la ecuacién (2). Asi obtenemos las soluciones

-2 —1
2 1
x| = I y X= 0
0 -2
0 1
Paso 3. H conjunto {xy, X»} es una base para W,y dim W = 2, |

Con el ejemplo siguiente ilustramos una clase de problemas que tendremos que re-
solver con frecuencia en el capitulo 7.

Determine una base para el espacio solucién del sistema homogéneo (Afz - A)x = 0 pa-
ral= -2y

-3 0 -1
A= 2 1 0
0 0 -2
Formemos la matriz —2/5 — A:
1 0 0 -3 0 -1 1 0 1
-210 1 0] - 2 1 0|l=|-2 -3 O
0 0 | 0 0 -2 0O 0 0

Como la dltima matriz de la derecha es la matriz de coeficientes del sistema homogé-
neo, transformaremos la matriz aumentada

-

1 0 1 0
-2 =3 0:90
O 0 0:0

a la forma escalonada reducida por filas. Obtenemos (verifique)

1 0 1:0
0 1 -%:0
0 0 0:0
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EJEMPLO 3

Solucién

Entonces, toda solucién es de la forma (verifique)

-

g1

"
I
wid

s

donde s es cualquier niimero real. Esto indica que todo vector en la solucién puede es-
cribirse como

y, en consecuencia,

— b —

es una base para el espacio solucién. n

Otro problema importante que resolveremos con frecuencia en el capitulo 7 se ilus-
tra en el ejemplo siguiente.

Determine todos los niimeros reales A tales que el sistema homogéneo (Al — A)x =0
tiene una solucidn no trivial, si

Formemos la matriz A/, — A:

do 1[5 )= 3)

H sistema homogéneo (il; - A)x = O es

A—1 -5 X) 0
3 A4l)|xx| " |O]
De acuerdo con el corolario 3.4, este sistema homogéneo tiene una solucion no trivial
si y sélo si el determinante de la matriz de coeficientes es cero; esto es si y sdlo si

det ( [}':31 ;—_51]) -

osi y sdlo si

A—DA+D—-15=0
A2-16=0
A =4 o )=-4,

Entonces, cuando 4 = 4, o cuando 4 = —4, ¢l sistema homogéneo (A/; — A)x = 0 tie-
ne una solucién no trivial, para la matriz dada A. @



EJEMPLO 4

Figura 6.9 »
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RELACION ENTRE SISTEMAS LINEALES NO HOMOGENEOS
Y SISTEMAS HOMOGENEOS
Se observé en la seccién 6.2 (vea el comentario a continuacion del ejemplo 9) que si
A es una matriz de m x n, el conjunto de soluciones del sistema lineal Ax = b, b # 0 no
es un subespacio de R”. El ejemplo siguiente ilustra una relacion geométrica entre el

conjunto de soluciones del sistema no homogéneo Ax = b, b # 0y el conjunto de so-
luciones del sistema homogéneo asociado Ax = 0.

|

E conjunto de soluciones de este sistema lineal consta de los vectores de la forma

2—2r+43s
X= r
5

(verifique), que puede escribirse como
3
+s5|0].
1

2 a*
x=|0]|4+r
0

H conjunto de soluciones del sistema homogéneo asociado es el subespacio bidimen-
sional de R* formado por los vectores de la forma

[

Este subespacio es un plano I'1; que pasa por el origen; el conjunto de todas las soluciones
del sistema no homogéneo dado es un plano IT; que no pasa por el origen y que se obtiene
desplazando a Il paraldamente a sf mismo. Esta situacion se ilustra en la figura 69. B

Considere el sistema lineal

[ YN
LL
C W

- deninisy

TR
o m
- o =

e

I

e

(U S

(=R &

(4]
e

X X
I, es ¢l espacio solucién para Ax = 0. M, ¢s cl conjunto de soluciones para Ax = b,
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EJEMPLO 5

El resultado siguiente, de importancia en el estudio de ecuaciones diferenciales,
se presenté en la seccion 1.5; su demostracion se dejé como ejercicio T.13 de esa
seccion.

Si x,, es una solucién particular del sistema no homogéneo Ax =b,b # 0y x; es
una solucion del sistema homogéneo asociado Ax = 0 entonces x, + x;, es una solu-
cién del sistema dado Ax = b. Ademds, toda solucién x del sistema lineal no homogé-
neo Ax = b es de la forma x,, + x;,donde x,, es una solucion particular del sistema no
homogéneo y x; es una solucidn del sistema homogéneo asociado Ax = 0. Asi, en el
cjemplo 4,

2 -2 3
x, = |0 Yy Xy =71 1|+s]|0
0 0 1

donde ry s son nimeros reales cualesquiera.

Considere el sistema lineal

xXp + 2xs —3xg4+ x5 g2
X1 4+2v+x3—3x4+ x5+ 2y =3
Xy + 2x; - 3xs+ 255+ x=4

3x; + 6x2 +x3 — Oxq4 4+ 4xs + 3x5 =9,

que se definié en el ejemplo 10 de la seccién 1.5, Alli determinamos que una solucién
para el sistema lineal esta dada por

[r 4+ 35 — 217 07 [(r 4+ 35 — 217]
! 0 !
o 1—2r _ 1 i —2r
§ 0| §
2—r 2 —-r
B r I 0] L r |

donde r, 5 y 7 son niimeros reales cualesquiera. Sean

07 [r + 35 — 217
0 t
1 2r
=10 Yy = s
2 —r
Entonces x = x;, + x;,. Ademds, X, & una solucién particular del sistema dado (verifi-
que) y X es una solucién del sistema homogéneo asociado. =}

SISTEMAS HOMOGENEOS BINARIOS (OPCIONAL)

La diferencia principal entre los sistemas homogéneos reales y los sistemas homogéneos
binarios es que si un sistema homogéneo binario tiene una solucién no trivial, entonces
el niimero de soluciones no triviales es finito, y no infinito como sucede en los sisternas
homogénecos reales. El conjunto de todas las soluciones de un sistema homogéneo bina-
rio es un subespacio, y ese subespacio contiene un nimero finito de vectores.
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Determine una base para el espacio solucion W del sistema homogéneo binario

=

X

0
0.

y +
X = E

ba e
I

Formamos la matniz aumentada y determinamos su forma escalonada reducida por fi-
las, para obtener (verifique)

0 0

1 I
01 1:0
00 0:0
Entonces,x = —zy y = —z,donde z es 0 o 1. (Recuerde que el negativo de un digito
binario es él mismo.) Por lo tanto, el conjunto de soluciones consta de todos los vectores

2 0 1
de B de laforma | z |, de modo que existen exactamente dos soluciones | 0 | y | 1
b4 0 1
1
Una base para el espacio solucién es 1|3, (Verifique.) B

Fn el ejemplo 21 de la seccién 1.5 mostramos que el sistema homogéneo binario co-
mespondiente a la matniz aumentada

1 01 1:0
1 1.0 0:0
0O 111:0
tiene la forma escalonada reducida por filas
1 01 1:0

01 1 1:0
00000

Esto indica que hay dos digitos binanios arbitrarios b, y b, en la solucidn (verifique),
dada por

by + b2
| +b
=5 (3)
by
La ecuacion (3) puede escribirse como
x =b + by

)
— ) - -

de modo que

C
— e —
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EJEMPLO 8

es una base para el espacio solucion W. (Verifique.) Existen exactamente tres solucio-
nes no triviales: una para cada una de las elecciones by =0,b, = 1; by =1, b, =0; ¥
b, = by = 1. Por lo tanto,

oo oC

Y -

Sea Ax = b un sistema binario tal que la forma escalonada reducida por filas de la ma-
triz aumentada [A © b]esta dada por

10
0 1
0 0

=0

1 0
1 i1
0 0:0
El sistema no homogéneo correspondiente, de dos ecuaciones con cuatro incégnitas,

puede expresarse en la forma

X +n =:0
X+x3+x4=1.

Se concluye entonces que la solucion involucra dos digitos binarios arbitrarios puesto
que
X = —X3
Xg=—x3—-Xa+ 1.

Sean x3 = b, y x4 = b, (recuerde que el negativo de un digito binario es él mismo). En-
tonces tenemos la solucion

by
_ | i+ b+
o
b,
Una solucién particular es
0
Xp =

=

y la solucidn del sistema homogéneo correspondiente es

|

1
x&=bl 1 + b2

0

Términos clave

Nulidad



2 -1 =2
A=]-4 2 4.
-8 4 8

(a) Determine el conjunto de soluciones de Ax = 0.

(b) Exprese cada solucién como combinacidn lineal de dos
vectores en R,

(¢) Grafique estos vectores en un sistema de coordenadas
tridimensional para mostrar que ¢l espacio solucién es
un plano que pasa por el origen.

2. Sea
1 1 =2
A=|-2 =2 4
-1 =1 2

(a) Determine el conjunto de soluciones de Ax = 0.

(b) Exprese cada solucién como combinacién lineal de dos
vectores en R,

(c) Grafxjue estos vectores en un sistema de coordenadas
tridimensional para mostrar que ¢l espacio solucién es
un plano que pasa por el origen.

En los ejercicios 3 a 10, determine una base y la dimension del
espacio solucion del sistema homogéneo dado.

J nt+non+an+u=0
ry+n-x+x0u=0

U -t =2 1qE_[o
13 =8 2 o0 221"

5. xi+42v:- x34+3x =0
2ty 4+ 20— a4 2u=0
X +3In+3u=0

6. - v:+2u+3+4xs=0
—x1 4+ 202 + 3xy +dxg + Sxs =0
X = X2 4 3x; + Sxy 4+ 6x5 =0
Ixy —dn + 0+ 2+ 3xs =0

7.

—_—ad D =

2 1
1 2
3 3
-1 =1

(=00 S ]
-
by
I
cCoC

o
L} L}
e b -
——
[ PR
| S |
- -
D N
 I————
|
. p——

5 TR T (e )
o [0 2 2 -2 —1[|T]_|o
‘12 6 2 -4 1||®]|%|o0

1 4 o0 -3 o][|™ 0
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§ g =8 =2 1 "“ 0
} 2 =4 A 3 412 0
10. |-2 -4 6 4 -3 2/|®]|=]o0
0 0 -1 S5 1 9 f‘ 0
] 2 -3 =2 0 7 4 0
Xe,

En los ejercicios 11 y 12, determine una base para el espacio
nulo de la matriz A dada.

-l 2 3 -1
2 3 2 o0

ILA=|3 4 1
1 1 =1 1
-1 2 10
2 0 1 -1 3

kst =1 3 3
4 -2 5 1 3
f 3 wd =5 6

En los ejercicios 13 a 16, determine una base para el espacio
solucion del sistema homogéneo (A1, — A)x = 0 para el escalar
4 dado y la marriz A dada.

3 2
13.1:]..4:[1 2]

-4 =3
l4.l=—3.A=|: > 3]

[0 0 1
1. L =1, A= |1 0 -3
0 1

0 1 =1

1 1 -
16. .=3,A=|-1 2 1

En los ejercicios 17 a 20, determine todos los mimeros reales
A tales que el sistema homogéneo (I, — A)x = 0 tiene una

solucidn no trivial.
2 3 3 0
17. A= [2 _3] 18. A = [2 _2]

0O 0 0 -2 0 0
19. A=|0 1 -1 20 A=| 0 -2 -3
1 0 0 0 4 5

En los ejercicios 21 v 22, resuelva el sistema lineal dado y es-
criba la solucion x como X = X, + X, donde X, es una solucién
particular del sistema dado y X, es una solucion del sistema ho-
mogéneo asociado.

2l, x+2y—- z—- w 3
X+ y+3z+42uw=-2
2x = y+ 4z 43w ]

2x =2y + Bz + 6w =~—4

2, x- y+2z4+2w=1
“x+2y+3z4+2w=0
& +2y+ 2 =4

o
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En los ejercicios 23 a 26, determine una base y la dimension
del espacio solucion del sistema homogéneo binario dado.

23. X+ X2 +.f.g=0
X, +x+x,=0
X1 +x4+x = {

-
-
(== =]
- b
O o b
——
poad

i
[l

Xy

Xz 0
xl=|0
Xs 0

X35

O e
—o—l
——
-0
O -

zs.[

SO0 = -
O ==
©—==o0
—-——0 0
- -0 09
&
Il
cooo o

En los ejercicios 27 y 28, resuelva el sistema binario dado v es-

criba la solucién x como X, + X.

B’ 0
]
0

Kil

X1 1
X2 |
X3 0

0

4

n.

DD =
- - e

S —=—
-——oo
ceocoo
S -0~
oy
]

Ejercicios tedricos

T.1. Sca § = {x;,X3,...,%;} unconjunto de soluciones de un
sistema homogéneo Ax = 0. Demuestre que todo vector
en gen § es una solucion de Ax = 0.

T.2. Demuestre que si la matriz de coeficientes A de n x n del
sistema homogéneo Ax = 0 tiene una fila o columna de
ceros, entonces Ax = 0 tiene una solucion no trivial,

(b) Sca A un matriz no nula de 3 x 3 y suponga que
Ax = 0 tiene una solucién no trivial. Demuestre
que la dimensién del espacio nulode A es 1 0 2.
TA. Ay Bson dos matrices de m x n cuyas formas escalona-
das reducidas por filas son las mismas. ;Cudl es la rela-
cién entre el espacio nulo de A y el espacio nulo de B?

T3. (a) Demucstre que la matriz cero es la dinica matriz de
3 x 3 cuyo espacio nulo tiene dimensién 3.

Ejercicios con MATLAB

En los ejercicios ML.1 a ML.3, utilice el comando rref de
MATLAB como ayuda en la determinacion de una base para el
espacio nulo de A. También puede urtilizar la rutina homsoln,
Para instrucciones, utilice help.

ML.4. Para la matriz

ot ]

B 1 2 2 1 y & = 3, el sistema homogéneo (L1, — A)x = 0 tiene
MLL A=[2 0 4 2 4 una solucién no trivial, Determine tal solucién por me-
1 1 2 2 1 dio de los comandos de MATLAB.
> 2 2 ML.S. Para la matriz
1 2 1
ML2. A=[3 1 0 » 2 B
0 0 1 A=1]3 2 1
) 0 0 2 | 3
(1 4 7 0 y » = 6, ¢l sistema homogéneo lineal (Af3 — A)x = 0
ML3. A=|2 5 8 -l tienc una solucién no trivial, Determine tal solucién
3 6 9 =2 por medio de los comandos de MATLAB.

X3 EL RANGO DE UNA MATRIZ Y SUS APLICACIONES

En esta seccion obtendremos otro método eficaz para determinar una base para el espacio
vectonal V generado por un conjunto de vectores dado, S = {v,,vs,...,v,}. Enla demos-
tracion del teorema 6.6 desarrollamos una técnica para seleccionar una base para V que es
un subconjunto de S. El método que desarrollaremos en esta seccion produce una base pa-
ra V, pero no se garantiza que sea un subconjunto de S, Ademds, con cada matriz A asocia-



DEFINICION

TEOREMA 6.10
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Observacion
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remos un nimero Gnico que, Como mostraremos posteriormente, nos da informacion sobre
la dimensién del espacio solucién del sistema homogéneo cuya matniz de coeficientes es A.

Sea
apy dy2 - dig
a dx -+ dp
A=
) w2 **° Omn

una matriz de m x n. Las filas de A,

vi =(a11, a12,..., Qia)
va = (daay, Ga,. ... Q2)

Yo = (1> Om2i+ 2+ 5 Omn)s

consideradas como vectores en R”, generan un subespacio de R”, denominado el espa-
cio fila de A. Andlogamente, las columnas de A,

ayy ajn Qaip

) an 1y
W) = . ’ Wi = . Wy =

Um| U2 Umn

consideradas como vectores de R™, generan un subespacio de R™, denominado el es-
pacio columna de A.

Si A v B son dos matrices de m x n, equivalentes por filas, entonces los espacios fila
de Ay B son iguales.

Si A y B son equivalentes por filas, entonces los renglones de B se obtienen a partir de
los de A mediante un niimero finito de las (tres) operaciones elementales por filas. En-
tonces, cada fila de B es una combinacion lineal de las filas de A. Por lo tanto, el espa-
do fila de B estd contenido en el espacio fila de A. De forma andloga, A puede obtenerse
a partir de B mediante un nimero finito de operaciones clementales por filas, de modo
que el espacio fila de A estd contenido en el espacio fila de B. Por lo tanto, los espa-
¢ios filade A y B son iguales. a

Un resultado relacionado con el anterior, se establece en el teorema 1.7 de la seccién
1.5. Allf demostramos que si dos matrices aumentadas son equivalentes por filas, sus
correspondientes sistemas lineales tienen las mismas soluciones.

De acuerdo con el teorema 6.10, si tomamos una matriz A y encontramos su for-
ma escalonada reducida por filas, B, entonces los espacios fila de A y B son iguales.
Ademis, recuerde que segiin el ejercicio T.8 de la seccién 6.3 las filas no nulas de una
matriz que estd en la forma escalonada reducida por filas son linealmente independien-
tes y, en consecuencia, forman una base para su espacio fila. Podemos usar este méto-
do para determinar una base para el espacio vectorial generado por un conjunto dado
de vectores en R", como se ilustra en el ejemplo 1.

Sea § = {v,, v,, v3, v4}, donde

V|=(l._2,0‘3, _'4)! v2={3o2o80104]v
va=02.3:7.2.3) vy=(-12,0,4,-3),

y sea V el subespacio de R® dado por V = gen S. Determinaremos una base para V.
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Solucién Observe que V es el espacio fila de la matriz A cuyas filas son los vectores dados

Observacién

EJEMPLO 2

1 -2 0 3 -4

3 2 8 1 4

A=l 2 3 7 2 3
1 2 0 4 -3

Esta matriz es equivalente por filas a la matriz en forma escalonada reducida por filas
B (verifique)

SO0 -
o0 -0
DO -
== B = ==

Los espacios fila de A y B son idénticos, y una base para el espacio fila de B esta for-
mada por sus filas no nulas. Por lo tanto,

v =(1,0,20,1), w,=0,110,1 y w3=0,0,0,1,-1)

forman una base para V. |

Note en el ejemplo 1, que las filas de las matrices A y B son diferentes; sin embargo,
sus espacios fila son idénticos.

Resumiremos ahora el método del ejemplo 1 para determinar una base para el su-
bespacio V de R" dado por V = gen §,donde § es un conjunto de vectores en R”.

El procedimiento para determinar una base para el subespacio V de R” dado por
V = gen S.donde S = {v;, v2,...,vi}es un conjunto de vectores en R” dados co-
mo filas, es el siguiente.

Paso 1. Formar la matriz

¥
Y

¥i

cuyas filas son los vectores dados en §.
Paso 2. Determinar la forma escalonada reducida por filas B, de la matriz A
Paso 3. Las filas no nulas de B forman una base para V.

Por supuesto, la base obtenida mediante ¢l procedimiento del ejemplo 1 produjo
una base que no es un subconjunto del conjunto generador. Sin embargo, la base para
el subespacio V de R" obtenida de esta maner es andloga, en términos de sencillez, a
la base canénica para R". Asf,siv = (a,a,,...,a,) esunvectoren Vy {v,, vp,...,
vi} es una base para V obtenida por el método del ejemplo 1, y los unos principales apa-
recen en las columnas jj, j», . . . , i, 5¢ puede demostrar que

v=a;v,t+apvat- -+ a,v;.

Sea V d subespacio del ejemplo 1. Dado que el vector
v=(5,4,14,6,3)

estden V, escriba v como una combinacién lineal de la base determinada en dicho ejemplo.
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Tenemos j; = 1,j, =2y j; =4, de modo que

v = 5w + 4w, + 6w;. =

La solucién del ejemplo | también proporciona una base para el espacio filade la matriz
A en ese ejemplo. Observe que los vectores de dicha base no son filas de la matriz A,

La dimensién del espacio fila de A se denomina rango fila de A y la dimensién del es-
pacio columna de A se denomina rango columna de A.

Determinaremos una base para el espacio fila de la matriz A del ejemplo 1, que con-
tenga solamente vectores fila de A. Calcularemos también el rango fila de la matriz A.

Segiin el procedimiento de la demostracién altemativa del teorema 6.6, formamos la
ecuacion

ci(1,-2,0,3, —4) + (3,2, 8, 1, 4)
+¢32,3,7,2,3) +ca(—1,2,0,4,-3) = (0,0, 0,0, 0),

cuya matriz aumentada es

1 3 2=1L.89

2 2 8 210

0 8 7 0:0|=[A":0]; (1)
3 1 2 4:0
-4 4 3 -3:0

esto es, la matriz de coeficientes es A”. Al transformar la matriz aumentada [A” : 0] en
(1) a la forma escalonada reducida por filas, obtenemos (verifique)

1 0 0 R :0

0 1 0 -¥ o0
0 1 Iio0 @)
0 0 0o

0 0 0 0o

Como los unos principales en (2) aparecen en las columnas 1,2 y 3, concluimos que
las tres primeras filas de A forman una base para ¢l espacio fila de A. Esto es,

{(1,-2,0,3,4),(3,2,8,1,4),(2,3,7,2,3)}

es una base para el espacio fila de A. El rango fila de A es 3. a

Determinaremos una base para el espacio columna de la matriz A definida en el ejem-
plo | y calcularemos el rango columna de A.
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Solucién 1

Solucién 2

TEOREMA 6.11

Al escribir las columnas de A como vectores fila, obtenemos la matriz A7, cuya forma
escalonada reducida por filas es (como vimos en el ejemplo 3)

— -

10 3

49
0o 1 0 -%

7
o 0o 1
0 0 0 0
[0 0 0]

Entonces, los vectores (1,0, 0, % ). (0. 1,0, - g) y (0,0, 1, ) forman una base para

el espacio fila de A”. Por lo tanto, los vectores

0
1 0
0

-9
24

oo -
=

el nd -

2
4=

forman una base para el espacio columna de A, de lo cual se concluye que el rango co-
lumna de A es 3.

Si queremos determinar una base para el espacio columna de A, que contenga sélo vec-
tores columna de A, seguimos el procedimiento desarrollado en la demostracion del teo-
rema 6.6. Para ello, formamos la ecuacion

1 —-2 3 —4
3 2 8 1 4 0
(4] ) + €2 3 + 3 7 + C4 5 + C5 31=1o
-1 2 0 4 -3 0

cuya matriz aumentada es [A ' 0]. Transformamos esta matriz a la forma escalonada
reducida por filas, obteniendo (como en el ejemplo 1)

1 0 2 0 1:0
0 1 I 0 10
0 0 0 1 —-1:0
o 0 o0 o0 00

Como los unos principales aparecen en las columnas 1,2 y 4, concluimos que la pimera,
segunda y cuarta columnas de A forman una base para el espacio columna de A. Es decir,

1 -2 3
3 2 1
21Y A2
-1 2 4
es una base para el espacio columna de A. El rango columna de A es 3. |

En los ejemplos 3 y 4 obtuvimos valores iguales para el rango fila y el rango co-
lumna de A. Esta igualdad, que se cumple siempre, constituye un resultado muy impor-
tante en dlgebra lineal; como lo establece el siguiente teorema.

H rango fila y el rango columna de la matriz A = |ay) de m x n son iguales.
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Demostracion  Sean wy,w», ..., W, las columnas de A. Para determinar la dimensién del espacio co-
lumna de A, utilizaremos el procedimiento seguido en la demostracion altemativa del
teorema 6.6, Entonces, formamos la ecuacién

W + W, 5 R (‘,,W,, =0

y transformamos la matriz aumentada, [A : 0], de este sistema homogéneo a la forma
escalonada reducida por filas. Los vectores correspondientes a las columnas en que
aparecen los unos principales forman una base para el espacio columna de A. Por lo
tanto, el rango columna de A es igual al nimero de unos principales. Pero este nimero
es también el mimero de filas no nulas de la matriz en forma escalonada reducida que es
equivalente por filas a la matriz A, de modo que es también el rango fila de A. Se con-
cluye entonces, que rango fila de A = rango columna de A, i}

DEFINICION  El resultado, rango fila de A = rango columna de A, nos permite referimos al rango de
una matriz de m x n,que denotaremos como rango A,

Ahora resumiremos ¢l procedimiento para calcular el rango de una matriz.

El procedimiento para calcular el rango de una matnz dada A, es el siguiente.

Paso 1. Llevar A asu forma escalonada reducida por filas, B.

Paso 2. H rango de A es igual al niimero de filas no nulas de B.

Hemos definido (vea la seccion 6.5) la nulidad de una matriz A de m x n,como la
dimension del espacio nulo de A, es decir, como la dimensién del espacio solucion de
Ax = 0. Si la matriz B es la forma escalonada reducida por filas de A,y B tiene r ren-
glones no nulos, la dimensién del espacio solucionde Ax =0es n—r. Como (n—-r ) +
r =n,y res tambi¥n el rango de A, hemos demostrado asi el teorema siguiente que
establece una relaciéon fundamental entre el rango y la nulidad de A.

1 20 AN PR VS Si A es una matriz de m x n, entonces rango A + nulidad A = n. m
EJEMPLO 5 Sea

S

Il
19 o O D -
—— ) - —
o O = I Y % I <5
DD = =
L B 2 B o

la matriz definida en el ejemplo 1 de la seccién 6 5. Cuando A se lleva a la forma es-
calonada reducida por filas, obtenemos

] 0o 2 0 1
0 1 0 1
0o o0 0 1 2
o 0 o0 0 0
O 0o 0 0 O

Entonces rango A = 3 y nulidad A = 2. Esto coincide con ¢l resultado obtenido en la
solucion del ejemplo | de la seccién 6.5, segin el cual la dimension del espacio solu-
cién de Ax =0 es 2, B
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EJEMPLO 6

Figura 6.10 »

Observacion

H ejemplo siguiente permite ilustrar geométricamente algunas de las ideas discu-
tidas anteriormente,

Sea

b

Il
~ MW
0o W D

Al transformar A a la forma escalonada reducida por filas, obtenemos (verifique)

0 0 0

lo cual permite concluir que:

® rango A = 2.
® Dimensién del espacio fila de A = 2, de modo que ¢l espacio fila de A es un subes-
pacio bidimensional de R®, es decir, es un plano que pasa por el origen.

De la forma escalonada reducida de A se concluye que toda solucién del sistema
homogéneo Ax = 0 es de la forma (verifique)

donde r es una constante arbitraria. De modo que el espacio solucion del sistema homogé-
neo, o espacio nulo de A, es una recta que pasa por el origen, y la dimensién del espacio
nulo de A, o nulidad de A, es 1. Estaes, pues, una verificacién del teorema 6.12.

Por supuesto, ya sabemos que también la dimensién del espacio columna de A es 2.
Podriamos llegar a este resultado determinando una base con dos vectores para el espacio
columna de A. Entonces, el espacio columna de A es también es un subespacio bidimen-
sional de R?, esto es, un plano que pasa por el origen, Estos resultados se ilustran en la fi-
gura 6.10. L]

Espacio nulo de A

:
Y

Los conceptos de rango y nulidad también se aplican a transformaciones lineales, co-
mo veremos en la seccion 9.2,

Z
!
|

Espacio fila de A

/

Espacio columna de A

)l

X
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RANGO Y SINGULARIDAD

Si la matriz A es cuadrada, su rango permite decidir si la matriz es singular o no singu-
lar, como lo muestra el teorema siguiente.

22 NN ES  Una matriz A de n x n es no singular si y sélo si rango A = n.

Demostracion  Suponga que A es no singular. Entonces A es equivalente por filas a /, (teorema 1.12,
seccion 1.6), de modo que rango A = n,

Recfprocamente, suponga que rango A = n,y que B es 1a forma escalonada reduci-

da por filas de A, Entonces rango B = n, asf que B no tiene renglones nulos. Ademis, B

estd en la forma escalonada reducida por filas. Por lo tanto, B debe ser /. Hemos de-

mostrado asf que A es equivalente por filas a /, y, en consecuencia, que A es no singu-

lar (teorema 1,12, seccion 1.6). 3]

Una consecuencia inmediata del teorema 6.13 es el corolario siguiente, que cons-
tituye un criterio para saber que el rango de una matriz de n x nes n.

wel o B Ue EE  Si A es una matrizde n x n, entonces rango A = n si y sdlo si det(A) # 0.
Demostracion Ejercicio T.1. -

Otro resultado facilmente deducible del teorema 6.13 se expresa en el corolario si-
guiente.

w0 B U0 RS Seq A una matriz de n % n. El sistema lineal Ax = b tiene una solucién iinica para to-
da matrizb de n x 1 si y sdlo si rango A = n.

Demostracion Ejercicio T.2. B

El corolario siguiente proporciona otro método para decidir que n vectores de R”
son lincalmente dependientes o linealmente independientes.

oo le B Ue RS Sea S ={v|,V,...,V,} 1en conjunto de n vectores en R" y sea A la matriz cuyas filas
(columnas) son los vectores de S. Entonces S es linealmente independiente si y sélo si
det(A) # 0.

Demostracion Ejercicio T3. s

Cuando n > 4, el método del corolario 6 4 para establecer dependencia o indepen-
dencia lineal no es tan eficiente como el método directo de la seccién 6.3, que exige la
solucién de un sistema homogéneo.

we e B e BT H sistema homogéneo Ax = 0 de n ecuaciones lineales con n incdgnitas tiene una so-
Iucién no trivial si y sélo si rango A < n.

Demostracion  Este resultado se sigue del corolario 6.2 y de que Ax = 0 tiene una solucion no trivial
si y sélo si A es singular (teorema 1.13, seccion 1.6). ]

EJEMPLO 7 gt

1 2 0
A=1|0 1 3
2 1 3

La forma escalonada reducida por filas de A es I3 (verifique). Entonces, rango A =3 y
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EJEMPLO 8

TEOREMA 6.14

Demostracion

Observaciones

la matriz A es no singular. Ademds, el sistema homogéneo Ax = 0, s6lo tiene la solu-

cion trivial, |
Sea
1 2 0
A=1]1 1 -3
3 3

Por lo tanto, rango A < 3, y A es singular. Ademds, Ax = 0 tiene una solucion no
trivial. 8

APLICACIONES DEL RANGO AL SISTEMA LINEAL Ax =D

En el corolario 6.5 vimos que el rango de A proporciona informacién sobre la existencia
de una soludén no trivial para el sistema homogéneo Ax = (). Ahora estableceremos al-
gunos resultados que muestran cémo el rango de A también proporciona informacion so-
bre las soluciones del sistema lineal Ax = b, donde b es una matriz arbitrariade n x 1.
Cuando b # 0, ¢l sistema lineal se dice que es no homogéneo.

El sistema lineal Ax = b tiene solucidon si y sélo si rango A = rango|A - b]; esto es,
st y sdlo si el rango de la matriz de coeficientes es igual al rango de la matriz aumen-
tada.

Observe, inicialmente, que si A = [a;;]es de m x n, entonces el sistema lineal dado pue-
de rescribirse como

ap) ap Ay b,
a) an a2 b
x|l . |+x| . |+t =] 3)
Am) Am? Amn b
Abhora, si Ax = b tiene una solucién, existen valores de xy,.x3,. . ., x, que satisfacen la

ecuacion (3). Entonces, b es combinacién lineal de las columnas de A y pertenece en-
tonces al espacio columna de A. Por lo tanto, las dimensiones de los espacios columna
de A y de [A i b]son iguales, esto es, rango A = rango [A © b].

Para demostrar el reciproco del resultado antenor, suponga que rango A = rango [A © b].
Entonces b estd en el espacio columna de A, lo cual significa que podemos determinar
valores de x;, xs, . . ., x, que satisfacen la ecuacién (3). En consecuencia, Ax = b tie-
ne una solucién. &

1. El teorema 6.14 implica que Ax = b es inconsistente si y s6lo si b no estd en el es-
pacio columna de A.

2. Aunque interesante, el resultado del teorema 6.14, no tiene mucho valor compu-

tacional, ya que generalmente estamos interesados en encontrar una solucién, més
que en saber si existe 0 no una solucién.



EJEMPLO 9

EJEMPLO 10

Sec. 6.6 El rango de una matriz y sus aplicaciones

Considere el sistema lineal

2 1 3 X |
1 -2 2 X | = 2
0 1 3| |x 3

Como rango A = rango [A | b] = 3, el sistema lineal tiene una solucién.

H sistema lineal

1 2 31 x 4
1 -3 4 X2 | = -]
2 -1 7 X3 6

no tiene solucién, porque rango A = 2y rango [A © b] = 3 (verifique).

Ahora ampliaremos nuestra lista de equivalencias no singulares,
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Lista de equivalencias no singulares
Las afirmaciones siguientes son equivalentes para una matriz A de n x n.

1. A es no singular.
2. x =0 e la tinica solucién de Ax = 0.
3. Aes equivalente por filas a /,.

S. det(A) # 0.

6. A tiene rango n.
7. A tiene nulidad 0.

en R".

4. H sistema lineal Ax = b tiene una solucién tinica para cada matriz bde n x 1.

8. Las filas de A forman un conjunto linealmente independiente de n vectores en R”.
9. Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente de n vectores

Términos clave
Espacio fila
Espacio columna

Rango fila

6.6 Ejercicios

Rango columna
Rango
Sistema no homogéneo

1. Sea § = {vy, v, v3, ¥4, ¥s}, donde 3. Sea § = {v, vy, V3, V4, ¥}, donde
vw=(,2,3), va=(2,1,4),
vi=(-1,-1,2), v=0@12) : I
y vs = (1, 1, 1). Determine una base para el subespacio de Y= ‘I' V1=,
RS.V= Ecn S, 2 1
2, Sca § = {v|. vy, ¥3,Vy, ¥}, donde 3 5
-
wiw=(1,1,2,1), %=(1,0,-31), ¥y = 5 y V4= ; Yy Y= ; .
vw=0,112), vw=001,1) 2 3 3

y ¥s=(1,0,0, 1). Determine una base para ¢l subespacio de

R.V=gens$.

Determine una base para el subespacio de R*, V = gen §.
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4. Sea § = {v,, v, V1, V4, v5}, donde

1
2 1
l . v‘.‘ - 3 .
1 1

3
2 ]2
'.V¢-—I
2 4

Vy = y V=

5
0
0
-1
Determine una base para el subespacio de R*, V = gen §.
En los ejercicios 5y 6, determine una base para el espacio fila de A

(a) formado por vectores que no son vectores fila de A;
(b) formado por vectores que son vectores fila de A.

12 -1
¥ 9 =i
S A=) 3 8§ 3
2 3 2
2 I
35 2 0
6A=| o 1 2 |
-1 0 -2 7

En los ejercicios 7 y 8, determine una base para el espacio
columna de A

(a) formado por vectores que no son vectores columna de A;
(b) formado por veciores que son vectores colunma de A.

-2 7

1 =1 4 ©
=l % 5 1

2 1 -1 3

~2 2 3 7 1

2 2 4 8 0
8A=13 3 2 & 4

|l 4 =2 1 -5 -7

En los ejercicios 9 y 10, caleule una base para el espacio fila
de A, el espacio columna de A, el espacio fila de A" y el espacio
columna de A”. Describa brevemente las relaciones entre estas
bases.

1 -2 5
9.A=12 3 2

0 -7 8

2 -3 -7 11
10 A=|3 -1 -7 13

1 2 0 2

En los ejercicios 11 y 12, calcule los rangos fila y columma de

A. y compruebe el resultado del teorema 6.11.

2 1
-2 1
2 5

1. A=

1
3
-

2
1
8

3
-5
-1

)

-

-

|
LA
o0 -
BEOUVULN
[ I =]

I
SRS
N =D -

En los ejercicios 13 a 17, calcule el rango y la nulidad de A y
compruebe que se cumple el teorema 6.12.

F 1 2 1 3

2 1 -4 =5

13. A= 7 8 —§ —|
| 10 14 =2 8

Fi 2 1 3

2 1 -4 -5

14 A= | | 0 0
0 0 | |

31 % A 1 =2 -1
15. A=|-1 2 1| 16.A=]|2 -1 3
3

i 1 2 7 -8 3
1 -2 -1
17. A= 3 :!1; g
| 5 =7 0
18. Si A s una matriz de 3 x 4, jcudl es el maximo valor posi-

ble para rango A?

Si A cs una matriz de 4 x 6, mucstre que los columnas de A
son linealmente dependientes.,

Si A es una matriz de 5 x 3, muestre que las filas de A son
linealmente dependientes.

En los ejercicios 21 y 22 sea A una matriz de 7 x 3 cuyo rango es 3.

21. ;Son las filas de A linealmente dependientes o linealmente
independientes? Justifique su respuesta,

22. ;Son las columnas de A linealmente dependientes o lineal-
mente independientes? Justifique su respuesta

En los ejercicios 23 a 25, utilice el teorema 6.13 para determinar
si cada matriz es singular o no singular.

1 2 -3 1. 2 =3

23.1-1 2 3 24, |-1 2 3

i 8§ 0 g 1 1
= 1 4 -1
1 2 3 2
O P
| -2 & 12 =4

En los ejercicios 26 y 27, utilice el corolario 6.3 para determinar
si el sistema lineal Ax = b tiene una iinica solucidn para toda ma-
trizbde3 x 1.



1 2 =2]
26. A= 1|0 g8 -7
3 <2 1
) =21 2
272.A=(3 2 3
1 =2 1]

Utilice el corolario 6 4 para resolver los ejercicios 28 y 29,
28, ,Es

2 1 0
S=4{¢|2].]0].]!
3 2 3

un conjunto lincalmente independiente de vectores en R*?

29, (Es

4 2 2
§S= Ll 3]4]
2 -5 3

un conjunto lincalmente independiente de vectores en R
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En los ejercicios 33 a 36, determine cudles de los sistemas linea-
les tienen una solucion, utilizando el teorema 6.14.

33.

4.

3s.

o2 5 -2] -':‘- "0
2 3 =2 4||*]|=]o
5 1 0 2]1% 0
- - }4_ -

3 <2 4|1%]|=]<13
5 1 0 2||* 3
e - Xa b

M -2 =3 4&1[*] n
4 =1 =5 6||2]=l2
2

] L
W —
I
L e o
—_
| FREEEE |
M om
- e e
L J
I
[TENN-
)

En los ejercicios 37 a 40, calcule el rango de las matrices bina-

En los ejercicios 30 a 32, determine cudles de los sistemas homo- i1 ¢ dadas.
géneos tienen una solucion no rrivial para la marriz dada A, uri-
lzando el corolario 6.5. = 1 01 0
L 0 0 1 0 1
FE 1 9 < il - - Blo.1 1 0
|y 3<% 3 L 1100
N A 1 1 | 3
1 2 1 1 ML 1 @
- - 1
1 2 3 awla s 1 ?
3. A=|0 1 0 00 1 1
R 0 3] =
1 3 =1 0111 0
W& = 2 Wl o101
L% =4 O (1 0 0 0 1
Ejercicios tedricos
T.1. Demuestre el corolario 6.2. TAS8. Sea A una matriz de m x n. Muestre que las columnas de
T2. Demuestre el corolario 6.3. A son lincalmente WMENE& si y s6lo SJ el smcma
T3, Deiieitis el éovolids 6. homogénco Ax - 0 tiene solamente la solucn.ﬁn mvm_l.
3 . TY. Sea A una matriz de m x n. Muestre que el sistema lineal
TA. Sea A una matniz de n x n. Muestre que el sistema homo- AX = b tiene a lo més una solucién para cada matriz b
géneo Ax = 0 tienc una solucion no trivial si y solo si las de m x 1siy s6lo si el sistema homogéneo asociado
columnas de A son linealmente dependientes. A% on 0 Bcirie soMinsents 1 snlcian trivial,
TS5. Sea Auna matriz de n x n.Muestre que rango A =nsiy 710, Sca A una matriz de m x n con m # n. Muestre que
solo si las columnas de A son lincalmente independientes. las filas de A o las columnas de A son linealmente
T.6. Sca A una matriz de n x n. Muestre que las filas de A son dependicentes.,
linealmente independientes si y s6lo si las columnas de A T.11. Suponga que el sistema lineal Ax = b, donde A es de
generan a R, m X n,es consistente (tiene solucién). Demuestre que
T.7. Sea A una matriz de m x n. Muestre que ¢l sistema lineal la solucidn es tinica si y sélo sirango A =n.
Ax = b tienc una solucion para cada matriz b de m x 1 T.12. Demuestre que si A es una matriz de m x n tal que AA”

si y s6lo si rango A = m.

es no singular, entonces rango A = m.
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Ejercicios con MATLAB

Dada una matriz A, las filas no nulas de rref(A) forman una

base para el espacio fila de A y las filas no nulas de rref(A') tes matrices.
transformadas en columnas constituyen una base para el N
espacio columna de A. 3 2 1 ]

(a) |1 2 -1
ML.1. Resuelva los ejercicios | a 4 usando MATLAB. 2 1 3
Para determinar una base del espacio fila de A formado por ” 5 | 5 I
filas de A, calculamos rref(A"). Los niimeros 1 principales 2 1 0 0 2
senalan las filas originales de A que forman una base para el (b) { ol sl =B I
espacio fila. Ver el ejemplo 3. 3 0 -1 =2 3

ML.2. Determine dos bases para el espacio fila de A,que no ten-

gan vectores en comuin.

3
2 5 0
@A=14 n 2
6 9 1
2 1 2
0 0 0
) A=]1 2 2
& 5 6
3 3 4

ML.3. Repita ¢l cjercicio ML.2 para los espacios columna.

Para calcular el rango de una matriz en MATLAB, utilice la ins-

truccion rank (A).

MLA. Calcule el rango y la nulidad de cada una de las siguien-

MLJS. Determine cudles de los siguientes sistemas lincales son
consistentes, utilizando solamente la instruccién rank.

(a)

(b)

"o -

— e 1D

_— 0

o]

I"‘_I
X2
X3

*1 21
X3 - 8
3 16
X4

—_—r - oo

i 1 f

Ry
X3

()

b — D

, pr— |

L J
il

[P S LY

£¥d COORDENADAS Y CAMBIO DE BASE

COORDENADAS

Sabemos que si Ves un espacio vectorial de dimension n, V tiene una base § de n vec-
tores; hasta este momento no nos ha interesado orden de los vectores en §. Sin embar-
£0, en esta seccién hablaremos de base ordenada S = {v;,v2,...,v,} para V. En este
sentido, §; = {v¥,, ¥;,..., ¥,} s una base ordenada para V, diferente a la anterior.
S1§ = {v|,¥s,...,V,}es una base ordenada para el espacio vectorial V de di-
mensién 1, entonces cada vector v en V se puede expresar en forma tinica como

V=C¥y+Cava+ -+ Cp¥p,

donde ¢, ¢, . .., ¢, son niimeros reales. Nos referiremos a
Ci
c2
[V]S = >
Cn

como vector de coordenadas de v con respecto a la base ordenada §. Las entradas
de [v]s son las coordenadas de v con respecto a S.

Observe que el vector de coordenadas [v]s depende del orden de los vectores en el
conjunto §; un cambio en el orden en que aparecen puede modificar las coordenadas de
v con respecto a §. Supondremos que todas las bases consideradas en esta seccion son
bases ordenadas.



EJEMPLO 1

Solucién

EJEMPLO 2

Soluciéon

Observacion

Sec.67 Coordenadas y cambio de base 289

Sea S = {v}, ¥2, v3, v4} una base para R*, donde

vy =(1,1,0,0), va=1(2,0,1,0),
v3=(0,1,2,-1), vy=1(0,1,~1,0).
Si
v=(1,2,-62),
calcule [v]s.

Para determinar [v]g necesitamos calcular las constantes ¢y, 5, €3 Y ¢4, lales que
CiV) + ('2"2 -+ ('3"3 -+ CqgVq =V,

que es simplemente un problema de combinacion lineal. Esta ecuacién origina un sis-
terna lineal cuya matriz aumentada es (verifique)

1 2 0 0 ]
0 1 1: 2
6 1 2 -1 6| M
0 -1 .t I
o en forma equivalente,
vl § v v :iv]

Al transformar la matriz en (1) a su forma escalonada reducida por filas, obtenemos la
solucion (verifique)

a=3 a=-1, a=-2, a=l,
de modo que el vector de coordenadas de v con respecto a la base Ses
3
M=
! E
Sea § = {e|, e,, e;} la base candnica de R y sea
v=(2,—-13).
Calcule [v]s.

Como § es la base canénica
de modo que

[vs =
|

En el ejemplo 2, el vector de coordenadas [v]g de v con respecto a § coincide con v,
pues S s la base canénica para R®.



290 Capitulo 6 Espacios vectoriales reales

m Sea V = Py, el espacio vectorial de los polinomios de grado = 1,y sean § = {vy, v»}

Solucién

y T = {w,, w>}. bases para P,, donde
v, =, Vz:l. wi=1I-+ 1 Wg:f-l.

Seav=p() =5-2.
(a) Calcule [v]s.
(b) Calcule [v];.

(a) Como § es la base candnica o estandar para P, tenemos

5t-2 =514 (-2)(1).

-

(b) Para calcular [v]y, expresaremos a v como combinacién lineal de w, y w,.

Entonces,

St=2=ct+ 1)+ c3(1=1),

St=2=(c; + cr+ (c; — ¢3).

Al igualar los coeficientes de las potencias comrespondientes de f, obtenemos el sis-

tema lineal
cp+er= 5
G — 0 =-2,
cuya solucion es (verifique)
oY= ; y c2= ;
Por lo tanto,
3
v, = ;
3

Fn cierto sentido, los vectores de coordenadas de los elementos de un espacio vec-
torial se comportan algebraicamente en forma similar a como se comportan los propios
vectores. Por ejemplo, no es dificil demostrar (vea el ejercicio T.2) que si S es una ba-
se para un espacio vectorial n-dimensional V' y v, w son vectores en Vy k es un esca-
lar, entonces

[v + wls = [vls + [WIs (2)

[kv]s = k[v]s. (3)

Es decir, el vector de coordenadas de una suma de vectores es la suma de los vec-
tores de coordenadas, y el vector de coordenadas de un miiltiplo escalar de un vector es
el maltiplo escalar del vector de coordenadas. Ademds, los resultados de las ecuaciones
(2) y (3) se pueden generalizar para mostrar que

(kiv + kava + - + KaVals = kilvils + kalvals + - - - + Kol Vals.

Es decir, el vector de coordenadas de una combinacién lineal de vectores es la mis-
ma combinacidn lineal de los vectores de coordenadas individuales.,
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UNA REPRESENTACION DEL ESPACIO VECTORIAL

La eleccién de una base ordenada, y la correspondiente determinacion de un vector de
coordenadas para cada v en V, nos permiten obtener una “ilustracién” del espacio vec-
torial. Para esto, utilizaremos el ejemplo 3. Elegimos un punto fijo O en el plano R’ y
trazamos dos flechas arbitrarias w, y w, que parten de O,y que representan los vecto-
res ty 1 de la base ordenada S = {1, 1} para P, (vea la figura 6.11). Las direcciones de
w; y wa determinan dos rectas, a las que llamaremos eje x| y eje x», respectivamente.
La direccén positiva del eje x| estd en la direccion de wy; la direccién negativa del eje
xy estd a lo largo de —w,. De manera andloga, la direccion positiva del eje x; estd en
la direccién de wy; la direccién negativa del eje x> estd a lo largo de —w». Las longitu-
des de w, y w, determinan las escalas en los ejes x; y x;,respectivamente. Si v ¢s un
vector en Py, podemos escribir a v,en forma tinica, como v = ¢;w) -+ ¢;W7. Ahora, se-
falamos un segmento de longitud Iyl sobre el eje x; (en la direccién positiva, si ¢ es
positivo y en la direccion negativa sic) es negativo), y trazamos una recta que pase por
el extremo de este segmento y que sea paralela a w>. De manera andloga, sefalamos
un segmento de longitud lc;! sobre el eje x» (en la direccidn positiva, si ¢; es positivo
y en la direccién negativa si ¢, es negativo), y trazamos una recta que pase por el ex-
tremo de este segmento y que sea paralela a w,. Trazamos un segmento de recta diri-
gido desde O hasta el punto de interseccion de estas dos rectas. Este segmento de recta
dirigido representa el vector v.

Figura 6.11 » cjc x,

- gje x,

MATRICES DE TRANSICION
Supongamos que § = {v,,¥5,...,v,} ¥y T ={w,, wy,...,w,}son bases para el es-
pacio vectorial n<dimensional V. Examinaremos la relacion entre los vectores de coor-

denadas [v]sy [v]r, del vector v en V con respecto a las bases Sy T, respectivamente.
Si v estd en V, enlonces

V=C|W| + oW+ """+ CWy 4)
de modo que
C)
&)
["]7' =3

€n
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vien V)

[¥]s (en R)

k)

/s
3

// . *
/ Multiplicar a la

V4
i

[¥]r (en RY)
Figura 6.12 A

iqullcrda por Ps. T

Entonces

[v]s = [e1w1 + cawa + - - + cawa]

[erwi ]+ [cawa]s +- -+ + [cawa]

i [wly +eawl+oo+n [maly.

Denotemos al vector de coordenadas de w; con respecto a § como

aj
azj
[wils = :
Qpj
Entonces
a| a [ ay a;2 -+ Qi (o]
a) an a2y Wy ap o Ay ||
[v]szcl o IR G [T =
Ay a,» Ay Ay Qg2+ Oy, Ca
0
|v]5, = Pser IVIT' )
donde
any dy -+ dig
@ axn - an
Pser = | . . . =[[w’]x [“'2].5‘ [w"}.\‘]
Qr) g2 -+ Uppy

se conoce como la matriz de transicién de la base T a la base S. La ecuacion (5) di-
ce que el vector de coordenadas de v con respecto a la base § es la matriz de transicién
Pg._r multiplicada por el vector de coordenadas de v con respecto a la base T. La figu-
ra 6.12 ilustra la ecuacion (5).

Fn el cuadro siguiente se resume el procedimiento que acabamos de desarrollar pa-
ra el cdlculo de la matriz de transicion de la base 7 a la base §.

El procedimiento para calcular la matriz de transicion Pg, y de la base T = {w,,
W2, ...,Wp}alabase § = {v|,vs,...,v,} para Ves el siguiente.

Paso 1. Calcule el vector de coordenadas de wj, j = 1,2,...,n con respecto a la
base S. Esto significa expresar a w; como una combinacién lineal de los vectores
en §:

d|le+azj\‘2+"'+ﬂ,vV,,=Wj. f=l.2,....ﬂ.

Los valores para ay;, ay;, . . . , a,; se determinan con reduccién de Gauss-Jordan,
transformando la matriz aumentada de este sistema a la forma escalonada reducida
por filas.

Paso 2. La matniz de transicion P, pde la base T a la base § & forma tomando el
vector [wy]s como jésima columna de la matriz pedida, Ps. 7.




EJEMPLO 4

Solucién
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Sea Vigual a R".y sean S = {v|,v2,v3} y T = {w, wa, w3} bases para R?,donde

2 I |
V) = 0 . = 2 Vi=
1 0 |
y
6 4] 5
wi=|3 wy=| -1 wy=|5
3 3 2

(a) Calcule la matriz de transicion Pg. 7 de la base T ala base §S.
4
(b) Verifique la ecuacién (5) paray = | -9 |,
5
(a) Para calcular Pg. 7, determinamos @, a;, a; tales que
a\vy + axva + azvy = wy,

En este caso obtenemos un sistema lineal de tres ecuaciones con tres incognitas,
cuya matriz aumentada es

[vi v2 viiwy],
Esto es,
2 I 1.8
0o 2 3
1 0 1 :3

De manera andloga, la determinacién de by, b>, b3 y ¢y, €2, 3 tales que
b]"[ -+- bz\':+b3\"3 =W
C1¥)y +€2v2+ vy = W3,
exige resolver los sistemas lineales, cuyas matrices aumentadas son
[vi v2 vaiwaly[vi v2 v3:ws]

o, especificamente,

s 1 L4 2 1 L5
0 2 11| y|0o 2 1:5
1 0 3 10 12

Como la matriz de coeficientes de los tres sistemas lineales es la misma, [v; v2 vi]
en cada caso, podemos transformar simultineamente las tres matrices aumentadas a la

forma escalonada reducida, transformando la matriz por blogues
[Vvi ¥ V3iw;:wsi Wi

ala forma escalonada reducida.” Esto significa llevar la matriz

2 | 15654_'5
0 2 1:35-155
| 0 1 34 3% 2

*Discutido en la observacién 2 que sigue al ejemplo 12 de la seccidn 1.5,
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()

asu forma escalonada reducida por filas (verifique)

I00;2:2El
0[0;1;-I;2.
a O &3 k3

de la cual se deduce que la matniz de transicion de la base T ala base S es

2 -2 1
Ps,_7= I —l 2 .
| 1 1

Si

entonces para expresar v en términos de la base T utilizamos la ecuacién (4). El sis-
tema lineal asociado conduce a (verifique)

4 6 4 B
v=|-9| =1|3]|+4+2]|-1|=2|5| = 1w +2w2 — 2w,
5 3 3 _2
de modo que
(7
[Vl, — 2 .
i

Entonces, aplicando la ecuacién (5), encontramos que [v]s es

2 2 1 1 4
et L[]

Si calculamos [v], directamente, planteando y resolviendo el sistema lineal corres-
pondiente, encontramos que (verifique)

4 2 1 1
v= -9 =40 -5|2]4+1|1]| =4v; - 5vy+ Iy,
5 | 0 _l

es decir,
4
[v]s= =3 1.
1

Hemos verificado asf la ecuacién
|V|5=PS'-T IVIT. ]

En seguida demostraremos que la matriz de transicién Pg, 7 de la base T ala base

S es no singular y que su inversa, P5. 7 es precisamente la matriz de transicién de
la base Sala base T

QLA REN  Sean S ={v;, V2, ...,V yT={w,wy,...

, W, } bases para el espacio vectorial V,

de dimensién n. Sea Pg._ 1 la matriz de transicion de la base T a la base S. Entonces
Pg. 1 es no singular y P y es la matriz de transicién de la base S a la base T.
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Para demostrar que Pg. res no singular mostraremos que el espacio nulode Ps. rcon-
tiene solamente el vector nulo. Suponga que Ps._r [v|, = Oz~ para algin ven V.De
acuerdo con la ecuacién (5),

P_\'._T["]r = IV]K = ogn.
Siv=byvy+ byvy + +++ + b,v,,entonces

by

by

= [vls =0p =

bn

de modo que
v=0v+0vy 4+ 0v,=0.

oseaque [v] = Og~. Porlo tanto, el sistema homogénco Pg, 7x = 0 tiene solamente

la solucién trivial y ello implica, de acuerdo con el teorema 1.13, que Ps. 7 es no sin-
gular. Adicionalmente, si multiplicamos por la izquierda ambos lados de la ecuacion
(5) por P, , obtenemos

[VIT =Psl; ["ls‘

En conclusién, Psor es la matriz de transicién de la base § a la base T la j-ésima

columna de P! es [v)]r. ]

En los ejercicios TS a T.7 le pedimos demostrar que si Sy 7 son bases para el espacio
vectorial R", entonces

P_l;._r =M;lM‘r-

donde Mg es la matriz de n x n cuya j€sima columna es v; y My es la matnizde n x n
cuya j-€¢sima columna es w;. Esta férmula implica que Pg,_7es no singular y es Gtil al
resolver algunos de los ejercicios de esta seccion.

Sean Sy T las bases de R® definidas en el ejemplo 4. Calcule la matriz de transicién
Qr..sde labase S ala base T, de forma directa y muestre que Qr.s =P ;.

Qy. ges la matriz que tiene por columnas los vectores solucion del sistema lineal re-
sultante de las ecuaciones vectoriales

AWy + aswy + aswy = v,

byw, + b:“‘; + bawy = v

CIW| + C2W2 + C3W3 = Vi,
Como en el ejemplo 4, podemos resolver simultdneamente estos sistemas por medio de
la transformacién de la matriz por bloques

[wy w2 w3ivyivaiv]

a la forma escalonada reducida por filas. Esto es, transformamos

6 4 Sa2s1
3~1L 5:10:2:i)
2 B 24408
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ala forma escalonada reducida (verifique)

10 3 3 i3
o 1 oid b,
0 0 1 -1 0: 2
de modo que
3 ! 3
-
-1 0 2

Multiplicando Qr._g por Ps. 7, obtenemos (verifique) Q7.5 Ps.y = I3, de lo cual
concluimos que @, ¢ = P.' . B

m Sea Vigual a Py ysean S = {v,,v,} y T = {w,, w,} bases para P,,donde

Solucién

=1, vy=t=3, w=iI-1, wy=r+1l.

(a) Calcule la matriz de transicién Pg__rde la base T ala base §.
(b) Verifique la ecuacién (5) para v = 5r + 1.
(c) Calcule la matriz de transiciéon Qr. sde la base § a la base Ty muestre que

-1
Ql’ -8 = PSO-T‘

(a) Para calcular Pg, 7, necesitamos resolver simultdneamente las ecuaciones vec-

toriales

ayv) + vy =Wy
byv) + vy = wp

mediante la transformacién de la matriz por bloques resultante (verifique)

! L4 %
0 -3:-1:1

ala forma escalonada reducida por filas. El resultado es (verfique)

1 0513
0 14 i)
de modo que
2 4
3 3

(b) Al expresar v = 5¢ + 1,en términos de la base T, obtenemos (verifique)

V=5t+1=20-1)+ 30+ 1),

=)

Para venficarlo usted puede plantear y resolver el sistema lineal resultante de la
combinacion lineal

y, €n consecuencia,

V=a)\W, + a;w.
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Ahora usamos la ecuacion (5), para obtener

4 1
3 [2}= 3
5| 2] | =}

Si calculamos [v]g directamente a partir del sistema lineal que resulta de la ecua-
cién vectorial

[V)s = Pser [v]; =

o= LD

V= V) + 6V,
encontramos que (verifique)

y=5=l=

de modo que

["]s =| 3

Por lo tanto,

["]s = Pser ["]r ’

que es la ecuacién (5).
La matriz de transicion Qr._s de la base S ala base T se obtiene (verifique) trans-
formando la matniz por bloques

FE E3DE 1
|- 1:0:-3

ala forma escalonada reducida por filas. Obtenemos (verifique)

1
(] —
Lon B —
L TR
|
Lo -
| I

por lo tanto,

OTes =

Pl D]
|
—

Al multiplicar Qy._g por Pg._y, obtenemos Qy. ¢ Ps. ¢ = I, de modo que
Qres = Pl .. ]

Términos clave
Base ordenada

Vector de coordenadas

Matriz de transicién

6.7 Ejercicios

Supondremos que todas las bases consideradas en estos ejercicios
son bases ordenadas. En los ejercicios 1 a 6, calcule el vector de

2. Ves R, S ={(1,-1,0),(0,1,0),(1.0.2)},
v=(2,-1,-2).

cwordenadas de v con respecto a la base dada S para V.

1.v3nas=|P

ff=L-

ol

3
2 |

3 VesP,,S={t+ 1L1-2},v=1+ 4.

4 Vs P, S={P-1+ 1,04+ 1,F+1),v=47 -2 +3,
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ramnsel 40 G B )
[

o=l YR Y )
4 gl 2

En los ejercicios 7 a 12, calcule el vector v si el vector de
coordenadas (vl estd dado con respecto a la base S para V.

2. mn=.s=|[';‘]. [‘}“ [¥], = [,',]

8. VesR, S=[(0.1-1).(1,0,0).(1,1,1))

]

9. Ves P, S =1, = 1), |v], = [_g]

10, Ve By Sm 4 Lt 41,641 [y = [:i‘].

wvemes=([ Y5 33
3 S}

vamna (s 3 1 3
[ o= o

13. Scan § =(1,2),(0, 1)y T = {(1, 1), (2, 3)) bases para R%.

Seanv=(1,5)yw =(5,4).

(a) Determine los vectores de coordenadas de v y w con
respecto a la base T.

(b) ;Cudl es la matriz de ransicién Py, rde la base T a la
base §?

(c) Determine los vectores de coordenadas de v y w con
respecto a S utilizando Pg._7.

(d) Determine directamente los vectores de coordenadas de
vV y W con respecto a S,

(c) Determine la matriz de transicion @._¢ de la base § a
la base T.

(f) Determine los vectores de coordenadas de v y w con

respecto a T utilizando Qr,_ . Compare las respuestas
con las de (a).

W

14,

16.

17.

19.

Sean

Siga las indicaciones del ejercicio 13.

SeanS={F 4 1,1 =21 +3}yT={22 41,7+ 3,1}
bascs para P;.Scanv =82 -d4r4 6y w=T7F -1 +9.
Siga las indicaciones del ejercicio 13,
Sean S = {F 41+ 1,2 +2+ 3, + 1}y

T= {r+ 1,7, 1* +1) bascs para P,. Ademis, scan
v=—r+4t+5yw =27 - 6. Siga las indicaciones
del ejercicio 13.

Scan

s={l6 o-[2 o6 A0 O
r={s o [0 86 O )

bases para My, Sean
11 _F 12
=l ¥ Y=l qf
Siga las indicaciones del ejercicio 13.
Sean

B i3 R N
| N A

bases para M>;. Sean

fo o -2 3
vls =f] ¥ "=l &)
Siga las indicaciones del ejercicio 13.

Sean § = {(1,-1),(2,1) y T = {(3,0), (4,~1)} bases para
R .Sivestien Ry

=[]

determine [v)s.



20, SeanS={+ 1,1 =2}y T= {1 — 5,1~ 2} bases para
P,.Sivesiden P,y

=[]
determine [v]g.

21- &ans={("’02s l)‘(ov ]v 1)'('—212\ l))’ T={("‘l, ]1
0),(0,1,0),(0, 1, 1)} bases para R’ Sivestien R y

2
["is= 01,
1
determine [v]7.

22, Sean S={r. 1= 1,1} yT={f 41+ 1,71+ 1,1} bases
para P>.Sivestden Py y

["]1 - {
detecrmine ‘\Flr.

23. Sean S = {v,,¥2, v}y T= {w), wy, w;} bases para R, donde
\’1-——([.0.'). V3 =(l.].0). Va =(0.0.I).
Si la matriz de transicién de Ta S es

21 4

determine los vectores de la base 7.

W b e
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24, Sean 8§ = {vy,v2} y T = {w,, w1} bases para P;,donde
w) =1, w3 =t-1.

Si la matriz de transicién de S a Tes

2 3
[ 2]
determine los vectores de la base S,
25, Sean § = {vy,va} y T = {w;, w3} bases para R?, donde
Y =“.2). \'2=(0.l).

Si la matriz de transicién de S a Tes

2 1
1 1|’
determine los vectores de la base 7.
26. Sean S = {v,V,} y T = {w, w,} bases para P,, donde
wy=1I- 1,

wa=1+ 1.

Si la matriz de transicién de Ten S es

3

determine los vectores de S.

Ejercicios tedricos

T.. Sca§={v,vs,...,Vv,}unabasc para ¢l espacio
vectorial V de dimensién n, y sean v y w dos vectores
en V. Muestre que v = w si, y s6lo si [v]g = [w]s.

T.2. Muestre que si § es una base para un espacio vectorial
Vde dimensidn ny vy w son vectoresen Vy kes un
escalar, entonces

[v+ wlg = [v]s + [w]s

[kvls = K v]s.

T3. Seca S una base para un espacio vectorial V de dimensién n.

Muestre que si {W, W1, . .., W;} s un conjunto
linealmente independicnte de vectores en V, entonces

”w’]s‘ l“'z]s--- Z, [wl]sl

s un conjunto lincalmente independiente de vectores
en R".

TA. Sea S = {v,,v3...,V,}una base para un espacio
vectorial V de dimensién n. Muestre que

{wilss [valg oo oo [vals]

s una base para R”,

En los ejercicios TS a T.7, sean § = {V|,Va, ... Y} ¥
T={w;.w..., w,} bases para el espacio vectorial R".

TS. Sca Mg la matriz de n x n cuya j-¢sima columna cs v;
y sea My la matriz de n x n cuya j<¢sima columna es w;,
Demuestre que Mg y My son no singulares. (Sugerencia:
consilere los sistemas homogéncos Mgx = 0y Myx = 0).

T.6. Sivesun vector en V, demuestre que

V= Ms[\']s y v = My|v]r.
T.7. (a) Utilice la ccuacién (5) y los ejercicios T.5 y T.6 para
demostrar que

Ps. r = Mg ‘Mr-
(b) Demuestre que Ps. 7 es no singular.
(c) Verifique cl resultado de la pante (a) para ¢l ejemplo 4,
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Ejercicios con MATLAB

La determinacion de las coordenadas de un vector con respecto
a una base es un problema de combinacion lineal. Por lo tanto,
una vez consiruido el correspondiente sistema lineal, podemos
valemos de las rutinas reduce o rref de Mat1.A8 para determinar
su solucion. La solucion nos proporciona las coordenadas
deseadas (y el andlisis de la seccion 10.7 serd iitil para poder
construir el sistema lineal necesario).

ML.I. SeaV=R'y
|
S= 21
1
Muestre que § es una base para V y determine [v]g para
cada uno dc los siguicntes vectores,

(=Nl
L =

8 2
(a) v= |4 ) v= 0
7 -3
4
c)v=|3
n-3—

ML2. SeaV=R'y

§={(1,0,1,1)(1,2,1,3),(0,2,1,1),(0,1,0,0).
Muestre que § ¢ una base para V y determine [v]g para
cada uno de los siguicnies vectores,

(@) v=4, 12,8, 14)
(b) v=(3.0,0,0)

©v=(L1L13})

MLJ3. Sea Vel espacio vectorial de las matrices de 2 x 2 y

SRR |

Muestre que S es una base para V y determine [v]g para
cada uno de los siguicntes vectores,

0 2
1] b) v [?
f
IX] Bases ortonormales en R”

o wis

D

(a)\r-—'[

(C)l‘:[: ::|

La determinacion de la matriz de transicion Py de la base T
a la base S también es un problema de combinacion lineal.
Ps. res la matriz que tiene como columnas las coordenadas de
los vectores de T con respecto a la base S. Podemos seguir las
ideas desarrolladas en el ejemplo 4 para determinar la marriz
Ps._ymediante las rutinas reduce o rref. La idea es construir
una mairiz A cuyas columnas corresponden a los vectores en S
(vea la seccion 10.7) v una matriz B cuyas columnas correspon-
den a los vectores en T. Entonces, la instruccién rref([A B])
proporciona la marriz [1Pg ¢

En los ejercicios ML.4 a ML.6, apligue las récnicas de
MATLAB descritas anteriormente, para determinar la matriz
de transicion Pg. yde la base T a la base S.

ML4. V=R,
17 ol 17
s={l11,11].]0]}%.
0 1 1

7 1 M1
Tatlil.l21.]1

1 1 2
MLS. V=P, S={-1,14+ 1,240, =1},

T={1-12-2.0+F)
MLS6. V=R*S=1{(1,2,3,0),(0,1,2,3),(3,0,1,2),

(2,3,0, 1), T = base candnica,
ML.7. Sean V = R’ y las bases

B

(a) Determine la matriz de transicién Pde Ua T.
(b) Determine la matriz de transicién Q de Ta §.
(¢) Determine la matriz de transicion Zde U a S.
(d) (Se cumple que Z = PQ o QP?

Nuestra experiencia con las bases naturales o canénicas para R%, R® y, en general, R”,
nos ha mostrado que su uso reduce apreciablemente los cdlculos. Un subespacio W de
R" no necesariamente contiene alguno de los vectores de tales bases, pero en esta sec-
cién mostraremos que si tiene una base con las mismas propiedades de las bases ca-
nénicas. Es decir, mostraremos que existe una base S para W tal que cada uno de sus
vectores tiene longitud 1 y cada dos vectores de S son ortogonales. El método para ob-
tener dicha base, que presentaremos en esta seccidn, se conoce como proceso de
Gram-Schmidt.
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Un conjunto § = {u;,uy, ..., u;}en R” es ortogonal s cada par de vectores distin-
tos en S son ortogonales, es decir, si u;+ u; = 0 para i # j. Un conjunto ortonormal de
vectores es un conjunto ortogonal de vectores unitarios. Esto es, § = {uy, up, .. ., u}
esortonormal siw;»wy =0parai# jyw-u =lparai=12,... .k

Six; =(1,0,2),x3=(-2,0,1),y x3 = (0, 1,0), entonces {x;, X3, X3} es un conjun-
to ortogonal en R®. Los vectores

u = (v—;gﬂ%) y up= (—\%.0. \%)

son vectores unitarios en las direcciones de x; y x», respectivamente. Como también x4
es un vector unitario, el conjunto {u;, us, X3} es un conjunto ortonormal. Ademas
gen{xy, X», X3} es igual a gen{u,, u,, x3}. B
La base canénica

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0, 1)}

es un conjunto ortonormal en R, En general, la base canénica para R" es un conjunto
ortonormal.
El teorema siguiente es un resultado importante sobre los conjuntos ortogonales. W

Si S = {uy, wm, ....u}es w conjunto ortogonal de vectores no nulos en R" entonces
S es linealmente independiente.
Consideremos la ecuacién
Uy + up + -+ cug = 0. (1
Al efectuar el producto punto de ambos lados de (1) por u; 1 = i = k, tenemos
(ciuy + couy + 4+ qug) ~u; =0 - u,. (2)

Aplicando propiedades (¢) y (d) del teorema 4 3 de la seccién 4.2, el lado izquierdo de
(2) es igual a

c(uy « u) + (s s W) + -+ gy - uy),
yel lado derecho es 0. Como u; - w; = 0 si i # j,(2) se convierte en
0 = ciu; - u) = ¢;flu|>. 3)

Como u; # 0, la parte (a) del teorema 4.3 de la seccion 4.2 establece que |ju,|| # 0.
Esto significa que en (3) necesariamente ¢; = 0, | < i< k, es decir, que § es lineal-
mente independiente. 5

Un conjunto ortonormal de vectores en R" es linealmente independiente.
Ejercicio T 2. o

Del teorema 6.9, seccién 6.4, y el corolario 6.6 se sigue que todo conjunto ortonormal
de n vectores en R” es una base para R” (ejercicio T.3). Una base ortogonal (ortonor-
mal) para un espacio vectorial es una base cuyos vectores forman un conjunto orto-
gonal (ortonormal).
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TEOREMA 6.17

Demostracion

COROLARIO 6.7

Demostracion

EJEMPLO 3

Solucién

TEOREMA 6.18

H trabajo de cdlculo necesario para resolver un problema generalmente se reduce
cuando se trabap con la base candnica (estindar) para R". Esto se debe a que tal base
es ortonormal. Por ejemplo, si § = {u,, »,, ... ,u,} es una base para R", y ves un vec-
tor en V, podemos escribir v como

Y=c|uy + cuz + 0 A Cplly.

Los coeficientes ¢, €2, . . . £, se obtienen resolviendo un sistema lineal de n ecuacio-
nes con i incOgnitas (vea la seccién 6.3).

Sin embargo, cuando § es ortonormal, podemos obtener los ¢; con mucho menos
trabajo, como lo establece ¢l siguiente teorema.

Sean S = {u;,u,,...,u,} wa base ortonormal para R" y v wn vector en R, Fntonces

V=cCu + ciy + 00+ Cplly,

donde
c=v-w (lsi=n).

Ejercicio T4(a). @
Sean § = {uy, uy, . ..,u,} una base ortogonal para R" y v un vector en R". Entonces
V= + cup + 0 4 Gy,

donde
G = bl Il <i<n
W
Ejercicio T4(b). -

Sea § = {u,, uy, u3} una base ortonormal para R, donde

2

u, =(§- “§- ;)» up = (:

';'_i)' Y uiz({lggg).

Ll b2

Escriba el vector v = (3, 4, 5) como una combinacion lineal de los vectores en S.

Tenemos
¥V =y + €70, + C3U;.

De acuerdo con el teorema 6.17, podemos obtener los valores de ¢y, ¢; ¥ ¢3 sin necesi-
dad de resolver el sistema lineal correspondiente. Asf,

ci=vsai=1, o=vim=0 ocg=vm=T,
con lo cual v = u; + 7u;3 es la combinacién lineal pedida. |
(Proceso de Gram -Schmidt ") Sea W un subespac:‘a no nulo de R" con base S =
{uy, wy,...,u,}, Entonces, hay una base ortonormal T = {w;, W2, ... Wy} para W,

*Jérgen Pederson Gram (1850-1916) fue un actuario danés,

**Erhard Schmidt (1876-1959) impartié clases en varias de las principales universidades alemanas y fue
alumno de Hermann Amandus Schwarz y de David Hilbert. Hizo importantes contribuciones al estudio de las
ecusciones integrales y de las ecuaciones diferenciales parciales y, como parte de este estudio, en 1907 pre-
sent el método para determinar una base ontonormal. En 1908 escribid un anticulo sobre un sistema de infi-
nitas ecuaciones lineales con infinitas incdgnitas, con el cual origind la teoria de los espacios de Hilbert y en
d que utilizé su métado nuevamente,
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La demostracién es construdtiva, es decir, construiremos gradualmente la base 7" deseada.
El primer paso consiste en encontrar una base ortogonal 7™ = {v;, v, ... ,V,,} para W.

Primero elegimos cualquiera de los vectores de §, digamos u,, y lo llamamos
vy: vy = uy. Después buscamos un vector v, en el subespacio W, de W generado por
{u,, u,} que sea ortogonal a v,. Como v, = u;, W, es también el subespacio genera-
do por {v,, u,}. Hagamos,

V2=V o+ Cuy.
Intentaremos determinar ¢, y ¢, de modo que v, + v, = 0. Ahora,
O=vaevi=(avi +cam) -vi =ci(vi-w1) +c2(m2-v1). 4)
Como v, # 0 (Gpor qué?), v, + v; # 0, y al resolver para ¢, y ¢; en (4), obtenemos

UV,

C1 = —C

Vi V) i
Donde podemos asignar un valor arbitrario no nulo a ¢;. Si hacemos ¢; = 1, obte-
nemos
u2+vi
ViV '

a =

Por lo tanto,

ux-v,
V2=C|V1+Czl12=llz—( )Vu-
ViV
Observe que hasta este momento hemos construido un subconjunto ortogonal {vy, v2}
de W (vea la figura 6.13).
A continuacion, determinaremos un vector v que estd en el subespacio Wr de W
generado por {u;, u,, u3} y es ortogonal a v, y v,. Por supuesto, W, es también el su-
bespacio generado por {v|, v5, U3} (jpor qué?). Sea

vy = d v, + dyvs + dyu,.
Trataremos que d, y d, sean tales que

viev =0 y wv3-v,=0.

Ahora,

0=vwvievy =(divi +dava +dsm) vy =di(vi-v1) +ds(us-vy), (5)
0 =vi+vy =(d\V) +davy + dym) V2 = dsr(vy+v2) + da(uyeva).  (6)

En la obtencién de los dos lados derechos de (5) y (6) usamos el hecho de que v, - v, =
0. Observe que v2 # 0 (;por qué?). Al despejar d, y d; en (5) y (6), respectivamente,

obtenemos

U3 -V, U3V
dy = —dy y dy=—dy .
Vi*V] L L& ]

Podemos asignar un valor arbitrario, no nulo, a d5. Sid; = 1, obtenemos

u3 v LLER ]
Yi*Vv) \'2'\"\‘

(Us-h) (“3-\'2)

Vi=u3— V1 — ™.

ViV V2+V2,

Observe que hasta el momento tenemos un subconjunto ortogonal {v,, v5, vz} de W
(vea la figura 6.14).

d=—

Por lo tanto,
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Figura 6.14 »

o\
-

v, U //
/

-
™

u,.v Uy Vy
W s - ¥y L (B2
2 vi=u, i.ny " VAL

Ahora determinaremos un vector v en el subespacio W5 de W generado porel con-
junto {u,, Uy, U3, Wy} —Yy, por lo tanto, por {v,, v», v3, Uy} —, que sea ortogonal a v, v,
y v3. Podemos escribir

i\

Usg- V), Us- vy Ug-Vy
Vi =104 Vi — Vi — vy
ViV V2" Vi*wy

Continuamos de esta manera hasta obtener un conjunto ortogonal 7™ = {v;, v2,. ..,
v,,} de m vectores. Entonces, 7° es una base para W. Para terminar, normalizamos los
v;, es decir, hacemos

|
W, =—Y; (1<iz<m),
A7l

entonces T'= {w,, w2, ..., W,,} es una base ortonormal para W. 2

A continuacién resumimos el proceso de Gram-Schmidt.

El proceso de Gram-Schmidt para calcular una base ortonormal 7= {wy, wa,. .., Wy}
para un subespacio no nulo W de R”, dada una base S = {u,. u,, ... .u,} para W,
€s como sigue.

Paso 1. Haga v| = uy.

Paso 2. Calcule los vectores v,, v, . . ., ¥,,, de manera sucesiva, uno a la vez, por
medio de la férmula

V-_!l.—(ui‘“)v—(u’.vl)\r,u-.._.(7.1'“.’_1-)\‘.
' vievi) ' \vaewma/ Victeviet )

El conjunto de vectores T = {¥i.¥2, ..., ¥u} € un conjunto ortogonal.
Paso 3. Haga

w,=Lv,- (1<i<m).
[lv;]

Entonces T = {w;, w>, ..., W, ; s una base ortonormal para W.

Observacién No es dificil mostrar que si u y v son vectores en R” tales que u » v = 0, entonces u +
(cv) = 0, para cualquier escalar ¢ (ejercicio T.7). Este resultado se puede utilizar para
simplificar los cdlculos manuales en el proceso de Gram-Schmidt. Tan pronto como en
el paso 2 se calcula un vector v; se lo multiplica por un escalar que permita eliminar
fracciones, si se han presentado. Nosotros haremos uso de este resultado al trabajar con
el proceso de Gram-Schmidt.
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EJEMPLO 5

Solucién
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Considere la base S = {u;, up, u3} para R®,donde
=011, wm=(-10,-1) y wu=(-123).

Utilice el proceso de Gram-Schmidt para transformar § a una base ortonormal para R”.

Paso 1.Seavy=u;=(1,1,1).
Paso 2. Ahora calculamos v, y vy:

[ R
=m-—

=(—1.0,—~1D) = (32)(, L, D =(-2% 2. -3).
V|-\'1)VI ) (11 { 3*3 ‘)

Al multiplicar v, por 3, para eliminar las fracciones, obtenemos (—1, 2, —1), que aho-
ra utilizamos como v,. Entonces

(u;-w) (u_x-v;
Bn=u~ (=" R )V:
\(RA{ V). V)
4 2
=(-12,3)-3(1, 1, )-3=1,2,—1) =(-2,0,2).

En consecuencia,
T ={v;,v5, 3} = {(1,1,1),(=1,2,-1),(=2,0,2)}

es una base ortogonal para R®,

Paso 3. Scan
: {1,.1.1)
M =T =—=1il, 1,
1 v, | 4
1 1
wW=—v=—(=12,-1)
[[wy V6
1 1 1 1
e s --._<-2,0.2:=( e )
PTivsll T VB V2 V2
Entonces

T ={w;, w, wi)
' 2
-Faa) w7z 5l
es una base ortonormal para ®. m

Sea W e subespacio de R con base S = {u,. u,. u3}. donde
ll!:“.' zuool)o u‘:|={ l,0.0. l) }' u3={l||o0|0)-

Utilice el proceso de Gram-Schmidt para transformar § a una base ortonormal para W.

Paso 1.Seav, =u; =(1, -2,0,1).
Paso 2. Ahora calculamos v, y vy:
=¥y

Vs =t — ( : )v, =(~1,0,0,-1) — (32)(1,-2,0, 1)
\ARAJ!
:(—

i
.

0 =

e
-

).
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Observaciones

Multiplicamos v por 3, para eliminar las fracciones, y obtenemos (-2, 2,0, —2),que
serd nuestro v,. Entonces

V=1 — (U}'\H )\'| = (l.l;'\?z)vz
Vi*Vi V2-V2
=(1,1,0,0) — (F)(1,=2,0, 1) — () (=2,-2,0,-2)
=(30,0,—3).

Multiplicamos v3 por 2, para eliminar las fracciones, y obtenemos (1,0,0, —1), como
v3. Por lo tanto,

" ={(1,-2,0,1),(-2,-2,0,2),(1,0,0, —1)}

es una base ortogonal para W.

Paso 3. Sean
w—-——l—v ——]—(I -2,0,1)
v T Ve
w lv ]{22.02} l{llUl)
2= 2= "=\ g =-\"L-LV, -
vl T 12 V3
1 |
= —v; = — (1,00 -1).
e Ji{ )
Entonces

T = {wi, w2, Wi}

(&%= 5-5-5) (@)

es una base ortonormal para W. |

1.

En el proceso de solucién del ejemplo 5, tan pronto como calculamos un vector lo
multiplicamos por un escalar adecuado para eliminar las fracciones presentes. Es-
te paso opcional produce célculos més sencillos para trabajo a mano. Con este en-
foque, la base resultante, aunque ortogonal, podria diferir de la base ortogonal
obtenida sin eliminar fracciones. La mayor parte de las implementaciones del pro-
ceso de Gram-Schmidt en computador, incluyendo los desarrollados con MATLAB,
no eliminan las fracciones.

Una observacién final respecto al proceso de Gram-Schmidt: en la demostracién
del teorema 6.18 se obtuvo primero una base ortogonal 7° y después se normaliza-
ron sus vectores para obtener la base ortonormal 7'. Por supuesto, un camino alter-
nativo es normalizar cada vector tan pronto como se obtiene.

Términos clave

Conjunto ortogonal
Conjunto ortonormal
Basc ortogonal

Base ortonormal
Proceso de Gram-Schmidt
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6.8 Ejercicios

1. ;Cuiles de los siguicntes son conjuntos ortogonales de 13. Unlice el proceso de Gram-Schmidt para construir una ba-
vectores? se ortonormal para ¢l subespacio W de R* generado por
@ {(1,-1,2).00,2, =1), (1,1, 1)} {(1,1,0,0),(2,-1,0,1),3,-3,0, -2),(1, -2,0, -3)}.
) {(1,2, -1, 1),(0, -1, =2,0),(1,0,0, 1)} 14. Determine una base ortonormal para el subespacio de R’
© {0,1,0,=1),(1,0,1,1),(=1,1,=1,2)) que consiste en todos los vectores de la forma (a,a + b, b).
2, ;Cuiles de los siguientes son conjuntos ortonormales de I5. D"mi“_" una basc ortonormal para el subespacio de R*
vectores? que consiste en todos los vectores de la forma
@ {3.33).G.1.-3).3.-3. ) (@a.a+ b,c.b+c).
() I(:"“O - ) 71ri s‘ é) (0, 1’0)| 16. Determine una base ortonormal pmclsuhcq:aciodcka
© €0.2.2. 1.( 1. 1.~2,2).(0, -2, 1, 2)} que consiste en todos los vectores (a, b, ¢) tales que
a+b+c=0.
En los ejercicios 3y 4,V =R, o
_ e . k 17, Determine una base ortonormal para el subespacio de
. Soan wm(l, 1, =2) y v d, =1, 2). ; Pars qub waloses de que consiste en todos los vectores de la forma (a, b, ¢, d)
a son ortogonales los vectores u y v? tales que
4, Scan u = (— 0, —) y v= (a. J,."b) Para que
valores de a y b el conjunto {u, v} es ortonormal? “=b2ctdm0:
5. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para determinar I8. Dectermine una base ortonormal para el cspacio solucion
una base ortonormal para ¢l subespacio de R* con base del sistema homogéneo
{(I'n -—llo)' {2‘0l I)}'
6. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para determinar una ,"t' o= mym0
base ortonormal para ¢l subespacio de R con base 26 +x2+ 25 =0,
{(1,0.2). (-1.1,0)}. 19. Determine una base ortonormal para el espacio solucién
7. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para determinar una del sistema homogéneo
base ortonormal para el subespacio de R* con base
{([v_l-0|]}v(zrouot—l)'(oouuI'\-U}}' 1 1 -] x) 0
8. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para determinar una 2 1 3)|x]|=]|0].
base ortonormal para el subespacio de R* con base 1 2 -6)|x 0
{(1,1,~1,0),(0,2,0,1),(~1,0,0, }. )
9. Utilice ¢l proceso de Gram-Schmidt para transformar 2. Considers 1a baés orononmal
la base {(1,2),(—3,4)} de RZ en (a) una base ortogonal; /1 | i 1§
H S= —_— e 1("""'_|_""')|
(b) una base ortonormal (Ji ./5) A
10. (a) Utilice el proceso de Gram-Schmidt para transformar
la base {(1,1, 1), (0 1,1),(1,2,3)} de R® en una base para R, Use el teorema 6.17 para escribir el vector (2, 3)
ortonormal para R, como combinacidn lineal de los vectores en §.
(b) Utilice el teorema 6.17 para escribir (2, 3, 1) como 21. Considere la base ortonormal
combmacién lineal de la base obtenida cn la parte (a).
11. Dectermme una basc ortonormal para R? que incluya los F 2 2 1
2 S= (—-.0.——).(‘-_.0._).{0.|.0)
Vecloms(J i s))'(s ;‘—3)' V5 V5 V5 Js
12. Utilice el proceso de Gram-Schmidt para construir una ba-
sc ortonormal para ¢l subespacio W de R? generado por para R'. Use ¢l teorema 6.17 para escribir el vector
{(1,1,1),(2,2,2),(0,0, 1),(1,2, 3)}. (2, =3, 1) como combinacién lincal de los vectores en §.
Ejercicios tedricos
T.1. Verifique que la base canénica para R” es un conjunto TA4. (a) Demuestre el teorema 6.17.
oronormal. (b) Demuestre ¢l corolario 6.7.
T2. Demuestre el corolario 6.6. TS. Seanu,v,,v,..., v,, vectores en R”. Demuestre que si
T.3. Demuestre que un conjunto ortonormal de n vectores en u ¢s ortogonal a vy, ¥2, ..., v, entonces u ¢s ortogonal a

R es una base para R".

todo vectoren gen{ vy, va, ..., ¥, }.
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T.6. Seau un vector fijo en R*. Demuestre que el conjunto T9. Suponga que {vy, V2, ..., V,} es un conjunto ortogonal
de los vectores en R que son ortogonales a u ¢s un en R". Sea A la matriz cuya columna j es v;,
subespacio de R”. Jj=1.2,...,n. Demuestre o refute: A o no singular.
! i . - T.10. Sca § = {u;,u;,...,u;} una basc ortonormal para un
L5 Sean iy y veilans & mmu?btm QRe Sl By =1, subespacio W de R”, donde n > k. Analice c6mo construir
entonces 1 - (cv) = 0 para cuakjuier escalar . .
una base ortonormal para V que incluya a §.
T8. Suponga que {vy, Vs, ..., Vy,} es un conjunto ortonormal Tl Sean {Uy, ... g, Bpigy e« u,} una base ortonormal
en R". Sea A la matriz dada por A = [vy vy« - v,]. para R, S = gen{u,, ..., w}y T =gen{u.,,..., v,}.

Mucstre que A es no singular y calcule si inversa, Dé
tres ejemplos diferentes de tales matrices en R o R,

Demuestre que cualesquiera sean los vectores xen §'y
yenT, x.y=0.

Ejercicios con MATLAB
El proceso de Gram-Schmidt toma una base S, para un

subespacio W de R", y produce una base ortonormal T para W.

El algoritmo dado en esta seccion para producir la base
ortonormal T estd implemenitado en la rutina gschmidt en

ML.2. Uulice gschmidt para obtener una base ortonormal

MLJ.

para R* a partir de la base § = {(1,0,1,1),(1,2,1,3),
(0.2,1,1).(0,1,0,00}.

S = {(0,-1,1),(0,1, 1), (1, 1, 1)} es una base para

Man.an. Digite help gschmidt para consultar las instrucciones.

ML.1. Utilice gschmidt para obtener una base ortonormal

para R a partir de la base

{3

Su respucsta estard cn forma
minos de v/2.

R’. Determine una base ortonormal 7 a partir de §,
y después cakule [¥]r para cada uno de los vectores
siguientes.

(@) v=(1,2,0)
() v=(-1,0,1).

Determine una base ortonormal para el subespacio de
R* que consta de los vectores de la forma

(a.0,a+ b, b+ ¢),
donde a, b y ¢ son nlimeros reales cualesquiera,

Myv=(,1,1)

1
0 MLA.
0

Hill

decimal; rescribala en tér-

XJ COMPLEMENTOS ORTOGONALES

DEFINICION

EJEMPLO 1

Sean W, y W; subespacios de un espacio vectorial V. Sea W, + W; el conjunto de
todos los vectores v en V tales que v = w, + w,, donde w, esti en W, y w, estd en
W,. En el ejercicio T.10 de la seccién 6.2 le pedimos demostrar que W, + W, es un
subespacio de V. En el ejercicio T.11 de la seccion 6.2 le pedimos demostrar que si
V=W + Wy WiNW, = {0}, entorces V es la suma directa de W, y W5 lo cual
denotamos como V = W, @ Wa. En este caso, cada vector de V se puede escribir de
manera Gnica como w; + wa, con wy en Wy y wa en Wa, (Vea ¢jercicio T.11 de la
seccién 6.2.) En esta seccidn demostraremos que si W es un subespacio de R, enton-
ces R" se puede escribir como suma directa de W con otro subespacio de R”. Este subes-
pacio serd utilizado para examinar una relacién bésica entre cuatro espacios vectonales
asociados con una matriz,

Sea W un subespacio de R”. Un vector u en R” es ortogonal a W si es ortogonal a cada
vector de W. H conjunto de vectores en R" que son ortogonales a todos los vectores de
W se llama el complemento ortogonal de W en R" y se denota W (se lee “W ortogo-
nal”, “W perp” 0 “complemento ortogonal de W™).

Sea W o subespacio de R* constituido por los maltiplos del vector
W = (2, 3. 4)

W = gen{w},de modo que W es un subespacio de dimensi6n | de R'. Entonces un vec-
tor u en R pertenece a W si, y s6lo si u es ortogonal a cw, cualquiera sea el escalar c.
Se puede mostrar que W' es el plano cuya normal es el vector w. -]
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Demostracion

EJEMPLO 2

Solucién

Sec. 6.9 Complementos ortogonales 309

Observe que si W es un subespacio de R”, entonces el vector cero siempre perte-
nece a W (ejercicio T.1). Ademas, el complemento ortogonal de R” es el subespacio
cero y el complemento ortogonal del subespacio cero es el propio R" (ejercicio T2),

Sea W un subespacio de R". Entonces
(a) W' es un subespacio de R".
b) Wnw'={0}.

(a) Sean u, y u; vectores en W, Entonces, u; y w; son ortogonales a cada vector w
en W.Ahora tenemos

U +um) - w=u-wW+th-w=0+0=0,

de modo que u; + uy estd en W, Ademds, sean u en W y ¢ un escalar. Cualquie-
ra sea ¢l vector w en W, tenemos

{cu) - w =c(u-w) =c0 =0,

de modo que cu estd en W, Hemos mostrado asf, que W es cemado bajo la suma de
vectares y la multiplicacion por escalares; por lo tanto, es un subespacio de R”.

(b) Supongamos que u es un vector en W N W* . Entonces u estd en Wy en W, por

lo cual m - u = 0. De esto se sigue que u = 0, segiin el teorema 4.3 de la sec-
cion 4.2, a

En el ejercicio T.3 se le pide mostrar que si un subespacio W de R" estd generado
por un conjunto de vectores S, entonces un vector u en R” pertenece a W si, y sélo si
u es ortogonal a todo vector en S. Este resultado es Gtil para determinar W, como se
muestra en ¢l ejemplo siguiente.

Sea W e subespacio de R* con base {w,, w.}, donde
wl =(]| ].0.”)’ w2= (On _li lo I)‘

Determine una base para W*.

Seau = (a, b, ¢, d) un vector en W, Entonces u + w, =0y u + w, = 0. Entonces,
u-wy=at+bt+d=0yun-wy=-b+c+d=0.
Al resolver el sistema homogéneo
a+b td =0
—b+e+d=0,
obtenemos (verifique)
a=-r-2s, b=r+s, c=r, d=s.

Haciendo altemativamente r = I,s =0y r=0,5s =1,

u=(—r—-—2s.r+s.r.s)=r(—=1 1 1,0)+s(=21,0,1).

Por lo tanto, los vectores (—1,1,1,0) y (—=2,1,0, 1) generan a W*. Como no son mil-
tiplos uno del otro, son linealmente independientes y forman una base para W',
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Demostracion

Observacion

EJEMPLO 3

Solucién

Sea W un subespacio de R". Entonces
R\ =W®W-.

Sea dim W = m.Entonces W tiene una base formada por m vectores. Con el proceso de
Gram-Schmidt podemos obtener, a partir de ella, una base ortonormal para W. Sea § =

Wi Wiy W} la base ortonormal obtenida. Si v es un vector en R”, sean
W=(V.W)W; + (Ve W)W+« + + (Vo Wi )Wpy (1)
y
u=v-w. (2)

Como w es una combinacion lineal de vectores en §, w pertenece a W. Mostraremos
que u estd en W' mostrando que u es ortogonal a todo vector de S, base para W. Para
cada wy, en S, lenemos

UW, =(V—W) W, =V W, —W-W,
=vew;, — [(vew)w +(vews)wa+ oo H(vew, )w, ] w,
=VeW; — (Vew;)(wiw;)
=10

porque w; - w; =0 parai # jy w;» w; = |, 1= i = m. Entonces, u es ortogonal a to-
do vector de Wy, por lo tanto, estd en W', Como,

V=w-—u,

entonces R" = W 4+ W'. Ademis, segiin la parte (b) del teorema 6.19, W N W' = {0}.
En consecuencia,

R"=WoW-, =
Como senalamos al principio de esta seccién, también concluimos que los vectores w
y u definidos por las ecuaciones (1) y (2) son tnicos.
Fn el ejemplo 2, es una base para el subespacio W,
{wi, w2} ={(1,1,0,1),(0,-1,1,1)}
y establecimos que es una base para W,
{W;.Wq} - {(_ lu]. 100)0('_-2' ||0u l}}

Si v = (-1, 1,4, 3), determinaremos un vector w en W y un vector u en W', tales que
V=WwW+u

Siguiendo el procedimiento utilizado en la demostracién del teorema 6.20, el proceso
de Gram-Schmidt proporciona una base ortonormal para W,

1 1
u = —= l»lnovl u2 = _(0' '_I: lv]
I 3( ) ¥ 3 )

V3 V3
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Demostracion

Observaciéon
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(verifique). Sea

w=(v-u)u +{(v-m)wm

— 3I.l| . i 2\/5“2
=(1LLOD+20,-1,1,1)
={1,=1,2.3).

Entonces calculamos

u=v-w=(—11,4,3)-(1,-1,2,3)=(-2,2,2,0).
(Verifique que u estd en W) Esto implica que v = w + u,para wen Wy uen W
Si Wes un subespacio de R", entonces

(WHt =w.

En primer lugar, si w es un vector en W, entonces w es ortogonal a todo vector u en
W, de modo que w estd en (WH . Por lo tanto, Wes un subespacio de (WL Reci-
procamente, sea v un vector arbitrario en (W' )", Entonces, por el teorema 6.20, v pue-
de escribirse como

Yy=w+amn,

donde w estd en W y u estd en W*. Como u estd en W, es ortogonal a v y a w. Se tie-
ne, entonces,

O=u+v=u+(WH+u=urwitu-u=u-u
es decir,
u-u=0,

lo cual implica que u = 0. Entonces v = w, de modo que v pertenece a W. Hemos mos-
trado que también (W*)* es un subespacio de W. Por lo tanto, (W): = W. ™

Como W es el complemento ortogonal de W' y W' es el complemento ortogonal de
W, se dice que Wy W' son complementos ortogonales.

RELACIONES ENTRE LOS ESPACIOS VECTORIALES
FUNDAMENTALES ASOCIADOS CON UNA MATRIZ

Si A es una matriz de m x n, asociamos con ella los siguientes cuatro espacios vecto-
riales fundamentales: el espacio nulo de A (un subespacio de R"), el espacio fila de A
(un subespacio de R™), el espacio nulo de Ar(un subespacio de R™) y el espacio co-
lumna de A (un subespacio de R™). El teorema siguiente muestra que las parejas for-
madas por estos espacios vectoriales son complementos ortogonales.
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m Si A es una marriz dada de m x n, entonces:

Demostradon

EJEMPLO 4

Solucién

(a)
(b)

(a)

)

Sea

Fl espacio nulo de A es el complemento ortogonal del espacio fila de A.
H espacio nulo de AT es el complemento ortogonal del espacio columna de A.

Antes de probar el resultado, verifiquemos que los dos espacios vectoriales cuya
igualdad queremos establecer tienen igual dimensién. Si r es el rango de A, enton-
ces la dimension del espacio nulo de A es n — r (teorema 6.12 de la seccién 6.6).
Como la dimension del espacio fila de A es r entonces, de acuerdo con el teorema
6.20, la dimensién de su complemento ortogonal es n — r. Ahora, sea x un vector
del espacio nulo de A. Entonces Ax = 0. Sean v, v,, . .. , v, veclores en R” que
denotan las filas de A. Entonces, las entradas de la matriz Ax de m x 1 son vyx,
VoX, ..., VuX y tenemos

=0, wx=li..., ¥HWE=0. (3)

Por lo tanto, x es ortogonal a los vectores vy, ¥2, . .. , ¥, que generan al espacio
fila de A. En consecuencia, x es ortogonal a todo vector del espacio fila de A, de
modo que x pertenece al complemento ortogonal del espacio fila de A. Se conclu-
ye,con base en el ejercicio T.7 de la seccion 6 4. que el espacio nulo de A es igual
al complemento ortogonal del espacio fila de A.

Para establecer el resultado, reemplace A por A” en la parte (a) para concluir que
el espacio nulo de A7 es el complemento ortogonal del espacio fila de A”. Como el

espacio fila de A es el espacio columna de A, esto demuestra la parte (b). -
1 -2 1 0 2
1 -1 4 1 3
aml i 3 2 1 =9
2 -3 § 1 5

Calcule los cuatro espacios vectoriales fundamentales asociados con A,y compruebe el
teorema 6.22.

Primero obtenemos la forma escalonada reducida por filas de A (verifique)

DO -2
OO0 W=l
DO =N
=1 ==L =3

1
0
0
0

Al resolver el sistema lineal Bx = 0, encontramos (verifique) que

7 2 -4

—3 —1 —1

S = bl Qs 8
0 1 0

0 0 1

es una base para el espacio nulo de A. Ademds,

T={(,0,7,2,4),(0,1,3,1, 1)}
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Solucién 1
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es una base para el espacio fila de A. Como los vectores en S y T son ortogonales, S es
una base para ¢l complemento ortogonal del espacio fila de A, tomando los vectores de
§ en forma horizontal. Ahora,

h o= h W

y su forma escalonada reducida por filas (verifique) es

1 ¢ -2 1
0 | 1 I
C=10 0 0 0
O 0 0 0
o o0 0 0

La solucién del sistema lineal A’x = 0, indica que (verifique)

21 -1
| Ny
&= 1l°] o
0 |

es una base para el espacio nulo de A”. Adems, las filas no nulas de C, leidas vertical-
mente, proporcionan la base siguiente para el espacio columna de A:

17 1o
. o| |1
Putl sl

!

Como los vectores en §' y 7" son ortogonales, se sigue que S’ es una base para el com-
plemento ortogonal del espacio columna de A. a

Determine una base para el complemento ortogonal del subespacio W de R® generado
por los vectores

w =(2,-1,0,1, 2), wr=(1,3,1,-2 —4),
wy=(3,2,1,-1,-2), wy =(7,7,3,—4, —8),
ws=(1,—-4,—-1,-1,-2).

Sea u = (a, b, ¢, d, €) un vector arbitrario en W*. Como u es ortogonal a cada uno de
los vectores dados que generan a W, tenemos un sistema lineal de cinco ecuaciones con
cinco incOgnitas, cuya matriz de coeficientes es (verifique)

-
i
— ] L) e
e N e
— ) O
|
| |
DO N AN
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Al resolver el sistema homogéneo Ax = 0, obtenemos la base siguiente para el espacio
solucién (verifique):

— =i ~die—=

0
0 1
L -
Estos vectores, tomados en forma horizontal, proporcionan una base para W,
Solucién 2  Forme la matriz cuyas filas son los vectores dados. Esta es la matriz A de la solucion 1,

y entonces el espacio fila de A es W. Por el teorema 622, W' e el espacio nulo de A.
Obtenemos asf la misma base para W' que en la solucion 1. R

H ejemplo siguiente ilustra geométricamente el teorema 6.22.

EJEMPLO 6 T}

3 1 2
A= |2 1 3
7 1 8

La forma escalonada reducida por filas de A es (verifique)

= =
-0
I e

)

entonces, el espacio fila de A es un subespacio bidimensional de R*, esto es, un plano
que pasa por el origen. Una base para este espacio es {(1,0,1),(0, 1, I)}. El espacio
nulo de A e un subespacio de dimensién 1 de R® con base

(verifique). Como este vector de la base es ortogonal a los dos vectores de la base da-
da para el espacio fila de A, el espacio nulo de A es ortogonal al espacio fila de A; esto
es, el espacio nulo de A es el complemento ortogonal del espacio fila de A.
Ahora, la forma escalonada reducida por filas de A” & (verifique)
l -
0
0

-
(=1 S

Entonces
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(2]

es una base para el espacio nulo de A” (verifique), lo cual indica que el espacio nulo
de A” es una recta que pasa por el origen. Ademis,

! o/ 1 0

\\‘ Ny ¢ f 0 . |

’r - y 1 2

& o
/,;;:'/ > 2{1':’3:1:’3ch ?Ttiui“l:as;: para el espacio C(]Jlur_ma dé AT {w:liﬁquc). asf que el espacio c?lun_na d:f
x plano que pasa por el origen. Como cada vector de la base para el espacio nu

Agura 6.15 A lode AT es ortogonal a cada vector de la base para el espacio columna de A’, el espa-
cio nulo de A” es el complemento ortogonal del espacio colurmna de A’. Estos
resultados se ilustran en la figura 6.15. '

PROYECCIONES Y APLICACIONES

En el teorema 6.20 y en la observacién que sigue al teorema, mostramos que si Wes
un subespacio de R” con una base ortonormal {w, wy, ..., W, } ¥ ¥ €5 un vector ¢n
R",entonces existen vectores tinicos w en Wy uen W', tales que

Y=W+0.
Ademas, como vimos en la ecuacion (1),
W={\"W|)W[ +(V"'2)“'2+"'+(V'wm)wm'

W= proyy ¥ Este vector w = denomina proyeccion ortogonal de v sobre W y se denota por
proyw v.La figura 6.16, ilustra ¢l teorema 6.20 cuando W s un subespacio bidimen-
Figura 6.16 A sional de R (un plano que pasé por el origen).

Con frecuencia una base ortonormal tiene muchas fracciones, asf que es Gtil tener
también una férmula que proporcione proyy v cuando W tiene una base ortogonal. En
el ejercicio T.6, se le pide mostrar que si {w;, w2, ..., Wy} €s una base ortogonal pa-
ra W, entonces

w

VW, VW VW,

OjwV = w; 4 Wyt oo b —e Wy
e Wi W, W2+ W) W o Woy

Observacion El proceso de Gram-Schmidt descrito en el teorema 6.18 puede reformularse en térmi-
nos de proyecciones en cada paso. Asf, los vectores en la figura 6.13 (el primer paso
en el proceso de Gram-Schmidt) pueden rescribirse (reetiquetarse) como sigue:

Figura 6.13 vectores
renombrados (reetiquetado) b
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EJEMPLO 7

Solucién

EJEMPLO 8

Solucién

Sea W e subespacio de dimensién dos de R? con base ortonormal {w), ws},donde

_fz 1 2 (] 0 1
“"“(3' 3’ 3) y w*‘(_f_;"\/i)'
Usando el producto intemo estdndar sobre R’ , determine la proyeccién ortogonal de

v=,1,3)

sobre W,y un vector u ortogonal a cada vector en W.

De acuerdo con la ecuacién (1),

; : 119
W =projyv =(v.-ww; +(vewa)w, = —lw, + —w, = ( - )

V2

|
U—V—W—(a.

Wil ka

)
"5 -
En la figura 6.16 es claro que la distancia de v al plano W esta dada por la longi-

tud del vector u = v - w, esto es, por

Iy — proyw vl|.

Demostramos la validez general de este resultado en el teorema 6.23.

Sea W el subespacio de R® definido en el ejemplo 7 y sea v = (1, 1,0). Determine la
distanciade va W,

Primero calcule
Proyw v = (v.w;)w) + (v w)w—]w-i- : \\'—(]3 : =
W 1w AWM =awW A ) = TS 9'IB)'
Entonces

e 1315) (5:0 5)
M (18' 9’18/ \1gn 9" 18

28 100 25 52
Iv—poywvll= [/ — 4+ — 4+ = — i
V324 81 324 6

q
entonces, ladistanciade v a Wes = \6@ ]

En el ejemplo 8, ||v — proyy v|| representa la distancia, en el 3-espacio, de v al pla-
no W.Podemos generalizar esta nocion de distancia, y hablar de distancia de un vector
de R" aun subespacio W de R". Podemos demostrar que el vector de W que estd mis
cercano a v es de hecho proyy v,de este modo ||v — proyy v|| representa la distancia
deva W.

Sea W un subespacio de R". Entonces dado el vector v en R, el vector en W mds cer-
cano a v es proyy v. Esto es, para w en W, ||v — w|| es minima cuando w = proyy v.
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Demostracion  Sea w cualquier vector en W. Entonces
v—w= (v — proyw ¥) + (proyw v —w).
Como w y proyy v estan ambos en W, proyy v — w estd en W. Por el teorema 6.20, v
— proyy v es ortogonal a cada vector en W,de modo que
[v—wi? = (v — W) «(v— W)
= ((v — proyyv) + (proyy v — w)) « (v — proyy v) + (proyy v — w))

. 2 2
= [v —proywv|" + |proyyv — w|".
Si w # proyy v.entonces [[proyw v — w||> es positivo y

,
Iv — wj? > |lv — proyw v||>.

Se sigue, entonces, que proyw v s el vector en W que minimiza a [lv — w|” y, por lo
tanto, minimiza a ||v — w. B

En el ejemplo 7,
w=proywv=(%.3 %

)
es el vector de W = gen{w, w} que estd mis cerca de v = (2,1, 3).

Términos clave

Vector ortogonal Espacios vectoriales fundamentales asociados con una matriz
Complemento(s) ortogonal(es) Proyeccion ortogonal
6.9 Ejercicios
1. Sea Wun subcspaciodck’mnbasc{w,.wz}.dondc Determine una base para W',
wi=(1,0,)ywy=(1,1,1). Exprese v = (2:' 2,0)como  Ep los ejercicios 6 v 7, caleule los cuatro espacios vectoriales
suma de un vector wen W'y un vector u en W=, fundamentales asociados con A y compruebe el teorema 6.22,
2. SeaWun subcspaciodek‘oonbase {wy, w1}, donde M 5 3 7
w =(,11,0)yw,=(,0,0,0). Exprese v = (1, 1,0,0) okeals 6 ik 28
como suma de un vector w en W y un vector u en W, s 7 -1 2
3. Sea W un subespacio de R® generado por el vector B
w=(2,-3,1). ‘{2} —:l‘ E; ;
(a) Determine una base W', T.A= | "] _2 “3
(b) Describa geométricamente W . (Puede utilizar una 1 4 -9 5§

descripcién verbal fica.
SAEpCIoR Vestal o gradica) En los ejercicios 8 y 9, determine proyw v para el vector v y el

4, Sea W=gen{(1,2,-1),(—1,3,2)}. subespacio W dados.
() Determine una base para W 8. Sea W el subespacio de R con base
(b) Describa geométricamente W . (Puede utilizar una
descripcién verbal o gréfica.) (Lﬁg_z_t) (_ioi)
5. Sea W el subespacio de R’ generado por los vectores V5 Vs VS
W), W, Wi, Wy, ws,donde @v=03,4,-1) ®b) v=@2,13)
wi=(2,-1,1,3,0), w=(1,2,0,1,-2), (©) v=(=50,1)
wy=(4,3,1,5,-4), w=312-11, 9. Sea W el subespacio de R* con base

Ws =(2,—l.2. —2v3)- (’l I't01 I)'{oi lo llo)‘{—l‘oiol l)-
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(@) v=0,1,3,0)
(c) v=1(0,2,0,3)

10. Sca W el subespacio de R’ con base ortonormal {w,, wy},
donde

(b)v=@o_i|l-0)

m=0.10 y w=(70 7).

Escriba el vector v = (1,2, —1) como w + u,con wen W

yuen W,

11. Sea W el subespacio de & con base ortonormal
{w,, ws, wa}, donde

w, = (_ 0,0 -—), w; =(0,0,1,0),

y w;=(7|§-.0.0.%2).

Escriba el vector v = (1,0, 2,3) como w + u,con wen W
yuen W=,

12, Sca W el subespacio de R’ definido en el ejercicio 10 y sca
v =(—1,0,1). Determine la distanciade va W,

13. Sea W el subespacio de B definido en el ejercicio 11 y
sea v = (1,2, —1,0). Determine la distancia de va W.

14. Determine la distancia del punto (2, 3, —1) al plano

3x - 2y 4+ z = 0. (Sugerencia: primero determine una base
ortonormal para el plano.)

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que si W es un subespacio de R", entonces el
vector cero de R pertenece a W,

T.2. Demuestre que ¢l complemento ortogonal de R” es ¢l su-
bespacio nulo y el complemento ortogonal del subespacio
nulo es R*.

T3. Demuestre que si W es un subespacio de R” que es
generado por un conjunto de vectores S, entonces u en R”
pertenece a W= si, y s6lo si u es ortogonal a cada vector
en §.

TA. Sca A una matriz de m x n. Muestre que cada vector v
en R” puede escribirse de manera tinica como w + u,
donde w estd en el espacio nulo de A y u estd en el
espacio columna de A”.

TS. Sca Wun subespacio de R”. Muestre que si wy, wy, ..., W,

es una base para Wy u, u,,..., u, es una base para W,
entonces Wy, Wy, . .., W, U, U, ..., I ¢s una base para
Ry n=dim W+ dim W+,

T.6. Sea W un subespacio de R" y sea {w;, wa, ..., W, } una
base ortogonal para W. Muestre que st v ¢s un vector en

R”, entonces
VoW, VW2
proyw Vv = w, + Wyt
W) W W W,
Vew
+ W
Wa'Wa

T.7. Sea W el espacio fila de la matriz A de m x n. Muestre
que si Ax = 0, entonces x estd en W=,

Ejercicios con MATLAB

ML.1. Determine la proyeccion de v sobre w. (Recuerde que
en MATLAB tenemos disponibles las rutinas dot y norm.)

— l-— -1]-

(a) v= _? , W= ;
& na
- 1 -

=2 I

®)v=]| 3], w=|I
0 |
L. L B8R

ML.2. Sea S = {wl, w2}, donde
1
0
1

y sea W= gen §.
(a) Mucstre que § es una basc ortogonal para W.

(b) Sea

— D =

Calcule proyy; v.
(c) Para el vector v de la parte (b), calcule proyy v.
ML.3. Elplano P en R tiene la base ortogonal {wl, w2},

ol

(a) Determine la proyeccién de

2
v= |4
8
sobre P.

(b) Determine la distancia de v a P,

W -
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ML4. Sca Wel subespacio de R* con base (a) Muestre que el sistema Tx = b es inconsistente.
I 2 (b) Como Tx = b es inconsistente, b no estd en el es-
S = | -1 1 |0 pacio columna de T. Un enfoque para determinar
1101 070 el BT una solucién aproximada es determinar un vector
1 0 1 1 ¥ en ¢l espacio columna de T, de modo que Ty esté

(a) Determinc proyy v.

(b) Determine la distanciade va W.

ML.S. Sean

——— ) -
DO - D
-
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proyw b
w

W= Eapacio columna de A

Figura 6.17 a

tan cerca como sea posible a b. Podemos hacer
esto determinando la proyeccion p de b sobre ¢l
espacio columna de 7. Determine esta proyeccion
de p (la cual serd Ty).

Requisitos. Lectura de las secciones 15, Soluciones de sistemas de ecuactones linea

y, La inversu de una mutriz; 4.2, n-vectores, y 6.9, Complementos ortogonales

Como recordari, en el capitulo 1 se dijo que un sistema lineal Ax = b,dem x n,esin-
consistente si no tiene solucién. En la demostracion del teorema 6.14 de la seccién 6.6,
demostramos que Ax = b es consistente si y s6lo si b pertenece al espacio columna de A.
De forma equivalente, Ax = b es inconsistente si y s6lo si b no estd en el espacio
columna de A. Los sistemas inconsistentes aparecen en muchas situaciones, por lo que
debemos saber ¢cémo tratardos, Nuestro método consiste en modificar el problema de
manera que no sea indispensable que la ecuacion matricial Ax = b se satisfaga. En cam-
bio, buscamos un vector X en R tal que A X sea tan cercano a b como sea posible. Si
W es el espacio generado por las columnas de A, el teorema 6.23 de la seccién 6.9 impli-
caque el vector en Wmids cercano a b es proyy b. Es decir, |[b — w|,para wen W, se
minimiza cuando w = proyy b. En consecuencia, si encontramos X tal que A X=
proyyw b, estamos seguros de que ||b — A X || serd lo més pequena posible. Como se indi-
ca en la demostracion del teorema 6.23, b — proyyb = b — AX es onogonal a todo
vector en W. (Vea la figura 6.17) Esto implica que b — A X es ortogonal a cada colum-
na de A. En términos de una ecuacion matricial, tenemos que

AT(AX-b) =0
0, de manera equivalente,

ATAX=A"b.
Por lo tanto, X es una solucién para

ATax = ATb. (1)
Cualquier solucion de (1) es una solucién por minimos cuadrados del sistema lineal
Ax = b. (Cuidado: en general, AX # b.) La ecuacién (1) es el sistema normal de
ecuaciones asociadas con Ax = b o, simplemente, el sistema normal. Observe que si Ax
= b es consistente, una solucién para este sistema es una solucién por minimos cuadra-
dos. En particular, si A e no singular, una solucién por minimos cuadrados para Ax =
b es la solucion usual, x = A~'b (vea el ejercicio T.2).
Para calcular una solucién por minimos cuadrados X del sistema lineal Ax = b,
procedemos como sigue. Sea {w;, w,,...,w, }una base ortonormal pam el espacio W
generado por las columnas de A. Entonces, la ecuacion (1) de la seccion 6.9 produce

proywb = (b - w)w; + (b- wwa + -+« + (b - wp)wp,
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Observacion

Demostracion

Recuerde que para determinar una base ortonormal de W, primero determinamos una
base de W por medio de la transformacién de A” a su forma escalonada reducida por fi-
las, y luego consideramos las transpuestas de las filas no nulos como base de W. A
continuacién aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a esta base para encontrar una
base ortonormal de W. El procedimiento es tedricamente vilido, si suponemos que la
aritmética es exacta; sin embargo, aun los errares numéricos minimos, digamos por re-
dondeo, pueden afectar los resultados. En consecuencia, se necesitan algoritmos mas
elaborados para las aplicaciones numéricas. (Vea D. Hill, Experiments in Computatio-
nal Matrix Algebra, Nueva York, Random House, 1988, distribuido por McGraw-Hill.)
No analizaremos el caso general en este libro, aunque si estudiaremos un importante ca-
so particular.

Otro método para determinar proyy b es el siguiente. Despejamos X, que es la solu-
cion por minimos cuadrados del sistema lineal Ax = b, en la ecuacién (1). Entonces,
AX serd proyyb.

Si A es una matriz de m x n tal que rango A = n, entonces A’A es no singular y el sis-
tema lineal Ax = b tiene una iinica solucién por minimos cuadrados, dada por x =
(ATA) 'A"b. Es decir, el sistema normal de ecuaciones tiene una tinica solucion.

Si A tiene rango n, las columnas de A son linealmente independientes. La matriz A”A
es no singular si el sistema lineal A”Ax = 0 s6lo tiene la solucién nula. Al multiplicar,
por la izquierda, ambos lados de ATAx = 0 por x”, obtenemos

0 = x’ATAx = (Ax)T(Ax)= (Ax) - (AX).

De acuerdo con el teorema 4.3 de la seccién 4.2, resulta entonces que Ax = 0. Pero es-
to implica que tenemos una combinacién lineal de las columnas linealmente indepen-
dientes de A igual a cero, por lo cual x = 0. En consecuencia, A’A e no singular y la
ecuacion (1) tiene la solucién tinica X = (ATA)"'A7Tb. o

El procedimiento para determinar la solucién por minimos cuadrados X de Ax = b
es el siguiente.

Paso 1. Formamos A’Ay A'b.

Paso 2. Mediante una reduccion de Gauss-Jordan, resolvemos para x el sistema nor-
mal A"Ax = A'b.

EJEMPLO 1 Determine una solucién por minimos cuadrados de Ax = b, donde

= b I W =
o I S
O WO =W
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Solucién  Utilizando una reduccién por filas, podemos demostrar que rango A = 4 (verifique).
Enseguida formamos el sistema normal A”Ax = ATb (verifique),

26 5 -1 5 24
5 23 13 17|__| 4
=1 13 24 6|%%]10
5 17 6 23 20

De acuerdo con el teorema 6.24, el sistema normal tiene una tnica solucion, Al
aplicar la reduccién de Gauss-Jordan, tenemos la tinica solucién por minimos cuadra-

dos (verifique)
0.9990
~._ | —20643
X1 11039
1.8902
Si W es el espacio columna de A, entonces (verifique)
- 1.4371
48181
proywb = Ax =~ 09713
2.6459
| 5.2712

que es el vector en W que minimiza |b — w||, w en W.Es decir,

min ||b— w|| = ||b— AX]. ]

wen W

Cuando A es una matriz de m x n cuyo rango es n, desde el punto de vista del cdlcu-
lo es mejor resolver la ecuacién (1) mediante una reduccién de Gauss-Jordan que determi-
nar (ATA) ' y luego formar el producto (A7A) 'A”b. Un método todavia mejor consiste en
utilizar la factorizacion QR de A, misma que se analiza en la seccién siguiente.

MINIMOS CUADRADOS MEDIANTE FACTORIZACION QR

Sea A = QR una factorizacién QR de A. Al sustituir A con esta expresién en la ecua-
cién (1), obtenemos

(OR)(QR)x = (QR)D

R(QTQ)Rx = RQ"b.

Como las columnas de Q forman un conjunto ortonormal, tenemos que Q'Q = 1,,, de
modo que

R"Rx = R"Q'®.
Ya que R” es una matriz no singular, obtenemos
Rx = 0'b.

Al utilizar el hecho de que R es triangular superior, podemos resolver ficilmente este
sistema lineal mediante una sustitucién regresiva, para obtener X .

S| I4Ke Pl  Resuelva el ejemplo | mediante la factorizacion QR de A.
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Solucién  Nos servimos del proceso de Gram-Schmidt y realizamos todos los cdlculos en MATLAB.
Como puede ver, Q estd dada por (verifique)

[—0.1961 03851 05099 034097
—0.3922 —-0.1311 -0.1768  0.4244
_ | 03922 -0.7210 -04733 -0.2177
g = —0.7845 —0.2622 -0.1041 -0.5076
0 04260 00492  0.4839
| -0.1961  0.2540 -0.6867  0.4055 ]

y R estd dada por (verifique)

=5.0990 09806  0.1961 —0.9806
0 —46945 28102 -3.4164

e 0 0 —4.0081  0.8504
0 0 0 3.1054
Entonces,
4.7068
7 —0.1311
2'b=| 28172
5.899
Finalmente, al resolver
Rx = Qb
vemos que (verifique)
0.9990
| —2.0643
=1 1.1039
1.8902
lo cual coincide con X | resultado que se obtuvo en el ejemplo 1. B

AJUSTE POR MINIMOS CUADRADOS

Fl problema de recolectar y analizar datos estd presente en muchos aspectos de las ac-
tividades humanas. Con frecuencia medimos un valor de y para un valor dado de x y
luego localizamos los puntos (x, y) en una gréfica. Aprovechamos la grifica resultante
para establecer una relacién entre las variables x y y que luego sirva para predecir nue-
vos valores de y para valores dados de x.

m En la fabricacion del producto XXX, la cantidad de compuesto beta presente es contro-

lada por la cantidad del ingrediente alfa utilizada en el proceso. Al fabricar un galén de
XXX, se registraron la cantidad de alfa usada y la cantidad de beta presente, obtenién-
dose los siguientes datos:

Alfa usada
(onzas/galdn)

Beta presente
(onzasigalén) 4555571667077 |85)|87(95]|9.7

Los puntos de la tabla se grafican en la figura 6.18. |



Figura 6.18 »
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Onzas de beta por galén
®
£y

e S e VR e -
4 S 6 7 8 9 10 11 12

Onzas de alfa por galén

——
(P

o
e
ad

Suponga que la relacion entre la cantidad de alfa utilizada y la cantidad de beta pre-
sente estd dada por una ecuacién lineal, de modo que la gréfica sea una linea recta. En
vista de lo anterior, no seria razonable unir los puntos trazando una curva que pase por
todos ellos. Ademas, los datos tienen una naturaleza probabilistica, es decir, no son de-
terministas,en el sentido de que si repitiéramos el experimento encontrarfamos valores
ligeramente distintos de beta para los mismos valores de alfa, pues todas las medicio-
nes estdn sujetas a errores experimentales. De esta manera, los puntos graficados no es-
tdn, necesariamente, sobre una linea recta. A continuaciéon aplicamos el método de
minimos cuadrados para obtener la linea recta que “mejor se ajusta” a los datos propor-
cionados. Esta linea es la recta de minimos cuadrados.

Suponga que se nos han dado n puntos (x;, yi), (X2, ¥2). . . ., (X, ¥n), donde por lo
menos dos de las x; son distintas. Estamos interesados en determinar la recta de mini-
mos cuadrados

y=bx+ by (2)

que “mejor se ajusta a los datos”. Si los puntos (xy, y1), (x2, ¥2). . . . . (X, V) estuvieran

exactamente sobre la recta de minimos cuadrados, tendriamos que
yi = byx; + by. (3)
Como algunos de estos puntos no estdn necesariamente sobre la recta, tenemos
v;=bx; + by + d,, 5 ) U e, ¥ (4)

donde d; es la desviacion vertical del punto (x;, y;) a la recta (deseada) de minimos cua-
drados. La cantidad d; puede ser positiva, negativa o cero. En la figura 6.19 se mues-
tran cinco puntos de la recta de minimos cuadrados (x;, y1), (x2, y), (x3, ¥3). (x4, ¥4),
(x5, ¥s), y sus desviaciones correspondientes, dy,d>, . . . , ds.
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Flgura 6.19» y

= Recta de minimos cuadrados

(-'-';»-.Vz)
= -x
Si hacemos
X d,
x2 1 d>
A= | X = I:;;ﬂ y d= |
Xp 1 du

podemos escribir las n ecuaciones en (4) como una sola ecuacién matricial
b =Ax +d.

Como por lo general el sistema lineal Ax = b es inconsistente, determinamos una
solucién por minimos cuadrados X de Ax = b. Recuerde que por lo menos dos de las
x; son distintas, de modo que rango A = 2. El teorema 6.24 implica entonces que Ax = b
tiene una Gnica solucién por minimos cuadrados, dada por X = (ATA)'A"b. En conse-
cuencia podemos estar seguros de que AX estard lo més cerca posible de b. Como
d =b - AX, la magnitud de d serd lo mds pequeda posible (la magnitud de un vector se
analiza en la seccién 4.2), Paracada x;, i = 1,2, ..., n,sea y; = byx; + b, Entonces,
(x;,¥;) son los puntos sobre la recta de mfnimos cuadrados. El material de la seccién 4.2
nos permite afimmar que ||/d|| se ha minimizado. De manera equivalente,

IdI? =df +di +--- +d;
serd minimizada,

El procedimiento para determinar la recta de minimos cuadrados y = byx + b, para
los datos (xy, ¥1), (x2, ¥2), . . . {Xn, ¥y), donde por lo menos dos de las x; son diferen-
tes, es el siguiente.

Paso 1. Sean
WM X 1
» X2 1 b
e L el Y"LJ'
n Xn 1

Paso 2. Resolvemos el sistema normal
ATAx = AT
en térmmos de x, mediante una reduccion de Gauss-Jordan.




EJEMPLO 4

Solucién

Figura 6.20 »
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(a) Determinar una ecuacion para la recta de minimos cuadrados asociada a los datos

del ejemplo 3.

(b) Utilizar la ecuacién obtenida del inciso (a) para predecir el niimero de onzas de be-

ta presentes en un galén del producto XXX si se utilizan 30 onzas de alfa por cada
galén,

(a) Tenemos

[4.57]
3.3
39
6.6
7.0

8.5
8.7
9.5

D= OO -1 AW
"
Il
| g |
TS
[ —

e
<

s

Entonces,

r,_[645 75 e _ [5986
AA‘_‘JS 10] y A"‘[?M]‘

Al resolver el sistema normal A”Ax = A”b mediante una reduccién de Gauss-Jor-

dan obtenemos (verifique)
_ | b | _[0.583
X=1by| = |2967|

b, = 0583 y by = 2967.

Por lo tanto, una ecuacion para la recta de minimos cuadrados que se muestra en la
figura 620, es

Entonces,

y = 0583x + 2967, (5)
donde y es la cantidad de beta presente y x es la cantidad de alfa utilizada.

(b) Si x = 30, al sustituir en (5), obtenemos

y =20457.

En consecuencia, habrd 20 457 onzas de beta presentes en un galén de XXX. m

Onzas de beta por galén

P e

—t—r—t—TT1T
567 89101112
de alfa por galén
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AJUSTE POLINOMIAL POR MINIMOS CUADRADOS

Este método para obtener el ajuste lineal por minimos cuadrados para un conjunto da-
do de puntos, puede generalizarse con facilidad para resolver ¢l problema de determi-
nar un polinomio de grado dado que “mejor se ajuste” a los datos proporcionados.

Por lo tanto, suponga que se nos han dado n punwos de datos

. 1), (22, ¥2), - - - {Xns Yn),

donde al menos m + | de los x; son distintos, y que queremos construir un modelo ma-
tematico de la forma

Y= + g X"+t ax+ay, m=n-—1,
que “mejor se ajuste” a estos datos. Al igual que en el ajuste lineal por minimos cua-

drados, dado que algunos de los n puntos de datos no estén exactamente sobre la grifi-
ca del polinomio de minimos cuadrados, tenemos

Yi = QX" + a1 x" 7 +- -+ awx; +ao + d;, i=12,....n (6)
Si hacemos
a
ol xt x|l &
B G 2o | -1
b= A= :' s " X = .
: . = s =
2D x|
dy
y
d)
d>
d=| |,
d,

podemos escribir las n ecuaciones en (6) como la ecuacién matricial
b = Ax + d.

Como en el caso del ajuste lineal por minimos cuadrados, una solucién del sistema nor-
mal

ATAx = AT

es una solucién por minimos cuadrados de Ax = b. Con esta solucién, podemos garan-
tizar que |4}l = IIb — AX] s¢ minimiza.
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Bl procedimiento para determinar el polinomio por minimos cuadrados
Y =™ 4 Gy X + ayx + ag

que mejor se ajusta a los datos (xy, yy), (¥, ¥2), .. . , (x5, yp).donde m = n —1y por
lo menos m + 1 de los x; son distintos, es el siguiente.

Paso 1. Formamos

a
- 2 m
Vi P P e X o 1
-1 2 G- 1
» gl X3 x2 1
b= A= : Y X=
B - a
Va ool e x5 xe 1
Ao

Paso 2. Mediante una reduccién de Gauss-Jordan, resolvemos para x el sistema nor-
mal ATAx = A'b.

EJEMPLO 5 Los siguientes datos muestran los contaminantes atmosféricos y; (respecto de cierta

norma de calidad del aire) en intervalos de media hora, t;.

l | 1.5 2 25 3 35 4 4.5 2
yi | 015 024 068 1.04 1.21 LIS 0.8 041 -0.08

La figura 621 muestra una grifica de los puntos, misma que sugiere que un polinomio
cuadritico

y= azrz + at+ ay
puede producir un buen modelo de estos datos.

Figura 621 »

0Ss +

—0.5 -
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Ahora tenemos

[ 1 1 § [—0.157]
225 1.5 I 0.24
4 2 1 0.68
6.25 25 1 az 1.04
A= 9 3 1 = xX=\a\, b= 121
12.25 35 1 ap 1.15
16 4 1 0.86
2025 45 | 0.41
| 25 5 ! | —0.08 |

H rango de A es 3 (verifique), y el sistema normal es

1583.25 378 96 | | a2 54.65
378 96 27| |ay | = | 16.71
96 27 9| ao 5.36

Al aplicar la reduccion de Gauss-Jordan obtenemos (verifique)

-0.3274
X~ | 20067
-1.9317

de modo que obtenemos ¢l modelo polinomial cuadrético
y = —03274¢F + 20067t — 19317.

La figura 6.22 muestra el conjunto de datos, indicindolos mediante el simbolo + y la
grifica de y. Vemos que y estd cerca de cada punto de datos, pero no es preciso que pa-
se por ellos. s

Figura 6.22 » y

Términos clave

Solucién por minimos cuadrados
Sistema normal

Rectas de minimos cuadrados
Polmomio de minimos cuadrados
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6.10 Ejercicios

En los ejercicios 1 a 4, determine una solucidn por minimos cua-

drados de Ax = b.
=2 3
I 0 1
1. A= 8 i Yy ' = 2
[ —1 1 -1
3 =2 Z
2 -3 -1
2, A=|1 -1 y b=| 0
2 3 1
3 4 0
E S . | -1
1. & 2 2
J3A=|2 5 3| y =] O
2 0 1 1
3 1 1 [ -2
—~1 0 0 ¢4 -1
4 =2 0 0 1
3 0 1 0 2
4 A=) 9 o0 -1 2 ¥ P=|y
0 2 -2 0 0
L2 0 0 1 1
5. Resuelva el ejercicio 1 mediante la factorizacion QR de A.
6. Resuelva el ejercicio 3 mediante la factonizacion QR de A.

En los ejercicios 7 a 10, determine la recta de minimos cuadra-
dos para los puntos dados.

7.

8.

(2l l)’ G‘ 2)‘ {4’ 3}! (s’ 2]

(3.2), 4,3).(5,2),6,4),(7.3)

9. (2! 3)9 G‘ 4)! (4t 3)! (50 4}- (Gr 3)1 (7. 4]

10. (3,3), @4, 5), (5,4), (6, 5), (7.5). (8, 6), (9, 5), (10, 6)

En los ejercicios 11 y 12, determine un polinomio cuadrdtico de
minimos cuadrados para los datos dados.

11. (0,3.2), (0.5, 1.6), (1,2), 2, =0.4), (2.5, -0.8),

(3,—1.6), (4,0.3), (5,2.2)

12. (0.5,-1.6),(1,0.4), (1.5,0.7), (2, 1.8), (2.5, 1.6),

13,

(3,2.2), 3.5, 1.7), (4,2.2), 4.5, 1.6), (5, 1.5)

Fn un experimento disciiado para determinar ¢l akance de
Ia orientacién natural de una persona, un sujeto se introduce
a una habitacién especial, en donde se le mantiene durante
cierto tiempo, Luego se le pxde que encuentre la salida de un

14.

laberinto y se registra el tiempo que tarda en encontraria,
A partir de tal experiencia se han obtenido los siguientes datos.

Tiempo en la
nobisacion (horss) | 1| 2| 3| 4| 3| 6

en encontrar
la salida del
laberinto (minutos)

08|21] 26| 20| 31|33

Sea x el nimero de horas que pasa el individuo en la
habitacién, y sea y ¢l nimero de mmutos que tarda en
encontrar la salida del laberinto.

(a) Determine la recta de minimos cuadrados que relaciona
xcony.

(b) Utilice la ecuacion obtenida en (a) para estimar el
tiempo que tardard el sujcto en encontrar la salida del
laberinto después de 10 horas en la habitacién.

Un productor de acero redine los siguientes datos.

Afio 1997 | 1998 | 1999 | 2000 2001 2002
Ventas
anuales
(millones de 12| 23 (32| 36| 38| 5.1
délares)

Represente los afios 1997,...,2002 como 0, 1,2,3,4,5,

respectivamente; scan x el afio y v las ventas anuales (en

millones de délares).

(a) Determine la recta de mfnimos cuadrados que relaciona
xcony.

(b) Utilice la ecuacién obtenida en (a) para estimar las
ventas anuales para ¢l afo 2006.

Una omganizacion obtiene los siguientes datos que relacio-
nan ¢l nimero de agentes de ventas con las ventas anuales.

Niimero de
agentes 5 6 7 8 9 10
de ventas
Ventas
anuales
(mullones de
ddlares)

50 | 6.1

Sean x el nimero de agentes de ventas y y las ventas anua-
les (en millones de délares).

(a) Determine la recta de minimos cuadrados que relaciona
xcony.

(b) Utilice la ecuacién obtenida en (a) para estimar las ven-
tas anuales cuando se cuenta con 14 agentes.,
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16. El distribuidor de un nuevo automavil ha obtenido los

siguientes datos.
Numero de semanas
deputsdelapreeniion) " e
1 0.8
2 0.5
3 3.2
4 43
5 4
6 5.1
7 43
8 38
9 1.2
10 0.8

17.

Sean x los ingresos brutos por semana (en millones de délares)

y ¢ las semanas después de la presentacién del automévil.

(a) Determine un polinomio cuadrdtico de minimos cuadra-
dos para los datos dados.

(b) Utilice la ecuacion del inciso (a) para estimar los ingre-
s0s brutos 12 semanas después de la presentacién del
automovil ,

Dado Ax = b,donde

y % 3 1
2 4 =3 0
A=IE -5 41 X ¥y
1 2 =1 1

(a) Demuestre que rango A = 2.

(b) Como rango A # nimero de columnas, no podemos
cmplear ¢l teorema 6.24 para determinar una solucion
por minimos cuadrados X. Siga el procedimiento
general analizado antes del tcorema 6.24 para determi-
nar una solucién por mfnimos cuadrados. | Esta solu-
cién ¢s tinica?

Ejercicios tedricos

T.1. Suponga que queremos determinar la recta de minimos
cuadrados para los n puntos de datos (xy, ¥y), (x2, ), ... .
(X4, ¥n), de modo que m = 1 en (6). Demuestre que si al
menos dos coordenadas x son distintas, la matriz A’A es
no singular, donde A es la matriz que se obtiene de las n

ecuaciones en (6).

T2.

Sca A una matriz de n x n no singular, Con base en

¢l sistema normal de ecuaciones en (1), demuestre

que la solucién por minimos cuadrados de Ax = b es
X=A"D :

Ejercicios con MATLAB

La rurina Isqline de MATLAB calcula la recta de minimos cuadra-
dos para los datos que usted proporcione, y grafica la recta y los
puntos de datos. Para utilizar Isqline, introduzca las coordena-
das x de sus datos en un vector X, y las coordenadas y correspon-
dientes en un vector ¥, luego escriba lsqline (x, y). Para mayor
informacion, uiilice help lsqline.

ML.1,

ML.2. Utlice Isqline para determinar la solucién del ejercicio
13. Luego estime el tempo que tarda el sujeto en
encontrar la salida del laberinto después de 7,de 8 y
de 9 horas en la habitacién.

Se realizé un experimento acerca de las temperaturas
de un fluido en un recipiente de nuevo diseiio, obte-
niéndose los siguientes datos.

Resuelva el ejercicio 9 en MarLas, aplicando Isqline.

Tiempo (minutos)| © 2 3 5 9
I185(170 | 166| 152 110

Temperatura (°F)

(a) Determine la recta de minimos cuadrados.
(b) Estime la temperatura en x = 1, 6, 8 minutos.

{c) Estime cl instante en el que la temperatura del flui-
do fue de 160 °F.

En el instante ¢ = 0, un objeto s¢ arroja sobre un fluido
desde una altura de | metro. Un dispositivo registra la

MLA.

alwra del objeto sobre la superficie del fluido en inter-
valos de medio segundo, donde un valor negativo indi-
ca que ¢l objeto se encuentra debajo de la superficie
del fluido. La siguiente tabla de datos es el resultado.

Tiempo (segundos) | Profundidad (metros)

0 1

05 0.88
1 0.54
15 0.07
2 -0@2
25 -0@®0
3 -0099
is ~0094
4 —0@®5
4.5 -021

(2) Determine el polinomio cuadrético de minimos
cuadrados.

(b) Estime la profundidad a los 7 = 5 y 1 = 6 segundos.

(¢) Estime el instante en que el objeto toca la superficie
del fluido por segunda vez.
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Determine el polinomio de minimos cuadrados para la
siguiente tabla de datos. Use este modelo de datos para
predecir el valor de y cuando x = 7.
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x y
-3 0.5
-2.5 0
-2 -1.125
-1.5 | —1.875
-1 -1
0 0.9375
0.5 2.8750
1 4.75
1.5 B.25
2 1.5

Ideas clave para repaso

Espacio vectorial. Vea la pdgma 220.

Teorema 6.2. Sea V un espacio vectorial con operaciones @

y =y sea Wun subconjunto no vacio de V. Entonces W

es un subespacio de V si y solo si

{a) Siuy v son vectores arbitrarios en W,entonces u @ v
estd en W,

(B) Siunesti en Wy ¢es un escalar, entonces ¢ - u estden W.

S = {vy,¥3 ..., v} es lincalmente dependicnte si y sélo si

uno de los vectores en § es combinacion lmeal de los otros

vectores de S.

Teorema 6.5.5i § = {v;,va, ..., V,} es una base para un

espacio vectorial V, entonces todo vector en V puede escni-

birse en una y sélo una forma como combinacién lincal de

los vectores en S.

Teorema 6.7. Si § = {¥;, ¥2, ..., V,} ¢s una base para un

espacio vectorial Vy T = {w;, wy, ..., W, } €8 un conjunto

lincalmente independiente de vectores en V, entonces r = n.

Corolario 6.1. Todas las bases para un espacio vectorial V

deben tener ¢l mismo nimero de vectores.

Teorema 6.9. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, y

sca S = {vy, ¥y, ..., V¥,}unconjunto de n vectores cn V.

(a) S1 § es lincalmente independiente, entonces es una base
para V.

(b) S1 § genera a V, entonces es una base para V:

Base para el espacio solucién de Ax = 0. Vea la pdgim 268.

Teorema 6.11. Rango fila dec A = rango columna dc A.

Teorema 6.12. St A es una matriz de m x n, entonces rango

A + nulidad A = n.

Teorema 6.13. Una matriz A de n x n es no singular si y s6-

lo si rango A = n.

Corolario 6.2. Si A es una matriz de n x n, entonces rango

A = n si y sélo sidet(A) # 0,

Corolario 6.5. Si A ¢s de n x n, entonces Ax = 0 tiene una

solucidn no trivial si y sélo si rango A < n.

Teorema 6.14, El sistema lineal Ax = b tiene solucion siy

s6lo si rango A = mngo [A | b].

Lista de equivalencias no singulares. Las afirmaciones si-

guientes son equivalentes para una matriz A de n x n.

1. A es no singular.
2, x = 0 es la dnica solucién para Ax = 0.
3. A e equivalente por filas a /..

4. El sistema lincal Ax = b tiene una tinica solucién para ca-
damatrizbden x 1,

5. det(A) # 0.
6. A tienc rango n.
7. A tiene nulidad 0.

8. Las filas de A forman un conjunto linealmente indepen-
diente de n vectores en R”.

9. Las columnas dc A forman un conjunto lincalmente inde-
pendiente de n vectores en R".

Teorema 6.15, Sean § = {v|,va, ..., v} y T = {wy,
W2, . .., W,} bases pam el espacio vectorial V, de dimension
n.Sea Ps._ 7 la matriz de transicién de 7 a S. Entonces Pg, 1

es no singulary p.' - es la matriz de transicién de Sa 7.
Teorema 6.16. Un conjunto ortogonal de vectores no nulos

en R" es linealmente independiente.

Teorema 6.17.Si {u;, v, ..., u,} es una base ortonormal
para R" y v &s un vector en R”, entonces

v=(veupm + (V- umuy + - -+ (v oy u,,

Teorema 6.18 (Proceso de Gram-Schmidt), Vea las pdginas
302 y 303.

Teorema 6.20. Sea W un subespacio de R". Entonces
RP=WeaW-,

Teorema 6.22, Si A e una matriz dada de m x n, entonces

(a) El espacio nulo de A es el complemento ortogonal del es-
pacio fila de A.

(b) El espacio nulo de Al esel complemento ortogonal del
espacio columna de A.
Método de minimos cuadrados para determinar la recta
¥ = byx + by que mejor sc ajusta a los datos (x, yy),
(xZI .‘I'Z)l ey '(-tn' J"n}- Scan
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Vi x) |
» x2 |

b= A= y x= b!] 5
Y 6 |

Entonces by y by pueden determinarse resolviendo el siste-
ma normal A’Ax = A”b para x por medio de la reduccién de
Gauss-Jordan.

Método de minimos cuadrados para la determinacion del
polinomio de minimos cuadrados

V= X" 4 G ¥ 44 aix+a

que mejor s ajusta a los datos (xy, yi), (6, 32, . .« . (0, ¥a). Sean

bl
»
b=
Vi
! x2 & 1
w 2 x2 xn 1
A= . . . *
e X 1
aﬂ
-1
x= .
a
do

Ejercicios complementarios

1.

83

9.

Decida si el conjunto de pares ondenados de nimeros rea-
les, con las operaciones
x, e, y)=(x-x,y+y)
c(x,y)=(cx,cy)
€s un espacio vectorial,

Considere el conjunto W de los vectores en R* de la forma
(a.b,c,d),dondea=b+cyd=a+1.;Es Wun
subespacio de R*?

El vector (4, 2, 1), jes una combinacién lineal de los
vectores (1,2, 1), (=1,1,2) y (-3, =3.0)?

. (Los vectores (—=1,2,1),(2,1, =1) y (0,5, —1) generan

a R?
El conjunto de vectores
(F+2042,28 +3r+1,-1 -3}

,es linealmente independiente o linealmente dependiente?
Si es lincalmente dependiente, escriba uno de los vectores
como combinacién lineal de los otros dos.

¢ El conjunto de vectores
{(-1,P+22+1,°7+1-2}

forma una base para P,?

Determine una base para el subespacio de o cuyos

veclores tienen la forma

a+ b b+c,a-b-2c.b+c).
({Cudl es la dimensién de este subespacio?
Determine la dimension del subespacio de P; formado por
los polinomios aot“' + ayt + a3, donde a; = 0.
Determine una base para el espacio solucién del sistema
homogénco

Xp+ 2% = X3+ Xg+ 25 =0

4+ x4+ 2x-3x+ xs=0.

10.

16.

(Cudl es la dimensién del espacio solucion? Determine una
basc para V = gen S.
Sea

S={(1.2,-1,2)(0,-1,3,-6),
2,3,1,-2),(3,2,1,-4),(1,-1,0,-2) ).

Determine una base para V = gen §.

. ¢(Para cudl(es) valor(es) de |, el conjunto

(43,24 P+2)
es linealmente independiente?

Sea
b b 0 1
A=| -1 A =2].
-1 0 -1

(Para qué valor(es) de | el sistema homogéneo Ax =0
ticne solamente la solucién trivial?

¢ Para qué valores de a estd el vector (@, a, 1) en
gen{(1,2,3),(1,1,1),(0,1,2)}?
¢Para qué valores de a estd el vector (¢, —3a, —2) estd en
p“{(i\2| 3)!(0l ‘\ l)'(l,:‘.d)}?
Sean vy, v,, ¥3 vectores en un espacio vectorial. Verifique
que
gen{vy, va, v3}
= gen{V, + V3, V| = V3,V + w1}
(Para qué valores de k es el conjunto § una base para R®?
S$={1,2,-21,11)(0,2,0,0,0,0),

(0,5,£,1,0,0),(0,2, 1, £,0,0),
(0,1,-2,4,=-3, D).(0,3, 1,1, 1, }.



17.

19,

21,

Considere el espacio vectorial R’

(a) ;Para que valores de m y b constituyen los vectores
de la forma (x, mx 4+ b) un subespacio de R

{(b) ;Para que valores de r, es ¢l conjunto de vectores de la
forma (x, 2)un subespacio de R*?

Sca A una matriz fija de n x n,y sca C(A) ¢l conjunto

de todas las matrices B, de n x n, tales que AB = BA,

(Es C(A) un subespacio vectorial del espacio de matrices de

nxn?

Muestre que un subespacio W de R coincide con R, siy

solo si contiene los vectores (1,0,0),(0,1,0)y (0,0, 1),

Sca A una matriz fija de m x n y defina W como el

subconpunto de todas las matrices b de m x 1 en R™,
tales que el sistema lineal Ax = b tiene solucién.

{a) (Es W un subespacio de R™?

(b) (Cual es la relacion entre W y el espacio columna
de A?

(Se requieren conocimientos de cdlculo.) Sea (la, b) el

conjunto de funciones reales y continuas definidas sobre

[a, b). Si fy g estdn en Cla, b, definimos [ & g como

(f®gKr)= f(r)+ g(r),para ren [a, b). Si festd en

Cla, b) y ¢ es un escalar, definimos ¢ & f como

(c @ f)r)=cf(1),paraten [a,b].

(a) Muestre que CTa, b] es un espacio vectorial real.

(b) Sca W(k)cl conjunto de funciones en Cla, b] con
f(a) = k. ;Para qué valores de &, es W(k) un subespacio
de Cla, b]?

(c) Seanny, 1y, ... .1, puntos fijos en [a, b]. Muestre que
el subconjunto de todas las funciones fen Cla, b] que
tienen raices en fy, 1, . . . , 4, esto es, f(1;) = 0 para

i=1,2,...,n, formaun subespacio.
Sea V = gen{v,, v,}, donde
vi=(1,002) y wa=(1,1,1)

Determine una base S para R que incluyaa v, ya v,.
(Sugerencia: utilice ¢l tcorema 6.8; vea el cjemplo 9 en
la secci6n 6.4).

Determine ¢l rango de la matriz

1 2 -1 3 1
0 1 -3 2 3
2 3 1 4 -1
-1 2 2 2 =5
3 I =1 2 4

Sea A una matriz de 8 x 5. ;Cudl es ¢l mayor valor que
puede tener la dimension del espacio fila? Explique.

(Qué puede decir acerca de la dimensién del espacio solu-
cién de un sistema homogénco de ocho ecuaciones con 10
incGgnitas?

LEs posible que todas las soluciones no triviales de un siste-
ma homogéneo de cinco ecuaciones con siete incGgnitas,
scan miltiplos de cada una de las demds? Explique.

27.

29.

31.

32,

33.
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Sean § = {(1,0, —1),(0,1,1),(0,0, )} y T = {(1,0,0),
(0,1, =1),(1, —1,2)} bases para R’. Sea v = (2, 3, 5).

{a) Determine el vector de coordenadas de v con respecto
de T de manera directa.

(b) Determine el vector de coordenadas de v con respecto a
§ de manera directa.

(c) Determine la matriz de transicién Pg,_rde Ta §.

(d) Determine ¢l vector de coondenadas de v con respecto a
S, utilizando Ps._7 y la respuesta de la parte (a).

(c) Determine la matriz de transicidn Qp._gdec Sa T.

(f) Determine el vector de coordenadas de v con respecto
de 7, empleando Q¢ y la respucsta de la parte (b).

Scan § = {v\,v2} y T = {w,, w,} bases para P, donde

Ww=t+2 wvia=2%-1l.
Si la matriz de transicion de Ta S cs

3 -1
2 ] i
Determine T.

Sean

1 1
= (ED —7—5) y v={(a,=1,-b)
(Para qué valores de a y b, ¢l conjunto {u, v} es ortonormal?
El ejercicio T.6 de la seccion 6.8 muestra que ¢l conjunto de
todos los vectores en R" que son ortogonales a un vector fijo
u es un subespacio de R". Dado u = (1, -2, 1), determine
una base ortogonal para el subespacio de vectores en R® que
son ortogonales a w. [Sugerencia: Resuclva el sistema
lineal u « v = 0, cuando v = (3, y2. »3)].
Determine una base ortonormal para ¢l conjunto de vectores
x tales que Ax = 0 donde

‘a”‘=[tll | -2 :g]

oaf} 8 3]

Dada la basc ortonormal

s=|(vl,_o ~’,_)(4:110)(‘/_ J_)I

para R, escriba el vector (1, 2, 3) como combinacién lineal
de los vectores de S.

Mediante el proceso de Gram-Schmidt, determine una base
ortonormal para ¢l subespacio de R* que tiene una base
{(1,0,0,=1),(1, =1,0,0),(0, 1,0, 1)}.

Sea W el subespacio de R generado por los vectores

Wi, Wy, Wa, w4,d0ndc

W= (2.0. —].3). W)= (I.2.2. —'5)

wi=(@3,2,1,-2), wy=(7,2,-1,4).

Determine una base para W=,
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35. Sea W= gen{(1.0,1).(0,1.0)} en R*.
(a) Determine una base para W.

(b) Muestre que los vectores (1,0, 1), (0, 1,0) y la base pa-

ra W' de la parte (a) forman una base para R,

(c) Escniba el vector v como w + u, donde w estd en W

yuestien W

Hv=(1,0,00 G)v=(1,2,3).

36. Sea W el subespacio de R’, definido en el ejercicio 35.
Determine la distanciade v = (2,1, =2)a W.

37. Calcule los cuatro espacios vectoriales fundamentales

asociados con
2 3 -1
A=|1 1 =2

2 1 Bl

b2 L pI

].

38. Determine la recta de minimos cuadrados para los sigu-

ientes puntos de datos: (0, 1),(3,2),(5,4) (8, 10).

39. Determine el polinomio cuadrdtico de minimos cuadrados

para los siguientes puntos de datos: (-1.5, 1.3), (-1, 1), (0,
28),(05,3.2),(1,3),(15,33),(2,3.6),(3,2.8).

Ejercicios tedricos

T.1.Sca A una matriz de n x n. Demuestre que A es no

T2.

Ta.

TA.

Ts.

T.a..

singular si, y sélo si la dimension del espacio solucién
del sistema homogéneo Ax = 0 es cero.
Sea {¥,.¥2,..., ¥y} una base para un espacio vectorial
V de dimensién n. Demuestre que si A es una matriz de
n % n no singular, entonces {Avy, Avy, . .., Av,.} también
€s una base para V.
Sea$={vy,¥vy..., v,} una base para R*. Demuestre
que si u ¢s un vector cn R, ortogonal a cada vector en §,
entonces u = 0.
Demuestre que rango A = rango A’, para cualquicr matriz
Adem x n.
Scan A y B matrices de m x n equivalentes por filas.
(a) Demuestre que rango A = rango B.
(b) Demuestre que para X en R", Ax = 0, si y sélo si

Bx =0,
Scan A una matriz de m x ny B una matrizde n x k.

(1) Demuestre que

mngo (AB) = min(rango A, rango B}.

T.7. Sea $={v;, vy ..

(b) Determine A y B tales que
rango (AR) < min{rango A, mngo B}.

{c) Sik=ny B esno singular, muestre que rango
(AB) = mngo A,

(d) Sim = n, y A es no singular, mucstre que rango
(AB) = rango B.

(e) Si Py Q son matrices no singulares, ;a qué es igual
rango (PAQ)?

.y ¥5} una base ortonormal para R"

y sea {aj, ..., a}un conjunto de escalares, ninguno

de los cuales es igual a cero. Demuestre que

T = {ayvy,avs, . .., @V} es una base ortogonal para

V. ;Como deberian clegirse los escalares ay, . . ., a;

de modo que T sea una base ortonormal para R*?

T8 Sca Buna matriz de m x n con columnas ortonormales

| TE| e
(2) Mucstre que m > n.
(b) Muestre que B’'B =1,
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Examen del capitulo

3‘

Considere ¢l conjunto W de todos los vectores (a, b, ¢) en
R tales que a + b + ¢ = 0. Es W un subespacio de R'?

Determine una base para el espacio solucién del sistema
homogénco

Ty +30 43—~ x4+ 2ts =0
X1+ 204+ 2x3 — ey + 2xs =0
T+ o4 n-3n+ 2 =0
(Forman los vectores {(1, =1, 1), (1, =3, 1),(l,-2,2)}
una basc para R*?
Para qué valor(es) de | es lincalmente dependiente el
conjunto de vectores (A% =5, 1,0), (2, -2, 3),(2,3, =3))?
Mediante el proceso de Gram-Schmidt determine una base
ortonormal para el subespacio de R con base (1,0, —1,0),
(ll _Il0| 0)'(3| |00|0)}'
Responda con falso o verdadero a cada una de las proposi-
ciones siguientes. Justifique sus respuestas.,
(a) Todos los vectores de la forma (a, 0, —a) forman un
subespacio de R*.
(b) EnR", |lex]| = c [Ix].
(c) Todo conjunto de vectores en R que contiene dos
vectores ¢s linealmente independiente.

(d) El espacio solucién del sistema homogéneo Ax = 0 es
generado por las columnas de A.

(e) Silas columnas de una matriz de n x n forman una
basc para k", también lo hacen las filas.

(f) SiAesunamatrizde 8 x 8§ tal que el sistema
homogéneo Ax = 0 tiene solamente la solucién trivial,
entonces rango A < 8.

(g) Todo conjunto ortonormal de cinco vectores en R es
una base para RS,

(h) Todo conjunto linealmente independiente de vectores
en R contiene tres vectores.

(i) Si A es una matriz simétrica de n x n, entonces rango
A=n.

(j) Todo conjunto de vectores que genera a R contiene al
menos tres vectores,

Determine una solucién por minimos cuadrados de Ax = b,
donde

— U N
-
-4
Il

Un centro de acondicionamiento fisico determina la relacién
entre el tiempo empleado en cierto equipo y el nimero de
calorfas perdidas, obteniendo los datos siguientes,

Tiempo en el equipo

~minwoyy | 3| %19 ‘__u = ‘
Calorias perdidas ‘
(cientos) ‘ 32|55 | 68 7892 |

Sean x el nimero de minutos en el equipo, y v ¢ ndmero de

calorfas perdidas (en cientos).

(a) Determine la recta de minimos cuadrados que relaciona
xcony.

(b) Utilice la ecuacién que obtuvo en ¢ inciso (a) para
estimar el nimero de calorfas perdidas después de
20 minutos en ¢l equipo.



VALORES PROPIOS,
VECTORES PROPIOS
) Y DIAGONALIZACION

En los primeros seis capftulos de este libro hemos utilizado nimeros reales como las
entracdas de las matrices, y como escalares. De acuerdo con esto, s6lo hemos tratado con
espacios vectoriales reales. En este capftulo estudiaremaos las matrices que tienen entra-
das complejas y espacios vectonales complejos.

EA1 VALORES PROPIOS Y VECTORES PROPIOS

Todas las matrices que consideraremos en este capitulo serin cuadradas. Sea A una ma-
triz de n x n. Entonces, la funcién L: R" —» R" definida por /(x) = Ax, paraxen R",
es una transformacién lineal. Una cuestién de considerable importancia en una gran va-
riedad de problemas de aplicacion, es la determinacién de vectores X, si los hay, tales
que x y Ax sean paralelos (vea los ejemplos 1 y 2). Tal dificultad aparece en todas las
aplicaciones relacionadas con las vibraciones: en aerodindmica, elasticidad, fisica nu-
clear, mecdnica, ingenieria quimica, biologia, ecuaciones diferenciales, etcétera. En es-
ta seccion formularemos el problema con precision, y definiremos parte de la
terminologia pertinente; en la siguiente resolveremos el problema para matrices simé-
tricas, y analizaremos brevemente la situacién en el caso general.

DEFINICION  Sea A una matriz de n x n. El nlimero real A es un valor propio (también conocidos
como, valores caracteristicos, autovalores o incluso eigenvalores) de A si existe un vec-
tor x distinto de cero en R™ tal que

AX = X, (1)
Todo vector x distinto de cero que satisfaga (1) es un vector propio de A, asociado con
el valor propio A. Los valores propios también se llaman valores caracteristicos, au-
tovalores, valores latentes o eigenvalores (del alemdn eigen, que significa “propio”).
De manera simikar, los vectores propios también se llaman vectores caracteristicos,
autovectores, vectores latentes o eigenvectores.,

Observe que x = 0 siempre satisface (1), pero (0 o es un vector propio, pues, co-
mo hemos insistido, un vector propio debe ser un vector no nulo.

Observacién En la definicién anterior, el niimero J. puede ser real o complejo, y el vector x puede te-
ner componentes reales o complejos.

336
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Si A es la matriz identidad /,, ¢l inico valor propio es A = 1; todo vector distinto de ce-
roen R” es un vector propio de A, asociado con el valor propio A = |:

Ta=1x, |
Sea
0 !
A= <
P00
Entonces
Al 0 3|1 B 11
! P01 o2
de modo que

o]

es un vector propio de A asociado al valor propio A; = §. Ademds,

1 0 % 1 -1 1| 1
A — — - = —
-1 oot i 2| -1
de modo que
1!
n=|_,
es un vector propio de A asociado al valor propio 4, = —é. La figura 7.1 muestra que
X1 y Ax; son paralelos, lo mismo que x; y Ax>.Esto ilustra el hecho de que x & un vec-
tor propio de A y, por lo tanto, x y Ax son paralelos. 5]
Figura7.1 » y ]
l —
&) e "
Axy = " i _ F )
3 1]
’ 4 A!| = { ;
N - X
0|

\ ‘ x;!:I 1
L —]

Sea 4 un valor propio de A con el vector propio correspondiente x. En la figura 7.2
mostramos X y Ax paraloscasos A > 1,0 < A < 1y 4 <0.

Un valor propio 4 de A puede tener asociados muchos vectores propios distintos.
De hecho, si x es un vector propio de A asociado con A (es decir, Ax = Ax) y res cual-
quier ndmero real distinto de cero, entonces

A(rx) = r(Ax) = r(Ax) = A(rx).

En consecuencia, rx también es un vector propio de A, asociado con A.



338

Figura 7.2 »

Observacion

EJEMPLO 3

EJEMPLO 4

Capitulo 7 Valores propios, vectores propios y diagonalizacitn

, Ax =)x X e X
g ~x “Ax = ix '()
- « “Ax = ix
0 0
r>1 0<r<l +<0
Como puede ver, dos vectores propios asociados con el mismo valor propio no nece-

sitan tener la misma direccion. S6lo deben ser paralelos. Por lo tanto, resulta ficil veri-

ficar.enel ejemplo 2, que x3 = [_ | ] . es otro vector propio asociado con el valor pro-

pio A = 3.

Sea

o ol =l 30s] = (5] =l

1
de modo que x; = [0] es un vector propio de A, asociado con el valor propio iy = 0.

Ademds,
_1|0

es un vector propio de A, asociado con el valor propio A, = 1 (verifique). B

H ejemplo 3 resalta el hecho de que, aunque por definicion el vector cero no pue-
de ser un vector propio, el niimero cero si puede ser un valor propio.

CALCULO DE VALORES PROPIOS Y DE VECTORES PROPIOS

Hasta este momento, hemos encontrado los valores propios y los vectores propios aso-
ciados a una matriz dada por medio de inspeccion, argumentos geométricos o enfoques
algebraicos muy sencillos. En el ejemplo siguiente, sin embargo, calcularemos los va-
lores propios y los vectores propios asociados de una matnz utilizando un método un
poco més sistematico.

Sea

Queremos determinar los valares propios de A y sus vectores propios asociados. En con-
secuencia, queremos determinar todos los niimeros reales A y todos los vectores no nulos

e {rl]
X2
que satisfagan (1), es decir,

[ &][z]=+[z]

La ecuacion (2) se convierte en
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X+ x=2ax
—2x; + 4xy = AXxy,

(A — Dxy — X =0

2% + (h — 4y =0, @)

La ecuacién (3) es un sistema homogéneo de dos ecuaciones en dos incégnitas. El co-
rolario 3.4 de la seccién 3.2 implica que el sistema homogéneo en (3) tiene una solu-
cién no trivial si y s6lo si el determinante de su matriz de coeficientes es cero; es decir,
si y sdélo si

A1 -1
2 A—4
Esto significa que

(A=Dk-4)+2=0,

-5 +6=0=(A—-3)r-2).
Por lo tanto,
}.;=2 Yy 12=3

son los valores propios de A. Para determinar todos los vectores propios de A asociados
con A; = 2, formamos el sistema lineal

Ax = 2x,
0
1 1 X L]
2 oJ[n]=2[z)
Esto da como resultado
X+ x2 =2y
—2x; + 4x; = 2x,
0
2-hx — xn==0
20+ 2-49n=0
0
x| - X2 =0
2x1 — 2x2 =0,

Observe que podriamos haber obtenido este tltimo sistema homogéneo simplemente
sustituyendo 4 = 2 en (3). Todas las soluciones de este tltimo sistema estin dadas por

X =x
1 = cualquier nimero real r.

Por lo tanto, todos los vectores propios asociados con el valor propio 4y = 2 estin
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DEFINICION

EJEMPLO 5

dados por [:] donde r es cualquier niimero real distinto de cero. En particular,

o[}

es un vector propio asociado con A; = 2. De manera aniloga, para 4, = 3 obtenemos,
a partir de (3),

(3— Dx; - x2=0
2+ 3 -4)x =0
0
2% —x2=0
2.\'| - X2 =1

Todas las soluciones de este iltimo sistema homogéneo estén dadas por

|-

X = 5X2

X2 = cualquier nimero real r,

Por lo tanto, todos los vectores propios asociados con el valor propio 4, = 3 estéin da-

1
sr

dos por [— ] donde r es cuakjuier nimero real distinto de cero. En particular,

o[}

es un vector propio asociado con Ay = 3. n

En los ejemplos 1, 2 y 3 encontramos los valores y vectores propios por inspec-
cion, mientras que en el ejemplo 4 procedimos de una manera mds sistemadtica. A con-
tinuacion presentamos el procedimiento del ejemplo 4 como método estandar.

Sea A = [a;;] una matriz de n x n. H determinante

).—{J'“ —d)2 it —dy
. - A=y e —a2
f(A) =det(Al, — A) = @)
“ln1 a2 ek T

es el polinomio caracteristico de A. LLa ecuacién
f(h) =det(rl, — A) =0

es la ecuacion caracteristica de A,

Sea
1 2 -]
A=|1 ¢ 1
4 -4 5
H polinomio caracteristico de A es (verifique)
A—-1 -2 |
fO) =det(hly - A)=| —1 -0 =1
-4 4 A-5

= —-622+111-6. B
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Recuerde que, como se indico en el capitulo 3, en el desarrollo de un determinante
de una matriz de n x n, cada témino es un producto de n elementos de la matriz,
el cual tiene exactamente un elemento de cada fila (renglén) y un elemento de cada
columna. En consecuencia, si desarrollamos f (1) = det(Al, — A), obtenemos un poli-
nomio de grado n. Un polinomio de grado n con coeficientes reales tiene n raices
(contando las repeticiones), algunas de las cuales pueden ser nimeros complejos.
La expresion relacionada con 2" en el polinomio caracteristico de A proviene del
producto

—ap)—ax) (G — Q)
de modo que el coeficiente de 1" es 1. Entonces, podemos escribir
FA) =det(hl, = A) =A" 4+ A" 4 A" 24 oo Cuogh 4 Cpe

Si hacemos A = 0 en det(Al,, — A), al igual que en la expresién de la derecha, obtene-
mos det(— A) = ¢, lo cual muestra que el término constante ¢, es (—1)" det(A). Con
este resultado se establece el siguiente teorema.

m Una matriz A de n x n es singular si y sélo si 0 es un valor propio de A.

Demostracion

TEOREMA 7.2

Demostracion

Ejercicio T.7(b). a

A continuacién ampliaremos nuestra lista de equivalencias no singulares,

Lista de equivalencias no singulares
Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una matriz A de n x n.

1. A es no singular,

2, x = 0 es la tnica solucién para Ax = 0,

3. Aesequivalente por filas (renglones) a /.

4. Fl sistema lineal Ax = b tiene una tinica solucién para cada matrizb den x 1.

5. det(A) # 0.

6. A tiene rango n.

7. Atiene nulidad 0.

8. Las filas de A forman un conjunto lincalmente independiente de n vectores en
R”:

9. Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente de n vecto-
res en R”.

10. Cero no es un valor propio de A.

En el siguiente teorema relacionaremos el polinomio caracteristico de una matriz
con sus valores propios.

Los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico de A.

Sea A un valor propio de A, asociado con el vector propio x. Entonces, Ax = ix, lo cual
se puede escribir como

Ax = (Al)x

AL, —A)x=0, (3)
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EJEMPLO 6

un sistema homogéneo de n ecuaciones en n incognitas. Este sistema tiene una solucion
no trivial si y sélo si el determinante de su matriz de coeficientes se anula (corolario 3.4
de la seccién 3.2), es decir, si y sélo si det(Al, — A) = 0.

Reciprocamente, si A es una raiz real del polinomio caracteristico de A, entonces
det(Af, — A) = 0,de modo que el sistema homogéneo (5) tiene una solucién no trivial x.,
Por lo tanto, 2 es un valor propio de A. 1

En consecuencia, para determinar los valores propios de una matriz dada A, debe-
mos determinar las raices de su polinomio caracteristico f (1). Hay muchos métodos
para determinar aproximaciones a las raices de un polinomio, algunos mis eficaces que
otros; de hecho, muchos programas de computadora permiten determinar las raices de
un polinomio. Dos resultados que suelen ser ttiles a este respecto son (1) el producto
de todas las raices del polinomio

SR =2"+aix" " 4 4 Gprh + an

es (—1)"a,,y (2) si ay,a,, ... ,a,son enteros, f (1) no puede tener una raiz racional
que no sea un entero. Asf, uno sélo debe verificar los factores enteros de a, como po-
sibles raices racionales de f(i). Por supuesto, f (i) podria tener raices irracionales o
complejas. Sin embargo, para minimizar el esfuerzo de cdkeulo y para conveniencia del
lector, muchos de los polinomios caracteristicos considerados en el resto del capitulo
tendrin sélo raices enteras, y cada una serd un factor del término constante del polino-
mio caracterfstico de A, Los vectores propios comrespondientes se obtienen al sustituir
el valor de X en la ecuacion (5) y resolver el sistema homogéneo resultante. La solucién
de esta clase de problema se analizé ya en la seccién 6.5.

Considere la matniz del ejemplo 5. El polinomio caracteristico es

f) =262+ 11x - 6.
Las posibles rafces enteras de f(A)son +1, +2, =3 y =6, Al sustituir estos valores en
f (%), tenemos que f (1) = 0, de modo que 4 = 1 es una raiz de f (1). Por lo tanto,
(A — 1) es un factor de f(4). Al dividir f (1) entre (A — 1), obtenemos (verifique)

fR) = — D2 - 5%+ 6).
Al factorizar A7 — 5i + 6, tenemos

FQ) =@ = DR - 2)* -3).
Entonces, los valores propios de A son

A =1, Ay =2, Ay =13,

Para determinar un vector propio x;, asociado con 4y = I, formamos el sistema lineal

(1h—- Ax=0,
L=} =2 1 xi 0
1 } -1 x|=10
4 4 1-5 X3 0

|
-
|
-
b
(=]
I
coo
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Una solucién es

r

13 ==

r

=

’

para cuakquier nimero real r. Por lo tanto, parar = 2,

X =
2

es un vector propio de A, asociado con A = 1.
Para determinar un vector propio x, asociado con i, = 2, formamos el sistema lineal

(2I; — A)x =0,
es decir,
2-1 =2 1 X 0

-1 2 =1 ||xl|l=]0

-4 4 2-5|x 0
o

i =9 X 0]

—1 2 -1 x3]l =10

—4 4 -3 X3 0
Una solucidn es

r

da = -

r

r..

para cualquier nimero real r. En consecuencia, para r = 4,
-2

X = |

4

es un vector propio de A, asociado con Ay = 2,
Para determinar un vector propio x3 asociado con A3 = 3, formamos el sistema
lineal

Gl — A)x =0,
y vemos que una solucion es (verifique)
iy

r

- -

r
para cualquier niimero real 7. Asi, para r = 4,

o |
X3 = 1
4

es un vector propio de A, asociado con i3 = 3. |
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EJEMPLO 7

Solucién

Calcule los valores propios y los vectores propios asociados de

60 0 3
A=|1 0 -1
0 1 3
H polinomio caracteristico de A es
A—0 0 -3
p(x) = det(Al; — A) = -1 A-0 1 N E PN 8 O |
0 -1 -3

(verifique). Determinamos que A = 3 es una raiz de p(i). Al dividir p(3) entre (i — 3),
obtenemos p(2) = (A — 3)(A% + 1). Entonces, los valores propios de A son

Ar=3, Ape=] Ag=-—

Para obtener un vector propio x; asociado con i; = 3, sustituimos . = 3 en (5), lo cual
nos da como resultado

3-0 0 37 [ 0
-1 3-8 w|=|0
0 =1 3-3||x 0

Determinamos que el vector | 0 | es una solucion para cualquier niimero real r (verifi-
r

que). Al hacer r = |, concluimos que
1
xXi=10
1

es un vector propio de A, asociado con i; = 3. Para obtener un vector propio x, aso-
ciado con A; = i, sustituimos . = i en (5), lo que da como resultado

i-0 0 -3 xy 0
-1 i-0 I X2 | = 0
0 —1 i—3 X3 0

(—~3i)y |
Determinamos que el vector | (—3 + i)r | es una solucion para cualkquier nimero r (ve-
r

rifique). Al hacer r = 1, concluimos que

Xp=|—-3+i
1

es un vector propio de A asociado con i3 = i. De manera similar, determinamos que
3i

X3 = -‘3 — l

es un vector propio de A, asociado con i3 = —|. |
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H procedimiento para determinar los valores propios y los vectores propios asocia-
dos de una matriz, es como sigue.

Paso 1. Determine las raices del polinomio caracteristico f(1) = det(Al, — A). Es-
tas son los valores propios de A.

Paso 2. Para cada valor propio 4, determine todas las soluciones no triviales para el

sistema homogéneo (1], — A)x = 0. Estos son los vectores propios de A, asociados
con el valor propio A,

Por supuesto, el polinomio caracteristico de una matriz dada puede tener algunas
raices complejas, e incluso podria carecer por completo de raices reales. Sin embargo,
en el importante caso de las matrices simétricas, todas las raices del polinomio caracte-
ristico son reales. Estableceremos este resultado en la seccién 7.3 (teorema 7.6).

Los valores propios y los vectores propios satisfacen muchas propiedades de gran
interés. Por ejemplo, si A es una matriz tiangular superior (inferior) o una matniz dia-
gonal, los valores propios de A son los elementos de la diagonal principal de A (ejerci-
cio T.3). El conjunto § que consiste en todos los vectores propios de A asociados con
Aj, junto con el vector nulo, es un subespacio de R” (ejercicio T.1), denominado espa-
cio propio asociado con 2 ; (también se le conoce como espacio invariante). En los ejer-
cicios de esta seccion se desarrollan otras propiedades.

Es preciso hacer hincapié en que el método para determinar los valores propios de
una transformacién lineal o matriz por medio de la obtencién de las raices del polino-
mio caracteristico no es practico para n > 4, ya que incluye la evaluacion de un deter-
minante. En cursos de andlisis numérico se estudian métodos numeéricos eficientes para
la determinacién de valores propios y los vectores propios asociados.

Al determinar los valores propios y los vectores propios asociados de una matriz A, evi-
te cometer el error comtin de transformar primero A ala forma escalonada reducida por
filas B, y luego determinar los valores y vectores propios de B. Para comprender répi-
damente c6mo falla este enfoque, considere la matriz A, definida en el ejemplo 4. Sus
valores propios son 4, = 2y 4, = 3. Como A es una matriz no singular,cuando la trans-
formamos a la forma escalonada reducida por filas B, tenemos que B = [, Los valores
propios de L son A, =1y A, = 1.

A continuacién examinaremos brevemente tres aplicaciones de valores y vectores
propios. Las primeras dos ya se han analizado en el texto; la tercera es nueva. El capi-
tulo 8 se dedica por completo a un estudio mds profundo de varias aplicaciones adicio-
nales de valores y vectores propios.

CADENAS DE MARKOV

En las secciones 1.4 y 2.3 se analizaron ya las cadenas o procesos de Markov. Sea T’
una matriz regular de transicién de un proceso de Markov. En el teorema 2.5 mostra-
mos que conforme n — oo, T" tiende a una matriz A, cuyas columnas son idénticas al
vector u. Ademas, el teorema 2.6 demostrd que u es un vector de estado estable, que es
el tinico vector de probabilidad que satisface la ecuacién matricial T'u = u. Esto sig-
nifica que A = I es un valor propio de T y u es un vector propio asociado. Por dltimo,
como las columnas de A suman 1, de acuerdo con el ejercicio T.14 se deduce que A =
1 es un valor propio de A.

MODELOS ECONOMICOS LINEALES

En la seccidn 2.4 analizamos ¢l modelo cerrado de Leontief, que consiste en una socie-
dad formada por un agricultor, un carpintero y un sastre, cada uno de los cuales produce
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una unidad de un bien especifico durante un afo. l.a matriz de intercambio A propor-
ciona la parte de cada bien que consume cada individuo a lo largo del ano. El proble-
ma al que se enfrenta el planeador econémico, consiste en determinar los precios p,,
P2 Y p3 de los tres bienes, de modo que nadie gane ni pierda dinero. Es decir, lo que se
busca es un estado de equilibrio. Sea p el vector de precios. Entonces, el problema ra-
dica en determinar una solucion p para el sistema lineal Ap = p,cuyos componentes p;
sean no negativos ¢ integren por lo menos un valor positivo. El ejercicio T.14 implica
que A = | es un valor propio de A,y p es un vector propio asociado,

DISTRIBUCION ESTABLE DE EDADES EN UNA POBLACION

Considere una poblacién de animales que pueden vivir hasta una edad maxima de n
anos (o cualquier otra unidad de tiempo). Supongamos que la cantidad de machos en la
poblacién es siempre un porcentaje fijo de la poblacién de hembras. De esta manera, al
analizar el crecimiento de toda la poblacién podemos ignorar la poblacién de machos y
concentrar nuestra atencién en la poblacién de hembras. Dividimos la poblacion de
hembras en n + 1 grupos de edad, como sigue:

.\:}"J = ntimero de hembras de edad i que estin vivas en el instante k, 0 < i < m;
fi = fraccion de las hembras de edad i que seguirin vivas un aiio después;

b; = nimero promedio de hembras nacidas de una hembra de edad /.
Sea

Ilk)

)
b-.t"

el vector de distribucién de edades en el instante k.

H nimero de hembras en el primer grupo de edad (edad cero) en el instante k¥ + |
es simplemente el nimero total de hembras nacidas entre el instante £ y el instante
k + 1. Hay xi,“ hembras en el primer grupo de edad en el instante k,y cada una de ellas,
en promedio, procrea una descendencia de by hembras, de modo que el primer grupo de
edad engendra un total de buxg‘) hembras. De manera similar, las x{|” hembras del se-
gundo grupo de edad (edad 1) procrean un total de blx(f) hembras. En consecuencia,

T = boxd® + bixl + - -+ bex®. (6)

La cantidad .r(|*+ " de hembras en el segundo grupo de edad en ¢l instante & + 1 es ¢l
niimero de hembras del primer grupo de edad en el instante k que estdn vivas un afo
después. Por lo tanto,

fraccion de las hembras del mimero de hembras del
x:hn - primer grupo de edad que | x ( imer de edad )
estan vivas un afio después PERSERS

k4 _ o (B
y.en general,

N =faD A=jsm. @)
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Utilizando notacion matricial, podemaos escribir (6) y (7) como

xt.nl‘.~ll o Axll:) (k > 1), (8)
donde
bo by by -+ by b,
fo 0 0 ««. 0 O
A=|0 A 0 -« 0 0
0 0 0 -+« fouu O

y A se denomina matriz de Leslie”. Podemos utilizar la ecuacién (8) para intentar de-
terminar una distribucién de la poblacién por grupos de edad en el instante kK + 1, de
modo que el niimero de hembras en cada grupo de edad en el instante & + 1 sea un mil-
tiplo fijo del mimero de hembras en el grupo de edad correspondiente en el instante k.
Es decir, si 4 es el factor, queremos que

&t — 3 x®

o bien,

AI“" = Axm.

En consecuencia, 4 & un valor propio de A y x'¥' es un vector propio correspondiente.
Si a4 = 1, el nimero de hembras en cada grupo de edad serd el mismo cada aio. Si po-
demos determinar un vector propio x® comrespondiente al valor propio A = 1, decimos
que tenemos una distribucién estable de edades.

Consideremos un escarabajo que puede vivir un médximo de dos anos y cuya dindmica
de poblacién estd representada por la matriz de Leslie

0 0 6
A=|L 0 0
b ¢ W

3

Determinamos que A = 1 es un valor propio de A con el vector propio correspon-
diente
6

3
1

Asi, si el niimero de hembras en los tres grupos es proporcional a 6:3:1, tenemos una
distribucién estable de edades. Es decir, si tenemos 600 hembras en el primer grupo de
edad, 300 en el segundo y 100 en el tercero, el nimero de hembras en cada grupo
de edad serd el mismo cada afio. a

Los problemas de crecimiento poblacional del tipo considerado en el ejemplo 8 tie-
nen aplicaciones en la cria de animales, Para un andlisis mds amplio de aplicaciones
elementales de los valores y vectores propios, vea D. R. Hill, Experiments in Compu-
tational Marrix Algebra, Nueva York, Random House, 1988, 0 D. R, Hill y D.E. Zita-
relli, Linear Algebra Labs with MATLAB, 3a. edicién, Upper Saddle River, Nueva
Jersey: Prentice Hall, 2004,

Los ejercicios tedricos de esta seccion contienen muchas propiedades ttiles de los
valores propios. Recomendamos al lector que redacte una lista de hechos relativos a
los valores propios y a los veclores propios.

*Vea PH. Leshie, “On the Use of Matrices in Centain Population Mathematics”, Biometrika 33, 1945,
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Terminos clave

Valor propio (eigenvalor) Polmomio caracteristico Matriz de Leslic

Valor caracteristico Ecuacién caracteristica Distribucidn estable de edades
Valor latente Raifces del polinomio caracteristico

Vector propio (eigenvector) Espacio propio (espacio variante)

7.1 Ejercicios

3 -l
1. SeaA = [_2 2]
(a) Verifique que 2y = 1 es un valor propio de A y que
X = [2:] r # 0, es un vector propio asociado.
(b) Verifique que Ay = 4 ¢s un valor propio de A y que
Xy = [_:]. r # 0, es un vector propio asociado.
2 2 3
2. SeaA=|1 2 1.
2 =2 1
(a) Verifique que Ay = —1 es un valor propio de A y que

| 3
X = 0

s un vector propio asociado,
-1

(b) Verifique que A = 2 es un valor propio de A y que

27
x2 = | =3 | es un vector propio asociado.
2
(c) Verifique que A3 = 4 es un valor propio de A y que
8
x3 = | 5 | es un vector propio asociado.
2

En los ejercicios 3 a 7, determine el polimomio caracteristico de
cada marriz.

1 2 1
alo 1 2 4.[_? ;]
-1 3 2

(=T S

2 1
.12 2 -
3 1

En los ejercicios 8 a 15, determine el polinomio caracteristico,
los valores propios y los vectores propios de cada matriz.

0 | 2 1 0 0
8. |0 0o 3 9 |-l 3 0

0o o0 0 3 2 =2

| 1 1 =1
o[l ] ]

2 -2 3] [ B3 A
12. |0 3 -2 13. |1 2 I
0o -1 2 2 -2 1

14. 2 -1 g- 15 Pé _f 2 ;
0 3 *lo o 3 3
e ] o 0 o 2

16. Determine el polinomio caracter(stico, los valores propios y
los vectores propios asociados de cada una de las matrices

siguicntes.
-2 -4 -8
(b) 1 0 0
0 1 0

01
@ [-1 0]
2-i 2 0
@1 0o @ [_f g]
o 1 0

17. Determine todos los valores propios y los vectores propios
asociados de cada una de las matrices siguicntes.

i 1 0

T il ¥ 2
(a)[ ] M |1 i 0
LR 0 0 1]

0 -1 0 0 0 -
() |1 0 0 d |0 1 0
0 | 0 I_l 0 0
En los ejercicios 18 y 19, determine bases para los espacios
propios (vea el ejercicio T.1 ) asociados a cada valor propio.

2 3 0 {2}
8.0 1 o0 T <
0o o0 2 -

SOoOMNM
=R " T
—— D

En los ejercicios 20 a 23, determine una base para el espacio
propio (vea el ejercicio T.l) asociado con i,

0 0 1 2 1 0
2.0 1 ofla=1 2|1 2 1]la=2
1 0 0 01 2

"3 0 0
2 |-2 3 <2|.a=3
2 0 5
4 2 0
3300
B.l10 0 2 s|*=2
0 0 0 2




24,

0 -4 0
Sea A= |1 0 0f.
0 1 0

(a) Determine una base para el espacio propio asociado
con cl valor propio 4, = 2i.

{b) Determine una base para el espacio propio asociado
con el valor propio Ay = =2i.

0O 0 0
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27. Considere un organismo que puede vivir hasta una edad
mixima de dos afios, y cuya matriz de Leslie es

0O 0 8§
A:-_-I‘O
0 Lo

Determine una distribucién estable de edades.

25. Sea 3 3 0 0 28. Considere un organismo que puede vivir hasta una edad
cNkA={s & 6 A méxima de 2 aflos, y cuya matriz de Leslie es
5 -3 -3 -3
{a) Determine una base para el espacio propio asociado 0 4 0
con ¢l valor propio ) = 3. A=Il! 0 o
(b) Determme una base para el espacio propio asociado 2 3
con el valor propio A, = 3i. 0 : 0
26. Sca A la matnz del ejercicio 1. Determine los valores pro-
pios y los vectores propios de A%, y verifique el ejercicio Demuestre que existe una distribucién estable de edades, y
5. determinela.
Ejercicios tedricos
T.1. Sea A; un valor propio particular de la matrizA de n x n. denota la traza de A (vea el ejercicio complementario
Demuestre que el subconjunto § de R”, consistente en T.1 del capftulo 1).
todos los vectores propios de A asociados con A forma, (b) Demuestre que Tr(A) es la suma de los valores pro-
junto con el vector cero, un subespacio de R”. Este subes- pios de A.
Eamo RO Eamnd GHpacio FRopls Asiciadyal valor JNopio (c) Demuestre que ¢l térmmo constante del polinomio
s caracterfstico de A es + veces el producto de los va-
T2. (Por qué es preciso incluir el vector cero en ¢l subconjun- lores propios de A.
SIS 5
o § en el cjercicio T.17 (d) Demuestre que det(A) es el producto de los valores
T.J3. Demuestre que si A es una matriz triangular superior (in- propios de A.
ferior) o una matriz diagonal, los valores propios de A son
los elementos de la diagonal principal de A. T.10. Sea A una matriz de n x n con valores propios iy y Aa,
TA. Demuestre que A y A” ticnen los mismos valores propios. donde &) # A,.Scan §| y §; los espacios propios asocia-
¢(Podriamos decir algo acerca de los vectores propios aso- dos con i, y i», respectivamente. Explique por qué el
ciados de Ay A™? vector nulo es el Ginico vector que pertenece a §) y a S;.
TS. Sia esun valor propio de A con vector propio asociado
x, demuestre que A" es un valor propiode A' =A-A- - T.11. Sea i un valor propio de A con vector propio asociado x.
A (k factores) con vector propio asociado X, donde & es un Demuestre que A + r es un valor propio de A + ri, con
entero positivo. vector propio asociado x. Asi, sumar a A un miltiplo es-
T.6. Unamatriz A dc n x n cs nilpotente si A* = O para al- calalar de ]]a "::lm?] 'd:;::rd s6lo desplaza los valores pro-
giin entero positivo k. Demuestre que si A es nilpotente, P o0 O IELAP0 :
entonces ¢l dnico valor propio de A es 0. (Sugerencia: )
utilice el cjercicio T.5.) T.12. Sca A una matriz cuadrada,
T7. Sea A una matrizde n X a. (a) Suponga que cl sistema homogénco Ax = 0 ticne una
@ Décng que det(A) es ol producto do todas las rat solu:uén‘no trivial x = u. Demuestre que u es un vec-
S N . tor propio de A.
ces del polinomio caracteristico de A. < 0 4 —
(b) Demuestre que A es singular si y s6lo si 0 es un valor B Supengh A T P SRt R Y
10 de A vector propio asociado. Demuestre que el sistema ho-
prop [ mogéneo Ax = 0 tiene una solucién no trivial.
T8. Sea i un valor propio de la matriz no singular A con vec-
tor propio asociado x. Demuestre que 1/4 ¢s un valor pro-  T.13. Sean Ay B matrices de n x 7 tales que Ax = Ax y Bx =
pio de A~ con vector propio asociado x. ux. Demuestre que:
T9. Sea A cualquier matriz real de n x n. (a) (A4 B)x =()+ u)x

(a) Demuestre que ¢l coeficiente de A"~ en ¢l polinomio
caracterfstico de A estd dado por -Tr(A), donde Tr(A)

(b) (AB)x = (Au)x
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T.14. Demuestre que si A es una matriz tal que sus columnas
suman |, entonces A = | es un valor propio de A. (Suge-
rencia: considere el producto Arx, donde x e un vector
tal que todas sus entradas son 1, y utilice el ejercicio T.4.)

T.15. Sea Auna matrizde n X n,y considere el operador lineal
en R" defindo por L(u) = Au, para u en R". Un subespa-
cio Wde R” se denomina invariante bajo L si para todo
wen W, L(w) también estd en W. Demuestre que un espa-
cio propio de A es invariante bajo L (vea el ejercicio T.1).

Ejercicios con MATLAB

MATLAB cuenta con un par de comandos iitiles para determinar
el polinomio caracteristico y los valores propios de una matriz.
El comando poly(A) proporciona los coef icientes del polinomio
caracteristico de la matriz A, comenzando con el término de
mayor grado. Si hacemos v = poly(A) y luego utilizamos el co-
mando roots(v), obtenemos las raices del polinomio caracreris-
tico de A. Este procedimiento también determina valores propios
complejos.

Una vez que se tiene un valor propio & de A, empleamos
rref o homsoln para determinar un vector propio correspon-
diente a partir del sistema lineal (M —~ A)x = 0.

ML.1. Determine, mediante MATLAB, ¢l polinomio caracteristi-
co de cada una de las siguicntes matrices.

(a) A= ,!' _2]

2 4 0
(b)) A= |1 2 1

0 4 2

-l 0 0

2 =2 0 0
©@A=15 o 2 -

9 W =F 2

ML.2. Utilice los comandos poly y roots de MATLAB para de-
terminar los valores propios de las siguientes matrices:

EZIDIAGONALIZACION.

| 3 3 -1 4
(@ A = [1 _5] ®A=|-1 0 1
= 4 1 2

2 -2 0
@A=[1 =1 0 {d)A:B z]
I -1 0 '

En cada uno de los siguientes casos, A es un valor pro-
pio de A. Utilicc MATLAB para determinar un vector
propio correspondiente.

| 2

MLJ3.

4 0 0O
b)rA=-1,A=|1 3 0
2 1 -1

2
r=2,A=|2
3

1 2
2 -2
|

|
MLA4. Considere un organismo que puede vivir un méximo de
dos aflos, y cuya matriz de Leslie es

02 08 03
09 0 0
0o 07 0

Determine una distribucion estable de edades.

Fn esta seccién mostraremos cémo determinar los valores propios y los vectores pro-
pios asociados de una matriz A dada, mediante la determinacion de los valores y vec-
tores propios de una matriz relacionada B, que tiene los mismos valores propios y
vectores propios que A. La matriz B tiene la itil propiedad de que sus valores propios
se obtienen con facilidad; en consecuencia, al hacerlo determinamos también los valo-
res propios de A. En la seccion 7.3, este enfoque nos dard mucha informacién sobre el
problema de valores y vectores propios. Por conveniencia, sélo trabajaremos con ma-
trices cuya totalidad de las entradas y valores propios son niimeros reales.

MATRICES SEMEJANTES (SIMILARES)

DEFINICION
no singular P tal que

EEMPLO 1 IS

Se dice que una matriz B es semejante o similar a una matriz A, si existe una matriz

B =P 'AP.
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la matriz del ejemplo 4, seccién 7.1. Sea

Entonces
11 2 =
d —[—1 i
y
__ s -2 - 1 ]! 1| _[2 O
s=pusel 3 |4 Ali A=l 3
En consecuencia, B es semejante a A. |

Dejaremos al lector (ejercicio T.1) la demostracién de la validez de las siguientes
propiedades elementales de la semejanza.

1. A es semejante a A.
2. Si Bes semejante a A, entonces A es semejante a B,

3. Si Aessemejante a By B es semejante a C, entonces A & semejante a C.

De acuerdo con la propiedad 2, podemos reemplazar las proposiciones “'A es semejan-
te a B” y “Bes semejante a A” por “A y B son semejantes”.

Diremos que la matriz A es diagonalizable s es semejante a una matriz diagonal. En
esle caso, también decimos que A puede diagonalizarse.

Si A y B son como en el ejemplo 1, A es diagonalizable, ya que es semejante a B. W

Matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

Sean A y B semejantes. Entonces, B = P~ ' AP para alguna matriz no singular P. A con-
tinuacién demostraremos que A y B tienen los mismos polinomios caracteristicos, f 4(1)
y f g(%), respectivamente. Tenemos

fs(») =det(rl, — B) = det(rl, — P"'AP)
=det(P~'AI,P — P"'AP) = det(P~'(Al, — A)P)
= de(P~")det(rl, — A)det(P) (1)
= det(P~ ") det(P) det(M 1, — A)
=det(rxl, — A) = fa(d).

Como f 4(1) = f g(2), resulta que A y B tienen los mismos valores propios. &
El ejercicio T.3, seccién 7.1, implica que los valores propios de una matriz diago-
nal son las entradas de su diagonal principal. El teorema siguiente establece la condi-

ci6én para que una matriz sea diagonalizable.

Una matriz Ade n x nes diagonalizable si y sélo si tiene n vectores propios linealmen-
te independientes.
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Demostracion

Observacion

EJEMPLO 3

Suponga que A es semejante a D, Entonces,
P~'AP = D,

es una matriz diagonal, de manera que

AP = PD. (2)

Sea

&y 0 0

0 Ay 0

D=

0 s O ¥
yseax;,j=12,..., n la j-€ésima columna de P. De acuerdo con el ejercicio T9, sec-
cién 1.3, resulta que la j<€sima columna de la matriz AP es Ax;, y la j€sima columna
de PD es )‘jxj‘

Por lo tanto, con base en (2), tenemos

Como P es una matriz no singular, de acuerdo con el teorema 6.13, seccion 6.6, sus co-
lumnas son linealmente independientes y, por lo tanto, todas son distintas de cero. En
consecuencia, A es un valor propio de A,y x; es un vector propio correspondiente.
Reciprocamente, suponga que Ay, As, . . ., A, son n valores propios de A, y que los
vectores propios correspondientes, Xy, X3, . . . , X,, son linealmente independientes. Sea
P =[x; %2 ** - x,]la matriz cuya j-<€¢sima columna es x;. Como las columnas de P son
lincalmente independientes, el teorema 6.13 de la seccion 6.6 implica que P es no sin-
gular, A partir de (3) obtenemos (2), lo cual implica que A es diagonalizable. Esto com-
pleta la demostracion, bl

Si A es una matriz diagonalizable, P~' AP = D,donde D es una matriz diagonal. La de-
mostracion del teorema 7.4 implica que los elementos de la diagonal de D son los va-
lores propios de A. Ademds, P es una matriz cuyas columnas son, respectivamente, n
vectores propios linealmente independientes de A. Observe también que, segiin el teo-
rema 7 4, el orden de las columnas de P determina el orden de las entradas de la diago-
nal de D.

Sea A como en el ejemplo 1. Los valores propios son A, = 2 y A, = 3. (Vea el ejemplo 4,
seccion 7.1.) Los vectores propios correspondientes

] e[

son linealmente independientes. Por lo tanto, A es diagonalizable. Aquf

e[l oy e[

En consecuencia, como en el ejemplo 1,

S | | EO | R |

Por otra parte, si A, = 3y A, = 2, entonces

o[ =)
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Demostracion
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Entonces,
SRR
Por lo tanto,
Sl S B A
Sea

1 1
A= [0 1]'
Los valores propios de A son A; = 1 y 4, = 1. Los vectores propios asociados con A,
y A2 son vectores de la forma
¥
0 ]

donde r es cualquier nimero real distinto de cero. Como A no tiene dos vectores pro-
pios linealmente independientes, concluimos que A no es diagonalizable. a

El siguiente es un teorema Util, ya que identifica una clase amplia de matrices que
pueden diagonalizarse.,

Si todas las ratces del polinomio caracteristico de una matriz A de n x n son distintas
(es decir, si todas son diferentes entre si), A es diagonalizable.

Sean Ay, Ay, . .., 4, los valores propios (eigenvalores) distintos de A,y sea § = {x,,
X2, ..., X, } un conjunto de vectores propios asociados. Queremos demostrar que § es
lincalmente independiente.

Suponga que § & linealmente dependiente. Entonces, el teorema 6.4 de la seccién
6.3 implica que algdn vector x; es una combinacién lineal de los vectores que le prece-
den en S. Podemos suponer que Sy = {X;, X2, ..., X;1} es lincalmente independiente
pues, de otra forma, uno de los vectores en §; serfa una combinacién lineal de los que
le preceden y podriamos elegir un nuevo conjunto S», y asf sucesivamente. En conse-
cuencia, tenemos que 5 es linealmente independiente y que

X; =C1X) +CXa+ -+ Cj1Xj-q, (4)

donde ¢|, ¢y, . . ., ¢j | son escalares, Premultiplicando ambos lados de la ecuacién (4)
por A (multiplicando por la izquierda), obtenemos

Ax; = A(axy + X2+ ++ + €j-1Xj-1)

= (‘[AX; 1= CgAXg oy LR, ¢ C)-_|AXJ-_|. ®)

Como 2y, A2, .. ., 4;son valores propios de A,y x;, X2, . .
pios asociados, sabemos que Ax; = A para i = 1,2,...
tenemos

.+ X; 50N SUS vectores pro-
. J. Al sustituir en (5),

A.Ji!).' "—"C]}.]I]‘f‘Cﬁlgx:‘l‘"‘+fj_|}.}_|xj_|. (6)
Al multiplicar (4) por A;, oblenemos

AjXj = Aje1X; + AjeaXa + -+ A jejo1Xjog. @
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Observacion

EJEMPLO S5

Restando (7) de (6), tenemos

0=2;x; —AjX;j

=M1 —Apx +ca(ha —Apx+-- -+ Cj1Rj — AKX

Como §; es linealmente independiente, debemos tener

i1 —A) =0, cr2—2;)=0,..., Cj—1hj-1 —24;) =0.
Ahora,

M= #0, Aa—=d;#£0,..., X1 —2x £0
(ya que las A son distintas), lo que implica que
cp=c="=¢-=0.

De acuerdo con la ecuacién (4), concluimos que x; = 0, lo cual es imposible si x; es un

vector propio. Por lo tanto, S es linealmente independiente y, segiin el teorema 7.4, A
es diagonalizable. |

En la demostracién del teorema 7.5, en realidad hemos establecido el siguiente resulta-
do (de mayor importancia): sea A una matriz de n x n,y sean iy, A7, ..., A;,donde k
son valores propios distintos de A, con vectores propios asociados Xy, X5, .. ., x;. En-

tonces, X, Xa, . . . , X; son linealmente independientes (ejercicio T.11).

Si no todas las raices del polinomio caracteristico de A son distintas, A puede o no
ser diagonalizable. El polinomio caracteristico de A puede escribirse como el producto
de n factores, cada uno de la forma A — A;, donde A; es una raiz del polinomio caracte-
ristico, y los valores propios de A son las raices del polinomio caracteristico de A. Asi,
el polinomio caracteristico puede escribirse como

A =aNG -2 =)k,

donde Ay, Ay, ..., 4, son los valores propios distintos de A,y &y, k,, ..., k, son ente-
ros cuya suma es n. El entero k; & denomina multiplicidad de ;. De esta manera, en
el ejemplo 4 & = 1 es un valor propio de

w1

de multiplicidad 2. Es posible demostrar que A puede diagonalizarse si y sélo si para
cada valor propio 4;, de multiplicidad &;, pueden encontrarse k ; vectores propios li-
ncalmente independientes. Esto significa que el espacio solucion del sistema lineal
(a1, —A)x = 0 tiene dimension k;. También puede demostrarse que si 4; es un valor
propio de A,de multiplicidad k;, es imposible encontrar més de k; vectores propios li-
nealmente independientes asociados con 4. Consideremos los ejemplos siguientes.

Sea
0 0 |
A=10 1 2
0 0 1

H polinomio caracteristico de A es f (A) = A(A — 1)?, asi que los valores propios de A
son A; =0, A2 = 1 y A3 = 1. En consecuencia, A = | es un valor propio de multipli-
cidad 2. Consideremos ahora los vectores propios asociados a los valores propios
A2 = A3 = |, mismos que se obtienen resolviendo el sistema lineal (173 — A)x = O:

1 0 -1 X) 0

0 0o -2 2| = 0

0O 0 0]]x 0
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Una solucién es cualquier vector de la forma

0
r L]

0

donde r es cualquier niimero, asi que la dimension del espacio solucion del sistema li-
neal (1/; — A)x = 0 es 1. No existen dos vectores linealmente independientes asocia-

dos con A, = 1. Por lo tanto, A no puede diagonalizarse. 5]
Sea
0o o0 0
A=|0 1 0
10 1

El polinomio caracteristico de A es f(A) = AA — 1)?,de manera que los valores pro-
pios de Ason A, = 0,2, = 1, A3 = |; nuevamente, A, = | es un valor propio de mul-
tiplicidad 2. Consideremos ahora el espacio solucion de (153 — A)x = 0, esto es, de

| 0 0 X1 0
0 0 0 »n|l=1]0
-1 0 0] | xs 0

Una solucién es cualquier vector de la forma

0

r
5

para cualesquiera nimeros r y 5. En consecuencia, podemos tomar como vectores pro-
pios X, ¥ X3 los vectores

0
x;= |1 y xa=|0
I

A continuacién buscamos un vector propio asociado con 4y = 0. Para ello tenemos que
resolver el sistema homogéneo (0/; — A)x = 0,0

0 0 0]/[x 0
0 -1 0 n|l=10
— ! 0 -1 X3 0

Una solucién es cualquier vector de la forma

!
0
= !

para cualquier nimero 1. Asf,

|
X =
=]

es un vector propio asociado con 4, = 0. Como x;, X, y x5 son lincalmente indepen-
dientes, A puede diagonalizarse. =
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Por lo tanto, una matriz de n x n no puede diagonalizarse si no tiene n vectores
propios linealmente independientes.

El procedimiento para diagonalizar una matriz A es el siguiente.

Paso 1. Formamos el polinomio caracteristico f (1) = det(A/, — A) de A.

Paso 2. Determinamos las raices del polinomio caracterfstico de A.

Paso 3. Para cada valor propio 4;de A, de multiplicidad k;, determinamos una base
para el espacio solucién de (x;/, — A)x = 0 (el espacio propio asociado con ). Si
la dimensi6n del espacio propio es menor que &, entonces A no es diagonzalizable.
De acuerdo con ello, determinamos n vectores propios linealmente independientes
de A. En la seccion 6.5 resolvimos el problema de determinar una base para el espa-
cio solucién de un sistema homogéneo.

Paso 4. Sea P la matriz cuyas columnas son los n vectores propios linealmente in-
dependientes determinados en el paso 3. Entonces, P~'AP = D, es una matriz dia-
gomal cuyos elementos de la diagonal son los valores propios de A correspondientes
a las columnas de P.
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Terminos clave

Matrices semejantes (similares) Diagonalizarse Multiplicidad de un valor propio
Diagonalizable Valores propios (cigenvalores) Matriz defectuosa
7.2 Ejercicios
En los ejercicios 1 a 8, determine si la matriz dada es 3 0 0 1 0 1
diagonalizable. 19. [2 3 o] 20. [o 1 o]
l. I _2 2. _2 l
- v 4 1 0 0
1 1 =2 1 2 3 2 0 4 00
KA 4 4. |10 -1 2 [0 0 4 0
L ==l 4 0 0 2 .1 -1 D 4
3 1 0] -
s ra 0 0 0O
5 (0 3 1 6. g f] g 300
L 22,
i 9 00 5 1
= 5 [0 0 0 6]
os 2333
7.1]0 1 0 8. | .
0022 23, Sca A una matnz de 2 x 2 cuyos valores propios sean 3 y 4,
o xR 0 0 0 2
i - y cuyos vectores propios asociados sean
9. Determine una matriz no diagonal de 2 x 2, cuyos valores
propios sean 2 y =3, y cuyos vectores propios asociados _1 5
- ] [

2] v [

respectivamente. Sin hacer cdlculos, determine una matriz

respectivamente. : : ; :
diagonal D que sca semejante a A, y una matriz no singular
10. Determine una matriz no diagonal de 3 x 3 cuyos valores P tal que P~'AP = D.
propios sean =2, =2 y 3, y cuyos vectores propios asocia-
dos sean 24, Sea A una matriz de 3 x 3 cuyos valores propios sean —3,
:) ? : 4,y 4,y cuyos vectores propios asociados sean
' v Y ’
1 1 1
3 -1 0 0
respectivamente, o, lol. y [1].
En los ejercicios 11 a 22, determine, si es posible, una matriz no 1 1 1

singular P tal que P~"AP sea diagonal.

1 ; 2 g 2 112 respectivamente, Sin hacer célculos, determine una matriz
11 | ; 0 . g : 2 diagonal D que sea semejante a A, y una matriz no singular
BT o . P tal que P~'AP = D.
4. 3 3 0 —1
13. {0 1 0 14, [2 3] En los ejercicios 25 a 28, determine dos matrices que sean
(2 1 2] semejantes a A.
[8 1 0] 3 4 I 2
15. [0 8 0 Wil n] ““‘“[3 o]
8 0 0.. .
(3 0 0] ¥ 9 9
% |1 3 ) gitan BF -
[0 0 1] ‘g
[3 -2 | 2 % 2 2 0 0
17. |0 2 0 18. |2 2 2 2. A=]1 2 1
0o 0 0 2 22 |0 1 2
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En los ejercicios 29 a 32, determine si la marriz dada es seme-
Jante a una matriz diagonal.

2 30 2 3 1]
2. (0 1 0 3./101 0
0 0 2 0 0 2]
1T 1 0]

31.[‘::2] 202 20
3 3 .3

En los ejercicios 33 a 36, demuestre que cada matriz es diago-
nalizable, y determine una matriz diagonal semejante a la ma-
rriz dada.

. [‘; g] . [g i]

2 -2 3 0 =2 i
0 -1 2 0 o0 |

En los ejercicios 37 a 40, demuestre que la matriz dada no es
diagonalizable.

' 1 2 0 0
37.01] 3./3 2 0
L 0 0 5
10 11 3 Eg;;
».|-3 -4 -3 40.
8 -8 —1 0 01 1
& 0 0 0 1

Se dice que una marriz A es defectuosa si riene un valor propio
i de multiplicidad m > 1, para el que el espacio propio asocia-
do tiene una base con menos de m vectores; esto es, la dimen-
sidn del espacio propio asociado con k es menor que m. En los
ejercicios 41 a 44, utilice los valores propios de la marriz dada
para determinar si la marriz es defecuosa.

R 7

41, o 8].1_&3
-3 0 O

4. -2 3 -2|.2=335
|2 O 8
4 3 3

43| 3 3 3|,.=0073
-3 -3 -3
0 0 1
0 0 0 -1

“l, o o olr=tL-1-1
0 -1 0 0

45. Sea D =[fJ _g], Calcule D°.

3 -5
1 -3
una matriz P tal gue P~ 'AP es una matriz diagonal D, y
demuestre que A” = PD°P "),

46. Sca A = [ ].Calculc A’ (Sugerencia: determine

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que:
(a) Aessemejante a A,
(b) Si Bes semejante a A, entonces A es semejante a B.
(c) SiAes semejante a B y B es semejante a C, entonces
A cs semejante a C.

T2, Demuestre que si A es no singular y diagonalizable, en-
tonces A~! es diagonalizable.

TJ3. Sca
a b
=2 Y.
Determine condiciones necesanas y suficientes para que
A sea diagonalizable.

TA. Sean A y B matrices de n x n no singulares. Demuestre
que AB~" y B~'A tienen los mismos valores propios.

T.5. Demuestre o refute la siguiente afirmacién: toda matriz
no singular es semejante a una matriz diagonal.

T.6. Si Ay Bson no singulares, demuestre que AB y BA son
semejantes,

T.7. Demuestre que si A es diagonalizable, entonces:
(a) Al es diagonalizable.
(b) A* es diagonalizable, donde k es un entero positivo.

TS. Demuestre que si A y B son matrices semejantes, A' y B*
son semejantes para cualquier entero k no negativo.

T9. Demuestre que si Ay B son matrices semejantes,
det(A) = det(B).

T.10. Sca A una matrizde n x n,y sea B = P~'AP semejante
a A. Demuestre que si X es un vector propio de A
asociado con el valor propio A de A, P™'x es un
vector propio de B asociado con ¢l valor propio X de la
matriz B.

T.11. Sean Ay, Az, ..., A; valores propios distintos de una
matriz A, con vectores propios asociados Xy, X, . . ., X
Demuestre que Xy, X, . . . , X; son lincalmente indepen-
dientes. (Sugerencia: vea la demostracién del teorema
75.)

T.12. Demuestre que si A y B son matrices semejantes, tienen el
mismo polinomio caracteristico.
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ML.1. Utilice MATLAB para determinar si A es diagonalizable. ML.J3. Repita el ejercicio ML.2 para
Si lo es, determine una matriz no singular P, tal que

P~' AP sea diagonal.

[ 8 2
(a)A--_I 3]

-3
M) A= _5]

1

E

0 0 4
) A=|5 3 6

| 6

0 5

calcular Am.doudc

| .5 -1.5
A=|-=2 25 -=15|.
-2 20 -1.0

Despliegue su respuesta tanto en el formato format
short como en ¢l formato format long.

MLA4. Uulice MATLAB para investigar las sucesiones

ML.2. Utilice MATLAB y la sugerencia del ejercicio 46 para AR sy REAL AT,
i i para la matriz A del ejercicio ML 2. Escriba una des-
2 =i, cripcion breve del comportamiento de estas sucesiones.
A Describa [im A".

o |
A=|-=2
-2

EE] DIAGONALIZACION DE MATRICES SIMETRICAS

TEOREMA 7.6

M=

En esta seccion analizaremos la diagonalizacion de las matrices simétricas (una matriz
de n x n con entradas reales tales que A = AT). Restringiremos nuestro andlisis a este
caso, debido a que es mds fécil de resolver que ¢l caso general, y a que las matrices si-
mélricas se presentan en muchos problemas de aplicacion.

Como un ejemplo de tal tipo de problema, consideremos la tarea de identificar la
chnica representada por la ecuacion

27 + 22y + 27 =9,

la cual puede escribirse en forma matricial como

ol g6

Observe que se trata de una matriz simétrica. Este problema se analiza con detalle en la
seccion 8.2. Aquf sélo haremos notar que su resolucion exige la determinacion de los
valores y vectores propios de la matriz

i)

Luego se rotan los ejes x y y para obtener un nuevo conjunto de ejes que estén a lo lar-
go de los vectores propios de la matriz. En el nuevo conjunto es fécil identificar la ¢6-
nica dada.

Omitiremos la demostracion del siguiente —e importante — teorema (vea D.R.
Hill, Experiments in Computational Matrix Algebra, Nueva York, Random House,
1988).

Todas las raifces del polinomio caracter(stico de una matriz simétrica son mimeros
reales. 24

Si A es una marriz simétrica, los vectores propios correspondientes a valores propios
distintos de A son ortogonales.
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Demostracion

EJEMPLO 1

En primer lugar, dejaremos que el lector verifique (ejercicio T.1) la propiedad de que si
Xy y son vectores en R", entonces

(Ax) - y = x - (ATy). (1)

Sean x, y x, vectores propios de A, asociados con los valores propios distintos A
y 4, de A. Entonces, tenemos

Ax, = 3.;!. Y A!z = 13!2.
Ahora,

Ar(X1ex2) = (A1x1) *x2 = (Ax1) * X2
- — x] . (AIXI) — xl '(sz) (2)
=X * (A2x2) = A2(x) * X2),

donde utilizamos el hecho de que A = A”. En consecuencia,
A(x) » x2) = Aa(x) + x2)
y al restar, obtenemos

0 = A1(X)*X2) — 22(X) * X3)

= (A1 — A2)(x) - X%2). ©)

Como Ay # Aa,concluimos que x; » x» = 0, de modo que x; y x3 son ortogonales.

Dada la matriz simétrica

0 0 -2
A= 0 -2 0]},
-2 0 3

determinamos que ¢l polinomio caracteristico de A es (verifique)
fEY=0+20. —H( + 1),
de modo que los valores propios de A son
AM=-2, =4, y A3=-1.

Entonces podemos determinar los vectores propios asociados resolviendo el sistema
homogéneo (A3 — A)x =0,j = 1,2, 3,y obtener los vectores propios correspondien-
tes (verifique)

0 -1 2
X = 1 [ Xy = 01, Yy x3= 0
0 2 1

Es facil verificar que {x;, x3, X3} es un conjunto ortogonal de vectores en R’ (y, por lo
tanto, que es linealmente independiente, segin el teorema 6.16 de la seccién 6.8). Es
consecuencia, A s diagonalizable y semejante a

=i S

-2
D= 0
0 F
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EJEMPLO 2
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Recordemos que si A se puede diagonalizar, existe una matriz P no singular tal que
P~ 'AP es diagonal. Ademis, las columnas de P son vectores propios de A. Si los vec-
tores propios de A forman un conjunto ortogonal S, como ocurre cuando A es simétri-
ca y los valores propios de A son distintos, entonces, dado que cualquier miiltiplo
escalar de un vector propio de A es también un vector propio de A, podemos normalizar
S para obtener un conjunto ortonormal 7' = {x;,x,, ..., x,} de vectores propios de A.
La j<€sima columna de P es el vector propio x; asociado con Aj; a continuacién exami-
naremos el tipo de matriz que debe ser P, Podemos escribir P como

P=[x; xo°""X,].

Entonces,

PT =
T
n

donde x;r. 1 < i < n,es la transpuesta de la matriz (o vector) x; de n x 1. Vemos que
la entrada i, j€ésimaen PTPes x; - x; (verifique). Como

1 sii=j

MXIZ 10 sii

entonces PTP =1,.Asi, PT = P~' . Tales matrices son lo bastante importantes como pa-
ra tener un nombre especial.

Una matriz no singular A & una matriz ortogonal si

A"l = AT,

También podemos decir que una matriz no singular A es ortogonal si A’A = 1,,.

Sea
2 2 i
3 T3 3
= 12 1 2
a=ls ¥ =4
1 2 2
3 3 3
Es fécil verificar que A’A = I,. Por lo tanto, A es una matriz ortogonal, |

Sea A la matriz del ejemplo 1. Ya sabemos que ¢l conjunto de vectores propios
0 -1
1{,] O
0 2

-0

es ortogonal. Si normalizamos estos vectores, vemos que

! 2,

of |-%#| |

T = | 0 0
2 1

0 7l | &



362 Capitulo 7 Valores propios, vectores propios y diagonalizacién

TEOREMA 7.8

TEOREMA 7.9

es un conjunto ortonormal de vectores. La matriz P tal que P~ ' AP es diagonal, es la
matriz cuyas columnas son los vectores en 7. En consecuencia,

1 2

0 -7 =
P=1]1 0 0
2 1

0 B =A

Dejaremos al lector que verifique (ejercicio T4) que P es una matriz ortogonal,
¥ que

2 0 0
P'AP=P"AP=| 0 4 O
0 0 -l -

No es dificil demostrar el siguiente teorema, como verd al resolver el ejercicio
3.

La matriz Ade n x nes ortogonal si y sélo si las colummas (y las filas) de A forman un
conjunto ortonormal de vectores en R". i

Si A es una matriz ortogonal, resulia sencillo demostrar que det(A) = +1 (ejerci-
cio T4).

Ahora veremos qué ocurre en el caso general con una matriz simétrica; aunque A
tenga valores propios con multiplicidades mayores que uno, es posible ver que A pue-
de diagonalizarse. Omitiremos la demostracion de este teorema, pero usted puede con-
sultarla en J. M. Ortega, Matrix Theory, a Second Course, Nueva York, Plenum Press,
1987.

Si A es una marriz simétrica de n x n, entonces existe una matriz ortogonal P tal que
P 'AP = D, es una marriz diagonal. Los valores propios de A estdn sobre la diago-
nal principal de D. o

De acuerdo con lo anterior, no s6lo ocurre que una matriz simétrica siempre es dia-
gonalizable, sino que es diagonalizable por medio de una matriz ortogonal. En tal caso,
decimos que A es ortogonalmente diagonalizable.

Puede demostrarse que si una matriz simétrica A tiene un valor propio 4 j, de mul-
tiplicidad &;, e espacio solucién del sistema lineal (17, — A)x = 0 (el espacio propio
de ;) tiene dimensién k;. Esto significa que existen k; vectores propios de A linealmen-
te independientes, asociados con el valor propio ;. A partir del proceso de Gram-Sch-
midt, podemos construir una base ortonomal para el espacio solucién, obteniendo un
conjunto de &; vectores propios ortonormales, asociados con el valor propio 4;. Como
los vectores propios asociados con valores propios distintos son ortogonales, si
formamos el conjunto de todos los vectores propios, obtenemos un conjunto ortonor-
mal. Por lo tanto, la matriz P cuyas columnas son los vectores propios, es ortogonal.
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H procedimiento para diagonalizar una matriz simétrica A mediante una matriz or-
togonal P es el siguiente.

Paso 1. Formamos el polinomio caracterfstico f (1) = det(Al,, — A).

Paso 2. Determinamos las raices del polinomio caracterfstico de A. Estas serdn to-
das reales.

Paso 3. Para cada valor propio A; de A, de multiplicidad k;, determinamos una base
de k; vectores propios para el espacio solucién de (37, — A)x = 0 (el espacio pro-
po de A;).

Paso 4. Para cada espacio propio, transformamos la base obtenida en el paso 3 en
una base ortonormal mediante el proceso de Gram-Schmidt. La totalidad de estas ba-
ses ortonormales determina un conjunto ortonormal de n vectores propios de A, li-
nealmente independientes.

Paso 5. Sea P la matriz cuyas columnas son los n vectores propios linealmente in-
dependientes determinados en el paso 4. Entonces P es una matriz ortogonal, y
P 'AP = PTAP = D, es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son los
valores propios de A correspondientes a las columnas de P.

_________EEMPLO4 B

O 2 2
A=12 0 2
2 2 0

El polinomio caracteristico de A es (verifique)
fO)=0+2' -9,
de modo que los valores propios son
A== da=-2 § X=4

Es decir, —2 es un vector propio cuya multiplicidad es 2. A continuacién resolvemos el
sistema lineal homogéneo (—2/; — A)x = 0 para determinar los vectores propios aso-
ciados con Ay y iy

-2 =2 =2]|x 0
——2 ——2 —2 X2 = 0 . (4)
-2 =2 =2 |x 0

Una base para el espacio solucion de (4) consiste en los vectores propios (verifique)

-1 -1
1 y = 0
1

Ahora, x; ¥y X» no son ortogonales, pues x; « xa # 0. Podemos emplear ¢l proceso de
Gram-Schmidt para obtener una base ortonormmal del espacio solucién de (4) (el espa-
¢io propio de Ay = —2) como sigue. Sean

Yi=x =
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y
_1
b G 4
hzn_(ilg .
Yi+yi 5
1
Sea

H conjunto {y,, ¥%} es un conjunto ortogonal de vectores propios. Al normalizar estos
vectores propios, obtenemos

UL U 7 iy | (RPN S N
"mﬁ‘ﬁ_q”‘mw‘ﬁ 2|

H conjunto {2z, z;} es una base ortonormal de vectores propios de A para el espacio
solucion de (4). Ahora determinaremos una base para el espacio solucién de (4/; — A)

x=0,
4 -2 -27[x 0
-2 4 2| |xa|l=]0}|, (5)
-2 =2 4 X3 0
1
Xy = | B
|

Al normalizar este vector, obtenemos el vector propio

-3

como una base ortonomal del espacio solucion de (5). Como los vectores propios aso-
ciados a valores propios distintos son ortogonales, observamos que z3 es ortogonal tan-
to a z, como a 2. En consecuencia, el conjunto {z,, 2,, 23} es una base ortonormal de
R, formada por vectores propios de A. La matriz P es la matriz cuya j<sima columna

que consta de (verifique)

es z;:
T PR I
IV BN S ¢ |
P = L ol L
- J2 Ve 3
0 2. 1
Ve 3
Dejaremos que el lector verifique que
-2 0 0
P'AP=PTAP=| 0 -2 0
0o 0 4

Mea también los ejercicios 17y 18, |
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Sea
1 2 0 0
2 1 0 0
A=lo0 0 1 2
0 0 2 1

El polinomio caracteristico de A es (verifique)
fO) =+ 1% -3,
de modo que los valores propios son
M=—1, dp=—1, A3=3, y Ag=3.

Determinamos (verifique) que una base para el espacio solucion de

(=1 -A)x=0 (6)
consiste en 1os vectores propios

1

—1
X = 0 Y &= ’
0

0
0
l
-1

que son ortogonales. Al normalizar estos vectores propios, obtenemos

- - - -

S-S
- o o

£

= -
=3

;]

- - - -

como una base ortonormal de vectores propios para el espacio solucién de (6). También
vemos (verifique) que una base para el espacio solucién de

Gl — Ax =0 @

consiste en los vectores propios

1 0
1 0
X3 = 0 y Xy = I
0 1

que son ortogonales. Al normalizar estos vectores propios, obtenemos

Z3

° o §i-§
S8 © ©

como una base ortonormal de vectores propios para el espacio solucién de (7). Como
los vectores propios asociados con valores propios distintos son ortogonales, conclui-
mos que

(21,25, 25,24}
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TEOREMA 7.10

es una base ortonormal para R*, formada por vectores propios de A.La matriz P es la
matriz cuya j-€¢sima columna es z;:

- | £

V2 0 ;) 0
. i 5

s |78 ® 3. °
= 1 1
0 5 0 ")
0 =i 0 L

! V2 v 5

Supongamos ahora que A es una matriz de n x n, ortogonalmente diagonalizable.
De acuerdo con ello, tenemos una matriz ortogonal P tal que P~ 'AP es una matriz dia-
gonal D. Entonces P™'AP = D, o bien A = PDP™'. Como P~' = P, podemos escri-
bir A = PDP’. Entonces

AT =(PDPTY =(P'D"PT = PDPT =A

(D = D", pues D es una matriz diagonal). En consecuencia, A es simétrica. Este resul-
tado, junto con el teorema 7.9, conduce al siguiente teorema.

Una matriz A de n x n es ortogonalmente diagonzalizable si y sélo si A es simétrica.
a2

Aqui debemos hacer algunos comentarios respecto de las matrices no simétricas.
El teorema 7.5 nos garantiza que A es diagonalizable si todas las raices de su polino-
mio caracteristico son distintas. Por otro lado, en la seccion 7.2 estudiamos ejemplos de
matrices no simétricas con valores propios repetidos que eran diagonalizables, y otras
que no lo eran. Hay algunas diferencias importantes entre los casos simétrico y no si-
métrico, mismas que se resumen a continuacién. Si A es no simérica, no todas las raices
de su polinomio caracteristico son necesariamente niimeros reales; si un valor propio 4;
tiene multiplicidad k;, el espacio solucién de (41, — A)x = 0 puede tener dimensién
< kj; aun cuando todas las raices del polinomio caracterfstico de A fueran reales, podria
ocurrir que A no tuviese n vectores propios linealmente independientes (lo cual significa
que A no se puede diagonalizar); los vectores propios asociados con valores propios
distintos pueden no ser ortogonales. Si una matriz A no se puede diagonalizar, con fre-
cuencia podemos encontrar una matriz B semejante a A que es “casi diagonal™; en este
caso se dice que la matriz B estd en la forma canénica de Jordan. El estudio de este te-
ma rebasa el alcance de este libro, pero pueden encontrarse anilisis completos en libros
avanzados de 4lgebra lineal.”

Observe que en muchas aplicaciones s6lo es necesario determinar una matriz dia-
gonal D que sea semejante a la matriz dada A; es decir, no tenemos que encontrar la ma-
triz Pl que P~'AP = D. Muchas de las matrices por diagonalizar en los problemas de
aplicacién son simétricas, o bien todas las rafces de su polinomio caracteristico son rea-
les. Por supuesto, los métodos que se presentaron en este capitulo para determinar va-
lores propios no son recomendables para matrices mayores de 4 x 4, debido a la
necesidad de evaluar determinantes. En cursos de andlisis numérico se estudian méto-
dos eficientes para diagonalizar una matriz simétrica.

*Por ejemplo, consulte K. Hoffman y R. Kunze, Linear Algebra, 2a., Upper Saddle River, Nueva Jersey:
Prentice Hall, Inc., 1971, o bien, J M. Ortega, Matnx Theory, a Second Course, Nueva York: Plenum Press,
1987.
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En las secciones 8.1, Formas cuadriticas, 8.2, Secciones cdnicas, y 8.3, Superficies
cuadricas, se utiliza material de esta seccion; usted puede optar por estudiarlas en este
momento.
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Vista preliminar de una aplicacién

Formas cuadraticas (seccion 8.1)
Secciones conicas (seccion 8.2)
Superficies cuadricas (seccion 8.3)

Las secciones cénicas son las curvas que se obtienen al intersecar un cono circular rec-
to con un plano. Segtin la posicion del plano respecto del cono, el resultado puede ser
una elipse, una circunferencia, una paribola, una hipérbola, o formas degeneradas de
las anteriores, como un punto, una recta, un par de rectas, o el conjunto vacio. Estas cur-
vas aparecen en una amplia gama de aplicaciones en la vida cotidiana, desde la 6rbita
de los planetas hasta los dispositivos de navegacion y el diseiio de los faros en los au-
toméviles.

Las secciones conicas estin en forma candnica cuando su centro estd en el origen
y sus focos se ubican sobre un eje coordenado. En este caso se pueden identificar facil-
mente mediante ecuaciones muy sencillas. Por ejemplo, la grifica de la ecuacion

x2+4xy—2y2=8,

que aparece en la figura A, es una hipérbola, que no estd en la forma canénica. Esta
ecuacion puede escribirse en forma matricial como

oz ][]

y

3

2

1
e - : fo X
4 4 2

-2

-3

Figura A

El lado izquierdo de esta ecuacion es un ejemplo de forma cuadrdtica, tema que estu-
diaremos en la seccién 8.1. Al diagonalizar la matriz simétrica

: -]

que aparece en la forma cuadrdtica, podemos transformar la ecuacién dada en

cuya grafica es la hipérbola en forma candnica que aparece en la figura B. Como pue-
de ver, los ejes x y y s han rotado hasta los ejes x” y y'. En la seccién 8.2 se analiza la
rotacién de ejes para identificar las secciones cdnicas.

La seccién 8.3 analiza el problema andlogo de identificacion de superficies cuadri-
cas en R°.

A continuacién se ofrece un resumen de las propiedades de los valores propios y
los vectores propios.
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RESUMEN DE PROPIEDADES DE VALORES PROPIOS
Y VECTORES PROPIOS

Sea A una matriz de n x n.
e Si x y y son vectores propios asociados con el valor propio A de A,si x+y # 0
implica que x + y también es un vector propio asociado con A.

e Si x es un vector propio asociado con el valor propio i de A, kx, k # 0 también es
un vector propio asociado con A.

e Si A es un valor propio de A y x es un vector propio asociado, para cualquier ente-
ro no negativo k, 2* es un valor propio de A* y x es un vector propio asociado.

e Si 2 y 7 son valores propios distintos de A con vectores propios asociados xy y,
respectivamente, X y ¥ son linealmente independientes. Esto es, veclores propios
asociados con valores propios distintos, son linealmente independientes.

e Ay AT tienen los mismos valores propios.

e Si A es una matriz diagonal, triangular superior o triangular inferior, sus valores
propios son las entradas de su diagonal principal.

e Todos los valores propios de una matriz simétrica son reales.

e Los vectores propios asociados con valores propios distintos de una matriz simé-
trica son ortogonales.

o det(A) es el producto de todas las raices del polinomio caracteristico de A. [De ma-
nera equivalente, det(A) es el producto de los valores propios de A.]

e Aes singular si y sélo si 0 es un valor propio de A.

e Matrices semejantes tienen los mismos valores propios.

e A es diagonalizable si y s6lo si A tiene n vectores propios linealmente independientes.
e Si A tiene n valores propios distintos, A es diagonalizable.

Términos clave

Matriz onogonal
Ortogonalmente diagonalizable
Forma candnica de Jordan

1. Verifique que I 0 0
2 2 1 1
: -3 3 ®B=|0 = -7
Pmlt b =~§ 0 -5 -%
1 2 2
3 3 3
3. Verifique el ieorema 7.8 las matrices del ejercicio 2.
& una matriz ortogonal. 4 e -

2. Determine la inversa de cada una de las siguientes matrices 4. Verifique que la matriz P del cjemplo 3 es una matriz orto-
ortogonales. gonal.

0 cos® senf triz dada A, proporcionando la marriz diagonal D y la marriz

1 0 0 En los ejercicios 5 a 10, diagonalice ortogonalmente cada ma-
{(a) A=
0 -—senf cosf ortogonal diagonalizante P.
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5 2 2] 6. -g g (]) 2 I —g § g 0
22 Bl 2 210 o 2 2
1 0 0
- o0 0o 2 2
- 0 0 0 - = -
0 0 0 0 0 0 0 | 1 0 1 0 0
7. |0 2 2 8. 0 0 0 I 13. | 1 1 0 14. 3 =2
0 2 2 5 6 1 o 0 0 1 0 -2 3
§ =i =i -1 2 2 o i 5 & <
9. | -1 0 -1 10. 2 -1 2 15. |0 1 1 16. 0 0 0 0
-1 =1 0 2 2 -1 0 1 |
K 1 i A 1 0 0 o
2 1 1] (-3 0 -1
En los efercicios 11 a 18, diagonalice ortogonalmente cada ma- 17. |1 2 1 18. 0 -2 0
triz dada. R T -1 0 -3
Ejercicios tedricos
T.1. Demuestre que si X y ¥y son vectores en R”, entonces T8. (a) Verfique que la matriz
(Ax) .y =x . (ATy). cosf —send
A=
[scn& cos 9]

T2,

TJ.

TA.

TS.

T6.

T.? -

Demuestre que si A es una matriz ortogonal de n x n, y x
y ¥ son vectores en R”, cntonces (Ax) - (Ay) =x - y.

Demuestre ¢l tcorema 7.8,

Demuestre que si A es una matriz ortogonal, entonces
det(A) = +1.,

Demuestre el teorema 7.9 para el caso 2 x 2, estudiando
las posibles raices del polinomio caracteristico de A.

Demuestre que si A y B son matrices ortogonales, enton-
ces AB es una matriz ortogonal.

Demuestre que si A es una matriz ortogonal, entonces
A~ también es ortogonal.

cs ortogonal.

(b) Demucstre que si A cs una matriz ortogonal de 2 x 2,
entonces existe un nimero real y tal que

A= |00 —senb
" |send  cosé
0
A cos & senf
T |senf —cos@|’

T9. Demuestre que si A’Ay = y para cada y en K", entonces

ATA=1,.

T.10. Demuestre que si A es no singular y ortogonalmente

diagonalizable, entonces A~ es ortogonalmente diagoni-
zable.

Ejercicios con MATLAB

El comando eig de MATLAB produce los valores propios y un
conjunto de vectores ortonormales para una maitriz simétrica A.
Utilice el comando en la forma

[V.D] = eig(A)

La marriz V contendrd los vectores propios ortonormales,
v la matriz D serd diagonal con los valores propios
correspondientes.

ML.1. Utilice eig para determinar los valores propios de A y

una matriz ortogonal P de modo que PTAP sea diagonal,

6 6
(a) A = [6 6]

1 2 2

(b)) A=|2 1 2
(2 2 1]
4 1 0]

©A=]|1 4 1
0o 1 4

ML..2. El comando eig sc puedce aplicar a cualquicr matriz, pero

la matriz V de vectores propios no es necesariamente or-
togonal. Utilice elg para determinar cudles matrices A
son tales que V es ortogonal. Si V no es ortogonal, anali-
ce brevemente si puede o no reemplazarse por una ma-
triz ortogonal de vectores propios.
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(a) A= [-I 4]
2 1 2
MA=|2 2 =2
3 1 |
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1 -3
c) A= [3 _5]

1 0 0
dA=|0 | 1

0 1 1

Ideas clave para el repaso

B Teorema 7.2. Los valores propios de A son las rafces reales
del polinomio caracteristico de A.

@ Teorema 7.3. Matrices semejantes ticnen los mismos valores
propios.

® Teorema 7.4. Una matriz A de n x n cs diagonalizable si y
sélo si tiene n vectores propios linealmente independientes.
En este caso, A es semejante a una matriz diagonal D, con
D = P~'AP, cuyos clementos en la diagonal son los valores
propios de A, mientras que P es una matriz cuyas columnas
son los n vectores propios lincalmente independientes de A.

® Teorema 7.6. Todas las raices del polinomio caracteristico
de una matriz simétrica son nimeros reales.

® Teorema 7.7. Si A cs una matriz simétrica, los vectores pro-
pios correspondientes a valores propios distintos de A son
ortogonales.

8 Teorema 7.8. La matriz A de n x n es ortogonal si y solo si
las columnas de A forman un conjunto ortonormal de vecto-
resen R”,

® Teorema 7.9. Si A es una matriz simétrica de n x n, existe
una matriz ortogonal P (P~" = P") tal que P"'AP = D, una

matriz diagonal., Los valores propios de A estin sobre la dia-
gonal principal de D.

® Lista de equivalencias no singulares. Las siguicntes afirma-
ciones son equivalentes para una matriz A de n x n.

1. Aes no singular.
2, x =0 cs la tinica solucion para Ax = 0.
3. Aes equivalente por filas a /.

4. El sistema lineal Ax = b tiene una Gnica solucién para
cada matrizb den x 1.

5. det(A) # 0.
6. Atiene rango n.
7. Atiene nuldad 0.

8. Las filas de A forman un conjunto lincalmente indepen-
dicnte de n vectores en R,

9. Las columnas de A forman un conjunto linealmente in-
dependiente de n vectores en R”,

10. Cero no es un valor propio de A.

Ejercicios complementarios

1, Determine ¢l polinomio caracteristico, los valores propios y
los vectores propios de la matriz

-2 0 0
3 2 3
4 -1 6

En los ejercicios 2 y 3, determine si la matriz dada es
diagonalizable.

-1 0 0
2, A= 3 2 0
R
B 2 0
JLA=]|5 -1 3
0 0 0

En los ejercicios 4 y 5, determine, de ser posible, una matriz no
singular P y una matriz diagonal D, de modo que A sea seme-
Jante a D,

1 0 D
4 A=|2 -1 -6
3 0 =2

B 0o 1
§$. A= 0 1 0

6. De ser posible, determine una matriz diagonal D tal que

o o0 0
A= |0 1 0
2 2 1

sea semejante a D,

7. Determine bases para los espacios propios asociados a cada
valor propio de la matriz

= Wi Wl

es ortogonal?

En los ejercicios 9 y 10, diagonalice ortogonalmente la matriz
dada A, proporcionando la matriz ortogonal Py la matriz dia-
gonal D.

1 1 1 -3 0 -4
9. A=|1 1 1 10. A= 0 5 0
1 1 1 -4 0 3



372 Capitulo 7 Valores propios, vectores propios y diagonalizacién

11. Si A? = A, jcudiles son los valores posibles para los valores
propios de A? Justifique su respuesta.

12. Sea p(3) el polinomio caracterfstico de Ay y pa(r) el poli-
nomio caracteristico de Ays. ;Cuadl es ¢l polinomio caracte-
ristico de cada una de las siguientes matrices por bloques?

_[an o _[an o
(a}A-—[O An] {h)A-[Au Azz]

(Sugerencia: vea los cjercicios complementarios T.7 y T.8
del capftulo 3.)

Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que si una matriz A es semejante a una matriz
diagonal D, entonces Tr(A) = Tr(D), donde Tr(A) es la tra-
zade A. [Sugerencia: vea el ejercicio complementario T.1
del capftulo 1, cuyo inciso (c) establece que
Tr(AB) = Tr(BA).]

T.2. Demuestre que Tr(A) es la suma de los valores propios de
A (vea el ejercicio complementario T.1. del capitulo 1).
T3. Sean Ay B matrices semejantes. Demuestre que:
(a) A"y B" son semejantes.
(b) Rango A = rango B.
(¢) Aesno singular si y s6lo si B es no singular,
(d) Si Ay B son no singulares, entonces A~' y B~ son
semejantes,
(¢) Tr(A) = Tr(B).
TA. Demuestre que si A es una matriz ortogonal, entonces A™
también es ortogonal.
T.S. Sea A una matniz ontogonal. Demuestre que ¢A es onogo-
nal si y sélosi ¢ = +1.

T6. Sea

Demuestre que ¢l polmomio caracteristico f (1) de A estd
dado por

FO) = 2% = Tr(A)X + det(A),

donde Tr(A) denota la traza de A (vea el ejercicio comple-
mentario T.1 del capitulo 1).

T.7. El teorema de Cayley-Hamilton establece que una ma-
triz satisface su ecuacién caracteristica; es decir, si A es
una matriz de n x n con polinomio caracteristico

FR)=A"+ax"" 4+ +au_1h +ay,
cntonces,

A"+ a A ¢t ag A ta,l, = 0.

Por desgracia, la demostracion y aplicaciones de este re-
sultado estdn més alld del akance de este libro, Verifique
el teorema de Cayley-Hamilton para las siguientes matrices.

12 3 1 2 3
@i|2 -1 5| ®|o 2 2
3- 2 0 0 -3
3 3
(c) [2 4]
T8. Sca Auna matriz de n x n cuyo polinomio caracteristico es

fO) =A"4al" ' 4+...4+a, A +a,

Si A cs no singular, demuestre que

1 &
Al= -a—(A"“ +@ A"+t ap2 At Gy l).

[Sugerencia: utilice el teorema de Cayley-Hamilton
(ejercicio T.7).]

Examen del capitulo

1. De ser posible, determine una matriz no singular P y una ma-
triz diagonal D, de modo que A sca similar a D, donde

10 0
A=1|5% 2 0].
4 3 2

2. Verifique que la siguiente matriz es ortogonal.

5 A
0 1 ey

[
A 7

3. Diagonalice ortogonalmente la matriz A, proporcionando la
matriz ortogonal P y la matriz diagonal D.

1 i =B

A=]l—4 -7 &
< W -]

4. Responda con falso o verdadero a cada una de las proposi-
ciones siguientes. Justifique sus respuestas.
(a) SiA es una matriz ortogonal de n x n,rango A < n.
(b) Si A es diagonalizable, cada uno de sus valores propios
tiene multiplicidad uno.
(¢) Sininguno de los valores propios de A es cero,
det(A) # 0.
(d) SiAy B son semejantes, det(A) = det(B).

{e) Sixy yson vectores propios de A asociados a los
valores propios distintos X, y A, respectivamente, X + ¥
es un vector propio de A asociado con el valor propio
Ayt Ay
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APLICACIONES DE
VALORES PROPIOS Y
) ¥~ VECTORES PROPIOS

(X1 FORMAS CUADRATICAS
Requisito. Lectura de la seccién 7.3, Diagonalizacion de matrices simétrica
En los cursos de precélculo y célculo habrd visto que la gréfica de la ecuacién

ax’ 4 2bxy + ¢oy° =d, (1)

donde a, b, ¢ y d son nimeros reales, es una seccién cénica con centro en el origen de
un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en el espacio bidimensional. De
manera andloga, la gréifica de la ecuacién

ax1-|-2dxy-f-2e.rz+by2+2f_vz +c = 2)

donde a, b, ¢, d, e, f y g son nimeros reales, es una superficie cuddrica con centro en
el origen de un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares en el espacio tridi-
mensional. Si una seccién cénica o una superficie cuddrica no tienen centro en el ori-
gen, sus ecuaciones son mds complejas que (1) y (2).

Para identificar la seccién cénica o la superficie cuddrica que sea la grafica de una
ecuacion dada, debemos rotar o trasladar los ejes coordenados. En las secciones 8.2 y
8.3 veremos que estos métodos se entienden mejor como una aplicacién de los valores
y vectores propios de las matrices.

Las expresiones en el lado izquierdo de las ecuaciones (1) y (2) son ejemplos de
formas cuadrdticas. Las formas cuadréticas surgen en estadistica, mecénica y fisica, en
la programacién cuadritica, en el estudio de los méximos y los minimos de las funcio-
nes de varias variables, y en otros problemas de aplicacion. En esta seccion utilizare-
mos nuestros resultados relativos a valores y vectores propios de matrices para analizar
brevemente las formas cuadraticas reales en n variables. En la seccidn 8.2 aplicaremos
estos resultados para clasificar las secciones conicas, y en la seccién 8.3 los utilizare-
mos para clasificar las superficies cuddricas.

373
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DEFINICION

Solucién

Solucion

Si A es una matriz simétrica, entonces la funcién g: R™ — R (una funcién definida en
R con valor real) definida por

g(x) = x"Ax,
donde
X
A2
X = :
A

es una forma cuadritica real en las variables x4, x5, ..., Xx,. La matriz A es la ma-
triz de la forma cuadritica g. También denotamos la forma cuadritica mediante g(x).

Escriba el lado izquierdo de (1) como la forma cuadritica en las variables x y y.

=[] v oa=f 7]

Entonces, el lado izquierdo de (1) es la forma cuadrética

Sean

g(x) = x Ax. i

Escriba el lado izquierdo de (2) como una forma cuadrdtica.

Sean
X a d e
x=|y y A= |d b  d
z e f C

Entonces, el lado izquierdo de (2) es la forma cuadratica

g(x) = x' Ax. &

Las siguientes expresiones son formas cuadraticas.

X . 3 -3||x
(@) 3x*—Sxy—Ty" = l.t '\'| . S
— _5 ._..? -\l
3 -1 3] | x
®) 3x2—Txy+5xz+4y*—4yz -3’ = x ¥ 2]|-3 4 2|1y
; 2 3 2 B

Ahora suponga que g(x) = x'Ax es una forma cuadrdtica. Para simplificarla, pasa-
mos de las variables x,, x3, . .. ,x, alas variables y,, v, . . ., v,, dando por sentado que
las variables anteriores estin relacionadas con las nuevas mediante la formula x = Py,
para alguna matriz P ortogonal. Entonces,

g(x) = x" Ax = (Py)T A(Py) = y' (PTAP)y = y" By,



DEFINICION

DEFANICION

EJEMPLO 4
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donde B = PTAP. Dejaremos que el lector verifique que si A es una matriz simétrica,
PTAP también es simétrica (ejercicio T.1). Asf,

h(y) = y'By

es otra forma cuadritica, y g(x) = A(y).
Esta situacién es tan importante que debemos formular las siguientes definiciones.

Si Ay B son matrices de n x n, B es congruente con Asi B = PTAP para una matriz
P no singular.

De acuerdo con el ejercicio T.2, no distinguiremos entre los enunciados “A es con-
gruente con B” y “B es congruente con A", Estos enunciados se reemplazan por “A y
B son congruentes”.

Dos formas cuadraticas g y & con matrices A y B, respectivamente, son equivalentes si
A y B son congruentes.,

La congruencia de matrices y la equivalencia de formas son conceptos mds gene-
rales que la semejanza de matrices simétricas mediante una matniz ortogonal P, pues
aquf sélo se pide que P sea no singular. En este caso consideraremos la situacién mas
restringida en la que P es ortogonal.

Considere la forma cuadratica en las variables x y y definida por

e

2 2 1]2 HllE;
g(x) =2x" 4 2y + 29" =[x -"][l ”] [":I i
Ahora pasamos de las variables x y v alas variables x’ y y'. Suponga que las variables
anteriores estdn relacionadas con las nuevas mediante las ecuaciones

1 1 1
x=—2x'——y y y=—x'+—=y, @)

V2 2° R

donde la matriz ortogonal (y, por lo tanto, no singular)

5

»

L .
— v2 « _|*
P=la 3| ¥ ¥= [»]

J: V2 3

Pronto veremos como y por qué elegimos esta matriz particular, P. Al sustituir en
(3), obtenemos
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TEOREMA 8.1

Demostracion

EJEMPLO 5

Soluciéon

g(x) =x" Ax = (Py)" A(Py) =y" PT APy
r

I 1 I
il VE T 2 11| &B T&ILIx
= A7 2 O|F G
i 2 2 A Y
T E
=[x .¥] 0 ]] [}_.}:h{y}
=3x'3-\":.

2 1 30
12 Y o o
son congruentes, y las formas cuadréticas g y h son equivalentes. |

Veamos ahora ¢6mo elegir la matriz P.

(leorema de los cjes principales) Cualquier forma cuadrdtica en n variables
g(x) = x"Ax es equivalente mediante una matriz ortogonal P a una forma cuadrdtica
h(y)= AT + 2223 + - - - + 1,22, donde

Yr
YAy A, ..., iy son los valores propios de la matriz Ade g.

Si A e la matriz de g, y tomando en cuenta que es simétrica, el teorema 7.9 de la sec-
cién 7.3 implica que es diagonalizable mediante una matriz ortogonal. Esto significa
que existe una matriz ortogonal P &l que D = P~ 'AP es una matriz diagonal. Como P
es ortogonal, P! = PT. de modo que D = PTAP. Ademis, los elementos de la diago-
nal principal de D son los valores propios de A, 41, 43, . . ., A, que sOn nlimeros rea-
les. La forma cuadrdtica & con matriz D es

h(y) = A1y; +Aays 4+ Aa¥ps
asi que g y & son equivalentes. @
Considere la forma cuadritica g en las variables x, y y z y definida por
2(x) 2% + 4y° + 6yz — 42,

Determine una forma cuadrética h de la forma indicada en el teorema 8.1, para la que
g sea equivalente.

La matniz de g es

>
Il
SO
wh O
awo



EJEMPLO 6

Sec. 8.1 Formas cuadrdticas 377

y los valores propios de A son
LMi=2 M=5S y Mr=-=5 (verfique).
Sea h la forma cuadrética en las variables x', y' y z’, definida como
h(y) = 2x% + 5y — 572,

Entonces, g y h son equivalentes mediante cierta matriz ortogonal, Observe que % (y) =
~5x'? 4+ 2y'? 4 5z’ también es equivalente a g. =

Observe que a fin de aplicar el teorema 8.1 para diagonalizar una forma cuadrati-
ca dada, comoen el ejemplo 5, no es necesario conocer los vectores propios de A (ni la
matriz P); s6lo necesitamos los valores propios de A.

Para comprender el teorema 8.1, consideremos formas cuadriticas en dos y tres va-
nables. Como observamos al principio de esta seccién, la grifica de la ecuacion

g(x) =x"Ax =1,

donde x es un vector en R” y A es una matriz simétrica de 2 x 2, es una seccién céni-
ca del plano xy con centro en el origen. El teorema 8.1 implica que hay un sistema de
coordenadas cartesianas en el plano xy respecto del cual la ecuacion de esta seccién c6-
nica es

ax” +by'2 = 1,
donde a y b son niimeros reales. De manera andloga, la gréfica de la ecuacién
gx)=x"Ax =1,

donde X es un vector en R® y A es una matriz simétrica de 3 x 3, es una superficie cusi-
drica con centro en ¢l origen del sistema de coordenadas cartesianas xyz. El teorema 8.1
implica que hay un sistema de coordenadas cartesianas en el espacio de tres dimensio-
nes respecto del cual la ecuacion de la superficie cuddrica es

2 2 2
ax”" +by " +ecz =1,

donde a, b y ¢ son niimeros reales. Los ejes principales de la seccion cénica o de la su-
perficie cuadrica estén a lo largo de los nuevos ejes coordenados; ésta es la razén por
la que el teorema 8.1 se denomina teorema de los ejes principales.

Considere la seccién cénica cuya ecuaciéon es
g(x) =27 + 2y + 2y* = 9.

De acuerdo con ¢l ejemplo 4, esta seccidn conica se puede describir también mediante
la ecuacion

h(y) = 3x? + _\"'1' =9,
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Figura 8.1 »

que podemos rescribir como

[
[

=
3

v
+ == =1,
"
La gréfica de esta ecuacion es una elipse (figura 8.1) cuyo eje mayor estd a lo largo del
eje ¥'. El eje mayor tiene longitud 6; ¢l eje menor mide 2./3. Observe que existe una
relaciOn estrecha entre los vectores propios de la matriz de (3) y la posicién de los ejes
LYy,

Como x = Py, tenemos que y = P~ 'x = PTx = Px (P & ortogonal y, en esle ca-
s0, también simétrica). Por lo tanto,

I N B

AR YRR

Esto significa que, en términos de los ejes x y y, el eje x* estd a lo largo del vector

yel eje y' estd a lo largo del vector

que son a su vez vectores propios de la matriz de (3). En consecuencia, los ejes x" y
y'estdn a lo largo de los vectores propios de la matriz de (3) (vea la figura 8.1). B

L




TEOREMA 8.2

EJEMPLO 7
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La situacién descrita en el ejemplo 6 es vdlida en general. Es decir, los ejes princi-
pales de una seccién conica o de una superficie cuadrica estdn a lo largo de los vecto-
res propios de la matriz de la forma cuadritica.

Sea g(x) = x’Ax una forma cuadrética en n variables. De acuerdo con ello, sabe-
mos que g es equivalente a la forma cuadratica

] )

h(y) = Ay +Aay3 4+ + A2,

donde A4y, A5, ..., A, son valores propios de la matriz simétrica A de g v, por lo tanto,
todos son reales. Etiquetamos los valores propios de modo que primero queden todos
los positivos, si los hay, luego todos los negativos, si los hay, y luego todos los nulos,
si los hay. De esta manera, sean Ay, Jp, . .., A, POSIIVOS, A, 41, Ayya, - . oy A, DEgAL-
VOS, Y Asils Ari2y . o« 4p NS, A continuacion definimos la matriz diagonal H, cuyas
entradas en la diagonal principal son

| 1 1 1 1 1

VMRV PRIV, RS SIS wrIC o

con n — r unos al final. Sea D la matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal princi-
pal son Ay, A2, ...y Ap Aty e o v Ar Apgly . ooy A Ay D son congruentes. Sea Dy =
H'DH la matriz cuyos elementos diagonales son 1, 1,....1,—1,..., -1,0,0,...,
0 (p wmos, r — p mnos negativos, y n — r ceros); entonces, D y D, son congruentes. El
ejercicio T.2 implica que A y Dy son congruentes. Hemos establecido el teorema 8.2 en
€rminos de formas cuadréticas.

Una forma cuadrdtica g(x) = x"AX con n variables es equivalente a una forma cua-
drdtica

1 o)

) 2 )
@ =y + Y3+ + Y — Vo1 — Yoz — =" — ¥or E

Resulta evidente que el rango de la matriz Dy es r,el niimero de entradas no nulas
en su diagonal principal. Ahora es posible demostrar que las matrices congruentes lie-
nen el mismo rango. Como el rango de D) es r, el rango de A también es r. Diremos
que r es el rango de la forma cuadrdtica g cuya matriz es A. Se puede demostrar que el
nimero p de €rminos positivos en la forma cuadrética & del teorema 8.2 es Gnico; es
decir, no importa cémo simplifiquemos la forma cuadrética dada g pama obtener una for-
ma cuadrdtica equivalente, esta iltima siempre tendrd p €rminos positivos. Por lo tan-
10, la forma cuadritica k del teorema 8.2 es tnica, y por ello suele llamdrsele forma
candnica de una forma cuadratica en n variables. La diferencia entre el nimero de va-
lores propios positivos y negativos, s = p — (r — p) = 2p — r,es el indice de la forma
cuadritica. En consecuencia, si g y /& son formas cuadriticas equivalentes, tienen ran-
gos e indices iguales. También se puede demostrar que si g y h tienen rangos e indices
iguales, son equivalentes.

Considere la forma cuadrdtica en xy, x2, x3, dada por
0 0 0||x
g(x) =3x +8rx3 — 3 =x"Ax = [x, X3 x_‘] 0 3 41|x
0 4 -3||x
Los valores propios de A son (verifique)

M=95 Ar2=-5 y a=0
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DEFNICION

TEOREMA 8.3

En este caso, A es congruente con

5 0 0
D=0 -5 0
0 0 o0
Si hacemos
- -
7 0O 0
— 1
H=1| 0 7 0
L0 0 1
las matrices
1 0 0
Di=H'DH=|0 -1 0
0 0o 0

y A son congruentes, y la forma cuadritica dada es equivalente con la forma candnica
-
h(y) = yi — y2.

Hrangode ges 2,y comop = l,el indices =2p — r =0, B

Como dltima aplicacién de las formas cuadriticas, a continuacién estudiaremos las
matrices simétricas definidas positivas.

Una matriz simétrica A de n x n es definida positiva si x’Ax > 0 para todo vector no
nulo x en R".

Si A es una matnz simétrica, entonces x”Ax es una forma cuadrética g(x) = xAx
y, de acuerdo con el teorema 8.1, g es equivalente a h, donde

h(Y) =21y7 +A¥3 4+ + ApY2 +ApYosy T ApsaVosa +o 0+ AV
Ahora A es definida positiva si y s6lo si h(y) > para cada y # 0. Sin embargo, esto ocu-

me si y solo si todos los sumandos en A(y) son positivos y r = n. Estas observaciones
establecen el siguiente teorema.

Una marriz simétrica A es definida positiva si y sdlo si todos los valores propios de A
son positivos. @

Una forma cuadritica es definida positiva s su matriz es positiva definida.

Términos clave

Seccion conica

Superficie cuddrica

Forma cuadridtica real

Matriz de Ia forma cuadrética

Matrices congruentes Forma candnica
Formas cuadréticas equivalentes [ndice
Teorema de los cjes principales Dcfinida positiva

Rango
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8.1 Ejercicios

En los ejercicios 1 y 2, escriba cada forma cuadrdtica como
X' Ax, donde A es una matriz simétrica.

1. (a) =3x” 4 5xy — 2y’

(b) 2x] + 3xx; = Sxyx3 + Txaxs

(©) 3x] + 33 — 2] + x50 — X1 X3 — 4x2xy
2, (@) x7 =3x7 + 4x] —dx 102 + 61013

(b) 4x? - 6xy — 2y?

(€) =2xjxz + 4x 113 + 61213

En los ejercicios 3 v 4, para cada matriz simétrica dada A, de-
termine una mairiz diagonal D que sea congruente con A,

-1 0 0
3.aA=]| 0 1 1
01 1
2 S I e
MA=|1 1 1
\ll l-
0 2 2]
(c) A=]2 0 2
2 2 0]
3 4 0]
0 0 5]
2 1 1]
GA=|1 2 1
1 1 2]
0 0 1]
) A= |0 1 0
10 0

En los ejercicios 5 a 10, determine una forma cuadrdtica de!
tipo del teorema 8.1, que sea equivalente a la forma cuadrdtica
dada.

5 2x?—dxy - y?

6. x}+x; +x] + 211,

7. 2vxy

8. 2x7 + 2x? + 4xnyxs

9. -2} — dx] +4x] - 6xx5
10, 6x,x2 + 8x2x3
En los ejercicios 11 a 16, determine una forma cuadrdrica del ri-

po del teorema 8.2, que sea equivalente a la forma cuadrdtica
dada.

11, 2x% + dxy + 2y°.
12, X} +x3 415 +20x
13, 2x] + 4x] + 4x] + 10x2x3

14, 2x] 4 3x] + 3x] + dxaxy
15, —3x] 4 2¢] + 2 + 4x3x3
16. —3x] + Sx] + 3x] — 8xix3

17. Sea g(x) = 4x3 + 4x3 — 10xax; una forma cuadrdtica en
tres variables, Determine una forma cuadritica del tipo del
tcorema 8.2, que sca cquivalente a g. ;Cudl es cl rango de
£7 ¢ Cudl es el indice de g?

18, Sea g(x) = 3x] — 3x3 — 3x} + 4x,x; una forma cuadrdtica
en tres variables. Determine una forma cuadrdtica del tipo
del teorema 8.2, que sea equivalente a g. ;Cuil es ¢l rango
de g7 ;Cudl es ¢l indice de g7

19. Determine todas las formas cuadrdticas g(x) = x"Ax en dos
variables del tipo descrito en el teorema 8.2. ; Cudles céni-
cas representan las ecuaciones X' Ax = 12

20. Determine todas las formas cuadréticas g(x) = x"Ax en dos
variables, de rango 1, del tipo descrito en el teorema 8.2,
(Cudles cénicas representan las ecuaciones X' Ax = 17

En los ejercicios 21 y 22, ;cudles de las formas cuadrdticas en
tres variables son equivalentes?

21. gi(x) = .t;" + .l‘-f ‘I'.l'; + 2xyxa
g2(x) = 2x3 4+ 2x3 4 2xaxy
g3(x) = 3x§ - 3.\:; + 8xaxs
ga(x) = 3x5 + 3x3 — dxaxy

22, g,(x} = Ig +2.‘|13
£2(x) = 2x7 + 2x3 + x7 + 2010 + 200; + 2x0x3
£3(x) = 2xyx2 + 2xyxs + 2eaxs
ga(x) = 4x] +3x3 +4x3 + 10x,x3

En los ejercicios 23 y 24, ;cudles de las matrices dadas son
definidas positivas?

nw[2] e[ ]
3 1 X 1 0 o0
@l 3 o0 @ o 2 o
0 0 3 ¥ 8 =3
2 2
(e) 2 2]
4. @ | '(',] (b) [} :]
0 0 0 7 4 4
@elo 1 2 @ |4 7 4
0o 2 1 4 4 17
2 0 0 0
@ 0O 1 0 o0
Y10 o 3 4
0 0 4 -3
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Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre que si A es una matriz simétrica, P'AP también
es simétrica.

T.2. Si A, B y C son matrices simétricas de n x n, demuestre lo
siguiente.
(a) Ay A son congruentes.

(b) Si Ay B son congrucntes, cntonces B y A son con-
gruentes.

(c) SiAy B soncongruentes y 8 y C son congruentes, ¢n-
tonces A y C son congruentes,

T.3. Demuestre que si A es simétrica, A es congruente a una ma-
triz diagonal D.

TA. Sea
a b
i [b d:[
una matriz simétrica de 2 x 2. Demuestre que A es definida
positiva si y sélo sidet(A) > 0y a > 0.

T.5. Demuestre que una matriz simétrica A es positiva definida
siy sélo si A = PTP para una matriz no singular P.

Ejercicios con MATLAB

En MarLaB, los valores propios de una matriz A se determinan
mediante el comando eig(A) (vea los ejercicios con MATLAB de
la seccion 7.3). Por lo tanio, podemos determinar fdcilmente ¢l
rango v ¢l indice de una forma cuadrdtica.

ML.1. Determine ¢l rango y la firma de la forma cuadrdtica con

matriz A.
[ =1 0 0
(a) A = 0 1 1
0 | 1
B 1 1
M Aa=|1 1 1
_l | 1

[E¥1SECCIONES CONICAS

Requisito. Lectura d

2 | 0 =2
© A 1 -1 | 3
C =
0 | 2 -1
-2 3 -1 0]
[ 2 =1 0 0]
- 2 =1 O
d) A=
0 -1 2 -1
L0 0 -1 2|

ML..2, Utilicc eig para determinar cudles de las matrices del
ejercicio ML.1 son definidas positivas,

En esta secadn analizaremos la clasificadén de las secciones conicas en el plano. Una
ecuacién cuadritica en las variables x y y tiene la forma

2
ax”

+ 2bxy + ryz +dx+ey+ f =0, (N

donde a, b, ¢, d, e y f son nimeros reales. La gréifica de la ecuacién (1) es una seccion
conica, denominada asf porque se obtiene al intersecar un plano con un cono circular
recto de dos hojas. En la figura 8.2 se muestra que un plano corta el cono en un circu-
lo, una elipse, una pardbola o una hipérbola. L.os casos degenerados de las secciones c6-
nicas son un punto, una recta, un par de rectas o el conjunto vacfo.

Las conicas no degeneradas estin en posicion estandar (canénica) si sus graficas
y ecuaciones son como se indica en la figura 8.3 y la ecuacién estd en forma canéni-

ca (estdandar).

EJEMPLO 1

(@) 4x* +25y* 100 =0

() x> +4y =0
) x*+99*+9=0

Identifique la gréfica de la ecuacién dada.

(b) 9y —4x? =-36
(d) }':" =)
(f) _t.Z + }.2 —_ n



Figura 8.2 »
Secciones conicas no

degeneradas

Figura 8.3 »
Secciones ¢onicas en
posicién estdndar

Solucién

Sec. 8.2  Secciones conicas

,-’/f
' 1
> |
>
Circunferencia Elipse Purdbola Hipérbola
y y y
0.9 (0.5)
1 M
(-a, 0) @0)" (ca.0)~_]| (a0 (-a, 0) (a, 0)
(0. -b)
0, —a) (0, -b)
Circunferencia Elipse Elipse
@ & @ B ad v
a=b>0 b>a>0
y 7 y
x
B 4
x
Pardbola Paribola Pardbola
X =ay ©=ay yi=ax
a>0 a<0 a>0
¥ y y
. \ / 0y
(-a. 0) wl ©, -b)
Pardbola Hipérbola Hipérbola
2= c 2 ¥y £
y=ax y
a<0 5! 2Ty
a>0,b>0 a>0,b>0
(a) Escribimos la ecuacion dada como
4 , 25 100
100 100 100

383
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Figura 8.4 »

e
cuya griifica es una elipse en posicién estdndar con @ = 5 y b = 2. En consecuen-
cia, las intersecciones con el eje x son (5,0) y (—5,0), y las intersecciones con el
eje yson (0,2)y (0, ~2).
(b) Rescribimos la ecuacion dada como

” )
X vy

9 4

y vemos que su grifica es una hipérbola en posicién estdndarcona =3y b =2,
Las intersecciones con el eje x son (3,0) y (—3,0).

{c) Rescribimos la ecuacion dada como
2= —4y,

y vemos que su gréifica es una pardbola en posicién estdndar, con a = —4, por lo
cual abre hacia abajo.

(d) Todos los puntos que satisfacen la ecuacién dada deben tener su coordenada y igual
a cero. Asi, la gréfica de esta ecuacién consta de todos los puntos sobre el eje x.

{¢) Rescribimos la ecuacién dada como
2497 = -9,

y concluimos que no hay puntos en el plano cuyas coordenadas satisfagan la ecua-
cién dada.

(f) El inico punto que satisface la ecuacién es el origen, (0,0), de modo que la gréfi-
ca de esta ecuacion es este inico punto. B

A continuacién estudiaremos las secciones conicas cuyas graficas no estén en po-
sicion estdndar. En primer lugar, observemos que las ecuaciones de las secciones céni-
cas cuyas graficas estdn en posicion estdndar no contienen el término xy (llamado
término de producto cruzado). Si un término de producto cruzado aparece en la ecua-
cién, la grafica es una seccién cénica que ha sido rotada desde su posicion estandar [vea
la figura 8 4(a)]. Observe también que ninguna de las ecuaciones de la figura 8 3 (b)
contiene un término en x° y un €rmino en x al mismo tiempo, 0 un término en y” y un
término en y simultineamente. Si ocurre cualquiera de estos casos y la ecuacion no tie-
ne término xy, la grifica es una seccién conica trasladada desde su posicion estdndar
[vea la figura 8 4(b)]. Por otro lado, si aparece un término xy, la gréfica es una seccién
cbnica rotada y posiblemente trasladada [vea la figura 8.4(c)).

N s -
~ 1 . <~ N

(a) Una pardbola que (b) Una clipsec que (c) Una hipérbola que
sc rolé sc trasladd sc rot6 y trasladé



EJEMPLO 2

Solucién

Figura 8.5 »
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Para identificar una seccién conica no degenerada cuya grifica no se encuentra en
posicién estdndar, procedemos como sigue:

Paso 1. Si la ecuacién dada tiene un término de producto cruzado, rotamos los ejes
wordenados xy mediante una transformacion lineal ortogonal, de modo que la ecua-
aoén resultante ya no tenga dicho término.

Paso 2. Si la ecuacién dada no tiene un término de producto cruzado, pero tiene un
término en X y un término en x al mismo tiempo, 0 bien un término en y° y un tér-
mino en y al mismo tiempo, trasladamos los ejes de coordenadas xy completando el
auadrado, de modo que la gréfica de la ecuacion resultante esté en posicion estdndar
respecto del origen del nuevo sistema de coordenadas.

En consecuencia, si la ecuacién dada tiene un término xy, primero rotamos los ejes
coordenados xy y luego, en caso necesario, trasladamos los ejes rotados. En el siguien-
te ¢jemplo analizaremos ¢l caso que s6lo requiere una traslacion de ejes.

Identifique y trace la gréfica de la ecuacion
x> —d4y? + 6x+ 16y — 23 = 0. (2)
Ademds, escriba la ecuacién en forma candnica.
Como no hay un término de producto cruzado, sélo necesitamos trasladar los ejes. Al
completar los cuadrados de los términos en x y y, tenemos
X +6x+9-4y —4y+4)-23=9-16
(x+3) -4y -2 =23+9-16 =16, 3)
Si hacemos
X=x+3 y y=y-2,

podemos rescribir la ecuacion (3) como

2

x'" - 4)": = 16

o en forma candnica como

2 2

x- ¥y
— e — = ], 4
16 4 ] ©)
Si trasladamos el sistema de coordenadas xy d sistema de coordenadas x'y’, cuyo
origen estd en (—3, 2), entonces la gréifica de la ecuacién (4) es una hipérbola en posi-

cién estdndar respecto del sistema de coordenadas x'y' (vea la figura 8.5). =

-8y 4 bx+16y-23 =0

o e
~
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Ahora veremos como identificar la gréfica de la ecuacién (1), donde suponemos
que b # 0; es decir, cuando aparece un término de producto cruzado. Esta ecuacién pue-
de escribirse en forma matricial como

x"Ax + Bx + f=0, (5)

x:[':] A=[‘; f] y B=[d e].

Como A es una matriz simétrica sabemos, de acuerdo con la seccion 7.3, que es diago-
nalizable mediante una matriz ortogonal P. Por lo tanto,

T - }.I ()
P AP_[O Aal?

donde

donde A, y x> son los valores propios de A y las columnas de P son x; y X, vectores
propios ortonormales de A, asociados con A, y A, respectivamente.
St hacemos

x= Py, donde y= [t} ¥

podemos rescribir la ecuacion (5) como

(PY)T A(PY) + B(Py) + f =0
y (PTAP)Yy + BPy + f =0

Coala 01[x
[« -"'][n] Aq][:‘.]';mpypf:o (6)

Ax + Ji.zy'3 +dx'+ey + f=0. (7)

La ecuacién (7) es la ecuacién resultante para la seccién cOnica dada, y no tiene térmi-
no de producto cruzado.

Como vimos en la seccién 8.1, los ejes coordenados X' y y' estdn a lo largo de los
vectores propios X; y X, respectivamente, Como P es una matriz ortogonal, det(P) =
+1,y, en caso necesario, podemos intercambiar las columnas de P (los vectores propios
X, = [':’j y X3 de A), o multiplicar una columna de P por —1, de modo que det(P) = 1.
Como observamos en la seccién 8.1, esto implica que P es la matriz de una rotacién de
R® en sentido contrario al de las manecillas del reloj, con un dngulo 6, que determina-
mos como sigue. En primer lugar, no es dificil demostrar que si b # 0, x;; # 0. Como
O es el angulo, medido del eje horizontal al segmento de recta dirigido del origen al pun-
o (xy;, x31), tenemos que

6 =tan™"' ( ] )
m/’
m Identifique y trace la grifica de la ecuacion
5x% — 6xy +5y* —244/2x +8V2y + 56 = 0. (8)

Escriba la ecuacién en forma candnica.
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Solucién Al rescribir la ecuacién dada en forma matricial, obtenemos

[x ] [.j “g] m + [-24/2 aJi][;] +56 =0,

A continuadén encontraremos los valores propios de la matriz
S -3
=24

En consecuencia,

= -5A-5-9=22-101+16
=@A-2)(A-8),
de modo que los valores propios de A son
M=2,2 =8
Los vectores propios asociados se obtienen resolviendo el sistema homogéneo
0, — A)x = 0.
Por lo tanto, si A; = 2, tenemos
3 S

de modo que un vector propio de A asociado a 4, =2 es
0
l- .

[3 3 x=0,

de modo que un vector propio de A asociado a 4, =8 es

)

Normalizamos estos vectores propios para obtener la matriz ortogonal
A
2 2
P=|" Al B
V2 2

rap_[2 O
PAP—[D o

Para 4> = 8, tlenemos

Entonces,

Six = Py, escribimos la ecuacién transformada para la seccién conica dada, ecuacion
(7), como

2% +8y% — 16x" +32y +56 =0



388

Capitulo 8 Aplicaciones de valores propios y vectores propios

x? 4+ 4y? —8x' + 16y + 28 = 0.

Para identificar la gréfica de esta ecuacién, debemos trasladar los ejes, por lo cual com-
pletamos los cuadrados para obtener

(X' — 9 +4y +2)}+28=16+16
(X' -4} +4(y' +2° =4

(x' -4 (y+2?
- = 1, 9
2 - I 1 )

Si hacemos X" = x' — 4y y" =y’ + 2, vemos que la ecuacién (9) se convierte en

2 i
b < y
—_—=,

3 - (10)

cuya gréifica es una elipse en posicién estandar respecto de los ejes coordenados X y y",
como muestra la figura 8.6, donde el origen del sistema de coordenadas X"y” estd en (4,
~2) del sistema de coordenadas x'y’, que estd en (32, +/2) en el sistema de coorde-
nadas xy. La ecuacién (10) es la forma candnica de la ecuacion de la elipse. Como

i %
V2
1

S
los ejes coordenados xy se han rotado un dngulo @, donde

)
0 =tan™' (l:i) =tan"'l,
J2

de modo que 0 = 45°. |

X =

Figura 8.6 » y oy

(4, -2) en ol sistema de coordenadas x'y'
(3v2, /2) en el sistema de coordenadas xy

rd
x.l
P
ng 4
)
, ~
L
’ .
’ .
»
g .\
.
N
.
N

A 7’

52— 6xy + Sy - 24/ 2x + B2y + 56 =0

La grifica de una ecuacion cuadritica dada se puede identificar con base en la
ecuacion que se obtiene al rotar los ejes; es decir, las ecuaciones (6) o (7). La tabla 8.1
muestra la identificacién de la seccién cénica por medio de estas ecuaciones.
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Identificacion de las secciones conicas

A1, A2 distintas de cero

FExactamente

AA2>0 | AAa<0 | Modescero
Hipse* Hipérbola** Parédbola’
Términos clave
Ecuacién cuadrdtica Elipse Posicién estdndar (canénica)
Seccién conica Pardbola Forma candnica (estdndar)
Circulo Hipérbola Término de producto cruzado

8.2 Ejercicios

En los ejercicios | a 10, identifique la grdfica de la ecuacion.

1.
3.
5.
7.
9.

49y -9=0 2. x2=2

25y7 — 4x? = 100 4.y -16=0

3P —-y'=0 6. y=0

4’ +4y*'-9=0 8. —25x249y*+225=0
a*+y'=0 10. 9x* +4y* +36 =0

En los ejercicios 11 a 18, traslade los ejes para identificar
la grdfica de la ecuacion, y escriba la ecuacion en forma
candnica.

11.
12,
13.
14.
15.
16.
17.
18.

42yl —dx—4y+4=0
2yl 4 dx-6y—-9=0
4y -8 —6y=0

P —dx+4y+4=0
1_4y=0

40 +5y? =30y +25=0
Py =2 —6y+10=0
24yl = 12x -4y +24=0

[X]1 SUPERFICIES CUADRICAS

En los ejercicios 19 a 24, haga una rotacién de ejes para identi-
ficar la grdfica de la ecuacion, y escriba la ecuacién en forma
candnica.

19. X +xy+y' =6

20. xy =1

21, 9?4yt +6xy =4

22, X+ y +4xy=9

23, 4x?+4y? = 10xy =0
2. 9?46y +4xy-5=0

En los ejercicios 25 a 30, identifique la grdfica de la ecuacién y
escriba la ecuacion en forma candnica.

25. 957 + y? + 6xy = 10V10x + 10410y + 90 = 0
26. 5x° +5y° — 6xy —30V2x + 18y/2y+82=0
27. 5x° 4 12xy — 12V/13x = 36

28. 6x7 +9y’ —dxy —4/5x — 18/5y =5

29. =y +2/3xy+6x=0

30. 8x2 +8y? — 16xy +33/2x —31/2y+70=0

Requisito. Lectura de la seccién 8.2, Secciones cdnicas

En la seccion 8.2 empleamos las secciones cénicas como modelos geométricos de las
formas cuadraticas en dos variables. En esta seccion investigaremos las formas cuadra-
ticas en tres variables, y haremos uso de ciertas superficies llamadas cuddricas como

*En este caso, la grifica de la ecuacidn cuadrdtica padria ser un solo punto o el conjunto vacio (es decir, no

habria gréfica).

**En este caso, la gréfica de la ecuacién cuadrdtica podria ser una hipérbola degenerada; esto es, dos rectas

que s¢ intersecin.

+En este caso, la grifica de la ecuacién cuadrética podria ser una pardbola degenerada; esto es, dos rectas pa-

raldas o una sola recta.
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DEFINICION

modelos geométricos de dichas formas. Estas superficies cuddricas se estudian con fre-
cuencia en geometria analitica y cdlculo. Aquf usaremos los teoremas 8.1 y 8.2 para de-
sarrollar un esquema de clasificacion de las superficies cuadricas.

Una ecuacién polinomial de segundo grado en tres variables x, y y z tiene la
forma

ax®+ by* + ¢zt + 2dxy +2exz + 2fyz + gx +hy +iz = J, (n
donde los coeficientes desde a hasta j son nimeros reales, y a, b, . . . ,f no son todos
nulos. La forma matricial de la ecuacion (1) es

x’ Ax + Bx = |, 2)
donde
a d e X
A=|d & f|, B=[g k i], ¥y ==|y
e f ¢ z

A x"Ax le llamamos la forma cuadritica (en tres variables) asociada con el polino-
mio de segundo grado en (1). Como en la seccidn 8.1, la matriz simétrica A es la ma-
triz de la forma cuadrética.

La gréfica de (1) en R & una superficie cuédrica. Como en el caso de la clasifi-
cacion de las secciones conicas en la seccion 8.2, la clasificacion de (1) respecto del
tipo de superficie representada depende de la matriz A. A partir de los conceptos de la
seccidn 8.2, tenemos las siguientes estrategias para determinar una ecuacién més sen-
cilla para una superficie cuddrica.

1. Si A no es diagonal, empleamos una rotacion de ejes para eliminar los términos
de productos cruzados xy, xz 0 yz.

2. SiB=|[g h i]# 0, hacemos uso de una traslacién de los ejes para eliminar
los términos de primer grado.

La ecuacion resultante tendra la forma candnica

MRyt a2 =k
0, en forma matricial,
yCy =k, (3)
donde
x
y=1J5 |»

k es cierta constante real, y C es una matriz diagonal con entradas diagonales 4, A, A3,
que son los valores propios de A.
A continuacién clasificaremos las superficies cuadricas.

Sea A una matriz simétrica de n x n. La inercia de A, denotada mediante In(A), es una
terma ordenada de nameros
(pos, neg, cer),

donde pos, neg y cer son los niimeros de valores propios de A, positivos, negativos y
ceros, respectivamente.,



EJEMPLO 1

Solucién

EJEMPLO 2
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Determine la inercia de cada una de las siguientes matrices:

ne| welt ] ;-

Determinamos los valores propios de cada matriz. Tenemos que (verifique)

[ 3 I 38
[ I o]
| S
I S I ]

RO
(=T 5 I 5 ]

det(il, — A =a(kh —4)=0, de modoque 4, =0,4, =4
eIn(A) = (1,0, 1).
det(Al, — Ay) = (A — I)(A — 3) =0, de modoque A, = 1,2, =3
e In(4;) = (2,0,0).
det(nl; — A3) = (A + 2P%(r — 4) =0, de modoque Ay = Ay = —2,23 =4
e In(A;) =(1,2,0). ~

En la seccién 8.1 definimos el indice de una forma cuadrética x”Ax como la dife-
rencia entre el nimero de valores propios positivos y el nimero de valores propios
negativos de A. En términos de la inercia, el fndice de x"Ax es s = pos — neg.

Para utilizar la inercia en la clasificacion de las superficies cuddricas (o de las sec-
ciones conicas), suponemos que los valores propios de una matriz A simétrica de n x
n correspondiente a una forma cuadrética en n variables se denotan mediante

A= 2hpe>0
Ap-m-tl e 5;'-[!1!-+ncg <0
Apostneg+l =+ = 2, =0.
El méximo valor propio positivo es 4}, y el minimo valor propio positivo es 4 p,. Tam-

bién suponemos que A; > 0 y que j > O en (2), lo cual elimina los casos imposibles y
los redundantes. Por ejemplo, si

-1 0 0
A=| 0 -2 0|, B=[0 0 0], y j=5
0 0 -3

el polinomio de segundo grado es i — 2}'2 — 37 - S, que tiene el conjunto vacfo
como solucion, Es decir, la superficie representada no tiene punto alguno. Sin embar-
go, st j = 5, el polinomio de segundo grado es - X - 2)'2 32 = ~5,que es idén-
. rd > 2 5. .. - S . .
1co a x° + 2y~ + 3z = 5. Las hipétesis 4 > 0y j > 0 evitan esta representacion
redundante.

Considere una forma cuadritica en dos variables, con matriz A,y suponga que 4; > 0
yf > Oenlaecuacién (1) de la seccion 8.2, Entonces, la inercia de A sélo puede cum-
plir alguno de los siguientes tres casos.

1. In(A) = (2,0, 0); entonces la forma cuadrdtica representa una elipse.
2. In(A) = (1,1, 0); en cuyo caso la forma cuadritica representa una hipérbola.
3. In(A) = (1,0, 1); de manera que la forma cuadritica representa una pardbola.

Esta clasificacion es idéntica a la dada en la tabla 8.1, tomando en cuenta las hipdtesis
n

Observe que la clasificacion de las secciones conicas del ejemplo 2 no distingue

- - . . 9

entre los casos especiales de una clase geométrica particular. Por ejemplo, tanto y = x*
como x =y tienen inercia (1,0, 1).
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Antes de clasificar las superficies cuddricas mediante la inercia, presentamos las
superficies cuadricas en sus formas candnicas, utilizadas en la geometria analitica y el
cilculo. (En lo sucesivo, a, b y ¢ son positivos, a menos que se indique lo contrario.)

Elipsoide  (Vea la figura 8.7.)

(=]

-

+

QIH
(¥

~

4)

H caso especial @ = b = ¢ es una esfera.

B
o |N
- o
I
p—

s
I
Sl
+
p AN

2 1
2= '
o . ' of
i
|}
]
‘o"'"r""'-
)l ]
i
y
(a, 0,0 7/
X x
Figura 8.7 A Figura 8.8 A
Elipsoide Paraboloide eliptico
Paraboloide eliptico (Veala figura 8.8.)
y ¢ 2 2 2 y ]
T A 0 R P
YT et b il R b?  ?

Un caso degenerado de una pardbola es una recta, de modo que un caso degenera-
do de un paraboloide eliptico es un cilindro eliptico (vea la figura 8.9), dado por

a: b a

b= =1 x:+"
= o - S

Hiperboloide de una hoja (Vea la figura 8,10.)

2 2 2 2 2 2 2 2 2
x* ¥y oz X Y 2 x* y° oz
—tm—-—=1, —_——t— ==, —s+=+==1
a v ¢ a2 b ¢ a b
Figura 8.9 A - )
Cilindro eliptico Un caso degenerado de una hipérbola es un par de rectas que pasan por el origen;
por lo tanto, un caso degenerado de un hiperboloide de una hoja es un cono (figura
8.11), dado por
x! }‘2 ZE xi ,}2 22 X2 ‘.2 zl
+ = - —==0, e — - ~q=0. — i .,=0
a® b a b T c? a b
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z:
g
o
Figura 8.10 A Figura 8.11 A
Hiperboloide de una hoja Cono
Hiperboloide de dos hojas (Vea la figura 8.12.)
vy z2_, 2 y.2_, 2.y 2_,
at » ! a®t bp 32 : at b ?

i_xz y? :t—x2 & _yz o2
2= b Y=a T at b

Un caso degenerado de una pardbola es una recta, de modo que un caso degenera-

do de un paraboloide hiperbdlico es un cilindro hiperbdlico (vea la figura 8.14), dado
por

y o2

= ﬂ:l, g i g = 3:1.

2y
a® b?

Cilindro parabolico  (Veala figura 8.15.) Uno de los ndmeros, @ 0 b,no es cero.

= #+1,

S o

L]
%l M

PY=ay+bz, Y =ax+bz Z=ax+by

LA
]
8l
Il
re

Figura8.12 A Figura 8.13 A
Hiperboloide de dos hojas Paraboloide hiperbolico
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EJEMPLO 3

Soluciéon

EJEMPLO 4

Solucién

a=0

1,
[
E

Figura 8.14 A Figura 8.15 4
Cilindro hiperbdlico Cilindro parabélico

En el caso de una forma cuadritica en tres variables con matriz A, tal que A; > 0
yJj = 0en (2), lainercia de A tiene exactamente seis posibilidades, mismas que se lis-
tan en la tabla 8.2. Como en la clasificacion de las secciones cénicas del ejemplo 2, la
clasificacion de las superficies cuddricas que se presenta en la tabla 8.2 no distingue los
casos especiales dentro de una clase geométrica particular,

Tabla 8.2 Identificacién de las superficies cuddricas

In(A) = (3,0,0) Elipsoide

In(A) = (2,0, 1) Paraboloide eliptico
In(A) =(2,1,0) Hiperboloide de una hoja
In(A) =(1,2,0) Hiperboloide de dos hojas
In(A) =(1,1, 1) Paraboloide hiperbélico
In(A) = (1,0,2) Cilindro parab6lico

Clasifique la superficie cuddrica representada por la forma cuadrdtica x’Ax = 3, donde

%
2 Yy K=
0

NO N

0
A= ]2
2

N =

De acuerdo con el ejemplo 1, tenemos In(A) = (1,2,0) y, por lo tanto, la superficie cud-
drica es un hiperboloide de dos hojas. |
Clasifique la superficie cuddrica dada por

22 4+ 4y* — 422 + 6yz — Sx + 3y = 2.

Rescribimos ¢l polinomio de segundo grado como una forma cuadrdtica en tres varia-
bles para identificar la matriz A de la forma cuadrdtica. Tenemos que

2 0 o0
A=]|0 4 3
O 3 4
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Soluciéon
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Sus valores propios son Ay = 5, A3 = 2y A3 = —5 (verifique). En consecuencia,
In(A) = (2, 1,0) y, por lo tanto, la superficie cuddrica es un hiperboloide de una hoja.
|

La clasificacion de una superficie cuadrica es mucho mas sencilla que el problema
de llevarla a las formas canénicas utilizadas en geometria analitica y cdlculo. Los pa-
sos algebraicos para obtener una forma canénica a partir de una ecuacion polinomial de
segundo grado (1) requieren, en general, una rotacion y una traslacion de ejes, como ya
se dijo. La rotacion requiere tanto de los valores propios como de los veclores propios
de la matriz A de la forma cuadritica. Los vectores propios de A se utilizan para formar
una matriz ortogonal P, de modo que det(P) = 1 y, por lo tanto, ¢l cambio de variables
x = Py representa la rotacién. La forma asociada resultante es la que se obtiene en el
teorema 8.1, de los ejes principales; es decir, se eliminan todos los términos de produc-
tos cruzados. En el siguiente ejemplo se ilustra esta situacion.

Para la superficie cuadrica del ejemplo 4,
x'Ax +[-5 3 O)x=2,
determine la rotacion de modo que se eliminen todos los términos de productos cruzados.

Los valores propios y los vectores propios de

2 0 0
A=|(0 4 3
0 3 -4

son, respectivamente, (verifique)

Xi=3§, Ay =2, Ay=-5

Vi=

- w0

1 0
w=|0], = 1
0 3

Los vectores propios v; son mutuamente ortogonales, ya que corresponden a valores
propios distintos de una mairiz simétrica (vea el teorema 7.7 en la seccién 7.3). Norma-
lizamos los vectores propios como

o 1 s

35 w =WV Uy = ——

S ; 1
V10 | TV10| 3

y definimos P = [u; u> ;). Entonces, |P| = 1 (verifique), de modo que hacemos
x = Py y obtenemos la representacion

(Py)" A(Py)+[-5 3 0]Py=2
Y (PTAP)Y +[-5 3 0]Py=2.

u,

. lenemos

' =

Como PTAP = D,y si hacemos y = |:
3
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EJEMPLO 6

Solucién

(si |P| # 1, redefinimos P reordenando sus columnas hasta lograr que su determinante
sea l), o

2 2 2 e : 3
Sx"+2y" -852"+ —=x"-S5y+ =2 =2 |

o V10 V10

Para completar la transformacion a la forma canénica, introducimos un cambio de
variable para realizar una traslacion que elimine los términos de primer grado. Comple-
tamos de manera algebraica el cuadrado de cada una de las tres variables.

Contintie con el ejemplo 5 para eliminar los términos de primer grado.

La udltima expresion para la superficie cuddrica en el ejemplo 5 puede escribirse como

5 9 3
[ R L T L (S
J10 10
Al completar el cuadrado en cada variable, tenemos
s 2 9 81 ) : ,}( - : ?_'i)
£ e '_r. —_— de  cm— o+ 2 oo a—
(r 5710 1000 ¥ =37 TE

s(eim) +2 - -2 )

Si hacemos
; 9 B - . 3
X' =x'+ ——, Y=y ==, AR T . c—
10/10 4 10710
podemos escribir la ecuacién de la superficie cuddrica como
B 000 = 5 T s
S5 +2y" =57 = Soun = 5485,

En forma canénica, esto puede escribirse como

w2 "2 2
X ¥y 2
585 T Sam T Tam < b n
S 2

Términos clave

Ecuacion polinomial de segundo grado

en tres variables
Forma cuadritica
Superficic cuddrica
Inercia

Elipsoide Hiperboloide de dos hojas
Paraboloide eliptico Paraboloide hiperbélico
Cilindro eliptico Cilindro hiperbélico
Hiperboloide de una hoja Cilindro parabdlico

Cono
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8.3 Ejercicios

En los ejercicios | a 14, utilice la inercia para clasificar la su-
perficie cuddrica dada en cada ecuacion.

Lox? 4y 4227 = 2xy —dxz —dyz +4x =8
2. 243y 4222 - bx =6y +4: =2=0

z = 4xy

Y+ 2y =4

=y=0

Bay+:=0

5 +20y+:-23=0

Xy 420 = Uy +4xz+4yzr =16
9. 4’ +9y* + 2 +8x - 18y —4:-19=0
10. ' =2 —9x -4y +8:—-12=0

1L x4+ 4y +4x + 16y — 162 —4 =0

12 4x7 =y 4+ 27— 16x +8y —6: +5=0
13 x?—472 -4 +8:=0

14, 207 +2y° +427 +2xy = 2z = 2yz + 3x —
Sy+z=7

® NS ! s W

En los ejercicios 15 a 28, clasifique la superficie cuddrica dada
por cada ecuacion, y determine su forma candnica.

15, x242y2 4224 2yz = 1

16. x2+y? +222 - 2y +4x:+ 4y = 16

17. 2xz —2: —4y—4: +8=0

18. x*+3y* +3:2 - 4y: =9

19. X’ +y' +2 + 0y =8

20, —x' =y =2 Fday+4xz +4yz =3

21, 20 42y’ 4427 —dxy - 8Bxz —~8yr+ 8x =15

22, 4x? 44y 4 822 4+ 4xy — dxz —4yz + 6x -
10y +2:=3%

23. 2y + 227+ dyz+ Zx+4 =0

24, x4y 224 ey +8xr 4+ 8yr +3x +2=0

25, —x2—y? —22 4 dxy +4xz +4y:+53x— 3’5_\'=6
26. 2¢* +3y +32 = 2yz 4+ U+ Y+ pI=;
27. P4y - - -4y -4:4+1=0

28. —8x® =8y + 10:° +32ry —dxz —4dyz =24

Ideas clave para el repaso

® Teorema 8.1 (Teorema de los ejes principales). Cualquier
forma cuadrdtica en n variables g(x) = x"Ax e equivalente a
una forma cuadrética

h(y) =Xy + hy? 4o+ 4,02,
donde
N
y2
" =
Ya

Y 1,22, . .., A, son los valores propios de la matriz A de g.

m Teorema 8.2. Una forma cuadritica g(x) = x' Ax en n varia-
bles es equivalente a una forma cuadréitica

2

M) =yl +33++ = Y —Ypa— =%
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Ejercicios complementarios

Determine una forma cuadritica del tupo indicado en el teorema
8.2, que sca cquivalente a la forma cuadritica

9 ’
22y + 2 -2y -2z

Ejercicios tedricos

T.1. Scan A y B matrices de n x n que conmutan, cs decir, AR T2. Sea B(r) = [b;;(1)] una funcién matricial diagonal con
= BA. Demuestre que ¢*e® = A5, bif) = e donde Azes unescalar,i= 1,2,...,ny
bf1) =0,sii # j.Sca D la matriz diagonal con entradas en
la diagonal iz, i=1,2,...,n. Demuestre que B(r) = ™.

Examen del capitulo

Sca g(x) = 2x° + Gry + 2)” = 1 la ecuacién de una seccion c6-
nica. Identifique la cénica determinando una forma cuadritica,
del tipo sedalado en el teorema 8.2, que sea equivalente a g.
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TRANSFORMACIONES
LINEALES Y MATRICES

En este capitulo estudiaremos las transformaciones lineales de un espacio vectorial V
en un espacio vectorial W.

EXEDEFINICIONES Y EJEMPLOS

DEFINICION  Sean Vy Wespacios vectoriales. Una transformacion lineal . de Ven W e una fun-
cién que asigna a cada vector u en V un tinico vector L(u) en W tal que:

(a) L(u + v) = L{u)4 L(v)cualesquiera sean uy ven V.
(b) L(ku) = kL(u), para cada u en V y cada escalar k.

Observe que, en (a) de la definicion anterior, el signo + en u + v del lado izquier-
do de la ecuacion se refiere a la operacion de suma en V, mientras que el signo + en
L(u) + L(v)del lado derecho de la ecuaciin se refiere a la operacién de suma en W, De
manera anfloga, en (b) el producto escalar ku estd en V, mientrus que el producto esca-
lar k/{u)estd en W,

Indicaremos que L transforma Ven W (aunque no sea una transformacién lineal),
asf

L:V—= W,

Puede suceder que Vy W sean iguales. En este caso la transformacién lineal L: V— V
también se denomina operador lineal sobre V.
Por ejemplo. las siguientes son trasformaciones lineales:

Proyeccién: I: R — R?, definida como I(x, y, 2) = (x, ¥).
Dilatacién: L: R®— R’ definida como L(u)= ru,r > 1.
Contraccién: L: R® — R’ definida como L(u) =ru,0 < r < 1.
Reflexién: L : R> — R’ definida como I(x, » = (x, —y).

Rotacién: L: R R definida como L(u) = [msq& —scnqb] N

seng cos¢

399
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Solucién

Solucion

Solucién

Indinacién (corte) I.: R —» R?,definida como L(w) = [(!] 1{] u, donde k es
en direccion x: un escalar,

Inclinacién (corte) L: R* — R, definida como L(u) = [: ?] u, donde k es
en direccion y: un escalar.

Recuerde que P es el espacio vectorial de todos los polinomios de grado < I; en

general, P, es el espacio vectonal de todos los palinomios de grado < n,y M, es el espa-
cio vectorial de todas las matrices de n x n.

Para venficar que una funcién dada es una transformacion lineal, debemos comprobar

que se cumplan las condiciones (a) y (b) de la definicion anterior.

Sea L.: P, — P, definida como

Liat + b) = t(at + b).

Demostraremos que L es una transformacién lineal.

Sean ar + b y ¢t + d vectores en P|,y sea k un escalar. Entonces,

L[(at + b) + (¢t +d)] = t[(at + b) + (¢t + d)]

=t{at +b)+ 1(ct +d) = L(at + b) + L{ct + d)

Lik(ar + b)] = tik(ar + b)] = k[Kat + b)|=kL{at + b).

Por lo tanto, L es una transformacién lineal, | |

Sea L: Py — P; definida como

Lip(n] = 1p(t) + .

oL es una transformacién lineal?

Sean p(1) y q(r) vectores en P,y sea k un escalar. Entonces,

Lip(t) + q(0] = Ap(t) + ¢(D) + 1 = 1p(t) + 1g(1) + P,

Lip(0)] + LIg(n] = [1p(r) + 2] + [1g(e) + 2] = 1[p() + ¢(0)) + 27

Como L[p(r) + q(n] # Lp()] + L[g(n], concluimos que L no es una trasformacién
lineal. !

Sea L: M,,, — M, definida como

L(A) = AT

para A en M. Es L una transformacion lineal?

Sean A y B matrices en M,,,. Entonces, de acuerdo con el teorema 1.4 de la seccion 1 .4,
lenemos que

LA + B)=(A+ B) = AT + B" = L(A) + L(B).

y, si k es un escalar,

L(kA) = (KA)" = kAT = kL(A).

Por lo tanto, L es una transformacion lineal. i



EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

Demostracion

Scc.9.1  Definiciones y cjemplos 401

(Requicre conocimientos de calculo) Sea W el espacio vectorial de todas las funcio-
nes con valores reales, y sea V el subespacio de todas las funciones diferenciables. Sea
L: V — W definida como

L(f) =f,
donde f’ es la derivada de f. Las propiedades de la derivada, permiten demostrar (ejer-
cicio 13) que L es una transformacidn lineal. |
(Requiere conocimientos de cilculo) Sea V = (10, 1] el espacio vectonal de todas

las funciones continuas con valores reales, definidas en [0, 1]. Sea W = R'. Definimos
L: V- Wcomo

-1

L({f) = / f(x)dx.

Jo
Las propiedades de la integral permiten demostrar (ejercicio 14) que L es una transfor-

macidon lineal., =]

Sea V un espacio vectorial de dimensién n, y sea § = {v, v2,* * *, v, } una base para V.
Si v & un vector en V, entonces

V=CV] + CaVa+ * * ' + Cp¥a,
donde ¢y, 3, . . ., ¢, son las coordenadas de v respecto a § (vea la seccion 6.7). Defi-
nimos L: V- R” como
L(v) = [v]s.
Es ficil demostrar (ejercicio 15) que L es una transformacién lineal. [ ]

Sea A una matriz de m x n.SiL: R" — R™ se define como
L(x) = Ax

para x en R", entonces L es una transformacién lineal (vea el ejercicio 16). |

Los dos teoremas siguientes proporcionan algunas propiedades bisicas de las trans-
formaciones lineales,

Si L.: V — W es una transformacion lineal, entonces

Licyvy + vy + * + 4 V) = c IAvy) + caldva)+ + + + -+ cpllvg)
para cualesquiera vectores vy, vy, .. . Vi en V, y cualesquiera escalares ¢y, ¢z, . . . , .
Ejercicio T.1. =

Sea L: V— Wuna ransformacion lineal. Entonces

(a) 1(0y) = O, donde Oy y Oy son los vectores cero en Vy W, respectivamente .
(b) L{u — v) = L(u) — I(v).
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Demostracion

COROLARIO 9.1
Demostracion

Observaciones

TEOREMA 9.3

Demostracion

(a) Tenemos

0, =0y + 0y.
Entonces,
LOy) = L0y + 0y) = L(0y) + 1(0y). (1)
Al sumar —L(0y) a ambos lados de la ecuacién (1), obtenemos
L(Oy) = Oy.
(b) Ejercicio T2. =

Sea T:V — Wuna funcion. Si T(Oy) # O, entonces T no es una transformacion lineal.
Ejercicio T.3. W

1. Podriamos haber resuelto de manera més sencilla el ejemplo 2, por medio del coro-
lario 9.1. El razonamiento serfa el siguiente: como T(0) = 1(0) + £ =7, entonces T
no es una transformacién lineal.

2. Sea T': V- Wuna funcién. Observe que TIGV),= Ow no implica que T sea una trans-
formacién lineal. Por ejemplo, considere 7: R — R? definida por

r([5)=[5]
r([a]) - [3]

pero T no es una transformacién lineal (verifique).

[ o

Entonces,

Una funcién f que transforma un conjunto V en un conjunto W puede especificar-
se mediante una férmula que asigna a cada elemento de V un tinico elemento de W.Por
otro lado, también podemos especificar una funcién indicando junto a cada elemento de
Vel elemento que se le asigna en W. Un ejemplo es una lista de los nombres de todos
los clientes con cuenta de crédito en una tienda de departamentos, junto con el nimero
de la cuenta. A primera vista, parece imposible describir de esta forma una transforma-
cion lincal L : V— Wde un espacio vectorial V # {0} en un espacio vectorial W, pues
V tiene una infinidad de elementos. Sin embargo, el siguiente teorema, muy utilizado,
nos dice que una vez conocido el efecto de L sobre una base de V, L queda completa-
mente determinada. En consecuencia, si V es un espacio vectonal de dimensién finita es
posible describir L con sélo conocer las imégenes de un niimero finito de vectores de V.,

Sea L.: V- Wuna transformacién lineal de un espacio vectorial V de dimension n en
un espacio vectorial W, Ademds, sea § = {v,,vs, . .., Vy} una base de V.Si u es cual-
quier vector en V, entonces L(n) queda completamente determinada por {L(v,), L(v,),
RN /%)) 5

Como u estd en V, podemos escribir

U=cvy+ C3¥a +** + ¥, (2)



EJEMPLO 8

Solucion
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donde ¢y, ¢a, . . ., ¢, son escalares determinados de manera (inica. Entonces,
L(u) = L(civy + 0a¥2 + * * * + cp¥a) = 1LAvy) 4+ 2L(v2) + * * * + ol Vn),
de acuerdo con el teorema 9.1. En consecuencia, L(u) queda completamente determi-

nada por los elementos L(vy), L(v2), ..., L(v,). =]

En la demostracion del teorema 9.3, los escalares ¢;, i = 1,2, ... ,n que satisfacen
la ecuacion (2) dependen de los vectores de la base S. Por lo tanto, si modificamos la
base §, podrian cambiar algunos de los ¢;.

Sea L: Py — P> una transformacion lineal para la cual sabemos que
w+n=~r-1 y Le-D)=r+r

(a) ;A qué esigual L(7r+ 3)?

(b) ;A qué esigual Liar + b)?

(a) Primero observamos que {r + 1,r — 1} es una base para P, (verifique). A conti-
nuacion, vemos que (verifique)
Tt4+3=50t+1)-2(¢t - 1).
Entonces,
LTt +3)=LGE¢+D+2(t-1))
=5L(t+1)+2L4—1)

=52 - D+2(24+ =T +2 - 5.

(b) Al escribir ar + b como combinacién lineal de los vectores de Ia base dada, obte-
nemos (verifique)

a+b a—b
af+b=(T)(r+l)+(T)(r—l).

Entonces,

L{ar + b) = f ((a—-;'—b) (r + !)-;. ((J 2 b) (r - l))

2
a+o\ . 5 a-
_(——2 ){r —I)-i—( 5 )(r 1)
5 (a—b) (a-!—b)
=qal" + I —
2 2 =

Términos clave

Transformacién lineal
Operador lineal
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9.1 Ejercicios

1. ;Cudles de las siguientes son transformaciones lineales?

(@ Lix,y)=@+y,x-y)
i
_|x+1
(b)L( ; )-[_\r—z]
[x ] x
1 2 3
or(])-1 2 A

2. ;Cuiles de las siguientes son transformaciones lineales?
(@) Lix,y,2) = (0,0)
() Lix,y,2)=(1,2,-1)
(€) Lix,y, ) =(x*+y,y—-2)

3. Seal: P, — P;definida como se indica. ;L es una
transformacién lncal? Justifique su respuesta.

(@) Lip(n] =1p(r) + p(0)
() Lpn)]) =1p(t) + 17 +1
(¢) Liar +b) =ar* +(a — bt

4. SeaL: P, — P, definida como se indica. ;L es una
transformacion lineal ? Justifique su respuesta,
(a) L@+ bt +¢) =ar +b+1
(b) Lat* + bt +¢) =2ar — b
(€) L@> + bt +¢) =(a+2)t + (b —a)

5. SealL: Py — P; definida como se indica. ;L es una
transformacion lincal? Justifique su respuesta.

(@) L’ + bt +c) =(a+ D)2 + (b =)t + (@+c)
(b) L@t®> + bt +¢) =at* + (b=t + (a—b)
(¢) Lt + bt +¢) =0

6. ScaCunamatrizfijaden x n,yseal.: M,, = M,,
definida como L(A) = CA. Demuestre que L es una
transformacion lineal.

7. Sea L: My; —+ My; definida como
L(la b )_ b c—d
“AN|e d|)  |lc+d 2a |’

(L. es una transformacién lineal?
8. Seal: My, — M;; definida como

c[e a)="=" ")

(L es una transformacién lineal?

9.

10.

12,

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19'

Sea L : M, — R definida como

L([‘:_ 3])=a+d.

i L es una transformacién lineal?
Seal: Mz: — Rl definida como

L([" b])=a+b—c—d+l.
c d

(L es una transformacién lineal?
Considere la funcién L: M3y — M»y, definida como

L(A}:[f ; _;]A

para cada A en My,

| 2 0 -1
(a) Determine L | |3 0 2 3]
4 1 =2 1

(b) Demuestre que L es una transformacion lineal.

Sca L: M,, — R' definida por L(A) = ay1a33 " * * Gy, para
una matriz A = [ay] de n x n. ;L es una transformacion
lineal?

(Requiere conocimientos de cdlculo) Verifique que la
funcién del ejemplo 4 es una transformacion lineal.

(Reguiere conocimientos de calculo) Verifique que la
funcién del ejemplo 5 es una transformacién lineal.
Verifique que la funcién del ejemplo 6 es una transformacion
lineal.

Verifique que la funcién del ejemplo 7 es una transformacion
lincal,

Sea L: R® — R? una transformacién lincal para la cual
sabemos que I(1, 1) = (1, =2), I{—1,1) = (2, 3).

(a) ;A qué esigual I{—1,5)?

(b) (A quécsigual I{ay, a)?

Sea L: Py — P, una transformacién lineal para la cual
sabemos que L(1)= 1, (1) =P y L(Fy=1"+1.

(a) Determine L(27 — 51 + 3).

(b) Determine L{a’ + bt + ¢).

Sea L: Py — P, una transformacidn lineal para la cual
sabemos que L(r + 1) =20+ 3y Lt = 1) = 3¢ = 2.

(a) Determine L(61 — 4).
(b) Determine L{ar + b).



Ejercicios teoricos

T.1.
T2.
T3.
T4.

TS.

T'G.

g ¥7

TS8.

Demuestre ¢l ticorema 9.1,
Demuestre el inciso (b) del tcorema 9.2.
Demuestre ¢l corolario 9.1.
Demuestre que L : V — W cs una transformacion lineal
si y sélo si

L{au + bv) = al(u) + bL(v),
para cualesquiera escalares a y b y cualesquiera vectores
uyvenV,
Considere la funcién Tr: M,,, — R' (la traza): si A = [a;)
estd en V, entonces To(A) = ayy + as + * ** + Q.
Demuestre que Tr es una transformacion lineal (vea el
cjercicio complementario T.1 del capitulo 1),

Sea L: M, — M,, la funcién definida como

A-I
0

si A es no singular
L(A) =
) si A es singular

para cada Aen M,,,. ;L es una transformacion lineal?
Sean Vy Wespacios vectoriales. Demuestre que la funcién
0: V— Wdefinida como O(v) = Oy es una transforma-
cidn lineal Se le llama transformacion lineal nula.

Sca I: V — Vdefinida como /(v) = v, para ven V.

Demucstre que / ¢s una transformacién lincal. Se conoce
como el operador identidad sobre V.

Sec.92

T9.

TolOo

T.11.

T.12.

T.13.

El nicleo y la imagen de una transformacién lincal 405

Sca L: V — W una transformacion lmcal de un espacio
vectorial V en un espacio vectorial W. La imagen de
un subespacio V| de V se define como

L(V)) = {wen W |w = L(v) para algiin v en V}}.
Demuestre que L(V)) es un subespacio de W,

Sean L, y L, transformaciones lincales de un espacio vecto-
rial Ven un espacio vectorial W, Sea {v;,v,,...,v,} una
base para V. Demuestre que si L(v;) = Ly(v) parai = |,
2,...,n,cntonces Ly(v) = Ly{v) para cuakjuicr ven V.
Seca L: V — W una transformacion lincal de un espacio
vectorial V en un espacio vectorial W. La preimagen (o
imagen inversa) de un subespacio W, de W se define como
L™ (W,) ={ven V|L(v)esticn W,}.
Demuestre que L.~ '(W)) es un subespacio de V.,

Sea T: V — Wla funcién definida por T(v) = v + b,
para v en V,donde b es un vector fijo, no nulo, en V.
T se denomina traslacién por ¢l vector v. JEs T una
transformacion lineal ? Justifique su respuesta.

Sea L:V — V un operador lineal. Un subespacio no vacfo
U/ de V sc denomina invariante bajo £, si L(U) estd
contenido en U.Sean A una matrizde n x ny A un valor
propio de A. Sea L: R" —» R" definida por L(x) = Ax.
Demuestre que ¢l espacio propio de A asociado con A
(vea el ejercicio T.1 en la seccién 7.1) es un subespacio
invariante de R".

Ejercicios con MarLAB

MATLAB no se puede utilzar para demostrar que una funcion en-
tre espacios vectoriales es una transformacion lineal. Sin embar-
0, puede usarse para comprobar que una funcién no es una
transformacion lineal. Los ejercicios siguientes ilustran este punto.

ML.1, SeaL: M,, — R' definida como I(A) = det(A).

(a) Determine un par de matrices A y Bde 2 x 2 tales
que
L(A + B) #+ L(A) + L(B).
Utilice MArLAB pam realizar los cdleulos. Los resulta-
dos muestran que /. no ¢s una transformacion lincal.
{b) Determine un par de matrices A y B de 3 x 3 tales
que
L(A + B) + L(A) + I(B).

Utilice MATLAR para realizar los cdlculos. Ellos
muestran que L no es una transformacién Iineal,

ML.2. SeaL: M,, — R'definida como L(A) = rango{A).

(a) Determine un par de matrices Ay B de 2 x 2 tales

que
LA + B) # IL{A) + L(B).

Esto implica que L no es una transformacion lineal.
Utilice MATLARB para realizar los cilculos.

(b) Determine un par de matrices A y B de 3 x 3 tales
que

LA + B) # L(A) + L(B).

Esto implica que L no es una transformacion lineal.
Utilice MaTLAB para realizar los cdlculos,

EXMEL NUCLEO Y LA IMAGEN DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

En esta seccion estudiaremos algunos tipos especiales de transformaciones lineales;
formularemos los conceptos de transformacién lineal uno a uno (inyectiva) y transfor-
macion lineal sobre (sobreyectiva). También desarrollaremos métodos para determinar
si una transformacién lineal dada es inyectiva o sobre.
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DEFINICION  Una transformaci6n lineal Z.: V — Wes uno a uno (o inyectiva) si para todo v/, v, en
V. v, # v, implica que I(v,) # [{v,). Una afirmacién equivalente es que L es uno a
uno si para todo vy, vy en V, L(v,) = L(v,) implica que v, = v,.

Esta definicion dice que L es uno a uno si I(v,) y L(v,) son distintos cuando v, y
v, son distintos (figura 9.1).

Figura 9.1 »
w
v —
Vi = Uvy) Yy “om Lhvy) = Livy)
Ll s L(vs) W e
w v
(a) L es uno a uno. (b) L no ¢s uno a uno.

EJEMPLO 1 Sea L: R’ — R’ definida como

Lx,y)=(x+y,x—Y).
Para determinar si L es uno a uno, hacemos
vi =(a),a) y va = (b, b).
Entonces, si
L(vy) = Ivy),
tenemos

a -}- “2=bl + b)_
a — a= by — b.

Al sumar estas ecuaciones, tenemos que 2a; = by, 0 a; = by, lo cual implica que a; =
by. Por lo tanto, v; = v,y L es uno a uno. @

AV KW  Seal: R — R’ la transformacién lineal definida como
L(x, y, 2) = (x, y).
Como (1,3,3) # (1,3, -2), pero

L(1,3,3)=1(1,3,-2) =(1,3),

concluimos que L no es uno a uno. H

A continuacion desarrollaremos formas més eficientes para determinar st una trans-
formacion lineal dada es uno a uno,

DEFINICION Sea I.: V — W una transformacién lineal, El nicleo (o kernel) de L, o nicleo( L) [ker(L)],
es el subconjunto de V que consta de todos los vectores v tales que L(v) = Oy.

Observe que la propiedad (a) del teorema 9.2, seccion 9.1, nos garantiza que na-
deo(L) nunca es un conjunto vacio, pues Oy estd en niicleo(L).
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EJEMPLO 4

EJEMPLO 5

Demostracion
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Sea L: R® — R? definida como en el ejemplo 2. El vector (0,0, 2) estd en nicleo(L),
pues 10,0, 2) = (0,0). Sin embargo, el vector (2, —3,4) no estd en nicleo(L), pues
142, —3,4) = (2, —3). Para determinar niicleo(L), debemos encontrar todos los x en R>
tales que L(x) = 0. Es decir, buscamos x = (x,, x3, x3), de modo que
Lx) = L{x;, x2,x3) = 0=1(0,0).

Pero L(x) = (x}, x;). Entonces, (x|, x5) = (0, 0), esto es x| = 0, x; = 0y x5 puede ser
cualquier niimero real. Por lo tanto, niicleo(L) consta de todos los vectores en R? de 1a
forma (0, 0, r), donde r es cualquier nimero real. Es claro que nicleo(L)es el eje zen
el espacio tridimensional R>, [

Si L se define como en el ejemplo 1, entonces niicleo(L) consta de todos los vectores x
en R tales que [{x) = 0. En consecuencia, debemos resolver el sistema lineal
x+y=0
x—y=0
en términos de x y de y. La tnica solucién es x = 0,de modo que nicleo(L) = {0}. 1

_x+y
T lz4w]’

entonces nideo(L) consta de todos los vectores u en R, tales que L(u) = 0. Esto con-
duce al sistema lineal

SiL: R* — R? se define como

x

™~
[ B

u!

x+y =0
z+w=0,

Por lo tanto, nideo(L) consta de todos los vectores de la forma

r 1
rl _ -1 0
s| =7 o] T
= 0 —1
donde r y s son nimeros reales cualesquiera. =

En ¢l ejemplo 5, nicleo(L) consta de todas las combinaciones lineales de
l
—1 0
0 y 1
0 -1
un subespacio de R*. El teorema siguiente generaliza este resultado.

Si L: V— Wes una transformacion lineal, entonces nicleo(L) es un subespacio de V.

En primer lugar, observa que niicleo(L) no es un conjunto vacio, pues contiene el vec-
tor Oy, por lo menos. Supongamos que u y v estin en niideo(L). Entonces, como L es
una transformacion lineal,
L{u + v) = L{u) + L(v) = 0+ Oy = 0y,
de modo que u + v estd en niicleo(L). Ademas, si ¢ es un escalar, como L es una trans-
formacion lineal,
Licu) = cliu) = cly = Oy,

de modo que cu estd en niicleo(L). Por lo tanto, nicleo(L) es un subespacio de V. =
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EJEMPLO 6

EJEMPLO 7

EJEMPLO 8

Demostracion

Demostracion

EJEMPLO 9

Si L es como en el ejemplo 1, entonces niicleo(/) es el subespacio {0}; su dimension
es igual a cero.

Si L es como en el ejemplo 2, entonces una base para nicleo(l) es

{©,0, D}

y dim(niicleo(L)) = 1. La dimension del niicleo de L se llama también la nulidad de L.
Con esta terminologia, en el ejemplo 7 pudimos haber escrito nulidad(L) = 1. En este
caso, niicleo(L) es el eje z del espacio tridimensional R’ )

Si L es como en el ejemplo 5, entonces una base para niicleo(L) consta de los vectores

0
=1 0|
o| ¥ 1]?
0 -1
por lo tanw, nulidad(L) = 2. =2

Si L: R" — R™ es una transformacion lineal definida como L(x) = Ax, donxde Aes
una matriz de m x n,entonces el nicleo de L es ¢l espacio solucién del sistema homo-
géneo Ax = (.

El andlisis de los elementos de nicleo(L) nos permite decidir si L es, 0 no, uno a uno.

Una transformacién lineal L: V —» Wes uno a uno si y sélo st nicleo(L) = {0}.

Supongamos que L e uno a uno. Demostraremos que nicleo(L) = {0y}. Sea x un vec-
tor en niicleo(L). Entonces L(x) = Oy . Por otro lado, sabemos que L(0y) = Oy, de mo-
do que L(x) = L(0y). Como L es uno a uno, concluimos que x = 0y. Por lo tanto,
nicleo(L) = {0y}.

Recfprocamente, supongamos que nicleo(l) = {0y}. Queremos demostrar que L
es uno a uno. Supongamos que [(u) = L(v) para u y ven V. Entonces,

I{u) — L(v) = Oy,

de modo que, segiin el teorema 9.2, L(u — v) = Oy, lo que significa que u — v estd en
niicleo(L). Por lo tanto, u — v = 0y, y esto implica que u = v. Por consiguiente, L es
uno a uno. .

Observe que también podemos enunciar el teorema 9.5 asi: L es uno a uno si y
sélo si nulidad(L) = 0,

Con la demostracién del teorema 9.5 hemos establecido también el siguiente resul-
tado:

Si L(x) = b y L(y) = b, entonces x — y pertenece a nicleo(L). En otras palabras, cua-
lesquiera dos soluciones de L(x) = b difieren por un elemento del niicleo (kernel) de L.

Ejercicio T.1. %

La transformacién lineal del ejemplo 1 es uno a uno; la del ejemplo 2 no lo es. B

En la seccién 9.3 demostraremos que, dada cualquier transformacién lineal
L: R" — R™ podemos determinar una tnica matriz A de m x n @l que si x estd en R”,
entonces [(x) = Ax. De acuerdo con esto, para determinar ¢l nicleo de L debemos ha-
llar el espacio solucién del sistema homogéneo Ax = 0, lo cual significa que sélo re-
querimos utilizar técnicas con las cuales estamos familiarizados.
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Demostracion

Solucién

EJEMPLO 10
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Sec.9.2  Elnicleo y la imagen de una transformacion lineal

Si L: V- Wes una transformacién lineal, la imagen de L., que se denota imag(l), es
el conjunto de vectores en W que son imdgenes, bajo L, de vectores en V. En conse-
cuencia, un vector w estd en imag(L) si podemos encontrar algiin vector v en Vial que
L(v) = w.Siimag(L) = W, decimos que L es sobre. Esto es, L es sobre si y sélo si, da-
do cualquier w en W, existe un v en Vtal que L(v) = w.

Si L: V — Wes una transformacion lineal, imag(L) es un subespacio de W.

Primero observemos que imag(/) no es un conjunto vacio, pues Oy = 7(0y), de modo
que 0y, estd en imag(l). Ahora, sean w, y w, vectores en imag(L.). Entonces w; = L(v,)
y Wy = L(v,) para ciertos v, y v, en V. Tenemos,

Wy + Wy = L(v)) + LAvy) = L{vy + vy),

lo cual implica que w,; + w, estd en imag(L). Ademas, si ¢ es un escalar, cw, =
cl(vy) = L{cvy), de modo que cw) estd en imag(L). Por lo tanto, imag(L) es un subes-
pacio de W. &

Sea L kb transformacién lineal definida en el ejemplo 2. Para determinar si L ¢s sobre,
elegimos cualquier vector y = (y;, y,) en R” y buscamos un vector x = (xy, 1, x3) en
Rl que L(x) = y. Como L(x) = (x), X2), vemos que si X; = y| Y X2 = y», entonces
L(x) = y.Por lo tanto, L es sobre, y la dimension de imag(L) es 2. La dimensién de la
imagen de L, dim(imag(L)), se conoce con el nombre de rango de L, que denotaremos
en adelante con rango(L). En el ejemplo 10, rango(L) = 2. m

Sea L: R* — R® definida como

a | 0 | ay
£ [(5) =11 1 2 (5]
@ 2 1 3 m

(a) (L es sobre?

(b) Determine una base para imag(L).
(c) Determine nicleo(L).

(d) ;L esunoauno?

(a) Dado cualquier

a
w=|b
c

en R®,donde a, b y ¢ son niimeros reales cualesquiera, ;podemos determinar

)
v=|a
3

de modo que L(v) = w? Buscamos una solucién del sistema lineal

1 0 1 ay a
1 2| |laal=1b
2 1 3 |as ¢

para lo cual determinamos la forma escalonada reducida por filas de la matriz aumen-
tada (verifique)

| 0 a
0 1 1 b—a
0 0 0 c—b-a
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(b)

(©)

d)

Fn consecuencia, sélo existe solucién cuando ¢ — b — a = 0,de modo que L no es
sobre; esto es, existen valores de a, b y ¢ para los cuales no existe un vector v en
R tal que

a
Livy=|b
c

Para determinar una base de imag(L), observemos que

a) | 0 | a) ay +day
L] |a = | 1 2l |a2 | =| a1+ a2 + 2as
ay 2 1 3 a3 2a; + a» + 3ax
| 0] 1
=ar |l |+a|l]|+ay|2].
2 1 3
Esto significa que
1
w1 2
| 3

genera imag(L). Es decir, imag(L) es el subespacio de R generado por las colum-
mas de la matriz que definen a L.

Los dos primeros vectores de este conjunto son linealmente independientes,

pues no son miiltiplos constantes uno del otro. El tercer vector es la suma de los
dos primeros. Por lo tanto, los dos primeros vectores forman una base para
imag(L), y dim(imag(L)) = 2.
Para determinar nicleo(Z.), debemos encontrar todos los vectores v en R tales que
L(v) = 0g. Al resolver el sistema homogéneo resultante, encontramos que (veri-
fique) @) = —ay y a; = —as. Por lo tanto, nicleo(l.) consta de todos los vectores
de la forma

donde r es cualquier niimero real. Entonces, nulidad(L) = 1.
Dado que niicleoL = {043}, se sigue, de acuerdo con el teorema 9.5, que L no es
o a uno. n

El problema de encontrar una base para nicleo(L) siempre se reduce a encontrar una
base para el espacio solucién de un sistema homogéneo; hemos resuelto este dltimo
problema en el ejemplo 1 de la seccion 6.5.

el método analizado en la demostracion constructiva alternativa del teorema 6.6, 0
mediante el procedimiento dado en la seccién 6.6. Ambos métodos se ilustran en el
siguiente ejemplo.

Si imag(L) es un subespacio de R™, podemos obtener una base para imag(L) con

SIVIRPE  Seal: R' > R definida como

L{a,, ay, a3, a3) = (@) + @3, a3 + a4, a4y + a3).

Determine una base para imag(L).
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Tenemos
L(ay, a2, a3, a3) = a)(1,0, 1) + az(1,0,0) + a3(0,1, 1) + a40, 1,0).
En consecuencia,
§={(1,0,1),(1,0,0),(0,1,1),(0,1,0)}

genera imag(L). Para determinar un subconjunto de S que sea una base para imag(L),
procedemos como en el teorema 6.6, escribiendo primero

ay(1,0,1) 4 ax(1,0,0) + ax0,1,1) 4+ a40, 1,0) = ©,0,0).

La forma escalonada reducida por filas de la matriz aumentada de este sistema homo-
géneo es (verifique)

Como los unos (1s) principales aparecen en las columnas 1,2 y 3, concluimos que los
primeros tres vectores de S forman una base para imag(L). Asi,

{(1,0, 1),(1,0,0),(0, 1, 1)}

es una base para imag(L).
En forma altemativa, podemos proceder como en la seccién 6.6 y formar la matriz
cuyas filas son los vectores dados

0 1
0 0
1 1
10

1
1
0
0

Al transformar esta matriz a su forma escalonada reducida por filas, oblenemos (ve-
rifique)

1 0 0
0 1 0
0 0 1
0O 0 0
Por lo tanto, {(1,0,0), (0, 1,0), (0,0, I)} es una base para imag(L). i}

Para determinar si una transformacién lineal es uno a uno o sobre, debemos resol-
ver un sistema lineal. Esta es una demostracién més de la frecuencia con la que debe-
mos resolver sistemas lineales para responder muchas preguntas de algebra lineal. Por
Giltimo, en el ejemplo 11,en el cual nulidad(L) = 1, rango(L) = 2 y dim(dominio(L)) = 3,
se cumple que

nulidad(L) + rango(L) = dim(dominio(L)).

Con el teorema siguiente se demuestra la validez general de tan importante resultado.

Si L: V— Wes una transformacién lineal de un espacio vectorial V, de dimension n,
en un espacio vectorial W, entonces

nulidad(L) + rango(L) = dim V. (1
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Demostracion

Sea k = nulidad(L). Si k = n, entonces niticleo(L) = V (ejercicio T.7, seccién 6 4), lo
aal implica que L(v) = Oy para todo v en V. Por lo tanto, imag(L) = {Oy}. En conse-
auencia, rango(L) = 0, y la conclusién es valida. Ahora, supongamos que | <k < n.
Demostraremos que rango(L) = n — k. Sea {v|, v2, ..., v;} una base para nicleo(L).
De acuerdo con el teorema 6.8, podemos extender esta base a una base

S={v,va..., Vi Vigts oo oo V)

para V. Demostraremos que el conjunto
T= {uvi-}-])v L(V,l+2)! seny uvn)}

es una base para imag(L).

En primer lugar, demostraremos que 7" genera a imag(L). Sea w cualquier vector en
imag(L). Entonces, w = L(v) para algiin v en V. Como § es una base para V, podemos
encontrar nlimeros reales a,, a,, . . . , @, tales que

V=a vy + @aVa + 00 agv,.
Entonces,
w= L(v)
= L(a\Vy + @aVa -+ - + Qg Vg + Qgay Veg) +- -+ + GyVp)
=a L(vy) + @ L(va) 4 -« + @ L(vy) + Qe L(Vesy) - + a, L(v,)

= Qrset L(Vis1) + -+ - + anl.(vy)

puesto que I(v,) = L(vz) = - - - = L{v;) = 0, pues vy, v2, . . ., ¥; estdn en nicleo(L).
Por lo tanto 7, genera a imag(L.).
Para mostrar que 7' es linealmente independiente suponga que

g1 L(Vgs1) + Qgi2l(Vig2) +- -+ + ay L(vy) = Oy
Por la parte (b) del teorema 92,

L(@k41Vk41 + Qr42VE42 + - + GnVa) = Ow.

Entonces, el vector @y, Vi, + GpyaVe2 + 0 + @y, eslé en nikleo(L), y podemos
escribir
k1 Vr+1 + Qe42Vk42 + 0+ - t @aVa = b1V1 + bava +- - + byvy,
donde b, by, ... . by son nimeros reales determinados de manera tnica. Entonces te-
nemos
byVy +byVy + v+ BgVg — Gget Vit — Qpa2Vis2 — 00 — GV = Oy,

Como § es linealmente independiente, deducimos que
by=by==bh=a4 =a42="=a,=0.

Por lo tanto, T es linealmente independiente, y forma una base para imag(L).
Si k = 0, nicleo(L) no tiene una base; suponemos que {v,,v, ..., V,} ¢s una ba-
s para V. La demostracién contintia entonces como se acaba de explicar. @

Observe que con la adopeién de los términos nulidad y rango para las dimensio-
nes del niicleo y la imagen de L, la conclusién del teorema 9.7 es muy similar a la del
teorema 6.12. Esto no es una coincidencia; en la seccion siguiente mostraremos como
asociar a L. una Ginica matriz de m x n, cuyas propiedades reflejan las de L.

H ejemplo siguiente ilustra de manera grifica el teorema 9.7.
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Sea L: R? — R® la transformacién lineal definida por

a) a +axy
L az =\|a +a2
a3 t — a3
a
Un vector | @; | estd en niicleo(L) si
ay
a 0
L @ = | {}
@ 0

Debemos encontrar una base para el espacio solucion del sistema homogéneo

ay -+ ay =0
ay + az = ()
a —ay =0,
—1
Entonces, una base para nicleo(L) es 1 | §; en consecuencia, nulidad(L) = 1 y el

nideo de la transformacion es una recta que pasa por el origen,

a +aj
Adicionalmente, todo vector en imag(L) es de la forma | a, + a2 |, que puede escri-
a — a3
birse como
| 0] 1
a|l]|+a|l]| +a 0
0 1 -1

Entonces, una base para imag(L) es

0

(explique), de modo que rango(L) = dim(imag(L)) = 2. Esto indica que la imagen de
la transformacién L es un plano que pasa porel origen. Estos resultados se ilustran en la
figura 92. Observe que,

dim R* = 3 = nulidad(Z) + rango(L) = 1 + 2,
una confirmacién del teorema 9.7. [E]

Hemos visto que una transformacién lineal puede ser uno a uno y no ser sobre, o ser
sobre y no uno a uno. Sin embargo, el siguiente corolario muestra que cada una de estas
propiedades implica la otra si los espacios vectoriales Vy W tienen igual dimensién.

Sea L.: V— Wes una transformacion lineal, y sea dim V = dim W.
(a) SiLes uno a uno, entonces es sobre.

(b) Si Les sobre, entonces es uno a uno.

Ejercicio T2, u
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Figura 9.2 »

e
~
ta

ndcleo(L)
/ imag(L)

x V=R’ : -

|3 Ko MEN Seal: P, — P, latransformacion lineal definida como

Liaf + bt + ¢) = (a + 2b}t + (b + ©).

(@) ;—4 + 2 — 2 estd en nicleo(L)?
(b) ,',lf2 + 2¢ + 1 estd en imag(L)?

(¢) Determine una base para nicleo(l.).
(d) (L e uno a uno?

(¢) Determine una base para imag(L).
(f) (L es sobre?

(g) Verifique el teorema 9.7.

Solucién  (a) Como
-4 +21-2)=(—4+2-2¢+(-2+2) =0,

concluimos que —4r> + 2r —2 estd en niicleo(L).
(b) Elvector 7 + 2t + 1 estden imag(L) si podemos determinar un vector ar” + bt + ¢
en P, tal que

La®+bt+c) =0 +2t+ 1.
Como I(af’ + bt + ¢) = (a + 2b) + (b + ¢), tenemos que
(@+2b)+(b+c)=r+21+ 1.

Podemos escribir el lado izquierdo de esta ecuacién como 02 + (a + 2b) + (b + o).
En consecuerncia,

0+ @@+ 20+ (b+c)=F+2+1,

Entonces debemos tener

=1
a+2b=2
b+c=1.

Como este sistema lineal tiene no solucion, el vector dado no estd en imag(L).
(c) El vector ar’ + bt + cestd en nucleo(L) si

L(af® + bt +¢) =0,
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es decir, si
(a+2b)t+ (b+ ¢) =0.
Entonces,
a+2b =0.
b+c=0.

Al llevar la matriz aumentada de este sistema lineal a su forma escalonada reduci-
da por filas, encontramos (verifique) que una base para el espacio soludén es

il

de modo que una base para nicleo(L) es {2&’2 —t+ 1}
(d) Como niicleo(L) no tiene solamente el vector cero, L no es uno a uno.
(e) Todo vector en imag(L) es de la forma

(a+ 2bx + (b+ ).

de modo que los vectores ¢y 1 generan a imag(/L). Estos vectores forman una ba-
se para imag(L) porque también son linealmente independientes.

(f) Ladimension de P> es 3, mientras que imag(L) es un subespacio de P, de dimen-
sién 2, de modo que imag(L) # P,.Por lo tanto, L no es sobre.

(g) De acuerdo con (c), nulidad(L) = 1 y, segin (e), rango(L) = 2, de modo que

3 = dim P, = nulidad(L) + rango(L),

lo cual es una verificacion del teorema 9.7 ]

Si L:R" — R" es una transformacién lineal definida como [(x) = Ax, donde A es
una matriz de n x n, podemos utilizar el teorema 9.7, la ecuacién (1) y el corolario 6.2
para demostrar (ejercicio T4) que L es uno a uno si y sélo si det(A) # 0,

Haremos un dltimo comentario en relacién con un sistema lineal Ax = b, donde A
es una matriz de n x n. Consideremos de nuevo la transformacion lineal L: R — R”
definida como L(x) = Ax, para x en R". Si A es una matriz no singular, entonces

dim(imag(L)) = rango A = n,
de modo que
dim(nucleo(L)) = 0.

Por lo tanto, L es uno a uno y, en consecuencia, es sobre. Esto significa que el sistema
lineal dado tiene una tinica solucion (por supuesto, ya habiamos llegado a este resulta-
do a partir de otras consideraciones). Ahora suponga que A es singular; entonces, ran-
go A < n.Esto significa que dim{nicleo(L)) = n — rango A > 0, de modo que L no es
uno a uno ni sobre. De acuerdo con esto, existe un vector b en R”, para el que el siste-
ma Ax = b no tiene solucién. Ademis, como A es singular, Ax = 0 tiene una solucion
no trivial x5. Si Ax = b tiene una solucién y, entonces x; + y es una solucion de Ax = b
(verifique). Entonces, si A es singulary existe una solucién para Ax = b, esta solucion
no es tinica,

Términos clave

Uno a uno (inyectiva)

Imagen
Sobre

Nulidad
Rango
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9.2 Ejercicios

1.

7.

Sea L: R? — R’ la transformacién lineal definida como
Lay, @) = (a,,0).

(@) 4(0, 2) estd en nicleo(L)?
(c) ;(3,0) cstd enimag(L)?  (d) i(3,2) estd en imag(L)?
(¢) Determine nicleo(l). (f) Determine imag(l.).

Sca L: R* — R’ 1a transformacién lincal definida como

c([a])=[2 o)

@ ¢ B] csth en nicleo(1)?  (b) ,-,[ ﬂ esté en nécleo(Z)?

(b) (2, 2) st en nicleo(Z)?

©) ¢ [g] estd en imag(L)?  (d) | [i] estd en imag(L)?

(e) Determine nicleo(L).
(f) Determine un conjunto de vectares que generen a imag(L).
Sea L: R? — R® definida como
L(x,y) =(x,x + y, ).

(a) Determime niicleo(L.).
(b) ;L es uno a uno?
(c) ;L cs sobre?
Sca L: R* — R’ definida como

L,y zwy=k+yz+w,x+2).
(a) Determine una base para nicleo(L).
(b) Determine una base para imag(L).
(c) Verifique el teorema 9.7.
Sea L: R® — R* definida como

s { 0 =t 3 <17
e oy 0 0o 2 |
MI™12 0 =1 5 1 }
s o 0 =t 31 o™
Xs Xs

(a) Determine una base para nicleo(L).
(b) Determine una basc para imag(L).
(c) Venfique el tcorema 9.7,

Sea L: R — R® definida como

(-3 3L

(a) (L es uno a uno?
{b) Determine la dimension de imag(L).
Sea L: R* — R’ definida como

x+y
=|y=-12z]|.
Z—w

e

(2]

E e ¥

8.

11.

12,

(a) JL es sobre?

(b) Determine la dimensién de nicleo(l).
(¢) Verifique el teorema 9.7.

Sea L: R — R definida como

LxyD)=(x=yx+ 2y2).

(a) Determine una base para nicleo(L).

(b) Determine una base para imag(L).

(c) Verifique el teorema 9.7,

Verifique ¢l tcorema 9.7 para las siguicntes transformacio-
nes lmeales.

(@) L(x,y)=(x+y, ).

x 4 =1 =1 Y
o L{{y|)=|2 2 3]||x]
z 2 -3 —-4||:z
() Lix,y,2)=(x+y—2z,x+y,y+2).

Sca L: R* — R* definda como

x | 2 1 Nrx
y |2 1 -1 2||y
b z il b 0o 0 -1 z
w 4 1 =1 0] Lw

(a) Determine una base para nicleo(L).
(b) Determine una base para imag(L).
(¢) Verifique ¢l teorema 9.7,

Sca;L: Py — P; la transformacién lincal definida como
Lar + bt +¢) =(a+ ) + (b + on.

(a) ;r* — 1 — | estd en nicleo(L)?

(®) i + t— 1 estd en nicleo(L)?

(¢) ;27 — restd en imag(L)?

(d) g,r’ — 1+ 2 estd en imag(L)?

(¢) Determine una base para nicleo(L).

(f) Determine una base para imag(L).

Sca L: Py — P, la transformacion lincal definida como

Lar + b2 +ct +d) = (a = b)f + (¢ - d)t.

(@) ;' 4 + 1 — 1 estd en nicleo(L)?
(b) o' = £ 4+ 1~ 1 estd en niicleo(L)?
(c) (3 + restd en imag(L)?

(d) ¢3r' — 7 csté cn imag(L)?

(e) Determine una base para niicleo(L.).
(f) Determine una base para imag(L).

13. Sca L: My; — M»; la transformacién lincal definida como

t([s 2])=laxs bxs)



(a) Determine una base para niicleo(L).
(b) Determme una base para imag(L).
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417

(Requiere conocimientos de cdlculo) Sea L: P, — P,

la transformacién lineal definida como

Llp(n] = p'(1).

14, Seal: P, — R’ latransformacién lineal definida como _ .

L(ar* + bt + ¢) = (a, b). (a) Determine una base para nicleo(L).

&) Dot - dcleo(l) (b) Determine una base para imag(L).

a) Determine una ara n 3

ke P 18. (Requiere conocimientos de célculo) Sea L: Py~ R'

(b) Determime una base para imag(L). la transformacién lineal definida como

15. Sea L.: M, — My, la transformacién lincal definida como !
Lip(n) = f plr)dr.
(1]
Liv) = [I z]v— \!r[l 2].
I U (a) Determine una base para niicleo(Z).
(a) Determine una base para niicleo(L). (b) Determine una base para imag(L).
. . 19. Sea L: R* — RC una transformacién lineal.
(b) Determme una base para imag(L). N
o o (a) Sinulidad(L) = 2, jcudnto vale rango(L)?
Gl e (b) Si rango(L) = 3, ;cutinto vale nulidad(Z)?
e 20. Seca L:V — R° una transformacién lincal.

(a) Determine una base para nicleo(L). (a) SiL essobrey nulidad(L) = 2, jcudnto vale dim V7

(b) Determine una base para imag(L). (b) Si L es uno a uno y sobre, ;cudnto vale dim V?
Ejercicios tedricos

T.1. Demuestre el corolario 9.2. linealmente independiente, también S lo es. (Sugerencia:
T2. Demuestre el corolario 9.3, suponga que § ¢s lincalmente dependiente. ; Qué puede
irde 77

T3. Sea Auna matrizde m x n ysea L: R" — R” definida it
como I(x) = AX para x en R". Demuestre que ¢l espacio T.8. Sca L:V — Wuna transformacién lineal. Demuestre que
generado por las columnas de A es la imagen de L. L ¢s uno a uno si y sélo si rango(L) = dim V.

T4. Sca L: R" — R" una transformacién lineal definida por T9. Sca L:V — W una transformacién lincal. Demuestre
L(x) = Ax, donde A es una matriz de n x n. Demuestre que.L €S uno a uno si y sélo si _la imagen de cualquier
que L ¢s uno a uno si y s6lo si det(A) # 0. [Sugerencia: conjunto linca'xlmcntc WIFPC“"'C“‘_‘ de vectores en Ves
utilice el teorema 9.7, la ecuacién (1) y el corolario 6.2.) un conjunto lincalmente independiente de vectores en W.

TS. Sea L: V— Wuna transformacién lineal. Si T.10. Sca L : V — W una transformacion lincal, y sca dim
{¥\,¥a, ..., ¥} genera a V, demuestre que V = dim W. Demuestre que L es uno a uno si y sélo si
{Lv), (v, . . ., L{vy) genera imag(L). la imagen bajo L de una base de V es una base de W.

T6. Sea L: V — Wuna transformacién lineal. T.11. Sea V un espacio vectonial de dimensién n, y sea
(a) Demuestre que rango(L) < dim V. S= {_\fl."z- .+ .4 Vy} una basc para V. ScaL: V — R”

3 ) ) definida por L(v) = [v]s. Demuestre que
(b) Demuestre que si L es sobre,entonces dim W < dim V., L)
AL (a) L es una transformacion lineal.

T.7. Sea L: V — Wuna transformacién lineal, y sea
§ = {vy. v2, ..., v,} un conjunto de vectores en V. (b) L es uno a uno.

Demuestre que si T = {L(v)), L(v;),. .., L{v)} es (c) L es sobre,
Ejercicios con MATLAB
Para usar MATLAB en esta seccion, deberd leer antes la seccidn
10.8. Determine una base para el niicleo y para la imagen de la -3 =
transformacion lineal L(x) = Ax para cada una de las siguien- ML2. A= 2 -1 4
tes matrices A. 2 =2 6
; 5 8§ & 3 3 =3 | 11
ML.l. A= : ML3. A=|-4 -4 7 -2 -19
[_2 -3 -8 —7] [ 2 2 -3 1 9
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EXELA MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

TEOREMA 9.8

Demostracion

DEFINICION

Si L: R" — R™ es una transformacion lincal, entonces existe una Gnica matriz A de
m x n tal que L(x) = Ax para x en R”. En esta seccién generalizamos este resultado pa-
ra el caso de una transformacion lineal L: V — W de un espacio vectorial V de dimen-
sién finita en un espacio vectorial W de dimensién finita.

LA MATRIZ DE UNA TRANSFORMACION LINEAL

Sea L: V— Wuna transformacion lineal de un espacio vectorial V, de dimension n, en
wn espacio vectorial Wde dimension m (n # 0 ym # 0),ysean § = {v;, V5, ..., ¥}
yT={w,,wy...,W,} bases de Vy W, respectivamente. Entonces, la matriz A de
m X n, cuya j-ésima columna es el vector de coordenadas [L(v))}y de I(v)) con respec-
to a T, se asocia con L y tiene la siguiente propiedad: si x estd en V, entonces

(L], =A[x],, (1

donde |x]g y [L{x)]3 s0on los vectores de coordenadas de x y L(x) con respecto a las ba-
ses Sy T, respectivamente. Ademds, A es la tinica matriz con esta propiedad.

La demostracién es constructiva; es decir, mostraremos la forma de construir la matriz
A, Consideremos ¢l vector vyen Vpara j= 1,2, ..., n. Entonces L(v)) es un vector en
W,y como T es una base para W, podemos expresar este vector como una combinacién
lineal de los vectores en T de manera Ginica. En consecuencia,

Lv) =cyw +cyWa+ " +CyWyy (1 Sj<n). (2)

Esto significa que el vector de coordenadas de L(v;) con respecto a T es

Cij
2j
[L("'J')lr -

Cmj

A continuacién defimiremos la matriz A de m x n, eligiendo [I(v)]y como la j€sima
columna de A,y demostraremos que esta matriz satisface las propiedades que se indi-
cn en el teorema. Dejaremos el resto de la demostracién como el ejercicio T.1, e ilus-
traremos ampliamente el resultado en los ejemplos siguientes. B

La matriz A del teorema 9.8 se conoce como la matriz que representa a /. con respec-
to a las bases Sy 7,0 la matriz de L con respectoa Sy 7.

Resumamos ahora el procedimiento dado en el teorema 9.8.

El procedimiento para calcular la matriz de una transformacion lmeal L: V— W con
respecto a las bases S = {v,,v,5,..., v, ]y T={w;, wy,...,w,} paraVy W, res-
pectivamente, es el siguiente.

Paso 1. Calcular I(vy) paraj=1,2,...,n.

Paso 2. Determinar el vector de coordenadas [L(v;)]r de L(v;) con respecto a la ba-
se T. Esto significa que Z(v;) debe expresarse como una combinacién lineal de los
vectores en T [vea la ecuacion (2)].

Paso 3. Lamatriz A de L con respecto a Sy T se forma eligiendo a [L(v))]r como la
J-€ésima columna de A.




Sec.9.3 La matriz de una transformacion lincal 419

L La figura 9.3 proporciona una interpretacion gréfica de la ecuacion (1), es decir, del
A ————0 teorema 9 8. La flecha horizontal superior representa la transformacién lineal L del es-
pacio vectorial V de dimension n en el espacio vectorial W de dimensién m, y lleva el
vector x de V al vector L(x) de W.La flecha horizontal inferior representa la matriz A.
Entonces, [L(x)]r, un vector de coordenadas en R™, se obtiene multiplicando [x]g. un
vector de coordenadas en R”, por la matriz A. Esto indica que siempre podemos traba-
jar con matrices en vez de transformaciones lineales.
Los fisicos y otras personas que trabajan mucho con transformaciones lineales ha-
Figura 9.3 A cen la mayor parte de sus célculos con las matrices de tales transformaciones.

EJEMPLO 1 Sea L: R® — R’ definida como

'

[x]s LX)y = Alx]g

* Xty
Ly|y =['. ‘] ()
z e

S = {vy, v2, v3} y T = {w;,wy}

bases para R® y R, respectivamente, donde

weff) » =)

Determinaremos la matriz A de L con respecto a Sy 7. Tenemos que

[14+0] 1
bnli=lg_o|= 0]'

ptisin o
Ev) = 17:(11 = :]
oo =[5+9] =[]

Como T es la base canénica de R, los vectores de coordenadas de I(v,), L(vy) y
I(v3) con respecto a 7 son iguales a I(v)), [(vy) y L(v3), respectivamente. Es decir,

(L), = [('}] [Lvd], = [:] [Lw)], = [_‘l’].

Por lo tanto,
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S[AV KR  Scal: R —» R definida como en el ejemplo 1. Ahora sean

Solucién

S={vi.vaava} y T={w,w}
bases para R® y R’, respectivamente, donde
0 1

1
Vi =191; o=l w=1|1],
1 | 1

wel 5 e[

Determinar la matriz de L con respectoa Sy T.

wo=[ 1], woo=[l].  zow=[f]

Para determinar los vectores de coordenadas [1(v))]7, [L(v2)}r ¥ [LA¥3)]7, escribimos

Livi)=| _ :] =mw) +axw2 = q [é] + az [“:] ’

L(va) = (l)] =biwi + baw:r = by [;] + b [“ :] .

Tenemos

L(vy) = (2)] =C|W) +CI3Wa = () |:;.]’] + ¢ [-:] 3

Es decir, debemos resolver tres sistemas lineales, cada uno de los cuales consta de dos
ecuaciones con dos incégnitas. Como su matniz de coeficientes es la misma, los resol-
vemos todos a la vez,como en el ejemplo 4 de la seccién 6.7. En consecuencia, forma-
mos la matriz

cuya forma escalonada reducida por filas es (verifique)

‘ 1 2
1 0:0: §:3
2 4

Esto indica que la matriz A de L con respectoa Sy Tes

A=

it L -

Lad|dm b bk

-1

La ecuacion (1) es, entonces,

(L], = o | s @)
k)

LA bl
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Para ilustrar la ecuacion (4), sea

]
I
WO -

Entonces, segiin la definicién de L dada por la ecuacion (3), tenemos

wo=[19-[1)

Ahora (verifique)
-3
[x]s=1 2
4
Entonces, segtn (4)
9
(L], = Al =]
1
Por lo tanto,
101 11 [—% 7
-3
valor que coincide con el valor previamente encontrado de L(x). [ ]

Observe que las matrices obtenidas en los ejemplos 1 y 2 son diferentes, aunque L
sea la misma en ambos casos. Aunque la demostracion estd mds alla del alcance de es-
te libro, es posible comprobar que existe una relacion entre estas dos matrices.

El procedimiento utilizado en el ejemplo 2 se puede utilizar en la determinacion de
la matriz que representa una transformacién lineal L: R" — R™ con respecto a bases da-
das Sy T para R" y R™, respectivamente.

H procedimiento para calcular la matriz que representa una transformacién lineal L ;
R" — R™ con respectoa las bases S = {v,v2, ..., Vot YT = {w|, W2, ..., Wy}
para R" y R™, respectivamente, es el siguiente.

Paso 1. Calcular L(x) para j= 1,2, ... ,n.
Paso 2. Formar la matriz

[wi wa oo w iLv)iLva) e i L],
que se lleva a su forma escalonada reducida por filas, para obtener la matriz

(1, : Al

n .

Paso 3. La matriz A representa la transformacion L con respecto a las bases Sy 7.

AV IR Sca L: R — R’ la transformacién definida en el ejemplo 1, y sean

S = {v3, v, v;} y T = {w;, wa},
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Observacion

EJEMPLO 4

Solucién

Observacion

EJEMPLO 5

donde vy, v, v3, W) ¥ W2 son como en el ejemplo 2. Entonces, la matriz de L con res-
pectoa Sy Tes

-

I
wibs Wird
R b

Observe que si cambiamos el orden de los vectores en las bases Sy T, la matriz A de L
puede cambiar,

Sea L: R® —» R? definida como

~
e e
Il
e |
P =
)
| IS |
b e =

Sean
S={vi,va,va} ¥y T={w,wy}

las bases naturales de R® y R?, respectivamente. Determine la matriz de L con respecto
aSyT.

Tenemos
7 T § b (1] i
L{vy) = : ) 3 8 =l5l= Iw; + lw,, de modo que [I.(V[)]T =13
1 T+ 1] 0] [1 (17
Liv2) = |, 3 (I) = || =1wi +2w2, demodoque [L(v)], =,
Ademis,

1
[L(\';)]T = [3} (verifique).

Entonces, la matriz de L con respecto a Sy T es

1 1 1
- ]
Por supuesto, la razén para que A coincida con la matriz usada en la definicion de L, es
que se estdn utilizando las bases naturales para R® y R%.

Sea L: R’ — R? definida como en el ejemplo 4. Ahora sean
S={vi.va,va} y T={w,wy}

donde
| 0 0
vi=|1], Vo= | vi= |0
0 | 1

Hallar la matriz de L con respecto a Sy T.
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EJEMPLO 6

Solucién
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Tenemos

2 | 1
L(v)) = [3} » L(w) = [2] y L(vy) = [3] .

Ahora formamos (verifique)
: - : 1 : 2 1 I
i waileilmilom)=|, 4i3 i, 5]

La forma escalonada reducida por filas es (verifique)

de modo que la matriz de L con respecto a Sy Tes
3 1 0
A:[_l 1 l]'

Esta matriz es bastante distinta de aquella que defini6 a L. En consecuencia, aunque una
matriz A puede ser usada en la definicién de una transformacién lineal L, no podemos
concluir que ésta sea necesariamente la matriz que representa a L con respecto a las ba-
ses dadas, Sy T. il

Sea L: P, — P, definida como L[p(1)] = 1p(1).

(a) Determinaremos la matriz de L con respecto a las bases S = {r,1} y T = {(P.1,1}
para Py y P,,respectivamente.

(b) Sip(r) = 3r — 2, calcularemos L[p(1)], directamente y utilizando la matriz obteni-
da en (a).

(a) Tenemos

1
Lty=rt-t=7=1(F) + 0(0) + 1), demodoque [L(N], =|0];
0

L) =t-1=1=00)+ 1(t) + 1), demodoque [L(D], = |1

Por lo tanto, la matriz de L con respecto a Sy T es

1 0
A=1]|0 1].
0 0

(b) Al calcular L[ P(r)] en forma directa, lenemos
Lip(®)] = 1p(1) = #(3t — 2) =3 — 2.
Para calcular Lp(r)] mediante A, primero escribimos

pit) =31+ (-2)1, demodoque [p(t)] =[_g].
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Entonces,
| 0 3 3
o, ==t 319-[4]
0 0
Por lo tanto,

LIP()] =372 + (=2t + (1) = 377 — 2. 2

3|3V I Seal: P, —» P, definida como en el ejemplo 6.

(a) Determine la matriz de L con respecto a las bases § = {r, 1} y T = {’. t —1,
t + 1} para P, y P, respectivamente.
(b) Si p(1) = 3t — 2, calcule L[p(r)] empleando la matriz obtenida en (a).

Solucion  (a) Tenemos (verifique)

1
Lit) = =17+ 0¢ — 1)+ 0@ +1), demodoque [L(t)], =|0];
0
e
L(1) =t =0(%) + e~ 1)+ 3¢+ 1), demodoque [L(1)], = ;
1
Entonces, la matriz de L con respecto a Sy Tes
| 0
A=10 .
0 i
(b) Tenemos
1 0 5 3
[Lip®1], = Alp0] =0} [ 2] =l
-1
;
Por lo tanto,
Lipi] =32 + (=)t = ) + (=)t + 1) =32 - 21 =

Suponga que L: V — W es una transformacion lineal, y que A es la matriz de L con
respecto a ciertas bases para Vy W.Entonces, el problema de determinar nicleo(L) se
reduce a encontrar el espacio solucion de Ax = 0. Ademds, el problema de determinar
imag(L) se reduce a hallar el espacio generado por las columnas de A.

SiL:V— Ve un operador lineal (una transformacion lineal de un espacio vec-
torial en sf mismo) y V es un espacio vectorial de dimensién n, para obtener una matriz
que represente a L, fijamos bases S y 7 para V y obtenemos la matriz de L con respecto
a Sy T.Sin embargo, en este caso es frecuente elegir § = 7. En este caso, y para evitar
redundancia, nos referimos a A como la matriz de /. con respectoa 5. SiL: R" —» R*
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es un operador lineal, la matriz que representa a L con respecto a la base candnica pa-
ra R" se le llama matriz estdndar que representa a L.

Sea I: V — Vel operador lineal identidad en un espacio vectorial de dimension n,
definido por /(v) = v para cada v en V. Si § es una base para V, la matriz de / con res-
pecto a § es [, (ejercicio T.2). Sea T otra base para V. Entonces, la matriz de / con
respecto a Sy T es la matriz de transicion (vea la seccion 6.7) de la base S alabase T
(ejercicio T.5).

SiL: R" — R" & un operador lineal definido como L(x) = Ax, para x en R”, po-
demos demostrar que L es uno a uno y sobre, si y sélo si A es no singular.

A partir de lo anterior, podemos ampliar nuestra lista de equivalencias no singulares.

Lista de equivalencias no singulares
Las siguientes afirmaciones son equivalentes para una matriz A de n x n.
1. A es no singular.
2. x = 0 es la dnica solucién para Ax = 0.
3. Aes equivalente por filas a /,.
4. Elsistema lineal Ax = b tiene una tinica solucion para cada matrizb de n x 1.
5. det(A) # 0.
6. A tiene rango n.
7. A tiene nulidad 0.
8. Las filas de A forman un conjunto lincalmente independiente de n vectores en R”.

9. Las columnas de A forman un conjunto linealmente independiente de n vecto-
res en R".

10. Cero no es un valor propio de A.

11. El operador lineal L : R" — R" definido por L(x) = Ax, para x en R",es uno a
uno y sobre.

UN CAMBIO DE BASE PRODUCE UNA NUEVA MATRIZ
QUE REPRESENTA UN OPERADOR LINEAL

Si L: V— Vesun operador lineal y § es una base para V, la matriz A que represen-
ta a L con respecto a § cambiara si utilizamos, en vez de §, la base T para V. El si-
guiente teorema nos dice cémo determinar la matriz de L con respecto a T, utilizando
la matriz A.

Sea L: V— Vunoperador lineal, donde V es un espacio vectorial de dimension n. Sean
S={vi.va,.... Y}y T={w,, wa,...,w,} bases para V,y sea P la marriz de tran-
sicion de T a S.* Si A es la marriz que representa a L con respecto a S, entonces P~ AP
es la marriz que representa a L con respecto a T.

Si P es la matriz de transicion de T'a S y x es un vector en V, entonces la ecuacion (5)
de la seccién 6.7, establece que

[x]ls = Plx]p, 5)

donde la j€sima columna de P es el vector de coordenadas [w )]s de w; con respecto a S.

Con base en el teorema 6.15 (seccién 6.7), sabemos que P! es la matriz de transicién

*En la seccién 6.7, P se denotS como P, . Pam simplificar la notacién, en esta seccién la denotaremos por P,
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de S a T,donde la j-6sima columna de P! es el vector de coordenadas [vjlr de v;con
respecto a T. De acuerdo con la ecuacidn (5) de la seccion 6.7, tenemos

ylr = P'lyls (6)
paray en V. Si A es la matnz que representa a L con respecto a §, entonces
[L0x)]s = Alx]s (7

para x en V. Al sustituir y = L(x) en (6), tenemos

[LoOl7 = P~ (L)),
Si utilizamos primero (7) y luego (5) en esta iltima ecuacién, obtenemos

(L) = P [Lx)]s = P 'Alx]s = P 'AP[x]r.

La ecuacién

[Lixlr = P~ AP[x]7
implica que B = P~' AP es la matriz que representa a L con respecto a T. E

Podemos ilustrar el teorema 9.9 mediante el diagrama de la figura 9 4. Esta figura

nuestra que hay dos formas de ir de x en V a L(x): directamente, con la matriz B; o de
manera indirecta, con las matrices P, Ay P .

Figura 9.4 »

Lix)

v L ]
B . (L), =Blx),=PIAP[x],

o p-

Plx], AP[x],

S[AVIZ KR Sea L: R> - R’ definida como

Sean

S =

o ) v = (L))

bases para R%. Podemos demostrar ficilmente (verifique) que

=i

es la matriz que representa a L con respecto a S.
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L.a matriz de transicion P de T a § es la matnz cuya j-<€sima columna es el vector
de coordenadas del j€simo vector de la base 7 con respecto a S. En consecuencia,

=17

La matriz de transicion de S a T es (verifique)

soalt <3
oyt 2]

Entonces, la matriz que representa a L con respecto a T es (verifique)

dane =2 1
rar=[2 ).

Por otro lado, podemos calcular directamente la matriz de L con respecto a 7. Tenemos

(LD -B1 «(BD-G)

Ahora formamos la matriz

cuya forma escalonada reducida por filas es

1 02 1
0 111

Por lo tanto, la matriz que representa a L con respecto a T es

)

como antes. =]

REVISION DE LA DIAGONALIZACION Y DE LA SEMEJANZA
DE MATRICES

Recordemos que, como se dijo en la seccion 7.2, una matriz B de n x n es semejante
a una matriz A de n x n si existe una matriz no singular P tal que B = P~'AP. Enton-
ces, el teorema 9.9 implica que cualesquiera dos matrices que representen el mismo
operador lineal L: V — V con respecto a bases diferentes, son semejantes. Reciproca-
mente, se puede demostrar (aunque no lo haremos aqui) que si A y B son matrices seme-
jantes, ellas representan la misma transformacién lineal L: V — V con respecto a dos
bases para V.
El siguiente teorema es consecuencia del teorema 7 4.

Considere el operador lineal L. R" — R" definido por L(x) = Ax para x en R". Enton-
ces, A es diagonalizable con n vectores propios linealmente independientes x;, X5, . . . ,
X, 81 y s6lo st la matriz de L con respecto a S = {x|, x>, . . ., X, } es diagonal.
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Demostracion

Observacién

Supongamos que A es diagonalizable, De acuerdo con el teorema 7 4, A tiene n vecto-
res propios lincalmente independientes, x;, x,, . . . , X, con valores propios correspon-
dientes Ay, 22, ..., A, Como n vectores linealmente independientes en R” forman una
base (teorema 6.9 de la seccién 6.4), concluimos que § = {x;, x5,...,X,} es una base
para R". Ahora,

L(I;):AXJ:AJXJ=OI! e [l --f-oxj_l +l}"1+m}+l 4 e +0!".
de modo que el vector de coordenadas [/(x))]g de L(x;) con respecto a S es
-0

hj| <«— j<¢sima fila. (8)

Por lo tanto, la matriz de L con respecto a § es

N 0 o0
0 i -+ 0
: - (9)
0 - 0 A,
Reciprocamente, supongamos que existe una base § = {x;, X2, ... ,X,} para R” con res-

pecto a la cual la matriz de L es diagonal, digamos, de la forma en (9). Entonces, el vec-
tor de coordenadas de L(x;) con respecto a § e (8), de modo que

L(x;) = Ox; + -+ + 0x;—) + 4;%; + Ox;4) + - * + 0x, = A;x;.
Como L(x;) = Ax;, tenemos
AX} = l}lj.

lo cual significa que x;, X5, . . ., X, son vectores propios de A. Como dichos vectores
forman una base para R”, son linealmente independientes y, de acuerdo con el teorema
74, concluimos que A es diagonalizable. B

Sea L: R" — R" una transformacién lineal definida por I(x) = Ax. Si A es diagonaliza-
ble, segiin el teorema 7 4, R” tiene una base § formada por vectores propios de A. Ade-
més, por el teorema 9.10 la matriz de L con respecto a S es la matriz diagonal cuyas
entradas en la diagonal principal son los valores propios de A. En consecuencia, el pro-
blema de diagonalizar A s convierte en el de determinar una base § para R" tl que la
matriz de L con respecto a § sea diagonal.

MATRICES ORTOGONALES. REVISION

A continuacién veremos las implicaciones geométricas de las matrices ortogonales. Sea A
una matriz ortogonal de n x n,y consideremos la transformacion lineal L : R" — R" de-
finida por L(x) = Ax, para x en R". Primero calkculemos L(x) - L(y) para vectores cua-
lesquiera x y y en R, Utilizando el ejercicio T.14 de la seccién 1.3, y el hecho de que
ATA = I,,tenemos

L(x) - L(y) = (Ax) - (Ay) = (Ax)" (Ay)
=x" (AT A)y (10)
=x-(ATAy) = x+ (I,y) =x-y.
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Esto significa que L conserva el producto interior de dos vectores y, por lo tanto, . con-
serva longitudes. Por supuesto, es claro que si u es el dngulo entre los vectores x y ¥
en R”, entonces el dngulo entre [(x) y /(y) también es u (ejercicio T.8). Una transfor-
macién lineal que satisface la ecuacién (10) es una isometria. Reciprocamente, sea L:
R" — R" una isometria, de modo que

L(x) « I(y) =x -y,

para vectores cualesquierax y y en R". Sea A la matriz de L con respecto a la base ca-
ndnica para R". Entonces

L(x) = Ax.
Si x y y son vectores arbitrarios en R”, tenemos, utilizando la ecuacion (1), seccién 7.3,
X -y = L(x) - Ly) = (Ax) - (Ay) = x - (ATAy).
Como esto es viélido para todo x en R”, concluimos, de acuerdo con el ejercicio T.8 de

la seccion 4.2, que

ATay =y

para cualquier y en R”". El ejercicio T.20 de la seccién 1.4 implica entonces que ATA =
I, de modo que A es una matniz ortogonal.

Terminos clave

Matriz que representa una transformacién lincal
Isometria

9.3 Ejercicios

Sea L: R* — R® definda como

Lix,y) = (x -2y, x + 2¥).
Sca § = {(1,—1),(0, 1)} una basc para R, y sca T la
base candnica (o natural) de R”. Determine la matriz
que representa a L con respecto a

(a) § (b) SyT () TyS d T

(e) Calcule £(2, — 1) empleando la definicion de L y
las matrices obtenidas en (a), (b). (c) y (d).

Sea L: R? — R? definida como

(5] =[33):

Sca § la base canénica de R y sea

r={[2 )

otra base para R, Determine la matriz que representa a L
con respecto a

(a) § (b)SyT ©TyS 7T

(2]

con la definicién de L y las matrices obtenidas en
(@), (b), (c), y (d).

3. Seal: R — R’ definida como

([~

Scan S y 7 las bases canénicas de R? y R®, respectivamente.

R

-

hases para R® y R', respectivamente. Determine la matriz
que representa a L con respecto a

(@ SyT b) S'yT

([2])

utilizando la definicién de L y las matrices obtenidas en
(a) y (b).
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4.

6-

Sea L: R — R’ definida como
Lix,y,2) =(x+ 2y + 2, 2x - y, 2y + 2).

Sea § la base natural de R,y sea
T={(1,0,1),(0,1,1),(0,0, 1)} otra base para R’
Determine la matriz de L. con respecto a
(@ § b SyT ©TyS T
(e) Calcule I(1, 1, —2) empleando la definicién de L y

las matrices obtenidas en (a), (b), (¢) y (d).

. SeaL: R* — R definida como

e

Sean § y T las bases canénicas de R y R, respectivamente,

Ademds, sean

S'=

(HRHEI

[

bases para R y R, respectivamente. Determine la matriz
de L con respecto a

(@) SyT ®S'yT

)

utilizando la definicién de L y las matrices obtenidas en (a)
y (b).
Sea L: R? — R* definida como

(D=1 B

(a) Determine la matriz de L con respecto a las bases
canénicas de R? y R

(b) Determine la matriz de L con respecto a las bases S’
y T’ del ejercicio 3.

+([3])

con la definicién de L y las matrices obtenidas en

(a)y (b).
Sea L: Py — Py definida por L{p(1)] = ’p(r). Sean

S={nl} y §S={nt+1}

bases para Py. Sean

T={.201) y T={.f-1n1+1)
bases para P;. Determine la matriz de L con respecto a
(@) SyT oS'yT

8|

10.

11,

12,

13.

Sea L: P, — P, definida por Lp(r)] = ip(1) + pQ).
Sean

S={n1} y S§={+11-1}
bases para Py. Sean
r={:3.:.1} y T={P+1,1-1,1+1)}

bases para P,. Determine la matriz de L con respecto a

(@ Sy SyTr

(c) Determine L{(—3r + 3) utilizando la definicién de L y
las matrices obtenidas en (a) y (b).

SealL: Mzz — M:: definida por .L(A.) = Ar. Sean

s={lo oo o[t &[5 ¥}
r={ o o o[ o 1)

bases para M,,. Determine la matriz de L con respecto a
@s§ @SyT (©TyS T
Seca

Sea L: My; — M3, definida por I(A) = CA.Sean Sy T
las bases para My definidas en ¢l ejercicio 9. Determine la
matriz de L con respecto a

(a) § (b) SyT ©TyS @ T

Sea L: R’ — R’ la transformacién lincal cuya matriz con
respecto a las bases naturales para R® es

Determine

) )

Sca

y sca L. My — M, la transformacion lincal definida

por L(A) = AC — CA para A en M»;.Sean S y T las bases
ordenadas para My, definidas en el ejercicio 9. Determine
la matriz de L con respecto a

(@ § b T () SyT d TyS

Sea L: R? — R’ una transformaci6n lineal. Suponga que la
matriz de L con respecto a la base

§={v.v2}

ol 5

donde



(a) Calcule [L{vy)]s ¥y [1A¥v2)]s.
(b) Calcule L(vy) y L(vy).

c) cu L([_i])

14. Suponga que la matrizde L : R* — R? con respecto a las

bases
S={vi,va,va} y T={w,,wy}
es
I 2 4
"=[-| 1 o]'
donde

wefi} melcl]

(a) Calcule [L(v))]y, [LAv)]y ¥ [LA¥2))p
(b) Calcule L(vy), L(va) y L(va).

|
()

15. Sea lL: Py — P; una transformacion lineal,
Suponga que la matriz de L con respecto a las bases
S ={v;.vy}y T= {w,;, W, Wi} es

1 0
A= 2 1.
-1 =2

(d) Calcule

donde
vi=t+1 y va=t-—1;
w|=rz+l. wy =1 y wy=1-1.
(a) Calcule [L(vy)l7 y [1A¥2)] -
(b) Calcule L{vy) y L(v,).
(c) Calcule L(2r + I).
(d) Calcule L(ar + b).
16. Sea L: R’ — R’ definida por
1\ [1]
L||0O =11},
191/ L9
o]\ 2]
Lijt]]=1]0].
191/ L
07\ i
L 0 =]10].
L1/ L

17.

19,
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(a) Determine la matriz de L con respecto a la base

(0

(b) Determine
utilizando la definicién de L y la matriz obtenida en (a).

o e [1])

Sea L: Py — P, definida por
L+ 1)=¢r-1,
Li—-1)=2+1.
(a) Determine la matriz de L con respecto a la base
S={r+1,r—=1}pana Py.

(b) Determine L(2r + 3) empleando la definicion de L
y la matriz obtenida en (a).

(¢) Determine I{ar + b).
Suponga que la matriz de L.: B — R con respecto

Y
%

Determine la matriz de L con respecto a la base canénica
para R°.

Suponga que la matriz de L : Py — P} con respecto a la
base S ={r+ 1,7 =1} es

[ )

Determine la matriz de L con respecto a la base {r, 1}
para Py,
Sca L: R — R} definida por

a ] [a, —a)+ ay
L 2 = ay +a; ‘
ﬂs_ e @& —a

ScaS!abasccménicapamR’.ysca

=N

otra base para R’
(a) Calcule la matriz de L con respectoa S.
(b) Calcule directamente la matriz de L con respectoa T.
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(¢) Calcule la matnz de L utilizando el teorema 9.9.

23.

Sean V el espacio vectorial con base S = {¢/, ¢}, y

21. (Requiere conocimientos de cdlculo) ScaL: Py —» P, cl operador lincal L: V — V definido por L(f) = [~
definida por Determine la matriz de L con respecto a §.
24, Para la matriz ortogonal
Lip(®) =p" (1 + pQ©). -
Sean A JI" . ':;3
s={,,27 y T={F~P-1L11) -5 =%
bases para P;. ifiq i) < TAR) s | ;
venixue que (AX =X- vectores cualesquicra
(a) Calcule la matriz de L con respecto a S, xyyenl;g y S ™
(b) Calcule directamente la matriz de L con respectoa 7. 25. SeaL: R’ — R’ la transformacién lineal que realiza una
(¢) Calcule la matriz de L con respecto a T utilizando el rotacion de 45° en sentido contrario al giro de las maneci-
tcorema 9.9. llas del reloj, y sea A la matriz de L con respecto a la base
: canonica para R’. Demuestre que A es ortogonal.
22. (Requiere conocimientos de cdlculo) Sea V el espacio ? 2
vectonal con base § = {sen 1, cos 1}, y sca 26. SeaL:R"— R" definida por
T={senr —cost, sent+ cosr} L([X]) 1- ﬁ x]
otra basc para V. Determine la matriz del operador lincal LY 7 -= |V
L: V— Vdefinido por L( f) = f*,con respecto a ’
(a) § by T ) SyT (d) TyS Demuestre que L es una isometria de R.
Ejercicios tedricos
T.1. Complete la demostracién del teorema 9.8. la forma
T2. Seal:V — Vel operador lineal identidad en un espacio A B
vectorial V de dimensién n, definido por /(v) = v para [0 C] '
cada v en V. Demuestre que la matriz de / con respecto
SND8 Haen 5 pER Y58 e donde Aesdem x m,Besdem x (n—m), O es la matriz
T3, Sea O: V— W la transformacion lineal nula, definida ceode (n—m) x my Cesde (n — m) x (n —m).
por O(x) = Oy, para cualquicr x en V. Demuestre que : . o
la matriz de O con respecto a bases cualesquicra para T.7. i(ca L_‘ f = R"un opRc"mg:;!mc:Ldefmfo pos
Vy Wes la matriz cero de m x n (donde n = dim V, X) am A, DATL X 601 1t MEODENIO gUE. LGS UN0A
5 o il Wi uno si y sélo si A es no singular.
TA. Scal: V- Vunoperador lincal definido por I(v) = cv TS. Sea A una mamz o_nogonal dc nxnyseal:R — R
donde ¢ es una constante fija. Demuestre que la matriz de la ransformacién lineal definida por L(x) = Ax, para x en
L con respecto a cuakjuier base para V es una matriz R". Sca @ el dngulo entre los vectores x y y en R”,
escalar (vea la seccién 1.2). Demuestre que si A es ortogonal, el dngulo entre L(x)
TS. Seal: V— Vel operador identidad en un espacio FEATH SO e 6,
vectorial V de dimensién n, definido por I(v) = v para TI. Scal:R"— R"wnoperadorlincal y § = {v;,v2,..., ¥}
todo v en V. Demuestre que la matriz de / con respecto una base ortonormal para R". Demuestre que L es una
a las bases S y T para V es la matriz de transicion de isometria si y s6lo si T = {L(vy), L(v3), ..., L(Vy)}
la base § a la base 7. s una base ortonormal para R".
T.6. SeaL:V — V unoperador lineal. Un subespacio no T.10. Demuestre que si una transformacion lineal L: R* — R"

vacio U de Ves invariante bajo L si L{U) estd contenido

en U. Sea L un operador lineal con subespacio invariante

U. Demuestre que sidim U = my dim V = n, entonces la
matriz de L con respecto a una base S para V es de

conserva la longitud (||L(x)| = [|x| para todo x en R"),
entonces también conserva el producto interior; es decir,
I(x) - L{y) = x - y para todo X y y en R". [Sugerencia:
vea la ecuacion (10).)



Ejercicios con MATLAB

En MATLAR, siga los pasos dados en esta seccién para
determinar la matriz de L: R" — R™. La técnica de solucién
empleada en los ejercicios con MATLAB de la seccién 6.7
serd de utilidad aqui,

ML.1. SeaL: R® — R* dada por

(e

Determine la matriz A que representa a L con respecto
a las bases

e [

rerment={[3 )

ML.2, SeaL: R® — R* dada por L(v) = Cv,donde

— ) e

1 2 0
2 1 -1
C= 3 1 ol:
-1 0 2
Determine la matriz A que representa a L con respecto

a las bases

kot
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y
T = {w;, wy, w3
1 1 0
- | | I 0
. R B B 1)1
2 0 -1 0

ML3. Seca L: R* — R? definida por

(] =[]
s=tmm={[.[])
T ={w, w2} = I[_? [:”

bases para R
(a) Determine la matriz A que representa a L con res-
pectoa S.

(b) Determine la matriz B que representa a L con res-
pectoaT.

(c) Determine la matriz de transicion Pde Ta S.
(d) Verifiqueque B =P~ 'AP,

Yy sean
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Ideas clave para el repaso

® Teorema 9.1. Si [.: V — W es una transformacién lineal, en-
tonces

Lcivi 4 cava 4 4 cxVe)
=i L(vy) + c2L(va) + -+ a L(wv;).

® Teorema 93. Sca L.: V — W una transformacién lincal , y
sea § = {vy, va,...,V,} una base para V. Si u es cualquier
vector en V, entonces L(u) estd determinado completamente
por {L(vy), LAv2), ..., L{v,)}.

® Teorema 94. Si L: V — W es una transformacion lineal, en-
tonces niicleco(/.) es un subespacio de V.

® Teorema 9.5, Una transformacion lineal L: V— Wes unoa
uno si y s6lo si nicleo(L) = {0y}.

m Teorema 9.6. Si [.: V — W ¢s una transformacion lincal, en-
tonces el rango de L es un subespacio de W.

8 Teorema 9.7. Si L: V — W es una transformacion lineal, en-
tonces

dim(nicleo(L)) + dim(imag(L)) = dim V, 0
nulidad (L) + mngo (L) = dim V.

® Matriz de una transformacién lineal L: V — W, Vea el
teorema 9.8,

® Teorema 9.9. Sca L: V — V un operador Imeal, donde V es
un espacio vectorial de dimensién n. Sean § = {v,, v, ...,
Vol YT = {w;,wa,...,w,} bases para V, y sea P la matriz
de transicion de T'a . Si A es la matnz que representa a L
con respecto a S, entonces P7'AP es la matriz que representa
a L con respectoa T.

m Teorema 9.10. Considere el operador lineal L : R" — R” defi-
nido por L(x) = Ax para X en R". Entonces, A s diagonalizable
y tiene n vectores propios Imealmente independientes
X1, X2,...,X, 8i y s6lo si la matriz de L con respecto a
S = {x),%0,..., X, } es diagonal.

® Lista de equivalencias no singulares. Las afirmaciones si-
guientes son equivalentes para una matriz de n x n.
1. A es no singular,
2. x = 0 es la tinica solucién de Ax = 0.
3. A es equivalente por filas (renglones) a /.
4. El sistema lincal Ax = b tiene una solucién tinica para
toda matrizb de n x 1.
5. det(A) # 0.
6. A tienc rango n.
7. A tiene nulidad 0.
8. Las filas de A forman un conjunto lincalmente indepen-
diente de vectores en R".
9. Las columnas de A forman un conjunto linealmente
independiente de vectores en R™.
10. El vector nulo no es un valor propio de A.
11. El operador lineal L: R* — R" definido por L(x) = Ax,
para X cn R”,es uno a uno y sobre.

Ejercicios complementarios

1. (L: R — R’ definda por
Lix,y)=(x+y,2x =)
es una transformacién lincal?
2. (L: Py — P, definda por
Laf +br+c)=(a— D+ b —c
es una transformacion lineal?
3. SealL: P;— P, latransformacién lineal definida por
Lg=D)=t+2, Lt+1D=2+1

Determine L(5t + 1). [Sugerencia: {t — 1,1+ 1} esuna
base para P,.]

4. Scal: P; —+ P, definda por
Iar® + bt + ¢) = (a — 200 + (b - o)1.
(a) Determine una base para nicleo(7).
(b) (L es uno a uno?
5. SealL:R?— R’ definida por
Lx,y) =(x+ y,x =y, x+ 2y).

(a) Determine una base para imag(L).
(b) ;L cs sobre?

6. Determine la dimensién del espacio solucion de Ax = 0,
donde

1l =2 =} 2 =}
4 -7 1 4 0
A=id Le wp A =4
2 -3 3 92 1

7. Sea$ = { — 1,1+ 2,1 — 1} una base para P,.

(a) Determine el vector de coordenadas de 27 — 2t + 6
con respecto a §.

(b) Siel vector de coordenadas de p(r) con respecto a § es

2
-1
3

determine p(t).
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8. Seal: PJ - P2 la transformacién lineal definida por Sea S la base candnica para R:’. y sea
Larf + bt +¢) =(a+ 20 + (b — Ot + (a - ©). o : :
SeanS:{F.r.l}yT:{r’—l.r.r-l}busespasz. T = 1 0 |
(a) Determine la matriz de L con respecto aSy T. 1 1 0
{b) Sip(r) =2 = 31+ 1, calcule L{p(1)] por medio de la
matriz que obtuvo en la parte (a). otra base para R*. Determine la matriz de L con respecto a
9. Seal: P; — P, una transformacién lncal. Suponga quc la SyT.
matriz de L con respecto a la base § = {py(1), p2(D)} es 12. Sea L: M,, — R' definida por I{A) = det(A), para A en
M. L & una transformacién lineal?
A=[f “g] 13. Sea A una matriz fija de n x n. Defina L : M,, — M, por
[(B) = AB — BA para Ben M. (I s una transformacion
Asids lineal? Justifique su respuesta.
14, Sea P una matriz de n x n no singular. Defina
=1-2 = 1. e
Pl =t Yy pl=rs L:M,, — M,, por L{A) = P~'AP para Aen M,,.
(L cs una transformacién lineal? Justifique su respuesta.
(a) Calcule [LIpy(s y (LPAOls- 15. (Se requieren conocimientos de cdlculo) Sea V= (10, 1]
(b) Calcule L[p,(n)]y Lip+(9]. el espacio vectorial de todas las funciones con valores
(c) Calcule L(r + 2). reales definidas en [0, 1], y sca L: V — R' dada por
10. Sea L: Py — P; definida por L) =f0).pannfen V. o
La? + b + ct + d) = 3a® + 2bt + c. (a) Demufasm: que L es una mnsfom.mdn .Imcal.
Determine la matriz de L con respecto a la base ®) Descnba el niicleo de &y e Gjpmplos de
S={.P.1 1) para P polinomios, de cocientes de polinomios y de funciones
& R E R’ e e 3'r G s trigonométricas, que pertenczean al niicleo de L.
) T o i PORP () Si redefinimos £ mediante L(f) = f (1), sigue
¥ V42 siendo una transformacién lineal? Explique.
L v =lx+zZ].
Z x+y
Ejercicios tedricos
T.1. Sea V un espacio vectorial de dimension n con base lineal y ¢ es un escalar, definimos
S={v.v5,..., v, }. Demuestre que cOL: VW
|[“]s'[v3]s""'l"Js| como
¢s la base canénica para R". (e L)v) =cL(v),
T.2. Seca Vun espacio vectorial de dimensién n con base paraven V.
S={v.¥2, ..., ¥}. Sivywson vectoresen Vyc L@ L ——_—
A, . demnestms que (a) Demuestre que L, L, cs una tmnsfomlaclén. lineal.
(b) Demuestre que ¢ [J L es una transformacién lineal.
[v+ws = [v]; +[w]; () Sean V=R W=R,L:V— Wyly V- W
[CV]S =f.'l\f]s. definida por
T3. Sean Vy W dos espacios vectoriales de dimensién n y m, Ly(v) = Ly(vy, v, v3) = (v + v2, 10 + 13)
respectivamente. Si Ly: V— Wy Ly : V — W son trans- La(v) = La(vy, vy, v3) = (V) + v3, ).
formaciones lineales, definimos Calcule (L, ® La)(v) y (=20 Ly)(v).
L@l V->W TA4. Demuestre que ¢l conjunto U de todas las transformacio-

(L@ La2)(v) = Li(v) + La(v),
para v en V. Ademis, si L: V — W es una transformacién

nes lineales de un espacio vectorial de dimensién n en un
espacio vectorial W de dimensién m es un espacio vecto-
rial bajo las operaciones @ y (3, definidas en ¢l ejercicio
complementario T.3.
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TS. SeaL:R" — R™ una transformacién lineal definida por

L(x) = Ax, x en R", donde A es una matriz de m x n.
(a) Demuestre que L es uno a uno si y sélo si

rango{A) = n,
(b) Demuestre que . es sobre si y s6lo si mngo(A) = m.

T.6. Sean V un espacio vectorial de dimensién n y

como sigue: 8i v = (4, d, . . ., a,)es un vector en R” sea
Livy=a\vy + a2+ -+ a,V,

Demuestre que:

(a) L es una transformacién lineal.

(b) L esunoauno.

(c) L es sobre.

S = {V|,Va.....V,} una base para V. Defina L: R" — V
Examen del capitulo
1. SealL:R®— R una transformacién lineal de la cual se Sean " 11 To
[
l L .
1
([-1])-
il 4 1] [-1]
r={a] [
y , s i
0 bascs para R°. Determine la matriz de L con respecto
L([ T])g 1. aSyT.
2 Indique, para cada una de las siguientes afirmaciones, si es
8 cierta o si es falsa. Justifique su respuesta.
Determine L ([_5] ) (@) Si L: P, — Py es la transformacién lineal definida por
2. SeaL:R'— R3chﬁniinpor af + bt +c)=(a—ch +(b+0c),
Lx,y, ) =(x+2y+ 2, x +y,2y + 2).
(a) Determme una base para nicleo(L). entonces - + 21 + 1 estd en nicleo(L).
(b) 4L cs uno a uno? () Si L: R* — R® s la transformacién lineal definida por
3. Scal:R*— R*dcfinida por
L(x,y) = (X + y,x = ¥y, 2x + y). Lx,y) =x-y,x+)y),
(8} Dhetemmuine g baso pry Sg(h) entonces (2, 3) estd en imag(L).
(b) (L es sobre?
; : 4 ; 3 N {c) Si A es una matriz de 4 x 7 con rango 4, ¢l sistema
4, ?:lﬁennmc la dimensién del espacio solucién de Ax = 0, Iomogénco Ax m @ time wna sobxidn no trivial.
1 0 -1 2 (d) Existen transformaciones lincales L: R® — R® que
oA 2 | ‘—2 2 1 son sobre.
0 1 -6 8 8"
} =] =1 @ & (¢) SiL:R" — R’ es una transformacién lineal con
2 2 o . nulidad(l.) = 3, entonces rango(l.) = 2.
5. SeaL:R” — R” latransformacién lincal definida por

(G =323



Repaso acumulativo de Algebra lineal bisica 437

Repaso acumulativo de Algebra lineal basica

Indique, para cada una de las siguientes afirmaciones, si es
cierta (V) o si es falsa (F). Justifique su respuesta.

2,

9.

14.

16.

17.

21,
2,

2.

Si una matriz A de n x n es singular, entonces A tiene una
fila o una columna de ceros,

Una matriz diagonal es no singular si y sélo si ninguna de
las entradas de su diagonal principal es igual a cero.

. Dos vectores en R generan siempre un subespacio

de dimensién 2.,

Si|AB| = 12 y |[A] = 4, entonces |B| = 48.

. Sea L: R® — R' una transformacion lineal definida por

L(x) = Ax para x en R°. Si nulidad(L) = 3, entonces
rango{l.) = 7.

Si AB es singular, entonces A es singular o B es singular.
Sea L: R" — R" una transformacién lineal definida por
L(x) = Ax. Entonces L es sobre si y sélo si det(A) # 0.
Las columnas de una matrizde 5 x 8 cuyo rango es S
forman un conjunto linealmente dependiente.

Si A es una matriz de m x n,con m < n, entonces
¢l sistema lincal Ax = b tiene una solucién para cada
matrizbde m x 1.

Sea L: R" — R” la transformacion lineal definida por
L{x) = Ax, para x en R". Entonces /. es sobre si y s6lo si A
es no singular.

Si A cs una matriz de n x n, entonces rango A < 1 si y s6-
lo si algiin valor propio de A es igual a cero.

Sca A una matrizde n x n. Si Ax = Ay, entonces X = .
Gen{(1,1,0),(0,1,~1),(1,0, 1)} = R".

Si ninguna fila de una matriz A de n x n & miltiplo de
otra fila de A, entonces det(A) # 0.

. SiL:V— W es una transformacién lineal, entonces

nicleo(L) = V si y sélo si imag(L) = {0,}.

La inversa de una matriz diagonal invertible es una matriz
diagonal,

Si A y B son matrices de n x n, entonces
(A+ By =A% +24B + B

Siu y v son vectores en R”, entonces

o = vii® = Jul® = [ivi%

. Existen espacios vectoriales reales que contienen

cxactamente sicte vectores,

Siug, vy, ..., u sonortogonales a v, entonces todo vec-
toren gen{uy, W, ..., U} s ortogonal a v,

det(A) = 0 si y solo si algin valor propio de A es cero.

Si A es un valor propio de A de multiplicidad k, entonces
la dimension del espacio propio asociado a & es k.

SiA y B son matrices de n x n, enlonces (A" B! = BA.

4,

31.

Sca A una matriz singular dc 7 x n. Si ¢l sistema lincal
Ax = b tiene una solucién para b # 0, entonces tiene una
infinidad de soluciones.

. Sea L: R" —+ R" una transformacién lineal definida por

L(x) = Ax,para x en R". Entonces A cs singular si y sélo
si ndcleo(L) = {0y}.

El producto de dos matrices diagonales es siempre una
matriz diagonal.

Si A ¢s una matriz de 7 x n equivalente por filas a /,
entonces A es singular,

Si
a-3 2 1
A= -1 a 1
0 0 1

entonces ¢l inico valor de a para el cual el sistema lineal
Ax = 0 tiene una solucion no trivial esa = 2.

Si A es una matriz de 3 x 3 y [A| = 3, entonces

l347'| =3.

. El sistema lincal Ax = b ticne una solucién si y sélo sib

estd en el espacio generado por las columnas de A.

Sea L: R" — R" una transformaci6n lineal definida por
L(x) = Ax,para x en R". Entonces dim(imag(L)) = n si

y s6lo si rango A = n.

Si W es un subespacio de un espacio vectorial V de
dimensién finita tal que dim W = dim V,entonces W = V.
Si A es similar a B, entonces rango A = rango B.

El conjunto de todos los vectores de la forma (a, b, —a)
es un subespacio de R

. Si las columnas de una matriz de n x n generan a R”,

entonces las filas son linealmente independientes.

Si A es una matriz de n x n,entonces rango A = n.
Sean Ay y A; valores propios de A con vectores propios
asociados X; y X7. Si A; = 4, entonces X; y X son
lincalmente independientes.

Todo conjunto onogonal de n vectores en R” es una base
para R".

. El conjunto de todas las soluciones del sistema lineal

Ax = b,donde Aesde m x ny b # 0,es un subespacio
de R

. Siues un vectoren R” tal que u + v = 0 para todo v en

R" entonces u = 0,

Todo conjunto de vectores lincalmente independiente en
R* contiene tres vectores.

Si det(A) = 0, entonces el sistema lineal Ax = b, b # 0,
no tiene solucidn.

. Sea V un espacio vectorial de dimensién n. Si un conjunto

de m vectores genera a V, entonces m = n.
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“'

49.

51,

52,

53.

Todo conjunto de cinco vectores ortonormales es una base
3

para R™.

Es posble que un espacio vectorial V tenga mds de una

base ortonormal,

Si ¢l conjunto de vectores S genera un espacio vectorial V,
entonces todo subconjunto de § también generaa V.

Si una matriz A de n x n es diagonalizable, entonces A” es
diagonalizable.

Si X y ¥ son vectores propios de A asociados al valor pro-
pio A, entonces X + ¥ también es un vector propio de A
asociado a .

Si xg es una solucién no trivial del sistema homogéneo
Ax = 0. donde A es de n % n, entonces Xg es un vector
propio de A asociado al valor propio 0.

Si A es similar a B, entonces A" es similar a B” para cada
entero positivo n.

Si A es una matriz de m x n,entonces
dim(espacio nulo de A)
+ dim(espacio columna de A) = n.

El conjunto de soluciones de cualquier sistema lmeal es
siempre un subespacio.

El niimero de vectores propios lincalmente independicntes
de una matriz siempre es mayor o igual al niimero de
valores propios distintos.

En un espacio vectorial todo conjunto finito de vectores
que contenga ¢l vector cero es linealmente dependiente.

St las filas de una matriz de 4 x 6 son lincalmente
independientes, entonces el rango por columnas es 4.

Si vy, ¥3, ¥3, V4 y ¥5 son vectores linealmente dependientes
cn un espacio vectorial, entonces vy, v; y vy son lincalmen-
te dependientes.

det(ABC) = det(BAC).

El conjunto de todas las matrices simétricas de n x n for-
ma un subespacio de M.

Todo sistema lineal Ax = 0, donde A es una matriz de
m x n,tiene una solucién x # 0 si m < n.

Si Ves un subespacio de R®, entonces 1 < dim V < 5.

Una matriz diagonalizable de n x n sicmpre debe tener n
valores propios distintos.

Toda matriz simétrica es diagonalizable.

Si ¢ y d son escalares y u ¢s un vector en R” tal que
au = du, entonces ¢ =d.

La transformacion lincal L : P, — P, definida por
L(ar* + bt + ¢) = 2ar + b

€S uno a uno.

65.

66.

67.

68.

69,

70,
71.

72,

73.
74,

75.

76.

78.
79.

sll

82,

87.

Si u y v son vectores cualesquiera en R, entonces
-l<u.-v<l,

Si A y B son matrices de n % n, entonces

A+B '=A""+B""

Las filas de una matriz A de n x n siempre forman una
basc para el espacio gencrado por las filas de A,

Si A y B son matrices de n x n con det(AB) # 0, entonces
A y B son ambas no singulares.

Si A y B son matrices ortogonales de n x n, enlonces ABy
BA son matrices ortogonales.

Si A cs una matriz no singular y Au = Av, cntonces u = v.
Si A y B son matrices no singulares de n x n, entonces
(3AB)~' =iB~'A°Y,

Si A es una matriz de 3 x 3 y det(A) = 2, enlonces
det(3A) = 6.

Si A s una matriz singular, entonces A% ¢s singular.

Si A es un valor propio de una matriz A de n % n, entonces
M, — A es una matriz singular.

Si A es una matriz de n x n tal que A’ = O, entonces
A=0.

Si A s una matriz de # x n, entonces A + A” es simétrica.

A= [g ?] defmne transformacién matricial que proyecta

¢l vector [’;] sobre el eje v,

Los sistemas homogéncos siempre son consistentes.

Si un sistema homogénco tiene mds ecuaciones que incog-
nitas, entonces tiene una solucién no trivial.

St Aesde n x n y la forma escalonada roducidn,:or filas
de[A:L]es[C:D)entoncesC=[, yD=A"",

La forma escalonada reducida por filas de una matriz sin-
gular ticne una fila de ceros.

Si V es un espacio vectorial real entonces, para cada vector
u en V, el producto del escalar 0 por el vector u es igual al
vector nulo (cero)en V.

Todo subespacio de R’ contiene un ndmero infinito de
vectores.,

Si v ¢s un miltiplo de w,entonces v y w son lincalmente
dependientes.

Como R” contiene un nimero infinito de vectores, deci-
mos que es de dimensidn infinita.

SiAcsde4 x 4 y rango A = 4, cntonces Ax = b tiene
exactamente 4 soluciones.

El coseno del dngulo entre los vectores u y v estd dado por
u-v.



91.

1
Si Wzgenl 0 ] entonces W' es ¢l conjunto de todos
l

0
los vectores de la forma |:ij , donde x es cualquier
0
nimero real .
El proceso de Gram-Schmidt, aplicado a cualquier conjun-
W de vectomres, produce un conjunto ortonormal.

Si L: R? — R? ¢s una transformacién lincal definida por

(D -[3)

entonces L es uno a uno.

Sea L: V— W una transformacion lineal. Si vy y v5 estdn
en nucleo(L), también lo estd gen{v,, v, }.

Si L:R* — R’ es una transformacién lineal, entonces es
posible que nulidad(L) = 1 y rango(L) = 2.
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93. Sidet(A) = 0, entonces A tiene al menos dos filas iguales.
9. SiAesden x nconrango A = n — 1, entonces A es sin-

gular.

95. Si B es la forma escalonada reducida por filas de A, enton-

ces det(B) = det(A).

96. Siuna matriz A de 3 x 3 tiene valores propios

A =1, -1, 3, entonces A es diagonalizable.

97. Sixyy son vectores propios de A, asociados con el valor

propio A, entonces para cualquicr vector no nulo w en
gen{x, ¥}, Aw = Aw.

98. SiAesded x 4y onogonal, entonces sus columnas son

una base para R*.

99. Si A es similar a una matriz triangular superior U, enton-

ces los valores propios de A son las entradas de la diago-
nal de U.



SNRCERCIISI T ] B

MATLAB PARA
ALGEBRA LINEAL

INTRODUCCION?*

MATLAB es un software versitil cuyo nicleo es el dlgebra lineal. MATLAB quiere
decir MATTrix LABoratory (laboratorio de matrices). Contiene partes de proyectos pro-
fesionales de alta calidad para célculos de dlgebra lineal. Aunque el cédigo de MATLAB
estd escrito en C, muchas rutinas y funciones estdn en el lenguaje MATLAB y son actua-
lizadas con cada nueva versién del software. MATLAB estd disponible para Microsoft
Windows y para estaciones de trabajp Unix y VMS.

MATLAB tiene una amplia gama de capacidades. En este libro sélo utilizaremos
unas cuantas. Veremos que la estructura de los comandos de MATLAB es muy parecida
ala forma en que escribimos expresiones algebraicas y las operaciones del dlgebra li-
neal. Los nombres de muchos comandos son muy parecidos a los de las operaciones y
los conceptos de esta disciplina. Aqui describiremos los comandos y las caracteristi-
cas de MarLaB relacionadas directamente con este curso. Un andlisis méds detallado
aparece en los libros Experiments in Compurational Matrix Algebra, de David R. Hill
(Nueva York, Random House, 1988) y Linear Algebra LABS with MATLAB, de David
R. Hill y David E. Zitarelli (Upper Saddle River, N.J.: Prentice Hall, Inc., 2004). Ade-
mis, el propio software de MATLAB ofrece descripciones en pantalla mediante el co-
mando help. Al escribir

help

aparece una lista de subdirectorios de MATLAB y directorios altemativos con los archi-
vos correspondientes a los comandos y los conjuntos de datos. Al escribir help nombre,
donde nombre e el nombre de un comando, se accede a la informacion relativa al co-
mando indicado. En algunos casos. la descripcion supera lo que se requiere para este
curso. Por lo tanto, es probable que no comprenda todo 1o que despliega help. En la sec-
cion 10.9 daremos una lista de la mayor parte de los comandos de MATLAB que emplea-
mos en esta obra.

Una vez iniciado el software de MATLAB, veri aparecer el logotipo y el indicador
de comandos 3>, que muestra que MATLAB espera un comando. En la seccién 10.1
estudiaremos la forma de introducir matrices en MATLAB y explicaremos varios coman-

*Este material sobre Marias se reficre a la versién de Microsoft Windows.
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dos. Sin embargo, debe conocer ciertas caracteristicas antes de pasar a esa seccion,

0 Inicio de la ejecucién de un comando.
Después de escribir el nombre de un comando y los argumentos o datos necesarios,
debe oprimir ENTER para que se ejecute.

O La pila de comandos.
Al introducir los comandos, MATLAB guarda algunos de los mds recientes en una
pila. Los comandos de la pila se recuperan con la tecla de la flecha hacia arriba.
El niimero de comandos guardados en la pila depende de su longitud y de otros fac-
tores.

0 Edicién de comandos.,
Si comete un error o escribe mal un comando, puede utilizar las flecha hacia la iz-
quierda o hacia la derecha para colocar el cursor en el punto correcto y realizar
la correccién. La tecla home (inicio) muee el cursor al principio del comando y la
tecla end (fin) al final. Las teclas backspace (retroceso) y delete (suprimir) eli-
minan los caracteres de una linea de comandos. La tecla insert (insertar) permite
incorporar caracteres. Para salir del modo de insercién basta oprimir la tecla otra
vez. Si MATLAB reconoce un error después de oprimir ENTER, emite un sonido y
un mensaje que ayuda a identificarlo. Puede regresar a corregir la linea de coman-
dos con la tecla de la flecha hacia arriba.

0 Continuacidn de comandos.
Los comandos de MATLAB que no caben en una linca pueden continuar hasta la si-
guiente mediante tres puntos suspensivos seguidos de un ENTER.

O Para detener un comando.
Para detener la ejecucion de un comando, oprima Ctrl y C en forma simultinea y
luego oprima ENTER. A veces hay que repetir el procedimiento.

0 Salida.
Para salir de MATLAB, escriba exit o quit.

ELN] ENTRADA Y SALIDA EN MaATLAB

INTRODUCCION DE MATRICES

Para introducir una matriz en MATLAB, sélo escriba las entradas encerradas entre
corchetes [...], separdndolas con un espacio y las filas con un punto y coma. Asf, la

matriz
9 -8 7
—6 5 -4
11 =12 0

9 -8 7:-6 5 —411 -12 0]

se introduce al escribir

y el resultado es

11 -12 0
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Advertencia

Observe que no aparecen corchetes y que MATLAB denomina ans a esta matriz. En
MATLAB, toda matriz debe tener un nombre. Si usted no asigna nombre a una ma-
triz, MATLAB la llama ans, nombre de variable por omisién. Para asignar el nombre
auna matriz nos valemos del operador de asignacién =. Por ejemplo,

A=[4 5 80 -1 6

aparece COmo
A=

1. Todas las filas (renglones) deben tener el mismo niimero de entradas.

2. MATLAB distingue entre las maytisculas y miniisculas. Por lo tanto, la matriz B no
es igual a la matriz b,

3. El nombre de una matriz no se puede usar dos veces. En tal caso, el contenido “an-
terior” se pierde.

Para asignar un nombre a una matriz sin desplegar sus entradas, colocamos un punto y
coma (;) después del corchete derecho, |.

A=[4 5 80 -1 6]

asigna a esta matriz el nombre A, pero sin desplegarla. Para asignar un nuevo nombre
auna matriz ya definida, utilizamos el operador de asignacién =, El comando Z = A
asigna el contenido de A a Z. La matriz A continta definida.

Para determinar los nombres de las matrices en uso, empleamos el comando who.
Para eliminar una matriz, utilizamos el comando clear seguido de un espacio y el nom-
bre de la matriz. Por ejemplo, el comando

clear A

elimina ¢l nombre A y su contenido de MarLAB. El comando clear elimina todas las
matrices definidas hasta ese momento.

Para determinar el niimero de filas y de columnas de una matriz, ejecutamos el co-
mando size, como en

size(A)
que despliega lo siguiente, suponiendo que A no se ha eliminado:

ans =
2 3
lo cual significa que la matriz A tene dos filas y tres columnas.

PARA VER UNA MATRIZ

Para ver todos los componentes de una matriz, escriba su nombre. Si la matriz es gran-
de, el despliegue se puede descomponer en subconjuntos de columnas que aparecen de
manera sucesiva, Por ejemplo, ¢l comando

hilb(9)

despliega las primeras siete columnas, seguidas de las columnas 8 y 9 (para la informa-
cion relativa al comando hilb, utilice help hilb). Si la matriz es grande, el despliegue
serdi demasiado rédpido para verla. Para poder ver una parte de ella, escriba el comando
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more on seguida de ENTER y luego el nombre de la matriz o un comando para
generarla. Oprima la barra espaciadora para mostrar otras partes de ella. Continlie opri-
miéndola hasta que ya no aparezca el aviso “'--more--""en la parte inferior de la pantalla.
Intente este procedimiento con hilb(20). Para desactivar esta caracteristica de pagina-
cién, escriba el comando more off. Si tiene una barra de desplazamiento, puede utilizar
el ratén para moverla y mostrar otras partes de la matriz.

Se han adoptado las siguientes convenciones para ver una parte de una matriz en
MatLaB. Con fines ilustrativos, suponga que se ha introducido en MATLAB la matriz A
de S x5,

(0 Para ver la entrada (2, 3) de A, escriba
A(2,3)
O Para ver la cuanta fila de A, escriba
Al4;)
[0 Para ver la primera columna de A, escriba
A1)

En los casos anteriores, el signo : se interpreta como “todos™. Los dos puntos también
permiten representar un grupo de filas o columnas. Por ejemplo, al escribir

2:8

se obtiene

Asi, podemos desplegar un subconjunto de filas o columnas de una matriz. Por ejem-
plo, para desplegar las filas 3 a S de la matriz A, escriba

A(3:5,)
De manera andloga, desplegamos las columnas | a 3 escribiendo
A:,1:3)

Para mds informacidn acerca del uso de operador dos puntos, escriba help colon. Este
operador es muy versdtil, pero no haremos uso de todas sus caracterfsticas.

FORMATOS DE DESPLIEGUE

MATLAB guarda las matrices en forma decimal y realiza sus cédlculos con aritmética de-
cimal. Esta forma decimal conserva cerca de 16 digitos, pero no los despliega todos.
Entre lo que ocurre dentro de la miquina y lo que aparece en la pantalla estdn las ruti-
nas que convierten o dan formatos de despliegue.

[0 Si la matriz sélo contiene enteros, entonces se despliega con valores enteros, es de-
cir, sin puntos decimales.

[0 Si alguna entrada de la matriz no se representa exactamente como entero, toda la
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Advertencia

matriz se despliega en el formato breve (format short), con cuatro cifras decima-
les después del punto (la dltima cifra puede haber sido redondeada). La excepcién
es el cero. Si una entrada es exactamente cero, entonces se le despliega como el en-
tero cero, Introduzca la matriz

Q=[5 0 13 23 7.123456]

a MarLas, El despliegue es

Q =
5.0000 0 0.3333 0.6667 7.1235

Si un valor aparece como 0.0000, se entiende que no es exactamente cero. Deberd cam-
biar al llamado formato largo (format long), que estudiaremos a continuacion, para
desplegar nuevamente la matriz.

[0 Para ver més de cuatro cifras decimales, modifique el formato de despliegue. Una
forma de hacerlo es mediante el comando

format long

la cual muestra 15 cifras decimales. La matriz Q anterior, pero con el formato
largo, es

Columns 1 through 4

5.00000000000000 0 0.33333333333333 0.66666666666667
Column 5

7.12345600000000

Otros formatos emplean un exponente de 10. Son los formatos format short e y
format long e, que usan una potencia de 10. Los “formatos e” se emplean con fre-
cuencia en analisis numérico. Utilice estos formatos con la matriz Q.

0 MaTLAB puede desplegar los valores en forma racional mediante ¢l comando for-
mat rat, abreviatum de despliegue racional. Analice la salida de la siguiente serie
de comandos de MATLAB.

format short
V=1 12 16 1/12]

despliega
V =
1.0000 0.5000 0.1667 0.0833
y
format rat
A%
despliega

1 1/2 1/6 1/12
Por dltimo, escriba format short para regresar a una forma de despliegue decimal.
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Advertencia La salida racional se despliega en forma de “cadena”. Las cadenas no son datos numé-
ricos y, por lo tanto, no pueden utilizarse con operadores aritméticos. Por ello, la salida
racional es sélo para “vera".

Al iniciar MATLAB, ¢l formato es format short. Si cambia de formato, éste quedard
en efecto hasta realizar otro comando de formato. Algunas rutinas de MATLAB cambian
el formato dentro de ellas.

L] OPERACIONES MATRICIALES CON MATLAB

En MATLAB, las operaciones de suma, resta y multiplicacion de matrices cumplen con
las mismas definiciones de las secciones 1.2y 1.3. Si A y B son matrices de m x n in-
troducidas a MATLAB, su suma se calkcula mediante el comando

A+B
y su diferencia mediante el comando
A-B

(se puede utilizar espacios en cualquier ladode + 0 ~). SiAesdem x ny Ces de
n x k,el producto de A y C en MATLAB se escribe

AsC

En MATLAB, * debe escribirse de manera explicita entre los nombres de las matrices
por multiplicar. St se escribe AC no se obtiene una multiplicacién implicita, sino que
MaTLAB considera a AC como un nuevo nombre de matriz y, si ésta no se ha definido
antes, aparecera un error. Si las matrices implicadas no son compatibles con la opera-
¢ion dada, aparece un mensaje de error. La compatibilidad con la suma y la resta signi-
fica que las matrices tienen ¢l mismo tamafio. Las matrices son compatibles con la
multiplicacion si el nimero de columnas de la primera matniz es igual al nimero de fi-
las de la segunda.

EJEMPLO 1 Introduzca en MATLAB las matrices
1 2 -3 X 3 -5

y calcule las siguientes expresiones. Desplegamos los resultados de MATLAB.

Solucién (a) A+C despliega

ans =
4 -3
7 6
(b) AsC despliega
ans =
13 -1
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(c) bsA despliega el mensaje de error siguiente:

??? Brror using ==> *
Inner matrix dimensions must agree. B

En MarLas, la multiplicacién por un escalar requiere el uso del simbolo de multi-
plicacion *. Para la matriz A del ejemplo 1, SA indica la multiplicacién por un escalar
en el libro, pero en MATLAB se necesita escribir SsA.

En Martiag, el operador (o simbolo) de transposicién es la comilla simple o apés-
trofo, '. Con las matrices del ejemplo 1, en MATLAB

Q=C desplicga Q =

3 5
-5 2
y
p=bh" desplicga p =
~3 1

Por conveniencia, podemos introducir en MATLAB las matrices columna mediante ',

Para introducir la matriz
1
X = 3 s
-5

x = [1;3;-5]

podemos hacerlo con

o con ¢l comando
x=[1 3 -5

Supongamos que tenemos el sistema lineal Ax = b, donde la matniz de coeficien-
tes A y el lado derecho b ya estén dentro de MATLAB. La matriz aumentada [A ' b] se
forma en MATLAB escribiendo

[A b]
0, si queremos llamarla aug, escribimos
aug =[A b]

No aparece una barra que divida al lado derecho de la matriz de coeficientes. Con las
matrices A y b del ejemplo 1 formamos la matriz aumentada en MATLAB del sistema
Ax =b.

En MarLas, la formacion de matrices aumentadas es un caso particular de cons-
truccién de matrices. Esencialmente, podemos “pegar” las matrices siempre y cuando
sus tamanos sean adecuados.
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Con las matrices A, b y C del ejemplo 1, tenemos:

A Q] despliega  ans =
1 2 3 =5
2 4 5 2
[A:C] desplicga ans =
1 2
2 4
3 -5
5 2
[A b (] desplicga ans =

LU
[V ]
|
w
w
|
un

[C A;A C] despliega ans =

NN W

MATLAB tiene un comando para construir matrices diagonales introduciendo sélo
las entradas en la diagonal. El comando es diag y

D=diag({l1 2 3]) despliecga D =

1 0 0
0 2 0
0 0 3

El comando diag también funciona para “extraer” un conjunto de entradas diagonales.
Si

=

Il

|
o W
S Y
|
S -
| IR

estd en MATLAB, entonces

diag(R)  despliega ans =

5

7

=

Observe que
ding(diag(R))  despliega ans =

5 0 0
0 7 0
0 0 -8

Para mayor informacién acerca de diag, utilice help. Los comandos tril y triu estén re-
lacionados con diag.
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ECE] POTENCIAS DE MATRICES Y ALGUNAS MATRICES ESPECIALES

EJEMPLO 1

En MATLAB, para elevar una matriz a una potencia debemos hacer uso del operador de
exponenciacién . Si A es cuadrada y k es un entero positivo, entonces A* se denota en
MATLAB como

A"k

lo cual corresponde a un producto matricial de A con ella misma k veces. Las reglas de los
exponentes de la seccién | .4 se aplican en MATLAB. En particular,

A"0
despliega una matriz identidad con el mismo tamano de A.

Introduzca las matrices

s<fi 7] v el 7]

a MATLAB y calcule las siguientes expresiones. Desplegamos los resultados de MATLAB.

(a) A"2 despliega ans =
0 -2
2 0
(b) (AsB)*2  desplicga ans =
—8 6
-6 -8
(c) (B=A3  despliega ans =
0 1
-1 0 n

En este libro, /, denota la matriz identidad de n x n. MATLAB tiene un comando pa-
ra generar [, en caso necesario. El comando es eye, que se comporta como sigue:

eye(2) despliega la matriz identidad de 2 x 2.

eye(s) despliega la matriz identidad de 5 x 5.

t = 10seye(t) despliega la matriz identidad de 10 x 10.

eye(size(A)) despliega la matriz identidad con el mismo tamafio que A.

Otros dos comandos de MATLAB, zeros y ones, se comportan de manera similar:
zeros produce una matriz con ceros tinicamente, mientras que el comando ones genera
una matriz con sélo unos. Las matrices rectangulares de tamafno m x n se generan me-
diante

zeros(m,n), ones(mun)

donde m y n se han definido antes en MATLAB con valores enteros positivos. Con esta
convencién generamos una columna con cuatro ceros, mediante el comando

zeros(4,1)
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Del dlgebra basica, el lector esta familiarizado con polinomios en x, como los si-

guientes:

4

43 -5 +x-3 y x*-x-6.

La evaluacién de tales polinomios en un valor x es una tarea ficil con MATLAB, con el
comando polyval. Defina los coeficientes de un polinomio como un vector (una matriz
fila 0 una matriz columna), con el coeficiente de la mixima potencia en primer lugar,
el coeficiente de la siguiente méxima potencia en segundo lugar, y asf hasta llegar al
término constante. Si cualquier potencia no aparece de manera explicita, su coeficien-
te debe hacerse igual a cero en la posicién correspondiente de su vector de coeficiente.
En MATLAB, para los polinomios anteriores tenemos los vectores de coeficientes

ve=[4 -5 1 =3 v w=[1 0 0 -1 -6]
respectivamente. El comando
polyval(v, 2)

evaliia el primer polinomio en x = 2 y despliega el valor 11. De manera andloga, el co-
mando

t = —1;polyval(w, t)

evaliia el segundo polinomio en x = — 1 y despliega el valor —4.
Los polinomios en una matriz cuadrada A tienen la forma

5A - A2 +4A -1

Observe que el término constante en un polinomio matricial es una matriz identidad del
mismo tamafio que A. Esta convencién es natural si recordamos que el término cons-
tante de un polinomio comiin es el coeficiente de x” y que A” = /. Con frecuencia
encontramos los polinomios matriciales al evaluar un polinomio comin, como p(x) =
x* - x~6 en una matriz A de n x n. El polinomio matricial resultante es

pA) = A* -A - 6,

MarLAB puede evaluar los polinomios matriciales mediante el comando polyvalm. De-
finimos la matriz cuadrada A y el vector de coeficientes

w=[l 0 0 -1 -6]
en MarLaB. Entonces el comando
polyvalm(w,A)
produce el valor de p(A), que serd una matriz del mismo tamano que A.

Sean
1 -1 2
-1 0 1 y  plx) =2 —6x® +2¢ +3.
0 3 1

Para cakcular p(A) en MATLAB, empleamos los siguientes comandos. Después de los co-
mandos aparece lo que despliega MATLAB.

A=[1 -1 2:-1 0 1.;0 3 1};

v=[2 -6 2 3

Q = polyvalm(v,A)

Q =
—-13 -18 10
-6 -—25 10

6 18 -17 | |
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ICE] OPERACIONES

A veces necesitard usar una matriz con entradas enteras para verificar cienta rela-

cion matricial. Los comandos de MATLAB pueden generar estas matrices con facilidad.
Escriba

C = fix(10xrand(4))

y verd desplegada una matriz C de 4 x 4 con entradas enteras. Para investigar qué es
lo que hace el comando, utilice help con los comandos fix y rand.

Mediante MATLAB genere varias matrices A de k x k para k = 3,4, 5 y despliegue B =
A + AT, Analice las matrices resultantes e intente determinar una propiedad comparti-
da por ellas. A continuacién mostramos varias de estas matrices. Es posible que sus re-
sultados no sean los mismos debido al generador de nimeros aleatorios rand.

k=3;
A = fix(10srand(k));
B= A-{-A'
H despliegue es
B =
4 6 11
6 18 11

11 11 0

Con la tecla de la flecha hacia arriba se obtiene cada uno de los comandos anteriores,
uno a la vez, si se oprime ENTER después de cada uno. Esta vez, la matriz desplegada es

B =
0 5 10
5 6 6
10 6 10 =

Véase el ejercicio T27 al final de la seccién 1.4.

ELEMENTALES POR FILA CON MATLAB

La solucién de sistemas lineales que analizamos en la seccién 15 se basa en las opera-
ciones elementales por fila para obtener una serie de sistemas lineales cuyas matrices
aumentadas son equivalentes por filas. Estos sistemas lineales equivalentes por filas tie-
nen las mismas soluciones, por lo que elegimos operaciones elementales por fila que
produzcan sistemas equivalentes féciles de resolver. Asf se demuestra que los sistemas
lineales en forma escalonada reducida por filas se resuelven facilmente mediante el
procedimiento de Gauss-Jordan y los sistemas en forma escalonada por filas median-
te la eliminacién gaussiana con sustitucion hacia atrés. Estos procedimientos requieren
el uso de operaciones por fila que introduzcan ceros en la matriz aumentada del siste-
ma lineal. Ahora explicaremos cémo hacerlo con MatLAB. El software de MATLAB se
encarga de la aritmética, por lo que nos concentraremos en la estrategia para producir
la forma escalonada reducida por filas o la forma escalonada por filas.

Dado un sistema lineal Ax = b, introducimos la matriz de coeficientes A y el lado
derecho b en MaTLAB. Formamos la matriz aumentada (vea la seccidon 10.2) como

C=[A D]
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Ahora estamos preparados para aplicar las operaciones por fila a la matriz aumentada C.
Cada operacién por fila reemplaza una fila por otra nueva. Nuestra estrategia consiste
en definir la operacién por fila de modo que la fila resultante nos lleve mds cerca de
nuestro objetivo, la forma escalonada reducida por filas o la forma escalonada por fi-
las. La serie de operaciones por fila que transforma [A : b| en alguna de estas formas
se puede elegir de varias maneras. Por supuesto que queremos hacer uso del menor ni-
mero de operaciones por fila, pero muchas veces es conveniente evitar el uso de frac-
ciones (de ser posible), en particular si los cdlculos se hacen a mano. Como MATLAB
realizard la aritmética por nosolros, no lenemos que preocupamos por las fracciones,
pero serfa bueno evitarlas, al menos por el aspecto visual.,
Segin lo descrito en la seccién 1.5 hay tres operaciones por fila:

O Intercambiar dos filas.
[0 Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero.
[0 Sumar un miiltiplo de una fila a otro.

Para realizar estas operaciones sobre una matriz aumentada C = [A = b|, en MATLAB
empleamos el operador dos puntos, que vimos en la seccién 10.1, Ilustraremos esta téc-
nica con el sistema lineal del ejemplo 8 de la seccién 1.5. Al introducir la matriz au-
mentada a MATLAB, tenemos

C =
: 2 3 9
2 -1 1 8
3 o -1 3

Para obtener la forma escalonada reducida por filas dada en la ecuacién (2) de la
seccién 1.5, procedemos como sigue.

Descripeién Comandos de MarLAg y despliegue

sumar (—2) veces la fila 1 a la fila 2 C(2:)=-2eC(1,2)+ C(2,))
[Explicacion del comando de MATLAB: c =
La fila 2 se reemplaza con (o se hace 1 2 3 9
igual a) la sumade —2 veces la fila | y 0 -5 -5 -10
la fila 2.] 3 0o -1 3
sumar(—3) veces lafilal ala fila 3 C(3,:) = -3C(1,:)+ C(3,2)

C =

1 2 3 9
o -5 -5 =10
0 -6 -10 -—24

multiplicar la fila 2 por (—1/5) C(2;:) = (- 1/5)C(2,)
[Explicacién del comando de MATLAB: C =

La fila 2 reemplaza con (o se iguala a) 1 2 3 9
(—%) veces lafila 2.] 0 1 1 2

0 -6 -10 -24
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sumar (—2) veces la fila2alafila 1 C(1,:) = =2 C(2,:) 4+ C(1,:)

C =
1 0 1 5

0 1 2 d

0 —6 —10 -—-24

sumar 6 veces la fila 2 a la fila 3 C(3,:) =6 « C(3,:) + C(3,:)
C =

(=]
[
'—l
[ 8]

multiplicar la fila 3 por (-1/4) C3,:) =(—1/4)«C(3,:)

C =
1 0 i ! 5
0 1 1 2
0 0 1 3

sumar (—1) veces la fila 3 a la fila 2 C(2,:) = =1 C(3,:)+ C(2,2)

C =
1 0 1 5
0 1 0 -1
0 0 1 3

sumar (—1) veces la fila 3 a lafila 1 C(1,:) =—=1sC(3,:)+ C(1,7)
C =
1 0 0 2
0 1 0 -1
0 0 1 3

Esta Gltima matriz aumentada implica que la solucién del sistema lineal es x = 2,
y=—1,z=13.

En la reduccién anterior de la matriz aumentada a su forma escalonada reducida
por filas no se necesitaron intercambios de filas. Suponga que en cierto momento nece-
sitdramos intercambiar las filas 2 y 3 de la matriz aumentada C. Para ello hacemos uso
de un drea de almacenamiento temporal (que aqui llamamos temp). En MATLAB pro-
cedemos como sigue.

Descripcion Comandos de MATLARB
Asignar la fila 2 al almacenamiento temporal. temp = C(2;2);
Asignar el contenido de la fila 3 a la fila 2. G2y) = C(35);

Asignar el contenido de la fila 2 (que se encuentra C(3;:) = temp;
¢n el almacenamiento temporal) a la fila 3.

(Los puntos y comas después de cada comando sélo eliminan el despliegue del conte-
nido.)

Al utilizar los operadores dos puntos y asignacion (=) como arriba, podemos indi-
car a MATLAB que realice operaciones por fila para obtener la forma escalonada reduci-
da por filas o la forma escalonada por filas de una matriz. MATLAB realiza la aritmética
y nosotros buscamos las operaciones por fila para efectuar la reduccién. También debemos
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introducir el comando correcto de MATLAB. Si nos equivocamos en un factor o en el ni-
mero de fila, el error se puede corregir, pero es posible que requiera varios pasos. Para
podemos concentrar en la eleccion de las operaciones por fila para el proceso de reduc-
cién, contamos con una rutina de nombre reduce en el disco de rutinas auxiliares de
MATLAB disponible para los usuarios de este libro.” Una vez incorporadas estas rutinas
a MATLAB, puede escribir help reduce y ver la siguiente pantalla:

REDUCE Perform row reduction on matrix A by
explicitly choosing row operations to use.
A row operation can be "undone, " but this
feature cannot be used in succession. This
routine is for small matrices, real or

complex.

Use in the form ===>reduce <=== to select a
demo or enter your own matrix A

Use the form ===> reduce(A) <===,

La rutina reduce ahorra la escritura de comandos ¢ indica a MATLAB que realice la
aritmética asociada con la rutina. Pama utilizar reduce, introduzca la matriz aumentada C
de su sistema, segin lo analizado anteriormente, y escriba

reduce(C)

Mostraremos los tres primeros pasos de reduce para el ejemplo 8 de la seccion 1.5. Las
matrices utilizadas serdn las mismas que aparecen en los tres primeros pasos del proce-
s0 de reduccién anterior, donde utilizamos directamente el operador “dos puntos” para
realizar las operaciones por fila con MATLAB. Las pantallas aparecen aqui entre renglo-
nes de signos de suma (+), y las entradas aparecen en recuadros.,

+++++++++++++ -+ttt E AR+
+#+*++ SREDUCE"™ a Matrix by Row Reduction #*+*+#++

The current matrix is:

A =
i b 2 3 9
2 -1 1 8
3 0 -1 3
OPTIONS
<l1> Row(i) <===> Row(q)
<2> kx=Row(i) (k not zero)

<3> kx=Row(i)+ Row(j) ===> Row(j)
<4> Turn on ratiomnal display.
<5> Turn off rational display.
<-1> *"Undo" previous row operation.
<0> Quit reducel

ENTER your choice ===> f:ﬂ

*Algunos de los siguientes comandos de MATLAR necesitan las rutinas incluidas en el disco.
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Enter multiplier. | -2 |
Enter first row number. EI

Enter number of row that changes. @

Comentario: La opcién 3 en el meni anterior significa
lo mismo que
sumar un maltiplo de una fila a otra fila

La entrada anterior realiza la operacién en la forma

miltiplicador * (primera fila) + (segunda fila)

R e b o S S S
*+*+* Replacement by Linear Combination Complete *#****

The current matrix is:

A =
1 2 3 9
0 -5 -5 =10
3 0 -1 3
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k=Row(i) (k not zero)

<3> k=#*Row(i)+ Row(j)===> Row(j)
<4> Turn on rational display.

<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo" previous row operation.
<0> Quit reduce!

ENTER your choice ===> E]
Enter multiplier. El
Enter first row number. E]

Enter number of row that changes. @

+++++t+t+++ -+ttt bttt R b bR E
#+*4+ Replacement by Linear Combination Complete #*+*#+%+*

The current matrix is:

A=
1 2 3 9
0 -5 -5 -10
0 -6 -—-10 -—24
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OPTIONS
<l1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k =Row(i) (k not zero)

<3> k*=Row(i)+ Row(j)===> Row(j)
<4> Turn on rational display.
<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo" previous row operation.
<0> Quit reduce!

ENTER your choice ===> m

Enter multiplier. |[-1/5]

Enter row number. @

R o T S T A o T S S S N

*keds Multiplication Complete #*##k+

The current matrix is:

A =
; B 2 3 9
0 1 1 2
0 -6 -10 -—24
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k=Row(i) (k not zero)

<3> k +Row(i)+ Row(j)===> Row(j)
<4> Turn on rational display.
<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo®" previous row operation.
<0> Quit reducel

ENTER your choice ===>

e e o o e o e o o T o

455

En este momento deberi llevar esta matriz a su forma escalonada reducida por fi-

las mediante reduce.

1. Aunque las operaciones | a 3 de reduce aparecen con simbolos, significan lo mis-
mo que las frases que describieron las operaciones por fila casi al principio de esta
seccidn. La opcidn <3> forma una combinacion lineal de filas para reemplazar una
fila. Posteriormente utilizaremos esta terminologfa en este curso, y aparecerd en cier-

ta pantallas de reduce. (Véanse las secciones 10.7y 1.5.)

2. Dentro de la rutina reduce, la matriz sobre la cual se realizan las operaciones por fi-

la se llama A, sin importar el nombre de su matriz de entrada.

Resuelva el siguiente sistema lineal mediante reduce.

L

| 1
LA e

|8 ol

X |
X T §5)Y =

=
-
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Solucién Introduzca la matriz aumentada en MATLAB y llimela C.
C=[1/3 V4 1¥6:177 119 59/63)

C=
0.3333 0.2500 2.1667
0.1429 0.1111 0.9365

Luego escriba
reduce(C)

Acontinuacién presentamos los pasos de reduce. Los datos aparecen en forma de-
cimal, a menos que elija la opcion para el despliegue de fracciones <4>, Los corres-
pondientes despliegues de fracciones aparecen entre llaves en los siguientes ejemplos,
oon fines ilustrativos. Por lo general, los despliegues en forma decimal y de fraccién no
aparecen en forma simultnea.

+++++FF bbb+
*#4++ SWREDUCE" a Matrix by Row Reduction **#++

The current matrix is:

A =
0.3333 0.2500 2.1667 {1/3 1/4 13/6 )
0.1429 0.1111 0.9365 {1/7 1/9 59/63)
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k=Row(i) (k not zero)

<3> k=xRow(i)+ Row(j) ===> Row(j)
<4> Turn on rational display.

<5> Turn off rational display.
<-1> "“Undo" previous row operation.
<0> Quit reducel

ENTER your choice ===> El

Enter multiplier. 1/A(1,1) |

Enter row number. 1

i s 2 o e e o S S o S o o
#4¢+++* Row Multiplication Complete #*#*#**
The current matrix is:

A =
1.0000 0.7500 6.5000 1 3/4 13/2 }
0.1429 0.1111  0.9365 /7  1/9  59/63)
OPTIONS
<l> Row(i) <===> Row(j)
<2> kxRow(i) (k not zero)
<3> k=Row(i)+ Row(j) ===> Row(j)

<4> Turn on rational display.

<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo" previous row operation.
<0> Quit reducel

ENTER your choice ===> E]
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Enter multiplier. |-A(2,1)

Enter first row number. EJ

Enter number of row that changes. !_?_]
e o o o o o o o ot e

*++++ Replacement by Linear Combination Complete **+#+

The current matrix is:

A =
1.0000 0.7500 6.5000 (1 3/4 13/2 )
0 0.0040 0.0079 [0 1/252 1/126}
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k xRow(i) (k not zero)

<3> kxRow(i)+ Row(j) ===> Row(j)
<4> Turn on rational display.

<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo" previous row operation.
<0> Quit reducel

ENTER your choice ===> [z’

Enter multiplier.
Enter row number. @

B o e o o o o o T o o
#**+++ Row Multiplication Complete *#*+++

The current matrix is:

A=
1.0000 0.7500 6.5000 {1 3/4 13/2)
0 1.0000 2.0000 {0 1 2 |
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> kxRow(i) (k not zero)

<3> kxRow(i)+4 Row(j) ===> Row(j)
<4> Turn on rational display.

<5> Turn off rational display.
<-1> *"Undo" previous row operation.
<0> Quit reduce!

ENTER your choice ===> m

Enter multiplier.

Enter first row number. [Z]

Enter number of row that changes. E}
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e o o o o o o
**e*** Replacement by Linear Combination Complete #*#*#+%=%

The current matrix is:

A=
1.0000 0 5.0000 (1 0 5}
0 1.0000 2.0000 (0 1 2}
OPTIONS
<1> Row(i) <===> Row(j)
<2> k=Row(i) (k not zero)
<3> k=*Row(i) 4+ Row(j)===> Row(])
<4> Turn on rational display.
<5> Turn off rational display.
<-1> "Undo" previous row operation.
<0> Quit reducel!
ENTER your choice ===> 0|
*x %% ===> REDUCE is over. Your final matrix is:
A =
1.0000 0 5.0000
0 1.0000 2,0000

e o e e e o o o i S

En consecuencia, la solucién del sistema es x =5,y = 2. |

La rutina reduce k obliga a concentrarse en la estrategia del proceso de reduccién
por filas. Una vez que haya utilizado reduce con un niimero suficiente de sistemas li-
neales, el proceso de reduccion se convertird en un cilculo mds bien sistemético. La for-
ma escalonada reducida por filas de una matriz se utiliza en muchas partes del dlgebra
lineal para proporcionar la informacién relativa a varios conceptos (algunos de los cua-
les ya hemos analizado). Como tal, la forma escalonada reducida por filas de una matriz
se convierte en un paso de procesos méds complejos. Debido a ello, MATLAB proporcio-
m una manera automdtica de obtener la forma escalonada reducida por filas (reduced
row echelon form), llamada rref, Una vez introducida la matriz A en cuestion, donde
A representa una matriz aumentada, sélo escriba

rref(A)

y MarLaB responder@ mediante el despliegue de la forma escalonada reducida por filas
de A,

En el ejemplo 14 de la seccién 1.5, se pedia la solucién del sistema homogéneo

x+ y+z4+w=0
X +w =10
X+2y+z =0.

Forme la matriz aumentada C en MATLAB para obtener
C =

o
oR
o
o
oo
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Ahora escriba
rref(C)
y MATLAB desplegard
ansg =
1 0 0 1 0
0 1 0o -1 0
0 0 1 1 0

Esto implica que la incégnita w se puede elegir de manera arbitraria; digamos, w = r,
donde r & cualquier nimero real. Por lo tanto, la solucién es

X=—=r, y=r, z=-r, w=r. |

X5 INVERSAS DE MATRICES EN MaTLAB

Como estudiamos en la seccion 1.6, para que una matriz cuadrada A sea no singular, la
forma escalonada reducida por filas de A debe ser la matriz identidad. Por lo tanto, con
MaTLAB se puede determinar si A es singular o no calculando su forma escalonada
reducida por filas mediante reduce o rref. Si el resultado es la matriz identidad, enton-
ces A es no singular. Tal cdlculo determina si existe 0 no la inversa, pero, si existe,
no calcula la inversa de manera explicita. Para calcular la inversa de A, podemos pro-
ceder como en la seccién 1.6 y determinar la forma escalonada reducida por filas de
[A : 1].Sila matriz resultantees [/ | Q],entonces Q = A~'.Con MATLAB, una vez in-
troducida una matriz no singular A, podemos calcular inmediatamente la inversa me-
diante

reduce([A  eye(size(A))])
o calcularda mediante
rrefl[A  eye(size(A))])

Por ejemplo, si utilizamos la matriz A del ejemplo 5 de la seccion 1.6, tenemos

L E 1
A=|0 2 3|,
5 5 1

Al introducir la matriz A a MATLAB y escribir el comando

rref([A  eye(size))])

se obtiene
ans =
1.0000 0 0 1.6250 -0.5000 -0.1250
0 1.0000 0 -1.8750 0.5000 0.3750
0 0 1.0000 1.2500 0 -—-0.2500

Para extraer la matriz inversa hacemos

Ainv = ans(: 4:6)



460 Capitulo 10 MamiAB para dlgebra lineal

y obtenemos
Ainv =
1.6250 —~0.5000 -0.1250
—~1.8750 0.5000 0.3750
1.2500 0 —0.2500

Para ver el resultado en forma racional, utilizamos

format rat
Ainv
lo cual da
Ainv =
13/8 -1/2 -1/8
~-15/8 1/2 3/8
5/4 0 -1/4
Escribimos el comando
format short

Por ello, nuestros comandos anteriores en MATLAB se pueden emplear como los céilcu-
los a mano descritos en la seccién 1.6.

Por conveniencia, existe una rutina que calcula las inversas de manera directa, cu-
yo comando es invert, Para la matriz anterior A escribiriamos

invert(A)

y el resultado serfa idéntico al obtenido en Ainv utilizando rref. Si la matriz no es cua-
drada o es singular, aparecerd un mensaje de error,

Un n-vector x (vea la seccion 4.2) se puede representar en MATLAB como una matriz
columna con n elementos,

X
x2
x - . *
Xn
0 como una matnz fila con n elementos,
x= [,\'1 X3 e .\'nl .

En un problema o ejercicio particular, podemos elegir una forma de representar los -
vectores y no modificarla en lo sucesivo.

Las operaciones vectoriales de la seccion 4.2 corresponden a operaciones sobre
matrices de n x |, o columnas. Si el n-vector se representa mediante matrices fila en
MATLAB, entonces las operaciones vectoriales comresponden a operaciones sobre matri-
ces 1 x n,las cuales son casos particulares de la suma, resta y multiplicacion por una
escalar de las matrices, ya analizados en la seccidn 10.2.

La noma o longitud de un vector x en MATLAB s obtiene mediante el comando

norm(x)
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Este comando calcula la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los componen-
tes de x,que es igual a ||x||, segin lo analizado en la seccion 4.2,
La distancia entre los vectores Xy y en R” en MATLAB estd dada por

norm(x — y)

Sean

B -

2
R
= 1
o

Introducimos estos vectores en R* a MATLAB como columnas. Entonces

norm(u)
despliega
ans =
2.6458
mientras que
normy(yv)
da como resultado
ans =
3.7417
y
norm(u — v)
produce
ans =
1.7321 |

En MATLAB, el producto punto de un par de vectores u y v de R”, se calkcula me-
diante el comando

dot(u,v)
Para los vectores del ejemplo |, MATLAB da el producto punto como
ans =

Segiin lo analizado en la seccién 4.2, el concepto de producto punto es ttil para de-
finir el angulo entre n-vectores. La ecuacion (4) de la seccion 4.2 nos dice que el cose-
no del dngulo fentre u y ves

En MATLAB, el coseno del dngulo entre u y v se calcula mediante el comando
dot(u,v)/(morm(u) * norm(v))

El angulo # se puede calcular mediante el arco coseno del valor de la expresién ante-
ror. En MATLAB, la funcién arco coseno se escribe como acos. El resultado serd un én-
gulo en radianes.
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2130 Ko Pl Para los vectores u y v del ejemplo 1, el dngulo entre ellos se calcula como

¢ = dot(u,v)/(norm(u) * norm(v));

angle = acos(c)
b cual despliega
angle =
0.4296
que es de aproximadamente 24 61°. |

i[E4d APLICACIONES DE LAS COMBINACIONES LINEALES EN MAaTLAB

H concepto de combinacién lineal, analizado en la seccién 6.2, es fundamental para
muchos temas de algebra lineal. Las ideas de espacio generado, independencia lineal,
dependencia lineal y base se fundamentan en la formacién de combinaciones lineales de
vectores. Ademis, las operaciones elementales por fila analizadas en las secciones 1.5
y 104 son esencialmente de la forma “reemplazar una fila por una combinacién lineal
de filas". Es claro que esto ocurre cuando sumamos el miltiplo de una fila a otro. (Vea
también la rutina reduce en la seccion 10.4.) Desde este punto de vista, la forma esca-
lonada reducida por filas y la forma escalonada por filas son procesos que implemen-
tn las combinaciones lineales de las filas de una matriz. Por lo tanto, las rutinas reduce
y rrefl de MarLAs deben ser ttiles para resolver problemas relacionados con las com-
binaciones lincales.

En esta seccién analizamos la forma de utilizar MATLAB para resolver problemas
relacionados con las combinaciones lineales, los espacios generados por ciertos vecto-
res, la independencia lineal, la dependencia lineal y las bases. La estrategia bésica con-
siste en plantear un sistema lineal relacionado con el problema y hacerse preguntas
como: “;existe una solucién?" o bien “; la solucién trivial es la tinica solucién?”

EL PROBLEMA DE LA COMBINACION LINEAL

Dado un espacio vectorial V y un conjunto de vectores S = {vy, va,. .., vg} en V hay
que determinar si v, perteneciente a V,se puede expresar como una combinacién lineal
e los elementos de S. Es decir, ; podemos encontrar un conjunto de escalares ¢y, €s,...c;
tales que

CiV + ¥y + " +Cp¥ = v?
Existen varias situaciones comunes.
Caso 1. Silos vectores en § son matrices fila, debemos construir (como en el ejemplo
11 de la seccién 6.2) un sistema lineal cuya matriz de coeficientes A es

T
¥

y cuyo lado derecho es v'. Es decir, las columnas de A son las matrices fila del conjun-
to §, convertidas en columnas. Seanc =[¢; ¢2 -+ alyb= v’ transformamos
d sistema lineal Ac = b mediante reduce o rref en MATLAB. Si el sistema es consisten-
te, de modo que no aparezcan filas de la forma [O 0 -+ 0 gl q#0, entonces
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el vector v se puede escribir como una combinacién lineal de los vectores en S. En ese
caso, la solucién del sistema proporciona los valores de los coeficientes. Advertencia:
en muchas ocasiones, basta decidir si el sistema es consistente para determinar si v es
una combinacién lineal de los elementos de §. Lea la pregunta con cuidado.

EJEMPLO 1 Para aplicar MATLAB al ejemplo 11 de la seccion 6.2, procedemos como sigue. Definimos

A=[1 2 151 0 2;1 1 0)
b=[(2 1 5)

Luego utilizamos el comando

rref([A b))
para obtener
ans =
3 0 0 d
0 1 0 2
0 0 1 =1

Recuerde que este despliegue representa la forma escalonada reducida por filas de una
matriz aumentada, lo cual indica que el sistema es consistente, con solucién

=1, C2 =12, = -l.
Por lo tanto, v es una combinacién lineal de vy, v2 y vs. [ |

Caso 2. Si los vectores en § son matrices columna, entonces s6lo juntamos las colum-
nas para formar la matriz de coeficientes

A=[v vz o0 Wy

y hacemos b = v. Procedemos como en el caso 1.

Caso 3. Silos vectores en § son polinomios, debemos asociar cada polinomio a una co-
lumna de coeficientes. Asegiirese de que los términos faltantes en el polinomio tengan
asociado un coeficiente nulo. Una forma de proceder consiste en tomar el coeficiente
del término de mayor potencia como la primera entrada de la columna, el coeficiente del
término de la siguiente mayor potencia como la segunda entrada, y asf sucesivamenle.,
Por ejemplo,

PR4+2t 41— PR, p—

1D
-

=]
+

(3]
NS -
(S

Luego resolvemos ¢l problema de combinacién lineal como en el caso 2.

Caso 4. Silos vectores en S son matrices de m x n, entonces a cada una de estas ma-
trices A; le asociamos una columna v; juntando las columnas. una debajo de la otra. En
MATLAB, esta transformacidn se realiza mediante el comando reshape. Luego procede-
mos como en el caso 2.

313,508 Dada la matriz
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Para asociarle una matriz columna segiin lo descrito, primero introducimos P a MATLAB
y luego escribimos el comando

v = reshape(P,6,1)
para obtener
v =

1

4

2

5

3

6
Para mayor informacién, escriba help reshape. ©

EL PROBLEMA DEL ESPACIO GENERADO POR
UN CONJUNTO DE VECTORES

Hay dos clases comunes de problemas relacionados con este concepto. El primero es:

Dado el conjunto de vectores § = {v|,v5,..., v yel
vector v en un espacio vectorial V, ;estd v en el espacio generado por §7

Este problema es idéntico al de la combinacién lineal ya analizado, pues queremos sa-
ber si v es una combinacién lineal de los elementos de §. Como hemos demostrado, en
muchos casos podemos emplear MATLAB para resolver este problema.

La segunda clase de problemas relacionados con el concepto de espacio generado es:

Dados los vectores S = {v,, v, ..., ¥;} en un espacio

vectorial V, ;el espacio generado por § es igual a V7
Aqui nos preguntamos si todos los vectores en V se pueden escribir como una combi-
nacion lineal de los vectores en S.En este caso, el sistema lineal construido tiene un la-
do derecho con valores arbitranios. que corresponden a un vector arbitrario en V (véase
el ejemplo 1 de la seccion 6.3). Como MATLAB s6lo puede utilizar valores numéricos en
rutinas como reduce y rref, no podemos aprovecharlo para responder a esta pregunta
(de manera completa).

Con respecto a la segunda pregunta, hay un caso particular que aparece con cierta
frecuencia y que puede ser resuelto por MATLAB, En la seccién 6 4 analizamos el con-
ceplo de dimension de un espacio vectorial. La dimension de un espacio vectorial Ves
el nimero de vectores en una base (véase la seccién 6.4) que es el menor nimero de
vectores que pueden generar a V. Si sabemos que V tiene dimension & y que ¢l conjun-
to § tiene k vectores, entonces podemos proceder como sigue para ver si el espacio ge-
nerado por §Ses igual a V., Planteamos un sistema lineal Ac = b asociado con la pregunta
del espado generado por los vectores. Si la forma escalonada reducida por filas de la
matriz de coeficientes A es

I
o)

donde 0 es una submatriz con ceros, entonces cualquier vector en V se puede expresar
mediante elementos de S. En realidad, § es una base V. En MATLAB podemos hacer re-
duce o rref sobre la matriz A. Si A es cuadrada, también podemos utilizar det. Intente
esta estrategia en el ejemplo 1 de la seccion 6.3.

Otra pregunta relacionada con el espacio generado por un conjunto de vectores se
refiere a la determinacion de un conjunto que genere el conjunto de soluciones de un
sistema homogéneo de ecuaciones, Ax = 0. La estrategia en MATLAB consiste en deter-
minar la forma escalonada reducida por filas de [A © 0] mediante ¢l comando

rref(A)
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(No hay necesidad de incluir la matriz aumentada, pues sélo tiene ceros.) Damos for-
ma a la solucién general del sistema y la expresamos como una combinacién lineal de
las columnas. Estas forman un conjunto generador del conjunto de soluciones del sis-
tema. Véase el ejemplo 6 de la seccion 6.3

EL PROBLEMA DE LA INDEPENDENCIA/DEPENDENCIA
LINEAL

La independencia o dependencia lineal de un conjunto de vectores S = {v v;,..., %}
€s una cuestion de combinaciones lineales, El conjunto § es linealmente independiente
si la sinica forma en que la combinacién lineal ¢\ vy + ¢2v2 + * * - + ¢,V produce el vec-
tor cero es cuando ¢; = ¢; =+ -+ ¢, = 0. Si podemos obtener el vector cero con alguno
de los coeficientes ¢; # 0, entonces § es linealmente dependiente. Si seguimos el an4-
lisis del problema de combinacién lineal, producimos el sistema lineal asociado

Ac =0.
Observe que el sistema lineal es homogéneo. Tenemos el siguiente resultado:

S es linealmente independiente si y sélo si Ac =0
solo tiene la solucion trivial.

En caso contrario, § es linealmente dependiente. Véanse los ejemplos 8 y 9 de la sec-
cién 6.3. En razén de que ya tenemos el sistema homogéneo Ac = 0, podemos aprove-
char la rutina reduce o rref de MATLAB para analizar si el sistema tiene 0 no una
solucién no trivial.

Un caso particular se presenta cuando tenemos k vectores en un conjunto S de un
espacio vectorial § de dimensién & (véase la seccion 6.4) Sea Ac = ( el sistema lineal
asociado con el problema de combinacién lineal. Se puede demostrar que

S es linealmente independiente si y sélo si la forma

escalonada reducida por filas de A es [H

donde 0 es una submatriz con ceros. Podemos extender esta conclusion diciendo que §
¢s una base de V (vea el teorema 6.9). En MaTLAB, podemos utilizar reduce o rref
sobre A como apoyo al analizar tal situacién.

ELXI TRANSFORMACIONES LINEALES EN MATLAB

Consideremos el caso particular de las transformaciones lineales L: R" — R™, que se
pueden representar mediante una matriz A de m x n. Entonces, para xen R",

I(x) = Ax,
que estd en R™. Por ejemplo, supongamos que L: R* — R? estd dada por L(x) = Ax,

donde A es la matriz
1 -1 =2 =2
A=12 -3 -5 -6,
1 =2 =3 -

La imagen de
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bajo L es

1 -1 =2 =2 ; 1
!(I) = AX = 2 —3 —5 '-6 ~1 = ] .
1 -2 -3 —4][7y| |o

La imagen de una transformacion lineal L es el subespacio de R™ formado por
las imdgenes de todos los vectores de R". Se puede demostrar facilmente que

la imagen de L = a espacio generado por las columnas de A.

(Véase el ejemplo 11 de la seccién 9.2.) Esto implica que “conocemos la imagen de L”
cuando tenemos una base para el espacio generado por las columnas de A. Hay dos
formas sencillas de determinar una base para ¢l espacio generado por las columnas
de A.

1. Las transpuestas de las filas no nulas de rref(A’) forman una base para el espacio
generado por las colurmas (véase el ejemplo 4 de la seccién 6.6).

2. Si las columnas que contienen los unos principales de rreflA) son k) < ky < -+ < k.,
entonces las columnas ky, ks, . . .. k, de A son una base para el espacio generado
por las columnas de A (véase ¢l ejemplo 4 de la seccién 6.6).

Para la matriz A anterior, tenemos que

mef(A") =

OO -
O0=0
S o

10 -1 0
ref(A) = |0 | . 3
0o 0 0 0

1 0
y, por lo tanto, I[ 0] . |:]j| lcsmabascpmalaimgcndc L. Con el segundo método,

Asf, tenemos que las columnas 1 y 2 de A son una base para el espacio generado por
las columnas de A y, por lo tanto, la imagen de L es una base. Ademds, se puede usar la
rutina lisub. Utilice help para obtener los comandos correspondientes.

El nicleo de una transformacién lineal es el subespacio de todos los vectores en
R" cuya imagen es el vector cero en R”, lo cual corresponde al conjunto de todos los
vectores x que satisfacen

L(x)=Ax=0.

Por lo tanto, tenemos que el nicleo de L es el conjunto de todas las soluciones del sis-
tema homogéneo

Ax =10,

que es el espacio nulo de A. Asf, “conocemos el nicleo de 1" si tenemos una base
para el espacio nulo de A. Para determinar la base, formamos la solucién general de
Ax = 0 y “la separamos en una combinacién lineal de columnas mediante las constan-
tes arbitrarias presentes”. Las columnas utilizadas forman una base para el espacio
nulo de A. Este procedimiento utiliza rref(A). Para la matriz A anterior, tenemos

1 0 -1 0
rref(A) = | 0 1 1 21,
0 0 0 0
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Si damos valores arbitrarios a las variables correspondientes a las columnas sin unos
principales, tenemos que

xn=r Yy X3=1

Entonces, la solucién general de Ax = 0 estd dada por

x| r I 0

—_—r = = s )

x r—2¢ | 2
x=|"2%|= =r +t

X3 r 0

X4 ] 0 |

En consecuencia, las columnas

I 0
~1 -2
I Y 0
0 1

forman una base para el nicleo de L. También la rutina homsoln mostrard la solucion
general de un sisterma lineal homogéneo. Ademis, el comando null produce una base
ortonommal para el espacio nulo de una matriz, Utilice help para mayor informacién
acerca de estos comandos.

En resumen, el uso adecuado del comando rref en MATLAB nos proporcionard las
bases para el nicleo y la imagen de la transformacién lineal 7(x) = Ax.
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ELE) RESUMEN DE COMANDOS DE MATLAB

En esta seccién enumeramos los principales operadores y comandos de MATLAB utili-
zados en este libro. La lista estd dividida en dos partes: comandos que estédn incluidos
en ¢l software MATLAB, y las rutinas especiales que estdn disponibles para los usuarios
de este libro. Ambas partes tienen una referencia cruzada con las secciones del capitu-
lo 10 donde se analizan o bien con las secciones donde aparecen ejercicios de MATLAB
que son la primera referencia. Para facilitar la referencia hemos incluido una breve des-
cripcién de cada rutina adicional, que estd disponible para los usuvarios de esta obra,
Una vez que se haya completado el procedimiento de instalacién. La descripcién de
aualquier comando de MATLAB se obtiene mediante help. (Véase introduccién del ca-
pitulo 10.)

Comandos incluidos en MATLAB

ans 10.1) inv (10.5) rref (10.4, 1.5)

clear (10.1, 1.2 norm (10.6) size (10.1, 1.6)

conj mull (10.8) sqrt

det (10.7,3.1) ones (10.3,1.3; sum

diag (10.2, 1.3} poly (7.1} tril (10.2, 1.4

dot (10.6,1.3,42) polyval (10.3 triu (10.2, 1.4)

eig (8.3) polyvalm (10.3, 1.4, zeros (10.3)

exit (10) quit (10) \ (L.5)

eye (10.3, 1.5 rand (10,3, 1.4) 3 (10.1)

fix (10.3, 1.4) rank 6.6} : (10,1

format (10.1, 1.2 rat (10.1) " (apdstrofo) (10.2,1.2)
help (10; real +, =9, /.* (102,10.3)
hilb (10.1, 1.2) reshape (10.7)

image roots (7.1)

Comandos adicionales

adjoint (1.2) crossprd Isgline (6.10)
binadd (1.2) crossdemo matrixtrans (1.5)
bingen (1.2, gschmidt (6.8) planelt (5.1,
binprod (1.3 homsoln (10.8,6.5) project

binrand (1.4) invert (10.5) reduce (10.4, 1.5
binreduce (1.5) Enprog vec2demo 4.1)
cofactor (32) Ipstep vecddemo 4.2)

Notas: (10) se refiere a la introduccién del capitulo 10. Tanto rref como reduce se uti-
lizan en muchas secciones. Las siguientes descripciones aparecen también en respues-
ta al comando help. En la descripcién de varios comandos, la notacion es un poco
distinta de la del texto.
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Descripcion de los comandos

ADJOINT

BINADD

Calcula la adjunta clésica de una matriz cuadrada A. Si A no es cuadrada,

regresa una matriz vacia.
**+ Egta rutina sélo debe ser utilizada por los estudiantes para

verificar los célculos de la adjunta y no como parte de una rutina para
calcular inversas. Véase invert o inv.

Utilice la forma ==> adjoint (A) <==

Utileria para sumar dos vectores binarios mediante aritmética binaria.
Comprueba si los sumandos son del mismo tamafio y binarios.

Utilice la forma ==> sum = binadd(x,y) o binadd(x,y) <==

Genera una matriz de cédigos binarios para enteros desde start hasta fin
en pasos de tamafio 1 como columnas de num bits.

Utilice la forma ==> bingen (start, fin, num) <==

(-]

==> M = bingen(start, fin, num) <==

donde start es un entero no negativo, com el cual se inicia,
y fin es un enterc no negativo mayor o igual a start,
con el cual se termina.

num es el ntmero de bits para usar en la generacién de
la forma binaria de los enteros.

Utileria para calcular el producto matricial A*B de dos matrices binarias.
Verifica que AR y B sean binarias.

Utilice la forma ==> C = binprod (A, b) o binprod (A, B) <==
Genera de manera aleatoria una matriz binaria de m por n bits.
Utilice la forma ==> binrand (m, n) o B = binrand (m, n) <==

Realiza la reduccién por filas sobre una matriz binaria A, pero se deben
seleccionar de manera explicita las operaciones por filas que deben
usarse. Una operacién se puede “deshacer”, pero esta caracteristica no
puede usarse en sucesién. (Esta rutina sélo es para matrices binarias.)

Utilice la forma ==> binreduce <==
o la forma ==> binreduce (A) <==

Realiza la sustitucién hacia atrds de un sistema triangular superior
Ax=b. Si A no es cuadrada, triangular superior y no singular, aparece un
mensaje de error. En caso de que se muestre un error, la solucién que se
regresa es de ceros.

Utilice la forma ==> bksub (A,b) <==
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COFACTOR

CROSSDEMO

CROSSPRD

FORSUB

GSCHMIDT

Calcula el cofactor (i, j) de la matriz A. 8i A no es cuadrada aparece un
mensaje de error.

**+ Egta rutina sélo debe ser utilizada por los estudiantes para verificar
los célculos de cofactores.

Utilice la forma ==> cofactor (i, j, A) <==
Despliega una pareja de vectores tridimensionales y su producto cruz.

Los vectores de entrada X y Y aparecen en una perspectiva tridimensional,
junto con su producto cruz. Para ayudar a la visualizacién, aparece un
conjunto de ejes de coordenadas tridimensionales.

Utilice la forma ==> crossdemo (X, Y) <==

Calcula el producto cruz de los vectores x y y en el espacio
tridimensional. La salida es un vector ortogonal a los dos vectores
originales x y y. La salida se regresa como una matriz fila con tres
componentes [vl v2 v3] que se interpreta como vl*i + v2*j + vi*k,
donde i, j, k son los vectores unitarios en las direcciones x, y vy z
respectivamente.

Utilice la forma ==> v = crossprd (x, y) <==

Realiza la sustitucién hacia adelante en un sistema triangular inferior
Ax=b. 8i A no es cuadrada, triangular inferior y no singular aparece un
mensaje de error. En caso de error, la solucién que regresa sélo tiene
ceros.

Utilice la forma ==> forsub (A, b) <==

Realiza el proceso de Gram-Schmidt sobre las columnas de x. La base
ortonormal aparece en la columna de y, a menos que aparezca un
segundo argumento, en cuyo caso y sélo contiene una base ortogonal.
El sequndo argumento puede tener cualquier valor.

Utilice la forma ==> y = gschmidt (x) <==
o ==> y = ggchmidt (x, v) <==

Determina la solucién general de un sistema homogéneo de ecuaciones.
La rutina regresa un conjunto de vectores base para el espacio nulo de
Ax=0.

Utilice la forma ==> ns = homsoln (A) <==

Si existe un segundo argumento, se despliega la solucién general.
Utilice la forma ==> homsoln (A,1l) <==

Esta opcién supone que la solucién general tiene, como méximo,
10 constantes arbitrarias.
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Calcula la inversa de una matriz A mediante la aplicacién de la forma
escalonada reducida por filas a [A I). S8i A es singular se despliega una
advertencia.

Utilice la forma ==> B = invert (A) <==

Resuelve de manera directa el problema esténdar de programacién lineal
mediante las variables de holgura, como en el libro Algebra lineal con
aplicaciones, de B. Kolman y D. R. Hill. Esta rutina estd disefiada sélo

para problemas pequefios.

Para formar la tabla inicial A, se introducen los coeficientes de las
restricciones en las filas, donde las ecuaciones son de la forma:

a X, + axX; + asXy + -+ + apXn = Cp

y la fila inferior estd formada por la funciém objetivo, escrita en la
forma:

Z1X; + 23Xy + 23Xy + -+ 2. X, = 0.

En consecuencia, siempre que al menos exista una entrada negativa en la
ltima fila, linprog encontrard la soluciém 6ptima. Si no se proporciona
la tabla inicial como argumento, ésta es solicitada por la rutina.

Utilice la forma ==> linprog (A) o linprog <==

Resuelve paso a paso pequefios problemas esténdar de programacién lineal.
En cada etapa, debe indicar el pivote. Las respuestas incorrectas inician
una serie de preguntas, que le ayudarén a elegir un pivote. Las pantallas
reflejan la forma del problema desarrollada en Algebra lineal con
aplicaciones, de B. Kolman D. R. Hill.

Esta rutina resuelve el problema esténdar de programacién lineal mediante
el método simplex con variables de holgura. Para formar la tabla inicial A,
se introducen los coeficientes de las restricciones en las filas, donde
las ecuaciones son de la forma:

a X, +aX;,+a3Xy+---+a X, =G

y la fila inferior estd formada por la funcién objetiva, escrita en la
forma:

z:X; +22X2+ 23X3+ -+ 2, Xq = 0.
En consecuencia, siempre que al menos exista una entrada negativa en la
Gltima fila, LPSTEP encontrard la solucién 6ptima. Si no se proporciona
la tabla inicial como argumento, ésta es solicitada por la rutina.
<<necesita la utileria mat2strh.m>>

Utilice la forma ==> lpstep(A) o lpstep <==
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LSQLINE

PLANELT

Esta rutina construye la ecuacién de la recta de minimos cuadrados para
un conjunto de datos dados por parejas ordenadas; luego, grafica la recta
Yy el conjunto de datos. Tiene un pequefio ment de opciones que incluye la
evaluacién de la ecuacién de la recta en puntos dados.

Utilice la forma ==> ¢ = lsqline (x,y) o lsqline (x, y) <==

En este caso, x es un vector que contiene las abscisas y y es un vector
que contiene las ordenadas correspondientes. En la salida, c¢ contiene los
coeficientes de la recta de minimos cuadrados:

y=c (1) *x+c(2)

Realiza la factorizacién LU sobre la matriz A, eligiendo de manera
explicita las operaciones por fila que se deben realizar. No se permiten
intercambios de fila, por lo cual es posible que no se pueda determinar
la factorizacién. Se recomienda construir los factores en términos de los
elementos de la matriz U, como -U(3, 2)/U(2, 2) ya que al desplegar las
matrices L y U no se muestran todas las cifras decimales. Una operacién
por fila se puede “deshacer”, pero esta caracteristica no se puede
utilizar de forma consecutiva.

Esta rutina emplea las utilerias mat2strh y blkmat.

Utilice la forma ==> [L, U] = lupr(A) <==

Esta rutina muestra las imdgenes de objetos del 2-espacio cuando se
transforman mediante una matriz de 2 X 2. Hay disponibles varios objetos
Y una opcién de composicién de transformaciones. Se emplea una interfaz
grafica para el usuario a fin de seleccionar los objetos y la iniciacién

de operaciones y opciones.

Cuando se utiliza una matriz para realizar la transformacién siempre se
llamara A.

Utilice la forma ==> matrixtrans <==
y siga los comandos que aparecen en pantalla.
Demostracién de las transformaciones lineales planas:

Rotaciones, Reflexiones, Ampliaciones y Reducciones e Inclinaciones
(cortes).

Usted también puede especificar su propia transformaciém.

Los resultados graficos de las transformaciones lineales planas sucesivas
pueden verse mediante el despliegue de varias ventanas. Se pueden elegir
figuras esténdar o bien utilizar una figura propia.

Utilice la forma ==> planelt <==
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Proyeccién de un vector u sobre un vector w. Los vectores u y w pueden
ser un par de vectores de dos o de tres dimensiones. Se muestra una
grafica que muestra u proyectado sobre w.

Utilice la forma ==> project (u,w) <==
0 ==> project <=m

En el {ltimo caso se presenta un men(i de opciones. Una opcién es una
demostracién que selecciona de manera aleatoria 2 o 3 dimensiones.

Reduce la matriz A por filas, eligiendo de manera explicita las
operaciones por fila que deben realizarse. Una operacién por fila puede
“deshacerse”, pero esta caracteristica no puede utilizarse dos veces de
manera consecutiva. Esta rutina es adecuada para matrices pequefias, reales
o complejas.

Utilice la forma ==> reduce <== para seleccionar una demostraciém o
introducir su propia matriz A

o en la forma ==> reduce (A) <==

Demostracién grdfica de las operaciones vectoriales para vectores
bidimensionales.

Elija los vectores X = [x1 x2] vy Y = [yl y2], los cuales se desplegaréan
de manera gréfica, junto con su suma, resta y un miltiplo escalar.

Utilice la forma ==> vec2demo (X, ¥) <==
o ==> yec2demo <==
En el Gltimo caso, se le pedirén los datos.

Despliega un par de vectores tridimensionales, su suma, resta y un
miltiplo escalar.

Los vectores de entrada X y Y se despliegan en una perspectiva
tridimensional, junto con su suma, resta y algunos mGltiplos escalares.
Para ayudar a la visualizacién, se muestra un conjunto de ejes de
coordenadas tridimensionales.

Utilice la forma ==> vec3demo (X, ¥Y) <==



Adjunta: Para una matriz A = [a;)] de n x n, la adjunta de A,
denotada mediante adj A, es la transpuesta de la matriz formada
al reemplazar cada cntrada por su cofactor A;;; csto s, adj
A= [A‘“}.

Angulo entre vectores: Para vectores diferentes de cero uy ven
R”, ¢l dingulo w entre u y v s determina mediante la expresion
u-y

vl

cos(f) =

Base: Un conjunto de vectores § = {v, v, ..., v;} dc un espa-
¢io vectorial V se denomina base para V, st S generaa Vy Ses un
conjunto linealmente independiente.

Base estindar (o canénica): La base estindar para R” es el con-
junto de vectores ; = columna j (0, de forma equivalente, fila j)
de la matriz identdadde n x n,j=1,2,...,n.

Base ordenada: Un conjunto de vectores § = {vy, va,. ...V}
en un espacio vectorial V se denomina base ordenada para Vsi §
es una base para V y si el reordenamiento de los vectores en S se
considera una base diferente para V.

Base ortogonal: Una base para un espacio vectonial V que
también sca un conjunto ortogonal s¢ denomina base ortogonal
para V.

Base ortonormal: Una base para un espacio vectorial V que tam-
bién es un conjunto ortonormal se denomina base ortonormal
para V.

Cilculo de un determinante por medio de reduccién a una
forma triangular: En el caso de una matriz A de n x n, el deter-
minante de A, denotado mediante det(A) o |A|, puede calcularse
cn ayuda de las operaciones elementales por fila (renglén), como
sigue. Utilice las operaciones elementales por fila sobre A para
obtener una matriz triangular superior, manteniendo ¢l registro
de las operaciones que utilice. Empleando los cambios resultan-
s en el determinante a partir de la aplicacion de las operaciones
por fila como sc analiza cn la scoecidn 3.1, y tomando en cucnta
el hecho de que ¢l determinante de una matnz triangular superior
es ¢l producto de las entradas de su diagonal, podemos obtener
una expresién apropiada para det(A).

Cofactor: En el caso de una matrizA = [a;;] de n x n, el cofac-
tor A;; de aj; se define como Ay = (=1y*/ det(M ), donde M,;
es ¢l menor ;;de A,

(GLOSARIO

Combinacién lineal: Una combinacion lincal de vectores vy,
V2, ..., Vi de un espacio vectorial V es una expresion de la for-
ma ¢y Vy + caVa+ « - + v, donde ¢y, 3, . . ., € son escalares.
Una combinacion lincal de las matrices A, As,. .., A dem x n
estd dada porc Ay + oAy + -0 + AL

Complemento ortogonal: El complemento ortogonal de un con-
junto § de vectores en un cspacio vectorial V, es ¢l conjunto de
todos los vectores en V que son ortogonales a todos los vectores
en S,

Componentes de un vector: Las componentes de un vector v en
R" son sus cntradas:

Conjunto ortogonal: Un conjunto de vectores § = {w, wy, .. .
. Wi} de un espacio vectonal Ven el que esté definido un produc-
to intemo, cs un conjunto ortogonal siempre que ninguno de los
vectores sea ¢l vector cero y el producto intemo de cualesquiera
de los dos vectores diferentes sea cero.

Conjunto ortonormal: Un conjunto de vectores S = {w;, ws,
. ... W} de un espacio vectorial V, en el cual estd definido un
producto intemo, €s un conjunto ortonormal si cada vector es
un vector unitario y ¢l producto intemo de cualesquicra de los
dos vectores distintos es cero.

Coordenadas: Las coordenadas de un vector v en un espacio
vectonal V con base ordenada § = {v;,v,,..., v, } son los coe-
ficientes ¢, ¢2, ..., talesque v = vy + a3Vs + - - + ¥,
Denotamos las coordenadas de v relativas a la base § mediante
I"Is- y escribimos

Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Para vectores v yuen R”, la
desigualdad de Cauchy-Schwarz afirma que el valor absoluto del
producto punto de v y u es menor o igual que el producto de las
longitudes de vy u:estoes, [v-u| < ||v| [[ul.

G1



G2 Glosario

Determinante: En una matriz A de n x n, ¢l determinante de A,
denotado mediante det(A) o |A], es un escalar que se calcula co-
mo la suma de todos los posibles productos de n entradas de A,
cada uno con un signo apropiado, con exactamente una entrada
de cada fila (renglén) y exactamente una entrada de cada colum-
na. (Para conocer més detalles y procedimientos de cdlculo alter-
nativos, vea el capitulo 3.)

2-espacio: El conjunto de todos los 2-vectores se denomina 2-es-
pacio. Para vectores cuyas entradas son numeros reales, cl
2-espacio se denota mediante R

Diagonal principal de una matriz: La diagonal principal (o
simplemente la diagonal) de una matriz A de n x n,es el conjun-
to de Cﬂlrﬂi&sa.l,ﬂgg. von s @pye

Diagonalizable: Una matnz cuadrada A se denomina diagonali-
zable siempre y cuando sea semejante a una matriz diagonal D,
esto es, existe una matriz no singular P tal que P~'AP = D.
Diferencia de matrices: La diferencia de las matrices Ay B de
m x nse denota mediante A — B,y esigual alasuma A+ (=1)8.
La diferencia A — B es la matriz de m x n cuyas entradas son la
diferencia de entradas correspondicntes de A y B,

Diferencia de vectores: La diferencia de los vectores v y w en
un espacio vectorial V se denota mediante v — w, que es igual
alasumav 4+ (=1)w. Si V= R" entonces v — w s calcula
como la diferencia de las entradas correspondientes.

Dilatacién: La transformacién lincal L: R® — R" dada por
L(v) = kv, para k > 1, se denomina dilatacién,

Dimensién: La dimension de un espacio vectonal V distinto de
cero es el niimero de vectores en una base para V. La dimension
del espacio vectorial {0} se define como cero.

Distancia entre puntos (o vectores): La distancia entre los pun-

tos (uy, ..., u,) ¥ (vy,v,. .., v, es la longitud del vector
u-v,donde u = (y,u3,....04,) YV = (v, Vy,...,0,)Yy cstd
dado por

U= vl = (=) + =)+ -+ (4, = v,)%

En consecuencia, vemos que la distancia entre los vectores en R"
también es |ju - v||.

Ecuacién caracteristica: La ecuacién caracteristica de una ma-
triz cuadrada A, estd dada por f(r) = det(A — /) = 0.

Eliminacién gaussiana: En ¢l caso del sistema lincal Ax = b, s¢
forma la matriz aumentada [A = b|. Primero se calcula la forma

escalonada por filas (renglones) de la matriz aumentada; luego,

la solucién puede calcularse por medio de sustitucion hacia atrds.

Equivalente por filas: Las matrices A y B de m x n son equiva-
lentes por filas (renglones) si existe un conjunto de operaciones
por fila que den por resultado B cuando se aplican a A.
Escalares: Fn un espacio vectorial real V, los escalares son nii-
meros reales que utilizamos al formar miltiplos escalares kv,
donde v estd en V. Asimismo, cuando formamos combinaciones
lineales de vectores, los coeficientes son escalares.,

Espacio columna: El espacio columna de una matriz real A de
m % nes el subespacio de R™ generado por las columnas de A.

Espacio fila: El espacio fila de una matriz real Adem x nesel
subespacio de R” generado por las filas (renglones) de A.

Espacio generado: El espacio generado por un conjunto W =
{wi,ws,....w;} —denotado mediante gen W o span W— de un
espacio vectonal V, es el conjunto de todas las posibles combina-
ciones lincales de los vectores wy, W, . . . , Wy. Gen Wes un su-
bespacio de V.

Espacio propio: El conjunto de todos los vectores propios de
una matriz cuadrada A, asociados a un valor propio especifico A
de A junto con el vector cero, se denomina €spacio propio asocia-
do al valor propio A.

Espacio solucién: El espacio solucion de un sistema real homo-
géneco de m x n, Ax = 0 es el conjunto W de todos los n-vecto-
res X tales que el producto de A por x produce el vector cero. W
cs un subespacio de R”,

Espacio vectorial complejo: Un espacio vectonial complejo Ves
un conjunto, con elementos que llamamos vectores, y dos opera-
ciones denominadas: suma de vectores —que se denota mediante
& — , y multiplicacién por escalares, denotada con ©. Requeri-
mos que V sea cerrado bajo @, es decir, parauyven V. u@ v
es un clemento de V;ademds, es necesario que V sca cerrado ba-
Jo ©, de manera que, para cuakjuier niimero complejo &, &k © u
sea un elemento de V. Existen otras ocho propiedades que se de-
ben satisfacer para que V', con las dos operaciones, @ y @, pucda
considerarse un espacio vectorial complejo. (Para mds detalles,
vea la pégina 220.)

Espacio vectorial de dimensién finita: Se dice que un espacio
vectorial ¥V cuya base es un subconjunto finito de V, ticne dimen-
sién finita,

Espacio vectorial de dimension infinita: Se dice que un espa-
cio vectorial V pam el que no existe un subconjunto finito de vec-
tores que formen una base para V, es de dimensién infinita.

Espacio vectorial real: Un espacio vectorial real V es un con-
junto, con elementos que llamamos vectores, y dos operacio-
nes: una denominada suma de vectores —denotada mediante @,
y la segunda multiplicacién por escalares — denotada con ©®. Se
requiere que V sea cerrado bajo @, esto es, parauy ven V. u
@ v cs un clemento de V. Ademds, es necesario que V sca ce-
rrado bajo ©; esto es, para cualquier nimero real kX, k © ues un
elemento de V. Existen otras ocho propiedades que se deben sa-
tisfacer para que V, con las dos operaciones, @ y @, pueda con-
siderarse un espacio vectorial. (Para conocer mds detalles, vea
la pagina 220.)

Espacios vectoriales fundamentales asociados a una matriz:
Si A es una matriz de m x n, existen cuatro subespacios funda-
mentales asociados a la misma: (1) el espacio nulo de A, un
subespacio de R™; (2) el espacio fila de A, un subespacio de R™;
(3) el espacio nulo de A7, un subespacio de R™; y (4) el espacio
columna de A, un subespacio de R™.

Forma escalonada reducida por filas: Se dice que una matnz
cstd en la forma escalonada reducida por filas (renglones) si sa-
tisface las propiedades siguientes: (1) Todos las filas cero, si las
hay, aparecen como al final. (2) La primera entrada diferente de
cero en una fila no cero, es un 1, al que se le denomina entrada
principal o | lider. (3) Para cada fila diferente de cero, el | lider
aparece a la derecha y abajo de cualquier 1 lider en las filas que
lc preceden. (4) Si una columna tiene un 1 lider, las demds entra-
das de esa columna son cero.



Inversa de una matriz: Se dice que una matriz A de n x n tiene
una inversa si existe una matriz B de n x ntal que AB=BA = [.
Decimos que B cs la invensa de A, y lo denotamos mediante A
En este caso, A también se denomina no singular.

Inverso aditivo de una matriz: El inverso aditivo de una matriz
Ademx nesunamatrizB de m x n.tal que A + B = 0. Di-
cha matriz B ¢s ¢l negativo de A y sc denota mediante —A, que
es igual a (—1)A.

Isometrfa: Una isometria es una transformacion lineal L que pre-
scrva la distancia entre pares de vectores; esto es, [[L(v) = L(u)||
= |lv = ul|, para todos los vectores u y v. Como una isometria
preserva distancias, también preserva longitudes; esto es, ||L(v)||
= ||v]| para todos los vectores v.

Linealmente dependiente: Se¢ dice que un conjunto de vectores
S={v,v,..., v,} es linealmente dependiente si existe una
combinacion lineal ¢vy + ¢3v) + - - - + ¢,¥, que produzca el
vector cero cuando no todos los coeficientes sean iguales a cero.
Linealmente independiente: S¢ dice que un conjunto de vecto-
res § = {v{,va,...,V,} es linealmente independiente si la dni-
ca combinacion lincal cyv) + c;3¥; + - - - + ¢,v, que produce cl
vector cero ocurre cuando todos los coeficientes son iguales a ce-
W, estoes, sGlocuandocy =y =+ =¢, = 0.

Longitud (o magnitud) de un vector: La longitud de un vector
ven R”™ se denota mediante ||v]|, y se calcula como la expresién

vuitu+-+ol
Para un vector v en un espacio vectorial V en el que esté defini-
do un producto intemo (producto punto), la longitud de v se
calcula como |¥| = vV,
Matrices iguales: Las matrices A y B de m x nson iguales si las
entradas comrespondientes son iguales: esto es, A = B si ay; = by,
de= L2 ..omiesml, 2,0 in
Matrices semejantes: [.as matrices A y B son semejantes si exis-
& una matriz no singular P tal que A = P"'BP.

Matriz: Una matriz A de m x n es un arreglo rectangular de mn
entradas acomodadas en m filas (renglones) y n columnas.

Matriz antisimétrica: Una matriz cuadrada real A tal que A =
—AT se denomina matriz antisimétrica.

Matriz aumentada: Para el sistema lincal Ax = b, la matriz au-
mentada se forma agregando el vector del lado derecho b a la ma-
triz de cocficientes A. Expresamos la matriz aumentada como
(A b].

Matriz cero: Una matriz con todas sus entradas iguales a cero se
denomina matriz cero.

Matriz cuadrada: Decimos que una matriz con el mismo nime-
o de filas (renglones) que de columnas es una matnz cuadrada.
Matriz de coeficientes: Un sistema lineal de m ecuaciones con n
incOgnitas tiene la forma

+ A, = hl

by

ayx, + apx; +---

anxy + anxa 4+ ania

A1 X} + Up2X2 4 00+ Aoy Xy = Dy,

Glosario G3

L.a matriz
an dyn . dm
an dan -+ amn
A=
@i e . gy

se denomina matriz de coeficientes del sistema lineal.
Matriz de transicién: Scan S = {v|,v,,.. ., v }y T ={w,, w,,
.« ., Wy} bases para un espacio vectorial V de dimension n. La
matriz de transicién de la base T a la base § es una matriz de
n x n —denotada mediante Pg,_y —, que convierte las coordena-
das de un vector v relativas a la base T en las coordenadas de v
relativas a la base S; [v]s = Pg. 7[v]s.
Matriz defectuosa: Una matriz A se denomina defectuosa si tie-
ne un valor propio (Eigenvalor, valores caracteristicos, autovalo-
res, valores latentes) de multiplicidad m > 1, para el cual el
espacio propio asociado tiene una base con menos de m vectores.
Matriz diagonal: Una matriz cuadrada A = [a ;] s¢ denomina
diagonal si a; = 0 siempre que i # J.
Matriz escalar: La matriz A ¢ una matriz escalar si A es una
matriz diagonal con entradas iguales en la diagonal.
Matriz hermitiana: Una matriz compleja A de n x nse denomi-
na hermitiana siempre y cuando A=A
Matriz identidad: La matnz identidad de n x n, que s denota
con /,, es una matriz diagonal cuyas entradas son todas iguales
al,
Matriz no singular (o invertible): Una matriz A de n x n sc lla-
ma no singular si existe una matnz B de n x n tal que AB = BA
= [. Decimos que B es la inversa de A,y la denotamos con A~ .
Matriz normal: Una matnz compleja A de n x n se denomina
—T =T
normal si (A )A=A(A ).
Matriz ortogonal: Una matriz cuadrada P sc denomma ortogo-
nal si P! = P,
Matriz por bloques: Una matriz que ha sido dividida en subma-
trices por medio del trazo de lineas horizontales entre las filas
(renglones) y/o lineas verticales entre las columnas se denomina
matriz por blogques. Existen muchas formas de hacer la divisién
en blogues.
Matriz simétrica: Una matriz cuadrada real A tal que A = A7 se
denomina simétrica.
Matriz singular (0 no invertible): Se dice que una matnz A que
no tiene inversa es singular, Cualquier matriz cuya forma escalo-
nada reducida por filas (renglones) no es la matnz identidad, es
singular.
Matriz triangular inferior: Una matriz cuadrada con entradas
iguales a cero amba de las entradas de la diagonal se¢ denomina
matnz triangular inferior.
Matriz triangular superior: Una matriz cuadrada con entradas
iguales a cero debajo de las entradas de la diagonal se llama trian-
gular superior.
Matriz unitaria: Una matniz compleja A de n x n se llama ma-
triz unitariasi A~' = A .
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Menor: Sca A = [a;;] una matrizde n x n,y M, la submatriz de
(n—1) x (n- 1) de A,que se obtiene al climinar la fila (renglén)
i-ésima y la j-ésima columna de A. El determinante deu(M ;) se
denomina menor de ay;.

Multiplicidad de un valor propio: La multiplicidad de un va-
lor propio A de una matriz cuadrada A es el nimero de veces que
A s una raiz del polinomio caracteristico de A.

Muiltiplo escalar de un vector: Si v estd en ¢l espacio vectorial
real V, para cuakjuier niimero real &, un escalar, el miltiplo esca-
lar de v por k, se denota mediante kv, Si V = R”, entonces kv =
£ 0T -, kv,).

Miiltiplo escalar de una matriz: Para una matriz A = [a,;] de
m % n y un escalar r, el multiplo escalar de A por r produce la
matriz 7A = [ra;;) de m x n.

Negativo de un vector: El negativo de un vector u es un vector
w tal que u + w = 0,¢l vector cero. El negativo de un vector u
sc denota mediante —u = (—1)u.

n-espacio: El conjunto de todos los n-vectores se denomina n-es-
pacio. Para vectores cuyas entradas son nimeros reales, denota-
mos ¢l n-espacio como R", Para casos especiales vea 2-espacio.
Notacién de sumatoria: Una notacion compacta para indicar la
suma de un conjunto {ay, as, ..., 4a,}; la suma de a, hasta a, se

n
denota mediante la notacién de sumatoria como " g,.

i=1
Nulidad: La nulidad de una matriz A es la dimensidn del espacio
nulo de A.
n-vector: Una matriz de 1 x n o una de n x | se denomma n-
vector. Toda vez que n se sobreentienda, nos referimos a los
n-vectores simplemente como vectores,

Operaciones elementales por fila: Cualquiera de las siguientes
es una operacién elemental por fila (renglén) sobre una matriz:
(1) un intercambio de filas, (2) la multiplicacion de una fila por
un escalar diferente de cero, y (3) el reemplazo de una fila por la
suma del mismo y un miltiplo escalar de una fila diferente.

Operador lineal: Un opcrador lincal es una transformacién li-
neal L de un espacio vectorial a si mismo; esto es, L: V — V.
Ortogonalmente diagonalizable: S¢ dice que una matriz cua-
drada A cs ortogonalmente diagonalizable si exisic una matriz or-
togonal P tal que P~ 'AP sea una matriz diagonal. Esto es, A es
semejante a una matriz diagonal usando una matriz ortogonal P,
Pivote: Cuando sc utilizan las operaciones por fila (renglén) so-
bre una matriz A, un pivote es una entrada diferente de cero que
se utiliza para hacer cero las entradas en la columna a la que per-
tenece el pivote.

Polinomio caracteristico: El polinomio caracterfstico de una
matriz cuadrada A, estd dado por f(r) = det(A - t).

Polinomio cero: Un polmomio en el que todos los coeficientes
son cero se denomina polinomio cero.

Positiva definida: Se dice que una matriz A es positiva definida
si A es simétrica y todos su valores propios son positivos.
Potencias de una matriz: Para una matriz cuadrada A y un ente-
ro no negativo &, la k-ésima potencia de A, denotada mediante A*,
es ¢l producto de A por si misma k veces; A* = A- A - - L A
donde hay k factores.

Proceso de Gram-Schmidt: El proceso de Gram-Schmidt con-
vierte una base pam un subespacio en una base ortonormal para
¢l mismo subespacio.

Producto cruz: El producto cruz de un par de vectores u y v de
R* se denota conu x v, y se calcula como el determinante

i j ok
iy [T5] s |
LU W I

donde i, j y k son los vectores unitarios en las direcciones x, v y
zZ, respectivamente.,

Producto interno: Para vectores v y w en R”, ¢l producto inter-
no de v y w también sc denomimna producto punto o producto in-
temo esténdar de v y w. El producto intemo de v y w en R” se
denota mediante v - w, y se calcula como

VW= W) + i + *** + VW,

Producto interno estéindar: Para los vectores vy w en R”, el
producto intemo estindar de v y w, también llamado producto
punto de v y w, se denota mediante v - W = yywy + vowy + - - -
+ VpWp.

Producto punto: Para vectores vy w en R”, el producto punto
de v y w también se denomina producto intemo usual o, simple-
mente, producto intemo de u y w. El producto punto de v y wen
R" se denota mediante v+ w,y s¢ cakula como v - w = vyw; +
Uy + -0 W,

Propiedades de cerradura: Sea V un conjunto dado, con ele-
mentos que llamamos vectores, y dos operaciones, una deno-
minada suma de vectores, denotada mediane @, y la segunda
llamada multiplicacién por escalares, denotada por ©. Deci-
mos que V es cerrado bajo &), siempre que paramy ven V, u
@ v sea un elemento de V. Decimos que V es cerrado bajo O,
siempre que para cualquier nimero real &, k © u sea un ele-
mento de V.

Proyeccién: La proycccion en el plano de un punto P sobre una
recta L en el mismo plano, es el punto Q que se obtiene al inter-
secar la recta L con la recta que pasa por Py que es perpendicu-
lar a L. La transformaci6n lineal L: R — R definida por L(x, y,
z) = (x, y) s¢ denomina proycccion de R' a R%. (Vea también
Proyeccidn ortogonal.)

Proyeccion ortogonal: Para un vector v en un espacio vectonal
V., la proyeccién onogonal de v sobre un subespacio W de V con
basc ortonormal {w,, w,, ..., w;} cs el vector w en W, donde
w = (V. w)w; + (v-wiws + - (v wgw. El vector wes cl
vector méds cercano aven W,

Raices del polinomio caracteristico: Para una matriz cuadrada
A, las raices de su polinomio caracteristico f(f) = dew(A-t) son
los valores propios de A,

Rango: Ya que el rango fila (renglén) de A = rango columna
dc A, nos referiremos al rango de la matriz A como ¢l rango A,
De manera equivalente, rango A = al ndmero de filas (colum-
nas) lincalmente independientes de A = al nimero de unos co-
mo entradas principalces, en la forma escalonada reducida por
filas de A.



Rango columna: El rango columna de una matriz A es la dimen-
s16n del espacio columna de A o, de manera equivalente, el ni-
mero de columnas lmcalmente independientes de A.

Rango fila: El rango fila (renglén) de una matriz A es la dimen-
sion del espacio fila de A o, de manera equivalente, el ndimero de
filas (renglones) independientes de A.

Reduccién de Gauss-Jordan: En el sistema lincal Ax = b, se
forma la matriz aumentada [ A | b]. Primero se calcula la forma
escalonada reducida por filas (renglones) de la matriz aumenta-
da; luego, la solucion puede calcularse por medio de sustitucién
hacia atrds.

Rango imagen: El rango o imagen de una funcién f: § — T es
el conjunto de elementos 1 de T, tal que existe un elemento 5 de
S con f(s) = 1. El rango de una transformacién lineal L: V— W
es el conjunto de todos los vectores en W que son imédgenes bajo
L de vectores en V.

Reflexién: La transformacién lincal L: R® — R* dada por L{x, y)
= (x, —y) se denomma reflexién respecto del eje x. De manera
miloga, L(x, y) = (—x,y) s¢ denomina reflexion respecto del eje v.
Representacién matricial de una transformacién lineal: Sca
L:V — W una transformacién lincal de un espacio V de dimen-
si6n n en un espacio W de dimensién m. Para una base § = {v,,
¥3,...,V¥spen Vyunabase T = {w;, wy, ..., w,} en Wexis-
© una matriz A de m x n, con la columma j de A = [L(v)]; tal
que las coordenadas de L(x), para cualquier x en V, respecto de
la base T puede calcularse como [L(x)]; = A[x]s. Decimos que
A es la matriz que representa la transformacién lineal.
Rotacién: La transformacién lineal L: R* — R? dada por

[ ( X ) __|cos{®) —sen(f)||x

Nyl T | sen@) cos@) ||y
s¢ denomina rotacion en el plano, en sentido contrario a las ma-
necillas del reloj y en un dngulo u.

Sistema homogéneo: Un sistema homogéneo es un sistema li-
neal en el que el lado derecho de cada ecuacion es cero, El siste-
ma homogéneo se denota mediante Ax = 0.

Sistema lineal: Un sistema lineal de m ecuaciones lineales con n
incégnitas x;, Xa,. .., X, & un conjunto de ecuaciones lineales en
las n incognitas. En la forma matricial s¢ expresa como Ax = b,
donde A es la matriz de coeficientes, x es el vector de incgnitas,
y b es el vector de los lados derechos de las ecuaciones lineales,
(Vea Matniz de cocficientes.)

Sistema lineal consistente: Un sistema lincal Ax = b se denomi-
na consistente si tiene por lo menos una solucién,

Sistema lineal inconsistente: Un sistema lineal Ax = b que no
ticne solucion se denomina inconsistente. Su solucién es el con-
junto vacfo.

Sistema no homogéneo: Un sistema lineal Ax = b se denomina
no homogéneo siempre que ¢l vector b no sea ¢l vector cero.
Sobre: Se dice que una funcién f: § — T & sobre si para cada
clemento r de T existe algin clemento 5 de § wl que f(s) =r. Una
transformacién L: V — W se denomina sobre si el rango L = W,

Solucién de un sistema homogéneo: Una solucién de un siste-
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ma homogéneo Ax = 0, es un vector x tal que el producto de A
por x produce el vector cero.

Solucién de un sistema lineal: Una solucion de un sistema li-
neal Ax = b es cualquier vector x tal que el producto A por x pro-
duce el vector b.

Solucién general: La solucién general de un sistema lincal con-
sistente Ax = b es el conjunto de todas las soluciones para el sis-
tema. Si b = 0, la solucidn general es el conjunto de todas las
soluciones del sistema homogéneo Ax = 0, que se denota me-
diante x;. Si b # 0, la solucién general del sistema no homo-
géneo consiste en una solucién particular de Ax = b, denotada
CON X, jUNIO CON X5, €810 es, la solucion general se expresa como
X, + X,

Solucién no trivial: Una solucién no trivial de un sistema lineal
Ax = b es cualquier vector X que tenga al menos una entrada di-
ferente de cero tal que Ax = b.

Solucién particular: Una solucién particular de un sistema li-
neal consistente AX = b es un vector X, on entradas constantes
tal que Ax, =b.

Solucién trivial: La solucién trivial de un sistema homogénco
Ax = 0 cs ¢l vector cero,

Subespacio: Un subconjunto W de un espacio vectorial V que es
cerrado bajo la suma y la multiplicacién por escalares se llama
subespacio de V.

Subespacio cero: El subespacio que consiste Unicamente en
el vector cero de un espacio vectorial se denomina subespacio
cero.

Subespacio invariante: Se dice que un subespacio W de un es-
pacio vectorial Voes invanante bajo la transformacion lineal L:
V — V, siempre y cuando L(v) esté en W para todos los vectores
ven W.

Subespacio vectorial complejo: Un subconjunto W de un espa-
cio vectorial complejo V, que es cerrado bajo las operaciones de
suma y multiplicacion por escalares, se denomina subespacio
vectorial complejo de V.

Submatriz: Una matriz obtenida a partir de una matriz A eliminan-
do filas (renglones) y/o columnas se denomina una submatniz de A.
Suma de matrices: En las matrices A = [a;] y B = [by] de
m x n, la suma de A y B sc realiza sumando las entradas corres-
pondientes; es decir, A + B = [a;;] + [b;]. Esta operacién se
denomina también adicion de las matrices Ay B.

Suma de vectores: La suma de dos vectores también se denomi-
na adicién de vectores. En R”" se realiza la suma de dos vectores
sumando las componentes correspondientes de los vectores. En
un espacio vectorial V, u @ v se calcula por medio de la defini-
cién de la operacion .

Suma de vectores: La suma de dos vectores también se llama
adicién de vectores. Para realizar la suma de vectores en R” se
suman las componentes correspondientes de los vectores.
Sustitucién hacia atrés: Si U = [u;] es una matriz triangular
superior, cuyas cntradas de la diagonal son todas diferentes de ce-
10, ¢l sistema lineal Ux = b puede resolverse mediante sustitu-
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cién hacia atrds. El proceso inicia con la iltima ecuacion, para
calcular

ba

"

X, =

=

luego se utiliza la pendltima ecuacién para calcular

ba—l —Un-1nXn
- = —
Un—1p-1

y segummos de la misma forma, usando la j-ésima ccuacién para
calcular

J41

b, - E (7378 7"

=n
.r; -_
"y
Sustitucién hacia delante: Si L. = [/,;] es una matriz triangular
inferior, con todas las entradas de la diagonal diferentes de cero,
el sistema lineal Lx = b puede resolverse por medio de sustitu-
cién hacia delante. El proceso se inicia con la primera ecuacion,
calculando

b
X} = —,

Ill
lucgo utilizamos la segunda ecuacién y calculamos

by = Ix,

Xy =
2 !:: .

y continuamos de esta manera, utilizando la j-¢sima ecuacién pa-
ra calkular

-1
by =Y lux
k=)

X;= -
!H

Transformacién lineal compuesta: Sean L, y L, transformacio-
nes lineales con Ly: V— Wy Ly: W— U. Entonces, la compo-
sicién L o Ly: V — U es una transformacién lineal y, para v en
V, calculamos (I, o LyXv) = L L(v)).

Transformacién lineal: Una transformacion lincal L: V — Wes
una funcién que asigna un Gnico vector L(v) en W a cada vector

v cn V tal que se satisfacen dos propiedades: (1) L{u + v) = L(u)
+ L(v),paratodo uy ven V,y (2) L(kv) = kI(v), para todo vec-
tor v y todo escalar k.

Transpuesta de una matriz: La transpucsta de una matriz A de
m % n es la matriz de n X m que se obtiene formando cada co-
lumna de cada fila (renglén) de A. La transpuesta de A s denota
mediante A7,

Traslacion: Sea T': V — V definida por 7lv) = v + b para toda
v en V y cualquier vector fijo b en V. A esto le llamamos la tras-
lacién por medio del vector b.

Uno a uno (inyectiva): Se dice que una funcién f: S — Tes uno
a uno si f(sy) # f(s;) siempre que s, y 53 scan clementos distin-
ws de . Una transformacién lineal L: V — W se denomina uno
auno siempre y cuando L sea una funcién uno a uno.

Valor propio: Un valor propio (también conocxdo como valor
caracleristico, autovalor cigenvalor) de una matnz Ade n x nes
un escalar A para el que existe un n-vector x diferente de cero, tal
que Ax = Ax. El vector X & un vector propio asociado al valor
propio A,

Vector: El nombre genérico para cualquier elemento de un espa-
cio vectorial. (Vea también 2-vector y 2-espacio.)

Vedtor cero: Un vector con todas las entradas iguales a cero se
denomina vector cero.

Vector propio: Un vector propio de una matriz A de n x nes un
n-vector x diferente de cero, tal que Ax es un midltiplo escalar de
X, esto es, existe alguna escalar A tal que Ax = Ax, La escalar es
un valor propio (también conocidos como, valores caracteristi-
cos, autovalores o incluso cigenvalores) de la matriz A,

Vector unitario: Un vector de longitud 1 se denomina vector
unitario.

Vectores iguales: Los vectores vy w en R” son iguales, siempre
y cuando las entradas correspondientes sean iguales: estoes, v =w
si sus componentes correspondicntes son iguales.

Vectores ortogonales: Un par de vectores se denomma ortogo-
nal si su producto punto (intemo) es cero.

Vectores paralelos: Decimos que dos vectores distintos de cero
son paralclos si uno es un multiplo escalar del otro.

Vectores perpendiculares (u ortogonales): Decimos que un par
de vectores es perpendicular u ortogonal si su producto es cero.
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Capitulo 1

Seccion 1.1, pagina 8

L X esdyye=2
Lx=-4y=2,r=10.

RESPUESTAS A EJERCICIOS
CON NUMERO IMPAR Y A

EXAMENES

(e) 2+3)D=2D+ 30:[

DE CAPITULO

15

=10
10 20|

(f) Imposible.

S, x=y=-l,z1=-2, 7. (a) 3
7. x==20,y = ir + 8,z =r donde r cs cualquicr niimero | 6

real. )
9. No tiene solucién. . x=5y=1L ©) |2
13. No tiene solucién. |3

15. (a) 1 =10, (b) Un valor es 1= 3.

(c) La eleccion 1 = 3 en la parte (b) fue arbitrana.

Cualquicr cleccién para 1, distinta

que el sistema sea inconsistente. Por lo tanto, existe
un nimero infinito de formas de seleccionar un valor

para ¢ cn la parte (b).

17.I=|._)'=|.:=4. 19. r =-3.
21. Uno, cero, una infinidad. b
23, 20 toneladas de cada tipo de gasolina. i (‘)
25, 3.2 onzas de A,4.2 onzas de B, 2.0 onzas de C. ' 1
27.(a) a+ b+c=-5 b)a=5.b=-3,c=-17. ;0
a-— b+c= 1
da+2W+c= T © g
Seccién 1.2, pagina 19 i
1, () -3 -84 (b) 4.5. () <
3. (c) 2,6, -1. .
S,a=0b=2c=1,d=2
1 4 13. (a) B =
(a) 10 181"
15- \'=[|
6 12 I8
(b) 3(2A) =06A = [12 6 24].
5 10 15 ML.1. (a)
@ 2D+ =2D+2F=|"2 O
= = = _ 8§ 14

(b) Imposible.

ld-—-hllmldk

(d) Imposible.

de r = 10, hace

(f) Imposible,

-] =2
© (=AY ==(AT)=| =2 =1].
R
1 0] 1 0 4
11 1 10
0 1] [0 1 1]
0 0] 0 0 0]
0 0. @ |o o0 of.
0 0 [0 0 0]
0 1]
1 0f.
11
[5 g]. mc:[f; }].

OIO],

Instrucciones: A(2,3), B(3,2), B(1,2).

Para reng(A), utilice la instruccién A(l,:).
Para coly(A), utilice la instruccién A(:3).

Para reng,(B), utilice la instruccion B(2,:).

(En este contexto los dos puntos significan “to-

(hs“.) R-I
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(¢) La matriz B en formato long cs

§.00000000000000  0.666666666666667
0.00497512437811  —3.200000000000000
0.00001000000000  4,333333333333333

Seccién 1.3, pagina 34

L@2 @®1
(c) 4. (d) 1.
3. +2, 5. +4,

3 6 =1
7. @ [:2 :2]. ) [13 4 —14].

19 -2 -7
: 26 -9
(¢) Imposible, (d) [ 4 _5].
(e) Imposible.
9. (a) 4. (b) 13. (¢c) 3. (d) 12,
-4 7], =1 2
wan=[4 Jaa=[d 3
6 12
25 11
25 20

&
ra
I
A -

e

|
=0
K
'

B

2 0 0 17

3 2 3 0

19. (a) 2 3 -4 ol

i | 0 3 0_

2 0 0 17

i 2 3 0

®) 2 3 -4 0

| 0 3 0l

=2 0 0 13

@l 2 3 o

¥la 3 & B

L1 o 3 0:
21, 2x —4z= 3
y+2z= §
x+3y+4z=-1.

23. Son equivalentes.

X 7
y| _|-2
|| 3
w 5
7
-2
3|
5]

@[] e[ 2] =[2)

(b)x[f]ﬂ[‘ﬂﬂ

21. (a) r = -5

-]-7)

(b) BA",

4 5 20
2. A+B= [0 4 . 1| esuna posible respuesta.

31. AB proporciona el costo total de producir
ducto en cada cindad:

Salt Lake
City Chicago

67 78

(& # ]

B. @ 2800 ¢,
_[si] _[1895
S P [81] = [17.80 13.50

15.16 11.80 7.18
L *"[14.24 10.80 8.63]'

(b) 0.

(b) 6,000 g.

3. (a) 1,

1 1
B x=0y=1. 41. B=[o ]].

4.5000 3.7500
ML.1. (a) | 1.5833 09167 1.5000 |.
0.9667  0.5833  0.9500

(b) ??27? Error using ==>
Inner matrix dimenaions

agree.
5.0000 1.5000

(c) | 1.5833 2.2500 |.
3.1667

2.2500

2.4500

(d) ??? Error using ==> *
Inner matrix dimensiona
agree.

(c) ??? Error using ==> #
Inner matrix dimensions
agree.

(f) 2?7 Error uaing ==> -
Inner matrix dimensions
agree.

18.2500 7.4583

(g) | 7.4583 5.7361

8.9208

12,2833
8.9208

12.2833 14,1303

i =2 X =t -
M3l 2 1 -8 0 9|

-1 4 1 2 8
[0 0
0 2 0 0
MLS. @ o o 3 ol
o o o 4
0 0 0 0
0 1.0000 0 0
®) |0 0 0.5000 0
0 0 0 03333
L0 0 0 0

cada clase de pro-

Mesa

1475 898
10.79 |

muast

muat
mist

mist

].



Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capfulo  R3

5 0 0 0 0 0
0O S 0 0 0 o
0 0 5 0 0 0
©@fo 0o 0o 5 o ol
0O 0 0 0 5 0
0O 0 0 0 0 §

00001 1 1 1

ML.9. (a) bingen(0,7,3)=0 0 1 1 0 0 1 1],

010101 01
01101001
®mAB=|0 1101 0 0 1]
01101001

(c) Las columnas de B que tienen un niimero impar
de unos son multiplicadas por un vector formada por
unos (un renglén de A); por lo tanto, el resultado es 1.

0 0
ML.11. n =2,BB = [0 0].

11
n=3B8B=|1 1 1],
111

n=4 BB = 0.

n =5, BB = matriz s6lo con unos.

BB = matriz cero si nt es par
matriz de unos  si nes impar,

Seccién 1.4, pagina 49

9.

3 g -
A+B=[6 2 10]'
A+B+c=[_; "; lg].

-10 -8 16
“B+C’=[ 10 14 -23]'

-6 18 —-42
A{rB}:[ 9 -7 0].

v it 5
taln _[IS —4]'

(a)

(®)

(c)

(d)

(e)

g -2
25 331,
(30 15
F 3 s

1 3],
=11 =3
6 10 16
(-9 T A8r
[=2 30]
-6 38/,
-4 =20
B 11 28
7 17 30)

11. AB = AC = [_“ '5].

8 6
30 20 47 206
B:i® [10 20]' ®) [103 144]‘
15. r =3.
P
17. A7TA= |al |[a & &)
La]
[25 14 -
=|14 29 2].
(-3 2 1
4 3
9 7
B.@|{ ®]]
9 T
2 0.2666
21. (a) Al cabo de 1 aio: [ 2 | =~ | 03000 |.
B 0.4333
4 0.2800
Al cabo de 2 afios: | 7= | & | 0.3233 |
Wl 03967

(c) T. Ganard aproximadamente 7.21% del mercado.
25. (a) [g g]. ® || ‘l']
ML.L. (a) k =3, (b) k=5,

0 -2 4 0O o0 0
ML3. (@ | 4 0 =2}, (b) (O 0 0],

-2 4 0 o o0 0

ML.S. La sucesién parece que converge a

1.0000  0.7500
0 0"

2 -3
ML.7. (a) ATA=|-3
-1

6 -1 -3
AAT = | -1 6 4.
-3 4 5

[ =
|
[ -
sl i’

2 -3 1
(b) B=|-3 2 4|,
4 2
0 -1 1
C= 1 0 0}
-1 0o o
2 -4 2
) B+C=|-2 2 4|,
0o 4 2
B+ C =24,
MLY. k=4, ML.IL. k =8.



R4 Respuestas a ejercicios con nimero impar y a exdmenes de capitulo

Seccién 1.5, pagina 76 19.(a) Si. (b) No. (c) Si. (d) No.
1. Forma escalonada reducida por filas, forma escalonada por 2.@x=-2+ry=-l,z=8-2rw=r,
filas, r = cualquier nimero real.
3. Forma escalonada reducida por filas, forma escalonada por ®Mx=1ly=3z=-3
filas. (c¢) No tiene solucion.
5. Forma escalonada por filas. Wx=—t-Lry=8B+Frz==3+1r
7. Ninguna, r = cualquier niimero real.
| 0 3 1 0 3 23. (a) a=-2. () a# *2. ) a=2.
5 -1 5 -3 | 4
Q@ 4 5, 3 (b) 2 6 6l 25.(@)a =+v6, (b) a==+v6. (c) Ninguno.
-3 1 4 3 =i 5 27.(a)x=-l,y=4,z=-3.
_; ? i () x=0,y=0,z=0.
©1 4 2 2l 29.(a) x=1—r,y=2z= 1, w=r, r=cualquier niimero
2 -1 -4 real,
11. Posibles respuestas: (b) No tiene solucién.
5 oy A 4 31 x=2~1,y==2+41z=11=cualquicr nimero real.
@ |5 2 -3 4| B.-a+b+c=0.
.0 2 =1} Brx==l,y=-2,x=2,y=-3.
4 -2 6 8] 37. x = —r,y =0,z = r, r = cualquier nimero real.
®lo 1 2 -1, R i
s 2 -3 _, 39. -3a~b+c=0.
D =1 3 4 [~
41. x = s .
o lo 1 2. il 1. x -0] donde r # 0
_? | 0 |
1 3 -1 2] 4
0 1 -2 -3 43.x=| ir|.donder#0.
13, A
0o o0 1 |,
| O 0 0 1] n _3,
= - 12 B
1 2 -3 1 ? I
o 3 3
w8 1 2= as. x=| 1|+ 4
0 0 1 -} : 2
0 0o o 1] 0 r
Il 0 0 0 47. y = jx? = x4 3,
1 0O 0 49, y=Uxd 224 1y~ 1,
17. Pamaelgjercicio 13: |9 ¢ | ol o g stec 4
0 0 0 1 51. 30 sillas, 30 mesas para café y 20 mesas para comedor.
-l 0 0 0. 530 2.:- + 2x -+ l.
0o 1 0 0 55. T) =36.25°, T, = 36.25°, T, =28.75°, T, = 28.75".
Paraclcjercicio 14: |0 0 1 0}, -1 1
0 » i - 1 0 0 1
_0000: ST. @ ol Y 11|+ ®fy ¥ |1)
B 0 0 0 [ 0] | 1
_ 0 1 0 0 o
Paraelejercicio15: | o 1 ol 1
o0 0 0 1 3. @) |1]. (b) Inconsistente,
- 0
10 -} -} ¢ -
¢ 1 - -1 2 C 10000 0.5000  0.5000
Para ¢l gjercicio 16: ' ~3.0000 1.0000 4.0000
00 0 0 0 ML.1. (a) 1.0000 0 3.0000 |'
00 0 0o 0 | 5.0000 ~1.0000 5.0000




Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capfulo RS

10000 05000  0.50007
®) |1 0000 0 3.0000|
(50000 —1.0000  5.0000

C1.0000 05000  0.50007

(© 0 —-05000 2.5000 |
5.0000 —1.0000 50000

C1.0000 05000  0.50007

@ 0 25000 5.5000
0 -0.5000  2.5000 |

0 =3.5000 2.5000

~1.0000 0.5000 0.,50007
0 =3.5000 2.5000
(© 0 —05000 25000 |
0 2.5000 5.5000

1 0
0 1 0
0o 0 L
o 0 0
MLS,. x==-2+4r,y==1,z=8~-2r,w=r,
r = cualquier niimero real.
ML.7. Sdlo la solucién trivial.

ML.11. Ejercicio 27:
(a) Solucién nica: x = =1,y =4,z =-3.

(b) La dnica solucidn es la trivial.
Ejercicio 28:

MLJ.

(a) x=r,y= —2r,z = r,donde r es cualquicr
nimero.

(b) Solucién nica: x =1,y =2,z =2,

ML.13. El comando \ da una matriz que muestra que el siste-
ma cs inconsistente. La instruccion rref muestra un
mensaje de adveriencia que el resultado puede tener
grandes errores de redondeo.

Seccién 1.6, pigina 96

1- A_] = -E .
:
q -

3, Nosingular A™' = [_3 I]'

- B

e 0 1 -1
5. (a) f He & 2 =2 -1].
& 2 -1 1 1
[~ | 1 2
5 =% % =3
CR T S
9 9 9 9
© J 23 T 3
9 L 9 9
<3 3 ¥ A
. 3 3 3 3
- e
7. (a) j . (b) Singular.
3 -5

} -1
©@| § o =i
4 1 |
1 -1 0
9. (a) Singular, (b) 1 =2 1.
-3 - R |
2 2 2
= 3 1
@ 1 -3 3
0§ -
4 3
11. (@) y (b). 13. ? : 5
% 5

=30 23
17. (a) 60|. (b) | -31]. 19. Si.
10 -1

2. A =-1,A=3.

L0 0
19
23. 0 —% 0 3 !=[23:|
[0 0 3
B 2+ 0
27.| 3 -5;: O
[ 0 0:-}
0 0 1
29.() |0 1 1. (b) Singular.
1 10
10 11
00 1 1
©@11 100
13 340 |
31. (a) Si. (b) No.
ML.1. (a)y (c).
ML3. @ |3 _::]
= : S |
d4 - &
o |- - 3
R G, |
L. 4 4 4
MLS. (a) 1 =4. (b) r =3.
B B g
MLS. [0 1 O y o 1 1| . .
-0 0 ]- -0 0 1- umenmversas.pero
hay otras.
1 0 1] 0 0 0]
01 1| y|o 11 < ;
_0 1 I_ _l 0 l_ no lienen INversas, pero

hay otras.



R6 Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capftulo

Ejercicios complementarios, pagina 99
-1 =3 19 10
ot =Y

1 2 - L3 o
i) [2 -1 0 2 :’—s]‘

(b) 3x+2y=-4

Sx+ y= 2
3x+2y= 6.
7.x=l.)'=2.z=-2. 9& (a)a=—3.
(b) a = +3.
(c) a =3.

11. x == 3r,y =r,z =0,r = cualquier nimero real.

-40 16 9
13. 13 =5 =3]|.
5 =2 -l

4
‘s« s. l?u X= ] .
4

21. (a) a # 15. (b) Ninguno. (c) a = 15.

2. a=1,-1.

25. @) k=1; B= :‘3].
k=2 B=-b6' %’].
k=3 B= b&' b(.}; %’}

(byy b2 by by
0 0 o of

(b) Las respuestas no son tinicas. El dnico requisito es que el
renglon 2 de B todas sus entradas sean ceros.

27. (a) [ 2]. () |0 0 0] =8.
o 1 0 0 o0
() L.
29, A? = . : LAY = l . &
9 L

Al=

Parcce que A"=[(I) '2"_/;,”2‘].

—41 83
31. (a) 47 . (b) | —45].
=35 —62

Examen del capitulo, pagina 102
1. No tiene solucidn.
2.(a) a=223. (b) a #2,3,

(=] —'l

2 sz

 HeaBR O |
»

1
e |
o —
- Bl

(c) Ninguno.

) 1 3
2 2
3] 4 o0 - 4 -2,3.
- 1}
- 3 6 5 -
5 (a) | -2 2 - (b) x=| 14],
0 5 - 25
T s o
14 = p | 4
F 1 L 7
7 7 7 7
© 3 1 T b
7 |} 4 7
4 1 i, ]
s 7 14 4 T

6.(a) . () T. (¢)F. (d)T. (e) F.

Capitulo 2
Seccién 2.1, pagina 113

1. (a) Py (b) Pa

17 .

P
* Pa Py
3‘ bl
£ P, P, Py P, P
P 0 1 | 1 0
Py Py 1 0O 0 0 |
Py Al 1 0 1 0
Pl O 1 1 0 1
PsLO O 0 1 0
PS “-“"-;
Pa
5. (a) Peters. (b) Russell,
7. (a) No. (b) 3. (c) 5.
9. PI;P‘,P’}"P&.
11. (a) No. (b) 3. (c) 4.
13. (a) Fuertemente conexa. (b) No es fuertemente conexa.

ML.1. P, Py y P4 foman un clan,
MIL.3. (a) Fuertemente conexa.
{b) No es fuertemente conexa.

Seccién 2.2, pagina 118

LIy=15Adeenal=8Adeaab,
Iy=T7Adeaac,ly=1Adedac,
Is=16Adecae.

1 =25Adefac,h=10Adeccab,
Iy=15Adecad ly=5Ade fad,
Is=2Adeeaa

S5.I;=5Adcbhaa, l,b,=8Adecad
E=40V.



7.4 =4Adefaa,b=14Adecab,
Iy=18Adebae ly=24Adedae
R=10E=100V.

Seccién 2.3, pdgna 127

L (b)y (c).

05 04 03

3. Respuesta posible: [ 0.3 0.4 05|,

02 02 02

y _ [07] . _ [061] g _ [0.583
5. (@) x = [0.3]*" e [0.39]"‘ v [0.417]'

(b) T > 0, por lo tanto, es regular; u = [

0.571]
7. (@)y ().

0.429

11. (a) A B
,_[03 04]a
=07 068
(b) 0.364.
-‘
_ || _[0364
© v= %]_[0.636]'
13. (a) 0.69.

(b) 20.7% de la poblacién serd de agricultores.
15. (a) 35%,37.5%.

(b) 40%.
MLJ3. (a).
Seccién 2.4, pagina 135
4
L ®)y ). 3. 10}.
3
S Agricultor Carpintero Sastre
Agricultor ; % 1
Sastre i i 0
75
p=1|75].
40
7. No productivo 9. Productivo

11. (a) ::] (b)

3]

Ejercicios complementarios, pagina 137

2. (a) 02 06

(b) 04432, (c) 3.

08  04)

Examen del capitulo, pagina 138
1. H&y dos clanes: P;. Pg, PS Yy Pi, P;. Pﬁ.

Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capitulo  R7

2. =5Adcaaf,ly=13Adcbhaa R, =30,
Ry=40) Ih=14 Adecad,ly=2 Adedab.

3. (2) [g:g gg]. (b) 04546, () &.

4. $5.65 millones de acero, $5.41 millones de carbon y $2.83
millones de transporte

Capitulo 3
Seccién 3.1, pagina 149

L.@s M7 (4 (d4 (e07. (OO
J.(@- M+ (- - () + (f)+
5. @ 7. (b) 30. (c) -24. (d) 4.

7. Hay 24 términos

9. |B|=3IC|=9,|D|l=-3.

11. (a) A* =31 —4. (b) &* =51 +6.

13. (a) -1, 4. (b) 2,3.

15. (a) 0. (b) —144. (c) 72.
17. (@) 72. (b) 0. (c) —-24.

19. (@ -30. (b) 0. (c) 6. 23, -3.
25. @1 ML (0

27. @) 0. () L

ML.L (a) —18. (b) 5.

MLJ3. a) 4. (b) 0.

MLS. r =31 =4,

Seccién 3.2, pagina 164
L Au=—-11LAn=29, A3 =1,
An =-4,An=T7,An=-2,
Ay =2, Ap=-=10, A3 =1,
3. (a) =43. (b) 75. (¢) 0.
5. (a) 0. (b) —=6. (c) —36.
{24 -42 -30]
9. (@ |19 =2 =30|. (b) 150.
-4 32 30

wdled i
.

11. (a) Singular. (b)

RN

1
~dl= =it

S © M-

I T 1
B - - - BI-

(c)

I
Sle s Blw
| I

13. (a)

1
® (0 -
0

N O o



R8 Respuestas a cjercicios con nimero impar y a exdmenes de capitulo

H fi _% -3 3. @ (1,7).
el =3 5. (@ u+v=(08),u-v=(4 -2,
@l 2 4 7 i 2u=(4,6),3u—2v = (10, -1).
A - S ) u+v=(35,u-v=(=31),
-3 L L ! 2u = (0.6),3u — 2v = (-6.5).
15. (d) es no singular. © utv=(58,u-v=(-14),
17. (@) 1,4. (b)-5,0,3. 2u=(4,12),3u - 2v = (0, 14),
19. (a) Tiene sélo la solucién trivial. T@w=2 (b)x=}
(b) Tiene soluciones no triviales. © w =3 x%=-2
T S R o 9. (@ V5 M5 ©2 @S
23. No tiene solucién. 11. (a) V2. (b) S. (c) J10. (d) V13,
25. (a}ts no singular. ]3. (—5, ﬁ] = lgil, 2) — 8(3. 4).
ML, Ay = =11, Agy = =2, Ay = 2. 15. 6. 17. 6.
ML3. 0. 19. (a) (%;} (b) (“?zﬁ'_y"ﬁ)' () (1,0).
MLS. (a) La matriz es singular. -
- 21, (@) —=——=. (b) 0. () 0. (d) —1.
} 3 25, a=3.
S 27. (@) i+3j. (b) -2i-3j () —2i. (d) 3j.
t 20 m 29. y
© |0 ! 3
Ejercidos adicionales, pagina 169 R s i .
; S 77 T
1. (a) =24, (b) 24 |
Resultante 1
L@ )80 © %2 @ . T
5 0.—1, -4, 7. 172, w e}
1 2 2 = Seccién 4.2, pagina 201
9. —2I8. 1L 21~ 7 <&} =P
L = » L{@u+v=(13=-5,u-v=(11=1),
13, A == 10,1, 17. a #0,a # 2. 2u = (2,4, —6), 3u —2v = (3, 4, —5).
Examen del capitulo, pagina 170 b)) ut+v=03.06 - u-v=(5 ~-4,-47),
l. l7‘ 2' (a) 54' (h) gi-f. (c] ‘gl". 2“ = (8. _4‘ 2.6). 3“ — 2? = (I“. —10, _7| 17}.
3 2 4. -3,0,3.

S.x=Ly=0z=-2
6.@V. MF (@F @WF (VW
HV. @V. mV. (HE @GV

Capitulo 4
Seccién 4.1, pagina 184
1. y
« (0.9
: 9. (4,2,2).
i e 1. (@ V29. &) V14 (0 V5. (@ V3.
N ST 13. (@ VI8, () V6. (¢) V50. (@) V0.
°l o 2.-1) 15. Posible respuesta: ¢; = =L ¢y ==1,¢3 =1,
3 -:m.—.\) 17. a =40a =—vll.l I
21, (a) 0. (b) —75. (c) ‘73 (d) 0.



23, (a) u; y up, Uy Yy Ug, Uy Y U3,
Uiy Us. Uy Y U,
(b) u, y us. (c) Ninguno,

25, Respuesta posible: a = 1,b=0,c = - 1.
2. @ (o~ ).
® (7% 7 % 75):
© (0. %.-%).
@ (0.-%. % —%)-
29. (@) i+2j-3k (b) 2i+3j—k
© j+2k (@ -2k
33. 1.08u. 35. 3(t+b).

37. v=(0,1,0, 1) es el dnico vector, ya que un vector sélo
tiene un inverso aditivo.

39. (0,0,0), (1,0, ), (0, 1,00, (1, 1, 1),

MLJ3. (a) 2.2361. (b) 5.4772. (c¢) 3.1623.
ML.S. (a) 19. (b) =11. (c) -55.

i
J

0.6667
ML.J9. (a) 0.6667 (o en forma racional
| —0.3333 |

e i e

1
J

— 0 —
0.8000
—0.6000
0

(b) o en forma racional

o e Al ]

4
L

-0.3015
0

0.3015 |
0

(c)

-

Ejercicios complementarios, pagina 205
1. y

= | SN

Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capitulo  R9

5 !=(—-§,—-i,; .

7. (@) V15. (b) 3V2. (c) V43.

@ -5. () -1/3

9, c=+43,
S Iy
11. Jﬁ( 1,2,3).dondek =+1. s !
B.a=-2b=2. 15. 26. 17 z 2.
-1 B
T 2

Examen del capitulo, pagina 206

L —om- - B 7‘3(2. -1,1,3). 3,81
4 o F MFE (©@V. @WF (e)F
OF @V. MW

Capitulo 5
Seccién 5.1, pégina 211

1. (a) =151 —2j +9k. (b) —3i+ 3j+ 3k.
© 7i+5j—k. (d) 0i +0j+0k.

9. V478, 11. JV150. 13. 39.

ML.L (a) [-11 2 5. ®»[3 1 ~1].
© [1 -8 -5].

MLS. 8.

Seccion 5.2, pagina 217

L(a) =7x+5y+1=0. (b) 9x+5y+7=0.
{c) =5x—-3y=0. (d) =Tx+3y—6=0.

3. ).

S.@Qx=3+4,yv=4-512=-2+4+2,0c <1 <00,
b)) x=3-2y=24+5,z=441,—-0 <t < 0.
) x=t.y=t,1=1,~00 < <00,
d)x==24+2y==3+N,2=1+4+41,

—00 < [ < 0C.

2 v o 3 =
_,.(a}x22=_x-;- =z4l
42 42
ittt
2 -3 z-4
(c)’: ="_6 ===

9. (8) 3xr —2y+4z+ 16=0. (b) y—3z+3=0.
c) —z+4=0. (d) —x=2y+4+4:-3=0.
. @x=35+8y=- +2,2=131,
-00 < | < 0C.
) x==B+NUy=-8-212=13,
—00 < 1 < oC.

() x=-¥4+5t,y==84+dt,2==3,
— 0 < [ < 00,



R10 Respuestas a ejercicios con nimero impar y a exdmenes de capitulo

13. SL 15. 5. 1,2).

19. 4x —dy 42416 =0.

21, 7x +2y —2: - 19 =0,

2. x=-2+2,y=5-31,2=-3 +41.
Ejercidos complementarios, pagina 219
3. ®)y ().
Examen del capitulo, pagina 219

=t v d
LLx=3.y=3.

lL.x=54+34,y=-2-2,2=14+51,-00 <t <.
2.x—-y+1=0.
.(@F (b)V. (c) V.

(d) F. (e) F.

Capitulo 6
Seccion 6.1, pagina 226
1. Cerrado bajo &: no cerrado bajo ©.
3. No cerrado bajo @: no cerrado bajo ©.
13. Espacio vectorial,
15. No es un espacio vectorial; (8) y (d) no se cumplen.
17. Espacio vectorial.

Seccién 6.2, pagina 235
1. Si. Las propiedades (a) y (b) del teorema 3.3 se satisfacen.

3. No. Un miiltiplo escalar de un vector en W podria no cstar en W,

5. (b) 7. (b)y (c).
9. (a)y (c) 17. (¢).
19. (b) 21. (a), (b), (c) y (d).
23. (b).
25. (a) No. (b) No. (c) No. (d) No.
27. (a) No. (b) No. (c) No. (d)Si.
29. Si.

31. No, ya que la suma de dos vectores de W tendrin la segunda
cntrada igual a 0.

oo )]

ML3. (a) No. (b) SIi.
MLS. () Ovy + v — Vi —vg=vV.

(®) pun) + 2pa() + 2px(n) = ().
ML.7, (@) Si. (b) Si. (c). Si.

Seccién 6.3, pagina 249

1. (a), (©) y (d) 3.(a)y (d). 5. No.

9. Si.

1
0 -2
7. ol

1
1 0
11. (a) (4,6,8,6) =3(1,1,2, 1) +(1,0,0,2) + (0,3, 2, 1).
) (—2.4,-6,2) = -2(1,-2.3,-1).

(d) 6,5.-5.1)=2(4,2,-1,3) - 2, -1.3,95).

13. (b) y (c) son linecalmente independientes, (a) es lincalmente
dependiente.

¢ g-of 30 9+ 2

15.c=1. 17. Si 19. No. 21. No.

ML.1. (a) Lincalmente dependicnte,
(b) Linealmente independiente.
(c) Linealmente independiente.

Seccién 6.4, pagina 262

1. (a) y (d). 3. @)y (d).

7. @ 2.1,3) =31, L 1)+ 3(1,2,3) -

5. (c).
3(0,1,0).

9. (a) Forman una base, 51> — 314 8 = 5(" + 1) — 8 (r = 1).
11, Respuesta posible: {vy, vo}idim W =2,
13. Respuesta posible: { + 7 — 2 41,7 + 1};dim W =2,

5. 6 Oof |0 1 O] |O O 1
(] 0 of'1o 0 0{"|0 0 0}
0 0 0] |0 0 0] [O 0 0Of],
1 0 01'10 1 ¢|'|10 O 1]}
dim My, = 6:dimM,,,, = mn.
17. (a) Respuesta posible: {(1, 1,0),(0, 1, 1)}.

(b) Respuesta posible: {(1, 1,0),(0,0, 1)}.
(c) Respuesta posible: {(1,0,2),(0, 1, 1)}.

19. (a) 3. (b) 2. 21 (P =1,r—1).
23.(a) 2. (b) L. (c) 2. (d) 2.
25.(a) 4. (b) 3. (c) 3. (d)4. 27.2
29. Respuesta posible:
{(1,0,1,00 .0, 1, =1,0) ,(1,0,0,0),(0,0,0, D}.
3

JIREIRE )
SR

33. El conjunto de todos los vectores de la forma
(a,a + 2b, —2a + b,a — 2b),dondc a, b, ¢ y d son nimcro
reales.

35. Respuesta posible: {(3,2,0),(=2,0, 1)}.
37. Si. 39. No.
MIL.1. Base. ML.J3. Basc.

ML.7. Dim(gen §) = 3, gen § # R*.

MLJ9. Dim{gen §) = 3, gen § = P,,

MLIL {f =14 1,7 +2,1,1)}.

Seccion 6.5, pagina 275

%r +s
1. (@) x= r |.donde ry s son cualesquicra nimeros
5 reales,

ML.S. Base.



Respuestas a ejercicios con niimero impar y a exdmenes de capitulo  R11

(b)x=r

S e Wi

4

(c)

2]

7l

B 2
3. _tl] ' _:;' ; dimensién = 2,
. 0
- l-'
-3
5. 1 | {: dimensién = 1.
3
— l—
1 0
7. 0],| 1] p:dimensién =2,
0 1
L. 0], L9l
=27 Tl
L 1
9. 0 , | 0| t:dimensién = 2.
0 1
L 1] Lo
-_3— — s-
2 -4 -1
ll. 1 0 " l 1-3- |[ ]]].
L 4 L9
W E
15. l -2 I 17. L =30 -4,
1
19. . =001.
[ 8 0
=3 !
21. x, = "’I ,x =r| ||.donder esun nimero real.
AT ~
. 0 1
0—
23. : es una base. La dimensién del espacio solucién es
1| ) igualal.

17 T}
1 0
25. 1],[0]} esuna basc. La dimensién del espacio
0 0
0J LI
solucion es 2
g 0]
27. x, = g Xy=b : donde b es cualquier bit.
L0 14
=27 =17 r-2
0 -1 1
ML.1. 11,] of,. | O
0 I 0
0] Ly L1
S S
: 3
e, | i
MLJ3. ol o
1 0
n
ML.5. x = | 1 |donde 1 es cualquicr nimero real diferente de
1 | cero.

Seccién 6.6, pagina 285

1. Respuesta posible: {(1,0,0),(0,1,0),(0,0, )}.

3. Respuesta posible: { ]| §
o) Li

s' (a) [(ll{}!—l)!(o' llol}.
() {(1,2, -1).(1,9, -}

F17 [o] [o
0 1 0
70 (a) 0 L 0 ] I.
ol 5] L3
-I— —_2 -
1 -1 0
® 3| 2|5
2] L 1 A
9. Basc para cl espacio
renglén de A={[1 0o £],[0o 1
1
Bascpamclcspacioculumnach:I 0].
2
Base para el espacio renglén de A7 = [[1 0 2
]
Base para el espacio columna de A" = of,
19
74

.0 1 -1)).

L

Una base para ¢l espacio columna de A7 consiste en las

transpuestas de la base correspondiente para
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el espacio renglén de A, De forma andloga, una base (d) Lo mismo que en (c).
para el espacio renglén de A7 consiste en las transpuestas
de una base correspondicnte para ¢l espacio columna de A.

BAll b Bl

11, Rango renglén = rango columna = 3.
13. Rango A = 2, nulidad de A = 2.
15, Rango A = 3, nulidad de A = 0.
17. Rango A = 2, nulidad de A = 1.

—_
«
—
T T o [y P
L I e

(f) Lo mismo que en (a).

23, Singular : 2
17 o |2 |5 ond *2
25, No singular, - (@) [v], = ik [w], = 1l
27. Tiene una tnica solucién. 0 o |
29, Lincalmente dependiente. 1 0o o0 1
31, Solucién no trivial, 1 2 _2 0
3 (‘b) 3 3 3
33. Tiene una solucion. o1 | ol
3 i 3
35. No tiene solucién. 1 i 2 0
S i 3
37. 2. 39. 4,
1 1 1
AEEITINIENE |-
bﬂ...3- (a} 41111112 (b) | N 2 (C) [\"]‘s = : H [']5 = :
6 9 1 4 5 3 3
3 3 2 =2
3 3

ML.S. (a) Consistente. (b) Inconsistente. (c) Inconsistente.

d) Lo mismo .
Seccién 6.7, pégina 297 e

-1 0 1 2
0 1 0 1
1. [_;] 3. [_ﬂ g ':) 4 (c) 0 0 | e
2 1 -1 =2 0
7. [g] 9. 4 -3 n. ——; g:l (f) Lo mismo que en (a).
i 4
i 5
-7 ? - . - — .
o[ e[ ] o [

® [_:

AT P <[ =
e - ({3

-

(f) Lo mismo que en (a). i gm‘ é.mm
3 2 ML3. @ | o[ ® [ 3333
15. @ [v], = 2 vl 2l | ~0.5000 | 0
- 0.5000"
2 1 0 © | 01667
® |1 =2 2 -0.3333 |
T = [ —1.5000_
o i i
v 3 ~0.5000 —1.0000 —0.5000 0
~0.5000 0 1.5000 0
© [vlg= [-g];[']s = [“{‘)]- MLS. 11,0000 0 —1.0000 1.0000]|
x 0 0 0 1.0000
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[1.0000 —1.6667 23333
ML.7. (a) | 1.0000  0.6667 —13333],
. 0 13333 -0.6667
F 2 O §
M =1 1 =1].
[ 0 -1 2]
2 =2 ]
©]| 0 1 =3]|. (@ QP.
-1 2 0
Seccién 6.8, pagina 307
1. (b). 3.a=5.

5. {(&-49) (5 5 5)}
7 (5-%0 %) (F 7-0-7)-0.0L0)].
9. (a) {(1.2),(-4,2)).

© (e &)- (e 4}
1. “1' 1'3} (3'3"%) (;

0.7071 070717 [ 0
ML.1, 0. 70?1 -0 ?07I 0
_I.OOOD

0
- ﬁ--:é.o

-

0 0 1

-1.4142 0
MLJ3. (a) | 14142, @) | 1.4142|,
1.0000

0.70717
(<) 0.7071 |,
-1(1)00

Seccion 6. 9 pagina 317

Lv=Q2,2,0)=(1,2,1)+ (1,0, =1),donde (1,2, 1) =w
estien Wy (1,0, 1) =uestden W,

3.@ [(3,1.0).(=30.1)).

(b) El conjunto de todos los puntos P(x, y, z) tales que
2 = 3y + z=0. W= es ¢l plano cuya normal es w,

_u s
3 3
: !
5 -]

5. 5(.]-3
1 0

|
QO i e

— e e

7. Base para cl espacio nulo de A:

-

0 1

Base para el espacio renglén de A: [(1,0, §, 7).,
©.1.-% 9}

Base para el espacio nulo de A™:

Base para el espacio columna de A: '

|
L = —— (=1 - bdle b=
1) !
S 19 P =) — [= QN TP R ST
L e ——— —_—
_— .
—— et

9- (n) (;- !;'vgu_;}.
(h) (-Eu -%‘ %o _g}
© (%335 70
1. w=(1,0,2,3),u=(0,0,0,0). 13. 2.
_ EX
5
0 3
5 3
ML.L. (a) : (b) g
3 3
5 3
[ 6 3
L3
24286
ML.3. (a) | 3.9341|.
_7.%11
®) ,(2.4286-2)’
Vo 4+ (3.9341 —4)2 4 (79011 —8)?
=2 0.4448.
8571
0.5714
ML.S. p=| 1.4286 .
0.8571

0.8571
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Seccién 6.10, pagina 329 31. (a) Una de tales bases es
s =5 2
Lg=| P -..g[ 'o‘"w]_ J L 2| L5
=] L% V| a0
o (b) Una de tales bases es
3. x= | —1.8667 |, - -5
| 4.2667 5 5 | —14
7. y =04x+ 06, 173 ]| | Zss| 3
9. y =0.086x +3.114, [ 0 5
11. y =0.5718x? - 3.1314x + 3.4627. 33. Respuesta posible:
13. (a) y = 0.426x + 0.827. | | . 2 |
= —_0,0,-— .| =, ~—.0,—=].
(b) 5.087 horas. R T (ﬁ Ji) ( 8 6 JE)
15, (a) y = 0.974x — 2.657. 17. x = l—"; 1 1 8 1
(b) 10.979 millones de délares. 0 (_5 /3 _3)|
ML.1. y = 008571x + 3.114. 35. (a) Respucsta posible: {(—1,0, 1)}.
MLJ3. (a) 7= — 8278 + 188.1, donde 1 = tiempo. (©) () w=1(5.0,3).u=(}0-3).
(b) W1) = 179.7778°F. (i) w=(2,2,2),u=(-10,1).
T(6) = 138.3889°F. -3
I(8) = 121 .8333°F. -
(c) 33893 minutos. 37. Base para el espacio nulo de A = i;‘
Ejercicios complementarios, pagina 332 i
1
1. No. 3. No. .
5. Lincalmente dependiente; respuesta posible: BMepeLY eq;ac:o i d:]
—~1=3=QF+ 3+ 1) -2 +2u+2). A={(1,0,03),(0,1,0,-3),(0,0,1,=3))].
7. Respuesta posible: {(1,0,1,0),(1,1, -1, 1)}; No existe una base para el especio nulo de Ar.pues el espa-
la dimensién es 2. cio nulo de A ¢s igual a {0}.
7 -5 1 0 0
-1 -4 3 Base para el espacio columnadeA =4 |0, | 1], (0] }.
9. Respucsta posible: of,1 o, 1% of |o ]
0 1 0
1 0 0
la dlnicniidn e 3. Examen del capitulo, pagina 335
11, A # #2. 13.a=1. L& 5 & ;
17. () m abitrario y b= 0. (b) r = 0. il l=il | o
21. (b)k = 0. 23. 3. 2. Respuesta posible: 1{.] Of.,] ©
0 1 0
-6 2 0 0 1
.G [vl,=|11]. ® [v]=|3] 3 4\ =43,
§ ‘ 5. Respuesta posible:
I Y : 1 1 1 2 1
() Ps.r=|0 | =—1|. (d) Lo mismo que en (b). l(_,o,_—,o),(—.——.—,o).
1 -2 4 v 2 6 V6 V6

(© Qres = [-f 73 _:] ( 0)}.

-1 2 1 6.@V. ®ME @E (@@E ()
OF @V. ME GF

&=
AN
e

< <

(f) Lo mismo que en (a).
29. a=b=0.
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Capitulo 7
Seccién 7.1, pagina 348
1. (@) Ax; = Ix;. (b) Ax: = 4x>.
33—+,
5 A-HA -2 -3) =1 -9 +260 - 24,
T pR) =1 =5+ +8=+ DA —-2)(A —4),
Los valores propios y los vectores propios asociados son

..-_a..
A.| =- |; X = 10
- 7-
- I-
lg =2 Xy = -2

9. fM)=G=1D)0=3)x+2):
M=lLm=3h=-2

-

11. f(l}=12—51+6;).| =2 A=

-

] I 2]

13, f) =2 =524+22+8;
A'l =-io‘\2 =2!k3=4;

| fne [~}

15. fO=GA =D+ DG =N =2
g=lz==l3=3 =2

sl e oo (B 2o 9
Dl]_ 4-‘4— 9-
0

1

X = 0 !3=
OI
0 0 -3

17.@) pA) =22 4+ A+ 1 —i=[r = i][r = (=1 = D). Los
valores propios y los vectores propios asociados son

e el

(b) p(h) = (x = 1)a2 = 2 — 2)=
(A =D A= +DI*—(=1+ ). Los valores
propios y los vectores propios asociados son

R15

0
Ay==14+i; x3=]0].
1

(c) p(3) = 3>+ A = A2 — i) (» + i). Los valores propios
y los vectores propios asociados son

[0
Ay =0 x5 =10
1

(d) p(a) = PO =1D+90—=1) = (A= 1)(h=3i) (A +3i).

>
¥
]
-
»
I

Ay = —=i;

Los valores propios y los vectores propios asociados son

[0
M=l =1

0

[3i
Ay =3i; x=|0
1

(3§
X = 0 .
1

19. Una base para el espacio propio asociado con 4y = 4, =2 es

Ay == 3i;

-1
0
0
| 0
Una base para el espacio propio asociado con A3 = Ag =l es
— 3-—
-3
1
[ 0
r_1
21 I 0 I 3 ?
L I.. 0
3 [o
0 1 0
25. (a) i1l'lo (b) 1
-1] [o L

ML.1. (a) 22 =5. (b) > —6)2+ 40 + 8.
(€) 2 =323 =32+ 1A -6,

ML3. () [:] ® I}]. © [—%]
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Seccién 7.2, pagina 357

. 10 0
1. Diagonalizable. Los valores propios son 4y = =3 y Ay = 2. 0 0 0 . .
El resultado se deduce del tcorema 7.5, 7. g g 2 P | =k 3
1 1
3. Diagonalizable. Los valores propios son i; =0,k = 2y = 0 z =
Az = 3. El resultado se deduce del teorema 7.5. | ; :
5. No es diagonalizable. (=2 0 0 3:5 '?fl'i '715
.| o 0|;p= -
7. No es diagonalizable. 1 & 5 & A A Tw
X 0
<l o i
9. 2 =2k 30
-2 ¢ 11. 0 1]'
- 1 0 0] 1 0 0
11, ble.
it B.]o 2 of 1|0 o o
=3 1 0 0 0 0 0 2
13.pP=|0 0 -6}. = Z
I 2 4 1 0 0
= - mlo 1 0
15. No es -pomblc- ) 0 o 4
- 07071  0.7071
1. P=|0 1 0]. & —1p=| ¥ .
0 0 _3 Mla-lo (a) L| —0; ).: - Iz. P -t [_tlml 0‘1071].
19. No es posble. 21. No es posible. )}y ==l ==Li=5
r_1 2 [ 07743 -0.2590 05774
B.P=|, 1]' P=|-06115 —05411 05774|.
- | -0.1629  0.8001 05774
35 Bogpnine oalbles: [3 g] [g g] (©) &, = 5.4142, A, = 4.0000, 4, = 2.5858.
[0.5000 —0.7071 —0.5000
1 0 0]t 0o P =[07071 =0.0000 0.7071|.
27. Respucstas posibles: |0 1 0, |0 2 0 (05000 0.7071  ~0.5000
0 0 2|0 01 — e s
Ejercicios complementarios, pagina 371

29. Semgcjantc a una matriz diagonal. : i . b g . g
. = A® —BA s ==2, A3 =3, = 5
31. Semejante a una matriz diagonal. S = (2 + 2)( + 15): 2 A3

wnb§ seafiif] we | e e 1]

0 0 1] 3. i
37. A es triangular superior con el valor propio miiltiple '

1 5. No diagonalizable; no todas las rafces del polinomio
Ay = A3 = | con vector propio asociado ol caracteristico son nimeros reales.
39. A tiene ¢l valor propio multiple A = i, = —1 con vector 1
l 7. Para & = 0, respuesta posible: 0|
propio asociado | | | 0
0 1 0
para A = 2, respuesta posible: { | O, [ 1] }.
41, Defectuosa.  43. No defectuosa. 2 0
. [ 0 ]_[512 o0 [z 1 1
"0 <2°]7 |0 -s12f ::]5 ::a vls
9 P= . R Al
0 2 1
Seccién 7.3, pagina 369 L oA
0 0 o0
D=0 0 0f.
0 o, [ # =
5.[0 4].P—|:-' il 0O o0 3

i
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Examen del capitulo, pagina 372
1. No diagonalizable; &) = 1,k =43 =2,
2, Verifique que AAT =1,

-2 | 1 9 0 0
J.r= 1 2 0,D=|0 -9 0f.
2 0 | 0 0 -9

4. @F MF ©V. @V. (F

Capitulo 8
Seccion 8.1, pagina 381

L (a) [x

2
®) [ x x]| 3
]
3

3 % -1 X
© [x x2 xi 3 I =21 ]|x|
1

-1 0 0 3 0 0
3.@| 0 2 0. |0 O Of,
0o 0 0 60 0 0

8 2?7 —3y3,
9. =27 +5y3 - 5yi. 1Ly’
13. yi+y: - . 15. yi —»i.

> Y
7 y; =)

17. h(y) = y; — y3 ; el mango de g es 2 y ¢l indice de g es 0.
19. yi+ )3 =1 csunacicunferencia.
~yi =¥ =1 es vacfo: no representa cénica alguna.
y; =y =1 esuna hipérbola.
)"; =1 esunparde rectas: yy = 1, y; = 1.
=Y, =1 es vacio; no representa cénica alguna.
21. 1,82 Y 84
23, (a), (b) y (c).
ML.1. (a) Rango = 2, indice = 0.
(b) Rango = 1, indice = |.
{¢) Rango = 4, indice = 2.
(d) Rango = 4, indice = 4.

Seccién 8.2, pagina 389

1. Elipse. 3. Hipérbola.
5. Dos rectas que se intersecan.
9. Punto.

7. Circunferencia.

x? )

. Elipse; - +y? = 1.

2 2
- TR

13. Circunferencia; 5 + == 1.
15. Par de rectas parale]ns, '\l = 2.'\,1 - _2: y'z il

17. Punto (1,3);x? 47 =0.

2 2
x v
19. Respuesta posible: elipse, 7] + 23" =1,

21. Respuesta posible: par de rectas panalelas v = ;f;a y
Y =—7my =%

23. Respucsta posible: dos rectas que se intersecan y' = 3t'y
y==-3;%"-y'=0.

25. Respuesta posible: pardbola; y'? = —dx".

2

27. Respuesta posible: hipérbola; % -=1

"

‘c_

4

29. Respuesta posible: hipérbola; XT -
8

nl
y
i
%

Seccién 8.3, pagina 397
1. Hiperboloide de una hoja.
3. Paraboloide hiperbélico.
§. Cilindro parabélico.
7. Cilindro parabélico.
9. Elipsoide.
11. Paraboloide eliptico.
13. Paraboloide hiperbélico.
2
15. Elipsoide; x* + ¥+ 7 = 1.
i

P | o |
17. Paraboloide hiperbélico: IT - -'"T g,

19. Paraboloide eliptico; EI ks "—'8— = 1.
w2 2

21. Hiperboloide de una hoja; *—— + .‘Z.. -

il
4
23. Cilindro parab6lico; x* = % y".

25. Hiperboloide de dos hojas:

2 wa wd

o..-..l g
|
|
|
I

21. Cono; x4+ y? =z =0.
Examen del capitulo, pagina 398
yi = ¥3, una hipérbola.
Capitulo 9
Seccién 9.1, pagina 404
L. (a)y (c).
3. (a) SI. (b) No. (c) Si.
5. (@) No. (b) Si. {(c) SI.
7. Si. 9. Si.

R17
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TNEEEE |

—a; + 3az “5ﬂa+az]
2 2 g

17. (a) [8 5| (b) [

19. @) 171 =7. (b) (?"——”)H

a+ 5b
3 ;

2

Seccién 9.2, pagina 416
1. (@) Si. (b) No. (¢) Sf. (d) No.
{e) {(0, )}, r es cualquier nimero real.

(f) {(r, 0)}, r es cualquier nimero real.
3. (a) {(0,0)}. (b) Si. (c) No.

-2
0 1
5. (a) Respuesta posible: 11,10
1 0
| 04 Lo
(b) Respucstas posibles:
1 17 r-17 r-1
0 1 0 1 0 -1
ol'| o' [r|f Y z2|'|-1]]|=
1 -1 0 0l L-1 0

7. @Si.  (®) 1.

11. (@ No. (b) Si. (c) Si. (d) No.
(e) Respuesta posible: {—1> — 1 + 1}.
(f) Respuesta posible: {17, 1}

13. (a) El niicleo(L) = ! [g g] I ,por lo que niicleo(L) no
tiene una base.

ofli ol il o[ )

15. (a) Respuesta posible: I[(l} ?][ é‘:“

)

I B

(b) Respuesta posible: “:? _g] : [

17. (a) Respuesta posible: {1}.

(b) Respuesta posible: {1, 1}.
19. @ 2. (b) 1.

M TR
ML.1. Base para el niicleo de .. “f : “3
0 1

Bascpamlaimagcnchzl (l):| ? l

27 =1
0
ML3. Base para el nicleo de L: k| -
2
1

Seccién 9.3, pagina 429
[3 =2 3 =32
L (a) 2 0}. (b) [_1 2].
M1
n.2 i

-2 1 =2
2] @[t 2

- L
1 =2 3
A@|2 1| ® -3
1 2
]

(©) (e) 4,0).

W A e e

5. @ p _]].
(€) _?]

7. (a)

oo -

SO O -

9. (a)

SO0 -0
-0 0

(b)

:
[ R B
SO —0

~1 0 0 1

0 0 | 0
(c) | I o ol

L0 0 | 1

-2 1 -1 0
2 -1 2 0
@1y 1 0o ol
-1 <1 1 1

(10 4
1. (@ | 5. ® |2].
i 5 2
13. (a) [Lv)], = _?] [Lvp]; = [_i].

®) L) = [5' L(v,) = [-—I{ID]'
-2
(c) [25]

[ 1 0
15. (@) [L(v)], = 2].[1,0,)], = [ :Iz]

(b) Lv)) =1? 42 Livy) =—1+ 2
(© L@+1) =37 +1+4,

b
@) Liat +b) = (“—*—'—)r’+m+2a.

2
0
17. (a) !rl

}. (b) 3r-3.

bl b
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W-bh" Repaso acumulativo de la parte Introductona de dlgebra
© ( 3 )‘ =b lineal, pagina 437
0 [! 0 LE 2V 3. F 4 F 5. F.
‘18 -1 &V. 7.V 8. V 9. F 10. V.
10 2 0 1.V. 12E 13 F W E 15V
2 0 0 0 6 16. V. 17. F 18. F 9. E 20. V.
. (@) 0 0 0 ol
2 4 o o 2.V. 22.F 2. V. 2. V. 25 F
- = 26.V. 27.E 28.F 2. FE 30. V.
¢ 2 3 G ALV 32V, 33.V. M V. 35V
®le o o ol ©Llomismoqueen(®). 3.F 3 FE 38.F M FE 40V
0 1 0 A 41, E 42, F 43. F 4 V. 45. V.
1 0 6. F 47.V. 48. V. #. V. 50 V.
2. [0 _]]. 5.LV. S2.F 83 V. 5. V. 5.V
5.F 57.V. S8.V. . V. 60 F
MEL A= [—: : g] 6.F 62 V. 6LF 6 F 65 F
= 6. F.  67.F  68. V. 6. V. 70. V.
3 13333 —0.3333 7.V. 72.F T.V. 7. V. 7. F
A | —1.6667 —3.3333 | 7. V. 7.V. 78.V. M. F 80 F
®) B = [-3.6667  0.3333] 8l.V. 8.V 8. F 8.V 8. F
T [F33333 16667 ) 8.F 8. F 8. F 8. FE 9. F
© P= [~0.3333  0.6667] 9..V. 92 F 9L F %M. V. 9. F
U 16667 -03333] 9%. V. 97.V. 98 V. 9. V.
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A Cauchy-Schwarz, desigualdad de, 193
Acceso en dos etapas, 107 Cayley-Hamilton, teorema de, 372
Adjunta, 157 Cero
Adyacencia, matriz de, 105 dimension, 258
Angulo entre vectores, 191, 194 matriz, 39
Antisimétrica, matriz, 51 polinomio, 223
Arcos (aristas, lados) dingidos, 104 subespacio, 227
vector, 179, 188,221
B Ciclo de volaje, 115
Base 303, 251, Cilindro
andnica, 251, 252 eliptico, 392
wordenadas respecto de una, 288 hiperbolico, 393, 394
estdndar, 303, 304 251, 252 parabdlico, 393, 394
natural, 251,252 Circuito(s) eléctrico(s), 115
ardenada, 288 Circunferencia, 383
artogonal, 301 Clan, 108
ortonormal, 301 Coeficientes, 16
vacia, 266 Cofactor, 153
vector de coordenadas respecto de una, 288 Cola
Bateria (pila eléctnica), 115 de un segmento de recta dirigido, 173
Binaria, matriz, 18 de un vector, 175
Binana, representacion, 17 Columna(s)
Binario, sistema lineal, 71 dec una matriz, 10
Blogques, multiplicacién por, 31 pivote, 56
Booleana, matriz, 18 Comandos de MATLAB, 468
Bunyakovsky, Viktor Yakovlevich, 194 Combinacién lincal, 16, 231
Complemento ortogonal, 308
C Componentes
Cabeza de un u-vector, 186
de un segmento de recta dirigido, 173 de un vector, 173,174, 175
u vector 173,175 Conjunto
Cable, 115 generador, 239
Cadena de Markov, 45,74, 119 artogonal, 301
Caja negra, 89 ortonormal, 301
Cilculo de un determinante Cono, 392
por reduccién a la forma triangular, 148 Consumo, matriz de, 132
Cauchy, Augustin-Louis, 193 Contraccion, 57, 399
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Coordenada
de un punto, 189
x (abscisa), 172
v (ordenada), 172
z, 189
Coordenadas, 171
cartesianas, sistema de, 172
de un punto, 172
de un vector, 288
rectangulares, sistema de, 172, 190
respecto de una base, 288
Cramer, Gabricl, 161

D
Demanda, vector(es) de, 133
Dependencia lincal, 242
Descartes, René, 172
Desigualdad
de Cauchy-Schwarz, 193
del tridngulo, 195
Determinante, 140

cdlculo por reduccién a la forma triangular, 148

de Vandermonde, 152

desarrollo por columna, 154

desarrollo por fila, 154
Diagonal principal, 10

de una matriz, 10
Diferencia

de matrices, 15

de vectores, 179, 188
Digrifica; vea Gréfica dirigida, 104
Dilatacién, 57, 399
Dimensién, 258,

cero, 258
Direccién

de un segmento de recta dirigido, 173

de un vector, 173
Distancia

entre puntos, 192

entre vectores, 192
Distribucién

de edad estable, 347

estable, 44
2-espacio, 172

E

Ecuacion
caracleristica, 340
cuadritica, 382

cuadritica, término producto cruz en, 384

lineal, 1
lincal, inc6gnitas en una, |
lineal, solucién de una, 2
Ecuacién{es); vea también Sistema(s) lineal(es)
cn forma simétrica, 214
lincal(cs), 1
polinomial (es) de segundo grado, 390
sistema lineal de, |
Ecuaciones paramétricas, 214, 219
Ep
coordenado x, 172, 189
coordenado y, 172, 189
coordenado z, 189
x.172,189
¥ 172,173, 189
z, 189,190
Ejes coordenados, 171, 189
Elemento de una matriz, 10
Eliminacién gaussiana (de Gauss), 61
Elipse, 383
Elipsoide, 392, 394
Eliptico
cilindro, 392
Entrada de una matriz, 10
Entrada principal, 53
Equilibrio en un proceso de Markoy, 122
Escalar(es), 171, 186, 220
Espacio columna, 277
Espacio fila, 277
Espacio nulo, 230
Espacio propio, 345
Espacio solucion, 230
Espacio vectonial, 220, 224
base para, 251
complejo, 221
conjunto generador para, 239
de dimensidn finita, 253
de dimensidn infinita, 253
dimensién de, 258
generado, 293
rcal, 220, 224
subespacio de, 227
Estado estacionario, vector de, 122
Estado inicial, vector de, 121
Estado, vector(es) de, 121
Estocdstica, matriz, 120

F
Fila(s)
de una matriz, 10
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Firma de una forma cuadrética, 379
Forma canénica (estdndar), 379, 382

& Jordan, 366

de una forma cuadritica, 379
Forma cuadritica

positiva definida, 380

rango, 379

real, 374
Forma escalonada por filas, 53,59
Forma escalonada reducida por filas, 53, 59
Forma simétrica de una recta, 214
Forma(s) cuadrdtica(s), 373

con n variables, 374

equivalentes, 375

firma de, 481

forma candnica de, 379

matriz de, 374

rango de, 379

y polinomios de segundo grado, 390
FRuertemente conexa, grifica dirigida (digrdfica), 111
Fuerza resultante, 180

G

Gauss, Carl Friedrich, 60- 61

Google®, 13

Grado
de un polinomio, 223

Grifica dirigida (digrifica), 104
arcos dirigidos, 104
clan en, 108
de dominancia, 106
matniz de adyacencia, 105
mdos, 104
wrayectoria, 111
vértices, 104

Gram, Jorgen Pederson, 302

H
Hipérbola, 383
degencrada, 392
Hiperboloide
d dos hojas, 393, 394
de una hoja, 393, 394
Homogéneo, sistema, 66

I

Identidad
aditiva, 39
de Jacobi, 211
matriz de, 42
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Igualdad
de n-vector(es), 186
de vector(es), 174,175
Imagen, 54, 405, 409
Impar, permutacién, 140
Inclinacién (corte)
en la direccién x, 400
en la direccién y, 400
Incognitas, 1
Independencia lineal, 242
Indice de la suma, 32
Inercia, 390
Intercambio, matniz de, 131
Interpolacién polinomial, 69
Inversa
de una matriz, 82, 157
propicdades de, 83
Inversién en una permutacién, 140
Inverso aditivo de una matriz, 40
Invertible, matriz, 82
Isometria, 429

J
Jordan, forma candénica, 366
Jordan, Wilhelm, 61

L
Leontief, Wassily, 129
Ley
de comiente de Kirchhoff, 116
de voltaje de Kirchhoff, 116
del paralelogramo, 203
Lista de equivalencias no singulares, 91, 161, 285, 341,425
Longitud de un vector, 176, 192

M
Magnitud
de un segmento de recta dingido, 173
de un vector, 174, 192
(norma) de un vector, 176
Mano derecha, sistema de coordenadas, 189
Mano izquierda, sistema de coordenadas, 189
Markov, Andrei Andreevitch, 119
Markov, matriz de, 120
Markov, proceso regular, 123
MATLAB, 440
MATLAB, resumen de comandos, 468
Matrices
combinacién linecal de, 16
congruentes, 375
diferencia de, 15
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divididas en bloques, 31 invertible; vea rambién Matriz no singular, 82
divididas en bloques, multiplicacién de, 31 maltiplo escalar de, 15
iguales, 13 nilpotente, 102, 349
multiplicacion de, 23 no invertible, 82
particién de una, 31 no singular, 82
producto de, 23 nula, 39
resta de, 15 nulidad de, 268
semejantes, 350 orden de, 10
suma de, 14 ortogonal, 361
Matriz, 10 polinomio caracteristico de, 340
adjunta, 157 positiva definida, 380
antisimétrica, 51 potencias de una, 43
aumentada, 28 que representa una transformacion lineal, 418
binaria, 17,71 rango columna de, 279
booleana, 18 rango de, 281
cero, 9 mngo fila de, 279
columnas de, 10 simétrica, 46
cuadrada, 10 singular, 82
de adyacencia para una gréfica dirigida, 105 submatriz de una, 29
de consumo, 132 transpucsta de una, 16
de consumo productiva, 134 trazo de, 101
de intercambio, 131 triangular, 20
de Leslic, 347 valor propio de, 336
de Markov, 120 valores caracteristicos de, 336
de probabilidades, 120 valores latentes de, 336
de transicién, 120, 292 vector propio de, 336
de un operador lineal, 399 Matriz cuadrada, 10
de una forma cuadritica, 374 de orden n, 10
de una transformacién lineal, 418 Matriz triangular
defectuosa, 358 inferior, 20
determinante de, 140 supenor, 20
diagonal, 12 Menor (determinante), 153
diagonal principal de, 10 Método de climinacién, 2, 61
diagonalizable, 351 Método de reduccién de Gauss-Jordan, 60
diagonalizable ortogonalmente, 362 Misma direccion, vectores, 195
ecuacion caracteristica de, 340 Modelo
elemento de, 10 abierto, 132
entrada de, 10 abicrto de Leonticf, 132
cquivalente por filas, 55 cerrado, 30
escalar, 13 cerrado de Leontief, 129
espacio columna de, 277 de intercambio, 130
espacio nulo de, 230 productivo, 134
estocdstica, 120 Multiplicacién
filas de, 10 de matrices, 23
forma escalonada por filas. 53, 59 por bloques, 31
forma escalonada reducida por filas, 53, 59 Multiplicacién por escalar
identidad, 42 de un vector, 187
inercia de, 390 por escalares, 187

inversa dc, 82 por un escalar, 15, 179, 220



Multiplicidad, 354
Muiltiplo escalar de un vector, 221, 179, 287
Multiplo escalar de una matriz, 15

N
Negativo de un vector, 179, 188, 221
Negativo de una matriz, 15, 40
n-espacio, 186
Neutro aditivo, 39
Nilpotente, matriz, 102, 349
No coincidentes, rectas, 218
No fucrtemente conexa, grifica dirigida, 111
No invertible, matriz, 82
No singular, matriz, 82
Nodo de corriente, 115
Nodos, 104
Norma de un vector, 192
Normal a un plano, vector, 215
Normalizacién de un vector, 304
Notacién de suma, 32
Niicleo (kemel), transformacion lineal, 406
Niicleo de una transformacién lineal, 406
Nula, transformacion lincal, 405
Nulidad, 268
de una transformacién lineal, 412, 434
N-vector(es), 11, 186

binario, 18, 197
componentes de, 186
iguales, 186
producto interior de, 22
0
Operacion clemental por filas, 63
Operacién producto cruz, 207
Operador identidad, 405
lineal, 405
Operador lincal, 399
matriz de, 424

Origen, 171, 172, 189
Ortogonal(es), vector(es), 195

| 4
Par, permutacién, 140
Pardibola, 383
Paraboloide eliptico, 392
Paraboloide hiperbélico, 393, 394
Paralelo(s), vector(es), 195
Particion de una matriz, 30
Permutacién, 139

impar, 140
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inversién en, 140

par, 140
Plano, 215

xy, 190

xz, 190

¥z, 190

normal al, 215

vectores en, 174, 175
Polinomio, 222

caracteristico, 340

cero, 223

de minimos cuadrados, 326

de scgundo grado y formas cuadrdticas, 390
Polinomio, grado de, 223
Posicién estdndar de secciones cénicas, 382
Positiva definida, forma(s) cuadrdtica(s), 380
Positiva definida, matriz, 380
Potencias de una matriz, 43
Preimagen (imagen inversa), 405
Probabilidad de transicién, 120
Probabilidad, vector(es) de, 123
Probabilidades, matriz de, 120
Procedimiento de Gram-Schmidt, 302
Procedimiento de reduccion de Gauss-Jordan, 60- 61
Proceso de Markov, 119
Proceso de Markov regular, 123
Proceso de Markov, equilibrio, 122
Produccién,

neta, 133

vector(es) de, 133
Producto

cuz, 207

exterior, 102

interior, 22

interno esténdar (canénico), 192

punto, 220, 181

punto de matrices, 23

punto en R%, 192

punto exterior, 102
Propiedad de cerradura, 221, 229
Proyeccion, 56, 399
Proyeccion ortogonal, 172,315

coordenadas de, 172, 189

R
Rango, 281
columna, 279
de una forma cuadrdtica, 379
fila, 279
imagen, 54
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Recta(s), 212
de minimos cuadrados, 323
ecuacion en forma simétrica, 214
ecuaciones paramétricas de, 214
en R%,212,213

no coincidente(s), 218

Reduccién de Gauss-Jordan, 60

Reflexion, 399

Regla de Cramer, 161

Resistencia, 115

Resultante, fucrza, 180

Rotacién, 399

S
Schmidt, Erhard, 302
Schwarz, Karl Hermann Amandus, 193
Seccidén cdnica, 373, 382
degencrada, 389
en posicion estdndar, 382
forma canodnica, 382
identificacién de, 389
no degenerada, 382, 383
Segmento
de recta dirigido, 173
de recta dirigido, cabeza, 173
de recta dinigido, cola, 173
de recta dingido, direccion, 173
de recta dirigido, magnitud, 173
Serie
Simétnca, matniz, 46
Singular, matriz, 82
Sistema
homogénco, 66
Sistema de coordenadas, 172, 189
cartesianas, 172
de mano derecha, 189
de mano izquierda, 189
rectangulares, 215, 190
Sistema homogénco
espacio solucién de, 230
solucién no trivial, 66
solucion trivial, 66
Sistema lincal
consistente, 66
de coordenadas rectangulares, 172
inconsistente, 66
maltriz aumentada del, 28
no homogéneo, 284
Sistema normal, 319
Sistema(s)

coordenado(s), 172, 189
lincal(es), 1
lincal(es) binarios, 71
lineal(es) consistente, 66
lineal(es) homogéneco, 66
lineal(es) homogéneo(s), espacio solucién de un, 230
lineal(es), incégnitas en, |
lincal(es ), matniz de cocficientes del, 28
lincal(es), método de eliminacién, 2
lineal(es), método de solucién por eliminacién gaus-
siana, 61
lincal(es), procedimiento de reduccion de Gauss-
Jordan, 60-61
lincal(es), regla de Cramer, 161
lincal(es), solucion del, 2
Sobre, 409
Solucién
de minimos cuadrados, 319
de un sistema homogéneo lineal de ecuaciones
de un sistema lincal, 2

no trivial, 66

para una ecuacién lineal, 1

trivial, 66
Subespacio, 405

mvariante, 350, 405
Subespaciof(s), 227

oero, 227

suma directa de, 238
Submatriz, 29
Suma

de matrices, 14

de vectores, 178, 186

directa, 238

indice de, 32

vectorial, 220
Superficic cuadritica, 390

identificacién de, 394
Superficie cuddrica, 373, 390, 396
Sustitucién

hacia atrds, 61
T
Teorema

de Cayley-Hamilton, 372
de los cjes principales, 377
de Pitdgoras, 203
Término de producto cruzado, 384
Transformacién lincal, 399
contraccion, 399
dilatacién, 399
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inclinaciéon en la direccion y, 400

matnriz de, 418

nula (o cero), 405

nulidad de, 412

poyeccion, 399

rango de, 54,412

rango (imagen) de, 409

reflexion, 399

rotacién, 399

sobre (sobreyectiva), 409

mo a uno (inyectiva), 406
Transicién regular, matriz de, 123
Transicién, matriz de, 120
Transpuesta, 16
Traslacién, 405

gréfica dirigida (digrdfica), 111
Traza, 101

U

Unitario(s), vector(es), 196

Uno a uno (inyectiva), transformacién lineal, 406
Uno principal, 53

v
Valor
latente, 336
Valor absoluto, 171
Valor propio, 336
espacio propio asociado a un, 345
multiplicidad de, 354
Valores caracteristicos, 336
Vandermonde, Alexandre-Théophile, 152
Vandermonde, determinante de, 152
Vector
de coordenadas, 288
dc demanda, 133
de estado, 121
de estado inicial, 121
de probabilidad, 123
e produccion, 133
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en ¢l plano, 174, 175
propio, 336
unitario, 183, 196
Vector(es), 11, 171, 174, 220
dngulo entre, 181, 194
cabeza de, 173, 175
caracterfstico (s), 336
cero, 179, 221
oola de, 173,175
combinacion lineal de, 16, 231
componentes de, 174, 175, 186
conjunto ortogonal de, 301
conjunto ortonormal de, 301
de estado estacionario, 122
diferencia de, 179, 188
distancia centre, 192
en ¢l plano, 174,175
en R’, 190
en R iguales, 190
espacio vectorial complejo, 221
iguales, 174, 175, 186, 190
lincalmente dependientes, 242
lincalmente independientes, 242
longitud de, 176, 192
multiplicacién por escalares, 179, 187, 220
miiltiplo escalar de, 179, 187
ncgativo de, 179, 188,221
norma de, 192
ortogonales, 182, 195, 301
paralelos, 176, 195
perpendicular, perpendiculares, 182
resta de, 188
suma de, 178, 186
sustraccién de, 179
Vector(es), producto
cruz de, 207
interno estandar de, 192
punto de, 22, 181, 192
Vectorial, suma, 220
Vértices, 104
Vectores, 104
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